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Sazetak

Ovaj rad ukazuje na moguca rjeSenja nekoliko problemskih zadataka linearnoga

programiranja koja se odnose na problem izbora medija za oglasavanje.

Rad je izraden u nekoliko cjelina. U uvodu su opisana osnovna nacela linearnoga
programiranja i njihova primjena. ObjaSnjene su osnovne funkcije i nacin rada s programom

Linear Program Solver.

Navedeni su tipicni primjeri linearnoga programiranja u rjeSavanju problema na izbor
medija za oglasavanje, te opisano njihovo detaljno rjeSavanje pomoc¢u raunalnoga programa

Linear Program Solver.

U pogodno odabranim primjerima prikazano je rjeSavanje odabranih problemskih
zadataka s objaSnjenjem dobivenih rezultata. IzvrSena je analiza osjetljivosti rjeSenja

dodavanjem novih pocetnih uvjeta.

Izabranim zadatcima se pokuSava prikazati raCunanje na primjerima maksimiziranja

koristi i minimiziranja troSkova uz zadane uvijete.

Na kraju je dan osvrt na diplomski rad u cjelini.

Kljucne rijeci: linearno programiranje, izbor medija za oglaSavanje, racunalni program

Linear Program Solver.



Summary

This thesis indicates some possible solutions of some problematic tasks of the linear

programming, referring to the problem of choosing an advertising media.

The thesis consists of several units. The basic principle of the linear programming and
its application are described in the introduction. There are also the basic functions and mode

in the Linear Program Solver explained.

Typical examples of the linear programming of solving the problems in choice of an
advertising media are listed, and their detailed solving with help of the PC-program Linear

Program Solver is described too.

Some suitably chosen examples show the solving of chosen problematic tasks, and the
obtained results are explained. The analysis of the sensitivity of the solution is accomplished

by adding new starting conditions.

With this chosen tasks the intention was to show the calculation on examples of

maximizing the benefits and minimizing the expenses within the given conditions.
At the end there is review of the whole thesis.

Key words: linear programming, advertising media choice problem, software Linear

Program Solver.
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1. UVOD

Ovaj rad opisati ¢e osnovna nacela linearnoga programiranja u poslovnim procesima.
Cilj je prikazati primjenu linearnoga programiranja u rjeSavanju problema izbora medija za
oglasavanje. Opisati ¢e se detaljno rjeSavanje problemskih zadataka pomocu racunalnoga

programa Linear Program Solver.

Rad se sastoji od Cetiri poglavlja. Prvo od njih je uvod u kojem se daje kratak pregled

tijeka rada.

Drugo poglavlje opisuje nastanak linearnoga programiranja i njegove osnovne
primjene. Linearno programiranje koristi se u novije vrijeme i smatra se neklasicnom
metodom optimizacije. Namijenjeno je izracunavanju minimalnog ili maksimalnog rezultata
pri zadanim uvjetima. Potrebno je posti¢i najbolje rezultate s odredenim resursima i uz

odredene uvijete.

U tre¢em poglavlju ukratko se opisuje nain rada raCunalnoga programa Linear

Program Solver.

Cetvrto poglavlje prikazuje tipi¢ne primjere linearnoga programiranja u rjeSavanju
problema izbora medija za oglaSavanje. Opisuje se detaljno rjeSavanje odabranih problemskih
zadataka pomocu racunalnoga programa Linear Program Solver. RjeSavaju se problemi
maksimiziranja koristi i minimiziranja troSkova uz zadane uvjete. Provodi se analiza

osjetljivosti rjeSenja dodavanjem novih pocetnih uvijeta.

Na kraju rada iznose se zaklju¢na razmatranja na zadanu temu.



2. OPCENITO O LINEARNOM PROGRAMIRANJU

,Linearno programiranje promatra probleme u kojima se linearna funkcija cilja mora
optimizirati (maksimizirati ili minimizirati) uz uvjete ili ograni¢enja dana u obliku jednadZzbi

ili/i nejednadzbi i uz nenegativne varijable odluc¢ivanja.“ (prema Danieli Petkovicek, 2013.)

2.1. Povijest linearnoga programiranja

Prema Danieli Petkovic¢ek (2013.), linearno programiranje je grana matematike koja se
bavi problemom optimizacije sustava unutar zadanih ogranicenja. Prvi ga je uveo Leonid
Kantorovi¢ kasnih 1930-ih godina kao metodu rjeSavanja problema planiranja proizvodnje. U
SAD je linearno programiranje razvijeno tijekom drugoga svjetskog rata prvenstveno za
probleme vojne logistike, kao §to je optimiziranje prijevoza vojske i opreme konvojima. U
tom je smislu vazan i doprinos ekonomista Tjallinga Koopmansa (roden u Nizozemskoj,
1940. preselio u SAD). Kantorovi¢ i Koopmans su 1975. god. podijelili Nobelovu nagradu za

ekonomiju za njihov pionirski rad u linearnom programiranju.

Prof. dr. Vlatko Ceri¢ sa Ekonomskog fakulteta u Zagrebu tvrdi da je metodu prvi
razvio americki matematicar George Dantzig 1947. godine utemeljivsi je na svojemu radu u
statistickom odjelu zra¢nih snaga americke vojske. Tamo su rjeSavanje metoda planiranja
pomocu stolnog kalkulatora zvali “programiranje” (odatle ime metodi). Koriste¢i simpleks
metodu, Dantzig je prvi rijeSio problem prehrane koji se svodio na minimizaciju troSkova uz
77 varijabli odlucivanja i 9 ogranienja. Za provjeru tog rjeSenja trebalo je 120 dana uz
koriStenje kalkulatora. Provjeru ispravnosti dobivenoga rjeSenja obavili su djelatnici

ameri¢koga Nacionalnoga ureda za standarde (The National Bureau of Standards).

2.2. Osnovna nacela linearnoga programiranja

Linearno programiranje je metoda matematiCkoga programiranja ¢ija je svrha
postizanje najboljeg ishoda (na primjer: maksimalna dobit uz najniZi troSak) u matematickom

modelu uz postavljene uvjete. Zbog toga linearno programiranje pripada tzv. metodama



optimizacije, odnosno metodama namijenjenima postizanju ekstremne vrijednosti odredene

matematicke funkcije uz postavljene uvjete. Ti su uvjeti najces¢e jednadzbe i nejednadzbe.

Linearno programiranje je metoda namijenjena optimizaciji linearne funkcije cilja uz

linearne uvjete. Opcenito, linearne funkcije su funkcije oblika f(x,,...,x,) =¢ -x +...+¢, - X,
,pri¢emu su ne N, ¢,,...,c, € R konstante, a x,,...,x, varijable odlucivanja Cija se ekstremna

vrijednost Zeli odrediti. Analogan oblik imaju i funkcije koje zadaju uvjete.

Linearno programiranje se moZe primijeniti na razli¢ita podrucja. Koristi se u
poslovanju i ekonomiji, ali se takoder moze koristiti za rjeSavanje nekih problema u tehnici.
Industrije koje koriste linearno programiranje modela ukljuuju prijevoz, energiju,
telekomunikacije i proizvodnju. To se pokazalo korisnim u modeliranju razlicitih vrsta

problema u planiranju, usmjeravanju, rasporedivanju zadataka i dizajnu.

Linearno programiranje je znaajno podrucje optimizacije iz viSe razloga. Mnogi

prakti¢ni problemi u istraZivanjima mogu se rijeSiti kao rezultat linearnog programiranja.

Takvo programiranje moZe se koristiti u mikroekonomiji, u upravama tvrtki na
primjerima planiranja, proizvodnje, transporta, tehnologije i drugih pitanja. Iako su moderna
nacela upravljanja umnogome izmijenjena u odnosu na tradicionalna nacela upravljanja,
vecini tvrtki su i dalje zajednicka nastojanja za povecanjem dobiti i smanjenjem troskova s
ograni¢enim resursima. Dakle, mnogi se problemi mogu svrstati u probleme linearnoga

programiranja.

U ekonomiji, neka ekonomska veli€ina (varijabla) ¢esto zavisi o najmanje dvije druge
ekonomske veli€ine (varijable). Tako npr. koli¢ina potraZnje x nekoga dobra ne ovisi samo o
cijeni toga dobra, nego i o cijeni nekoga drugog dobra. U ekonomiji se ¢esto pojavljuju i
problemi koje je moguce formulirati u obliku matematickoga modela s funkcijom cilja. Cilj
uglavnom treba maksimizirati ili minimizirati s ograni¢enjima u obliku jednadZbe. Metodama
rjeSavanja takvih problema bavi se matemati¢ko programiranje (prema Nerali¢, L., Sego, B.
2009). Tipican primjer primjene linearnoga programiranja je odredivanje optimalne razine

proizvodnje za maksimalni profit uz izvjesna (linearna) ograni¢enja materijala i rada.



3. RACUNALNI PROGRAM LINEAR PROGRAM SOLVER

Razvoj moderne racunalne tehnologije, a pogotovo racunalnih programa, ubrzao je
implementaciju metoda linearnoga programiranja u razli¢ite ra¢unalne programe. Tako danas
postoje mnogi racunalni programi ,,specijalizirani“ za rjeSavanje problema matematickoga
programiranja (npr. Lindo, Win(QSB itd.). Znatan dio njih je prilagoden racunalnim znanjima i
vjeStinama ,,0bi¢nih* korisnika, pa se takvi programi svrstaju u tzv. ,user-friendly* racunalne
programe. U navedenu skupinu programa pripada i racunalni program Linear Program Solver

koji ¢e biti koriSten u ovom radu.

Ovaj raCunalni program osmislila je i razvila skupina stru¢njaka predvodena
Michaelom Melnickom na Odjelu za operacijska istraZivanja Ekonomskoga fakulteta iz

Moskve. Glavne znacajke programa su:

® temelji se na ucinkovitoj provedbi metoda koje rjeSavaju probleme s velikim brojem
varijabli odlucivanja.

® njime se pruza ne samo jedan odgovor nego detaljan proces rjeSavanja matematickoga
modela, pa se program moZze koristiti za proucavanje metoda linearnoga
programiranja.

e daje analizu osjetljivosti koja omogucuje proucavanje ponaSanja modela kada se
promijene parametri. Takve informacije mogu biti izuzetno korisne za prakticnu
primjenu

e zarazliku od npr. raCunalnoga programa WinQSB, program Linear Program Solver je
kompatibilan s novijim verzijama operativnoga sustava Microsoft Windows (Windows

7 1 novije verzije), ¢ime se i novim korisnicima olakSava rad s programom.

Program je originalno ,,zapakiran“ u komprimiranu datoteku, pa ga je prigodom
preuzimanja potrebno ,,raspakirati®. Preporucuje se da se naziv mape u koju ¢e biti smjeStene

,raspakirane* datoteke podudara s nazivom programa.

Program se pokrec¢e dvostrukim klikom miSa na izvrSnu datoteku LiPS.exe (vidjeti

Sliku 1.).



Slika 1. Pokretanje programa Linear Program Solver

r = = )
GQ [J» Lies » [ 43| Pretrazi mapu LiPs P
Qrganiziraj + Otvori Zajednicki koristi s = Snirmi Nova mapa =~ [l @
B + Naziv ’ Datum izmjene Tip Velicina
32 Dropbox || Bxamples 147.2013.1:30 Mapa s datotekama
%] Nedavna mjesta | Langs 197.2013.0:54 Mapa s datotekama
& Preuzimanja ] chartdird1.an 121.2011.035 Protirenje progra... L780KB o
B radna povréina TH Goal Programming using LiPS (in Russian) ~ 6.11.2011. 20:58 Adobe Acrobat D.. sk i
@ Crestive Cloud i | [ [ LiP3 119.2013.1:46 Program ss6Ka) |
22 LiPS_ENG 68.2012. 001 Kompilirana HTM... 370 KB
- Biblioteke = & upspTe 582013.147 Kompilirana HTM... 662 KB
[ Dokumenti [ LiPS_RUS 6.82012.004 Kompilirana HTM... 397 KB
ol glazba &) LiPSolver.dil 119.2013.1:46 Prosirenje progra... 308 kB
[ Slike [} README 682012.022 Tekstni dokument 2B
B Videozapisi || TROUBLESHOOTING 277.2013.204 Tekstni dokument 1KB
|i8] xres.dl 26220121347 Protirenje progra... 476 KB
& Osnovna grupa
18 Razunalo
& Lokalni disk (C3)
 Lokalni disk (D) ~ ¢ | i v
LiPS  Datum izmjene: 119.2013. 1:46 Datum stvaranja: 12.8.2015. 11:21
M| rrogam Velicina: 591 MB

Izvor: autor

Nakon pokretanja programa pojavljuje se sljedeci okvir (vidjeti Sliku 2.):

Slika 2. Polazni okvir programa Linear Program Solver.

®Linear Program Solver
File Edit View LiPS Window Help
EXT=17 1% = 0. o shiv,

Welcome to LIPS
1110

Linear Program Solver

Description

Linear Program Solver (LiPS) is intended for solving linear,
integer and goal programming problems. Main features: easy to
use graphical interface, sensitivity analysis, goal and mixed

integer programming solver, LiPS supports MPS and simple LPX
format

Getting Started Getting Support

Create New Model: Tabular or
ext

Anan In madals

Izvor: autor

Program nudi moguénosti stvaranja novoga modela (Create New Model) u tablicnom
ili tekstualnom obliku, otvaranje postoje¢ih matematickih modela pohranjenih u programskoj
biblioteci (Open sample models), izbornika za rjeSavanje optimizacijskih problema (Solve

model menu) i izbornika za ispitivanje analize osjetljivosti (Use Sensitivity Analysis).



Posljednji je izbornik besmisleno koristiti prije implementiranja i rjeSavanja konkretnoga

matematicCkoga modela linearnoga programiranja. Ovaj okvir mogucée je zatvoriti

jednostrukim klikom mi$a na crveni kriZi¢ u gornjem desnom kutu okvira.

1)

2)

3)

4)

Glavne komponente korisnickog sucelja (vidjeti Sliku 3.) su:

izbornik za rad s datotekama (File) u kojemu postoji opcija New namijenjena izboru
oblika modela, a to su:
- model u obi¢nom tekstu;
- model u tablicnom obliku;
- MPS model.
Uz opciju New, u ovom se izborniku nalaze opcija Open namijenjena otvaranju
datoteke na raCunalu i opcija Save namijenjena spremanju aktivnoga dokumenta.
izbornik za uredivanje modela (Edit) koji sadrZi opciju Undo namijenjenu poniStavanju
posljednje radnje, opciju Copy namijenjenu za kopiranje odabira i pohranu u
meduspremnik, te opciju Paste namijenjenu umetanju sadrzaja meduspremnika.
izbornik za rjeSavanje modela (LiPS) koji sadrzi opciju Solve Model namijenjenu
rjeSavanju  aktivnoga modela i opciju Sense Analysis namijenjenu provedbi analize
osjetljivosti.
alatna traka koja omogucuje brzi pristup opcijama u spomenutim izbornicima (opcije
stvaranja novoga modela, otvaranja ranije pohranjenih modela, pohranjivanja zapisanih

modela itd.)

.....

podataka (vidjeti Sliku 3.) jer je analogan npr. unosu podataka u tablicnom kalkulatoru MS

Excelu. Tabli¢ni nacin unosa podataka bira se jednostrukim klikom miSa na File, potom na

opciju New i nakon toga na podopciju Table Model.



Slika 3. Biranje tabli¢nog nacina zadavanja matematickoga modela.

T T ——— X ko e
Edit View LiPS Window Help

New > | TextModel ‘@; S Hﬂ/;
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Izvor: autor

U dobivenom prozoru trebaju se navesti parametri problema:

® broj varijabli (Number od variables),

e broj uvjeta (Number of constraints),

® broj funkcija cilja (Number of objectives),

e tip optimizacijskoga problema (tj. je li rijeC¢ o problemu maksimizacije ili

minimizacije) (Optimization direction).
Jedan primjer zadavanja parametara matematickoga modela prikazan je na Slici 4.

Slika 4. Primjer zadavanja parametara matemati¢koga modela

u programu Linear Program Solver.

Model Parameters

Model Parameters
Murnber of variables:

Mumber of constraints:

Mumber of objectives:

Optimization direction
(%) Maximization
() Minimization

L aF. J ’ Cancel

Izvor: autor



4. PRIMJENA LINEARNOG PROGRAMIRANJA NA ODABRA-
NE PRIMJERE IZBORA MEDIJA ZA OGLASAVANJE

4.1. Primjer 1.

Stranka Svijetla buducnost natjeCe se na parlamentarnim izborima. Radi pridobivanja
glasaca, glavni odbor stranke odobrio je ukupno 300 000 kn tjedno za intenzivnu predizbornu

kampanju. Ta se sredstva Zele alocirati na ukupno 4 vrste oglasa:

e TV spot;

e oglas u dnevnom tisku;

e radio-spot u trajanju od 30 sekundi u poslijepodnevnom programu lokalnih
radiopostaja;

¢ radio-spot u trajanju od 60 sekundi u udarnim terminima lokalnih radio-postaja.

Stranacki odjel za marketing odlucio je da se na radiju emitira najmanje 8 spotova
tjedno, te da se za promidZbene poruke na TV-u i u dnevnom tisku izdvoji najvise 80 000 kn

tjedno.

Cilj stranke je maksimizirati broj potencijalnih gledatelja/Citatelja/sluSatelja. Pritom je
moguce ne uplatiti neku vrstu oglasa, odnosno moZe postojati barem jedan tip oglasa koji

nece biti 1skoristen.

Potrebno je formirati matemati¢ki model promatranoga problema i rijeSiti ga. Potom

treba utvrditi predvida li optimalan plan iskoriStenje svih raspolozivih financijskih sredstava.

Tablica 1. Osnovni podaci za Primjer 1.

Vrsta Broj mogu¢ih Cijena Najveci
promidZbene gledatelja/Citatelja/slusatelja promidZbene moguci broj
poruke (000) poruke (000 kn) poruka tjedno
TV spot 10 13 8
Dnevni tisak 10 10 9
Radio spot (30 s) 5 8 12
Radio spot (60 s) 8 12 15
Izvor: [7].



RjeSenje:

Neka su:

x, =broj TV spotova

x, = broj oglasa u dnevnom tisku

x, = broj radio spotova (u trajanju od 30 s)

x, = broj radio spotova (u trajanju od 60 s)

Ukupan broj korisnika koji ¢e pogledati x; TV spotova jednak je: 10-x, -1000.

Ukupan broj korisnika koji ¢e procitati x, oglasa u dnevnom tisku jednak je:

10- x, -1000.

Ukupan broj korisnika koji ¢e poslusati x, radio spotova u trajanju od 30 s jednak je:

5-x,-1000.

Ukupan broj korisnika koji ¢e poslusati x, radio spotova u trajanju od 60 s jednak je:

8- x, -1000.

Ukupan broj ljudi koji ¢e pogledati/procitati/poslusati sve vrste oglasa jednak je:

10-x,-1000+10-x, -1000+5-x, - 1000+ 8- x, - 1000 = (10- x, +10- x, +5- x; +8 - x,)-1000 .

Treba maksimizirati ovaj izraz. To ¢e se uciniti tako da se maksimizira izraz u zagradi,

pa se dobivena optimalna vrijednost pomnoZi s 1000.

Cijena x, TV spotova jednaka je 13- x,-1000 kn.
Cijena x, oglasa u dnevnom tisku jednaka je 10-x, -1000 kn.
Cijena x, radio spotova u trajanju od 30 s jednaka je 8-x;-1000 kn.

Cijena x, radio spotova u trajanju od 60 s jednaka je 12-x, -1000 kn.



Ukupna cijena svih placenih oglasa iznosi:
13-x,-1000+10- x, - 1000+ 8- x, -1000+12- x, - 1000 = (13- x, +10- x, + 8- x, +12- x,) - 1000 kn.
Buduc¢i da je za oglaSavanje raspoloZivi tjedni budZet od 300 000 kn, dobiva se uvjet
(13-x,+10-x, +8-x; +12-x,)-1000 <300 000,
odnosno, nakon dijeljenja s 1000,
13-x,+10-x, +8- x; +12-x, <300.
Cijena x, TV spotova jednaka je: 13- x,-1000 kn.
Cijena x, oglasa u dnevnom tisku jednaka je: 10-x, -1000 kn.

Ukupna cijena pla¢enih TV spotova i oglasa u dnevnom tisku jednaka je:

13- x,-1000+10-x, - 1000 = (13- x, +10- x,) - 1000 kn.

Iz zahtjeva da se za TV spotove i oglase u dnevnom tisku moZe izdvojiti najvise

80 000 kn tjedno moZe se zakljuciti da mora vrijediti nejednakost
(13-x,+10-x,)-1000 < 80 000,
odnosno, nakon dijeljenja s 1000,
13-x,+10-x, <80.

Ukupan tjedni broj svih radio-spotova jednak je x,+x,. Iz zahtjeva da taj broj mora

biti barem 8 slijedi
X, +x, 28.

Iz zahtjeva da se tjedno moZe emitirati najviSe 8 TV spotova zakljuCuje se da vrijedi

nejednakost



Iz zahtjeva da se tjedno moZe objaviti najviSe 9 oglasa u dnevnom tisku zakljucuje se

da mora vrijediti nejednakost
x, <9.

Iz zahtjeva da se tjedno moZe emitirati najviSe 12 radio spotova u trajanju od 30

sekundi zaklju€uje se da mora vrijediti nejednakost
x;, <12.

Iz zahtjeva da se tjedno moZe emitirati najviSe 15 radio spotova u trajanju od 60

sekundi zaklju€uje se da mora vrijediti nejednakost
x, <15.

Vrijednosti svih varijabli moraju biti nenegativni cijeli brojevi. (Nije moguce uplatiti

polovicu TV-spota, Cetvrtinu oglasa u novinama itd.) Stoga vrijedi uvjet:
X, %, X5, %, € Ny ={0, 1, 2,..}.

Tako se dobije sljede¢i matematicki model:

max. f(x,x,,x;,x,)=10-x +10-x, +5-x, + 8- x,
pod uvjetima

13-x,+10-x, +8-x; +12-x, <300,

13-x,+10-x, <80,

X, +x, 28,

x, <8,

x, <9,

x; <12,

x, <15,

X, Xy, X5, X, € N,

Ovaj matematicki problem rjeSava se pomoc¢u programa Linear Program Solver. Kako
je ranije opisano, treba otvoriti novu datoteku programa Linear Program Solver KoriStenjem

izbornika File i opcije New, pa Table Model (vidjeti Sliku 3.).
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U dobiveni prozor se upisuju sljedec¢i podatci (vidjeti Sliku 5.):

® broj varijabli: 4

® brojuvjeta: 3

® broj funkcija cilja: 1

® vrsta optimizacije: Maximization

todel Parameters

Mumber of variables: 4

Mumber of conztraints:

Mumber aof objectives:

Optirmization direction

(@ Maximization

() Minirmization

Slika 5. Unos parametara za Primjer 1.

[ ] 4 ] [ Cancel

Izvor: autor

Dobiva se tablica prikazana na Slici 6.

Slika 6. Tablica za unos funkcije cilja i uvjeta iz Primjera 1.

A

RHS

Objective

Rowl
Row2
Row3

Lower Bound

Upper Bound

Type

0 ] ]
INF INF IMF

CONT ~ CONT CONT CONT

Izvor: autor
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Posljednja Cetiri uvjeta iz matematickoga modela bit ¢e upisana u retku Upper Bound

koji oznacava najvecu dozvoljenu vrijednost svake nezavisne varijable.

Klikom na OK dobiva se tablica za unos koeficijenata u matematickom modelu. U

tablicu je potrebno unijeti koeficijente uz varijable u funkciji cilja i uvjetima.

U redak Objective unose se koeficijenti uz varijable u funkciji cilja. Na kraju reda
upisana je oznaka Max koja oznacava maksimizaciju. U stupac X1 upisuje se 10, u stupac X2

10, u stupac X3 5, a u stupac X4 8.

U redak Rowl upisuje se prvi uvjet. U stupac X3 i stupac X4 upisuje se 1, a u stupac
R.H.S. upisuje se 8. Ostali stupci ostavljaju se praznima. Dvostrukim klikom miSa na oznaku

<=u Sestom stupcu treba promijeniti tu oznaku u >=.

U redak Row?2 upisuje se drugi uvjet. U stupac X1 upisuje se 13, u stupac X2 10, au

stupac R.H.S. 80. Ostale stupce treba ostaviti praznima.

U redak Row3 upisuje se tre¢i uvjet. U stupac X1 upisuje se 13, u stupac X2 10, u
stupac X3 8, u stupac X4 12, a u stupac R.H.S. 300.

U redak UpperBound upisuju se gornje granice za vrijednosti nezavisnih varijabli. U

stupac X1 upisuje se 8, u stupac X2 9, u stupac X3 12, a u stupac X4 15.

Pod Type izabire se INT jer je rije¢ o nenegativnim cjelobrojnim varijablama. Tako se

dobiva tablica prikazana na Slici 7.

Slika 7. Tablicno zadan matemati¢ki model iz Primjera 1.

pil ‘ X2 ‘ x3 | x4 RHS
Objective 10 10 5 8 = MAK
Rowl 1 1} »= 8
Row?2 12 10 = 80
Row3 13 10 8 121 == 300
Lower Bound 0 0 0 0
Upper Bound ] g 12 15
Type INT  INT INT

CONT F
Model | Constraints | Variables E_

Izvor: autor
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Klikom miSa na zelenu strelicu, a potom na natpis Solve active model (vidjeti Sliku

8.) dobiva se tablica s optimalnim rjeSenjem (vidjeti Sliku 9.).

Slika 8. Pokretanje rjeSavaca upisanoga modela.

LiPS - LiPS Model5 ==

-
i File Edit View LiPS Table Window Help

a-SHl&RDe= 0. [0S kv

Model [ Constraints | Variables 4P

Izvor: autor

Slika 9. Tablica s optimalnim rjeSenjem Primjera 1.

»» Optimal solution FOUND
== Maximum = 225

#E% RESULTS - VARIABLES ##%%

variable value| obj. cCost Integer
X1 0 10 YES
x2 8 10 YES
x3 5 5 YES
X4 15 8 YES

Izvor: autor

Optimalno rjeSenje ovog problema je (x;,x;,x;.x,) = (0, 8, 5, 15), a optimalna

vrijednost funkcije cilja iznosi f * = 225.

ZakljuCuje se da je optimalni tjedni plan reklamiranja kampanje sljedeci: platiti 8
oglasa u dnevnim novinama, 5 radio spotova u trajanju od 30 s i 15 radio spotova u trajanju

od 60 s. Optimalni broj mogucih klijenata iznosi 225 000.
Ukupan iznos koji ¢e se potroSiti na ostvarenje ovoga plana jednak je:
(13-0+10-8+8-5+12-15)-1000 =300 000,

pa se zakljucuje da ¢e se ostvarenjem plana potroSiti sva raspoloZiva financijska sredstva.
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4.2. Primjer 2.

Treba rijesiti prethodni primjer ako se postavi dodatni uvjet da treba platiti najmanje

jedan oglas svake pojedine vrste.

Analizirati apsolutnu i relativnu promjenu optimalnih vrijednosti svih varijabli

odlucivanja i optimalne vrijednosti funkcije cilja.
RjeSenje:

Iz zahtjeva da se mora platiti najmanje jedan oglas svake vrste zakljuCuje se da mora

vrijediti relacija:
X, %, X, x, € Ni={1, 2, 3,..}.

Ostale relacije u matematickom modelu iz Primjera 1. ostaju nepromijenjene.
Dobiveni matematicki model glasi:

max. f(x,x,, x;,x,)=10-x +10-x, +5-x, + 8- x,
pod uvjetima

13-x,+10-x, +8-x; +12-x, <300,

13-x,+10-x, <80,

X, +x, 28,

x, <8,

x, <9,

x; <12,

x, <15,

X5 Xy, X5, X, € N.

Klikom miSa na crveni krizi¢ u gornjem desnom kutu okvira zatvori se tablica s
optimalnim vrijednostima varijabli odluc¢ivanja iz Primjera 1. Dobiva se tablica prikazana na
Slici 7. U toj se tablici preinaci redak Lower Bound tako da se umjesto svake od Cetiriju nula

upise 1. Tako se dobiva tablica prikazana na Slici 10.
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Slika 10. Tablica s ulaznim podacima za Primjer 2.

X1 X2 X3 X4 RHS
Objective 10 10 5 g -» MAK
Rowl 13 10 g 12 == 300
Row2 13 10 = 20
Row3 1 1 == a
Lower Bound 1 1 1 -
Upper Bound H 9 12 15
Type INT INT INT INT

Izvor: autor

Postupkom opisanim u rjeSenju Primjera 1. dobiva se sljedeca tablica s optimalnim

rjeSenjem gornjega matematickoga modela (vidjeti Sliku 11.).

Slika 11. Tablica s optimalnim rjeSenjem Primjera 2.

== Optimal solution FOUND
=> Maximum = 217

#¥%% RESULTS - VARIABLES *¥%

variable value| obj. Cost Integer
x1 2 10 YES
x2 5 10 YES
x3 7 5 YES
x4 14 8 YES

Izvor: autor

Optimalno rjeenje ovog problema je (x;,x,,x,x,) = (2, 5, 7, 14), a optimalna

vrijednost funkcije cilja iznosi f * = 217.

Zakljucuje se da ¢e novi optimalni tjedni plan reklamiranja kampanje biti sljedeci:
platiti 2 TV spota, 5 oglasa u dnevnim novinama, 7 radio spotova u trajanju od 30 s i 14 radio

spotova u trajanju od 60 s. Optimalni broj mogu¢ih klijenata iznosi 217 000.

Analiziraju se apsolutna i relativna promjena optimalne vrijednosti svake pojedine

varijable odlucivanja, kao i optimalne vrijednosti funkcije cilja.
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Prvotna optimalna vrijednost varijable x, jednaka je 0, a nova optimalna vrijednost te

varijable jednaka je 2. Zakljucuje se da se optimalna vrijednost varijable x, povecala za 2.

Relativna promjena u ovom slucaju nije definirana jer je prvotna optimalna vrijednost

jednaka 0.

Prvotna optimalna vrijednost varijable x, jednaka je 8, a nova optimalna vrijednost te

varijable jednaka je 5. ZakljuCuje se da se optimalna vrijednost varijable x, smanjila za 3,

odnosno za -100=37.5% .

Prvotna optimalna vrijednost varijable x; jednaka je 5, a nova optimalna vrijednost te

varijable jednaka je 7. ZakljuCuje se da se optimalna vrijednost varijable x, povecala za 2,

odnosno za -100=40% .

Prvotna optimalna vrijednost varijable x, jednaka je 15, a nova optimalna vrijednost te
varijable jednaka je 14. Zakljucuje se da se optimalna vrijednost varijable x, smanjila za 1,

15-1% 100~6.67%.

odnosno za

Prvotna optimalna vrijednost funkcije cilja jednaka je 225, a nova optimalna vrijednost
te funkcije jednaka je 217. Zakljucuje se da se optimalna vrijednost funkcije cilja smanjila za

8, odnosno za M -100 = 3.56% .
225

U ovom je slu¢aju ukupan iznos koji ¢e se potrositi jednak je
(13-2410-54+8-7+12-14)-1000 =300 000,

pa se zakljucuje da ¢e se ostvarenjem plana potroSiti sva raspoloZiva financijska sredstva.
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4.3. Primjer 3.

Tvrtka ,,Slatkis d.d.* iz Frkljevaca vr§i promotivnu kampanju za novu vrstu c¢okolade

Supercoksa. Izabrana su tri najucinkovitija na¢ina za oglaSavanje u medijima:

¢ televizijska reklama u djecjim emisijama.
® oglasi u Casopisima sa hranom i obiteljski orijentiranim ¢asopisima.

e oglasi u nedjeljnim izdanjima dnevnih novina.
Najmanji Zeljeni ukupan broj Citatelja/gledatelja/sluSatelja iznosi 300 000.
Za oglase u novinama i ¢asopisima dozvoljeno je potroSiti najvise 400 000 kn.

Cilj tvrtke je minimizirati ukupne troskove oglaSavanja. Pritom je moguce ne uplatiti

neku vrstu oglasa, odnosno moZe postojati barem jedan tip oglasa koji nece biti iskoriSten.

Potrebno je formirati matemati¢ki model promatranoga problema i rijeSiti ga. Potom
treba utvrditi hoce li se na plac¢anje oglasa u novinama i ¢asopisima potroSiti sva dozvoljena

financijska sredstva, kao i ukupan ocekivani broj ljudi koji ¢e vidjeti sve uplacene oglase.

Tablica 2. Osnovni podaci za Primjer 3.

Vrsta Broj mogu¢ih Cijena promidZbene Najvec¢i mogucdi
promidZbene gledatelja/Citatelja (000) poruke (000 kn) broj poruka
poruke
TV reklama 5 12 50
oglas u Casopisima 3 5 100
oglas u nedjeljnim 2 7 12
izdanjima novina

Izvor: [9]
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RjeSenje:
Neka su:

x, =broj TV reklama
x, = broj oglasa u Casopisima
x, = broj oglasa u nedjeljnim izdanjima novina
Ukupan broj korisnika koji ¢e pogledati x, TV reklama jednak je: 5-x, -1000.
Ukupan broj korisnika koji ¢e procitati x, oglasa u ¢asopisima jednak je: 3-x, -1000.
Ukupan broj korisnika koji ¢e procitati x, oglasa u novinama je: 2-x; -1000.
Ukupan broj ljudi koji ¢e pogledati/procitati sve vrste oglasa jednak je
5-x,-1000+3-x, -1000+2- x,-1000 = (5-x, +3- x, +2-x,)-1000.
Taj izraz treba biti jednak ili ve¢i od 300 000, pa se dobiva uvjet:
(5-x,+3-x,+2-x;)-1000 2300 000,
odnosno nakon dijeljenja s 1000,
5-x,+3-x,+2-x, 2300.
Cijena x, TV oglasa iznosi 12- x, -1000 kn.
Cijena x, oglasa u ¢asopisima iznosi 5-x, -1000 kn.
Cijena x; oglasa u novinama iznosi 7-x,-1000 kn.

Ukupna cijena svih triju vrsta oglasa iznosi:

12-x,-1000+5-x,-1000+7 - x; -1000 = (12- x, +5- x, + 7 x;)-1000 kn.
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Taj iznos treba minimizirati. To ¢e se uciniti tako da se minimizira vrijednost izraza u

zagradi, pa dobiveni rezultat pomnoZi s 1000.

Ukupna cijena svih oglasa u novinama i asopisima iznosi:

5-x,-1000+7-x,-1000 = (5- x, +7-x,)-1000 kn.

Iz zahtjeva da se za oglase u novinama moZe izdvojiti najviSe 400 000 kn moZe se

zakljuciti da mora vrijediti nejednakost

(5-x,+7-x;)-1000 <400 000,

odnosno, nakon dijeljenja s 1000,

5-x,+7-x, <400.

Iz zahtjeva da se moZe emitirati najviSe 50 TV reklama, zakljuCuje se da vrijedi

nejednakost

x, <£50.

Iz zahtjeva da se moZe objaviti najviSe 100 oglasa u ¢asopisima zakljucuje se da mora

vrijediti nejednakost

x, £100.

Iz zahtjeva da se moZe objaviti najviSe 12 oglasa u novinama zakljucuje se da mora

vrijediti nejednakost

x, <12

Vrijednosti svih varijabli moraju biti nenegativni cijeli brojevi. Stoga vrijedi uvjet:

X, %y, x,€ Nj.
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Tako se dobije sljede¢i matematicki model:

min. f(x,x,,x;)=12-x+5-x, +7- x,
pod uvjetima

5-x,+3-x,+2-x, 2300,

5-x, +7-x, <400,

x, <50,

x, <100,

x, <12,

X, X%, x € Nj.

Treba otvoriti novu datoteku programa Linear Program Solver koriStenjem izbornika
File, opcije New i podopcije Table Model (vidjeti Sliku 3.) Upisuju se podatci (vidjeti Sliku
12.):

e broj varijabli: 3
e brojuvjeta: 2
® broj funkcija cilja: 1

® vrsta optimizacije: Minimization

Slika 12. Unos parametara za Primjer 3.

=
T

b odel Parameters
3

MHurnber of warables:

MHumber of conztraints: 2

Mumber of objectives: 1

O ptimization direction
(7 M aximization

@ Mirnirmization

QK. ] [ Cancel

Izvor: autor
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Posljednja tri uvjeta iz matemati¢koga modela bit ¢e upisana u retku UpperBound koji

oznacava najvecu dozvoljenu vrijednost svake nezavisne varijable.

Klikom na OK dobiva se tablica za unos koeficijenata u matematickom modelu. U

tablicu je potrebno unijeti koeficijente uz varijable u funkciji cilja i uvjetima.

U redak Objective unose se koeficijenti uz varijable u funkciji cilja. Na kraju reda
upisana je oznaka Min koja oznaava minimizaciju. U stupac X1 upisuje se 12, u stupac X2 5,

u stupac X3 7.

U redak Rowl upisuje se prvi uvjet. U stupac X1 upisuje se 5, u stupac X2 upisuje se
3, u stupac X3 2, a u stupac R.H.S. 300. Dvostrukim klikom mis$a na oznaku <= u Sestom

stupcu treba promijeniti tu oznaku u >=.

U redak Row2 upisuje se drugi uvjet. U stupac X2 upisuje se 5, u stupac X3 7, au
stupac R.H.S. 400. Stupac X1 treba ostaviti praznim.

U redak UpperBound upisuju se gornje granice za vrijednosti nezavisnih varijabli. U

stupac X1 upisuje se 50, u stupac X2 100, u stupac X3 12.

Pod Type izabire se INT jer je rije¢ o nenegativnim cjelobrojnim varijablama. Tako se

dobiva tablica prikazana na Slici 13.

Slika 13. Unos ulaznih podataka za Primjer 3.

_ LiPS Model
il i x3 RHS
Ohjective 12 5 7 - MM
Rowl 5 3 2 == 300
Rowa 5 7| == 400
Lower Bound a ] ]
Upper Bound 50 100 12
Type  INT  INT .-

Izvor: autor
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Klikom miSa na zelenu strelicu, a potom na natpis Solve active model dobivamo

tablicu s optimalnim rjeSenjem (vidjeti sliku 14.).

Slika 14. Tablica s optimalnim rjeSenjem Primjera 3.

=» Optimal solution FOUND
=» Minimum = 544

R RESULTS - WARIABLES *#¥w

Variable value| 0Obj. Cost Integer
*1 1z 12 YES
x2 50 5 YES
x3 0 7 YES

Izvor: autor

Optimalno rjeSenje ovog problema je (x7,x3, x3) = (12, 80, 0), a optimalna vrijednost

funkcije cilja iznosi f * = 544.

Zakljucuje se da je optimalni mjesecni plan reklamiranja proizvoda sljedeci: platiti 12
TV reklama i 80 oglasa u ¢asopisima. Minimalni ukupni troskovi oglasavanja iznose 544 000

kn.
Buduc¢i da vrijede jednakosti:

(5-12+3-80+2-0)-1000 =300 000,
(5-80+7-0)-1000 =400 000,

zakljucuje se:
¢ Sve uplacene oglase vidjet ¢e oCekivano 300 000 ljudi.

e Za placanje oglasa u novinama i Casopisima potroSit ¢e se sva dozvoljena

financijska sredstva (400 000 kn).
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4.4. Primjer 4.

Treba rijesiti prethodni primjer uz dodatni uvjet da treba platiti najmanje jedan oglas

svake pojedine vrste.

Analizirati apsolutnu i relativhu promjenu optimalnih vrijednosti svih varijabli

odlucivanja i optimalne vrijednosti funkcije cilja.
RjeSenje:

Iz zahtjeva da se mora platiti najmanje jedan oglas svake pojedine vrste zakljucuje se

da mora vrijediti relacija:
X, %y, x,€ N.

Ostale relacije u matematickom modelu iz Primjera 3. ostaju nepromijenjene.

Dobiveni matematicki model glasi:

min. f(x,x,,x;,) =12-x,+5-x, +7- x,
pod uvjetima

5-x,+3-x,+2-x;, 2300,

5-x,+7-x,; <400,

x, <50,

x, <100,

x, <12,

X, X%y, x,€ N

Klikom miSa na crveni kriZi¢ u gornjem desnom kutu okvira zatvori se tablica s
optimalnim vrijednostima varijabli odluc¢ivanja iz Primjera 3. Dobiva se tablica prikazana na

Slici 13. U toj se tablici preinaci redak Lower Bound tako da se umjesto svake od triju nula

upise 1. Tako se dobiva tablica prikazana na Slici 15.
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Slika 15. Tablica s ulaznim podacima za Primjer 4.

__ LiP5 Model2
X1 X2 X3 RHS
Rowl 5 3 2l == 300
Row? 5 7 == 400
Lower Bound 1 1 1 -
Upper Bound 50 100 12
Type INT INT INT
i Model | Constraints | Variables

Izvor: autor

Postupkom opisanim u rjeSenju Primjera 3. dobiva se sljedeca tablica s optimalnim

rjeSenjem gornjega matematickoga modela (vidjeti Sliku 16).
Slika 16. Tablica s optimalnim rjeSenjem Primjera 4.

> Optimal solution FOUND
= Minimum = 553

ik RESULTS - WARIABLES ¥¥¥

Variable value| Obj. Cost Integer
*1 13 12 YES
2 78 5 YES
X3 1 7 YES

Izvor: autor

Optimalno rjeSenje ovog problema je (xf,x;,x; ) = (13,78, 1), a optimalna vrijednost

funkcije cilja iznosi f * = 553.

Zakljucuje se da ¢e novi optimalni mjesecni plan reklamiranja proizvoda biti sljedeci:
platiti 13 TV oglasa, 78 oglasa u Casopisima i 1 oglas u novinama. Pripadni optimalni

troSkovi reklamiranja iznose 553 000 kn.

Analiziraju se apsolutna i relativna promjena optimalne vrijednosti svake pojedine

varijable odlucivanja, kao i optimalne vrijednosti funkcije cilja.
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Prvotna optimalna vrijednost varijable x, jednaka je 12, a nova optimalna vrijednost te
varijable jednaka je 13. ZakljuCuje se da se optimalna vrijednost varijable x, povecala za 1,

13-12

odnosno za -100=8.33% .

Prvotna optimalna vrijednost varijable x, jednaka je 80, a nova optimalna vrijednost te
varijable jednaka je 78. ZakljuCuje se da se optimalna vrijednost varijable x, smanjila za 2,

80—-78

odnosno za -100=2.5%.

Prvotna optimalna vrijednost varijable x, jednaka je 0, a nova optimalna vrijednost te
varijable jednaka je 1. Zakljucuje se da se optimalna vrijednost varijable x, povecala za 1.

Relativna promjena vrijednosti te varijable nije definirana jer je prvotna optimalna vrijednost

jednaka O.

Prvotna optimalna vrijednost funkcije cilja jednaka je 544, a nova optimalna vrijednost
te funkcije jednaka je 553. Zakljucuje se da se optimalna vrijednost funkcije cilja povecala za

9, odnosno za M-loo ~1.65% .
544

Buduc¢i da vrijede jednakosti:

(5-13+3-78+2-1)-1000 =301 000,
(5-78+7-1)-1000 =397 000 < 400 000,

zakljucuje se:
® Sve uplacdene oglase vidjet ¢e ocekivano 301 000 ljudi (za 1000, odnosno za

1000
300 000

-100 = 0.33 % vise nego u rjeSenju Primjera 3.)

e Za placanje oglasa u novinama i ¢asopisima potroSit ¢e se 397 000 kn, pa ce
preostati ukupno 400 000 — 397 000 = 3 000 kn namijenjenih za tu svrhu. Stoga ¢e

se iznos planiran za placanje tih oglasa smanjiti za ﬂ-lOOZOJS% u

400 000

odnosu na analogne troskove iz Primjera 3.
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4.5. Primjer S.

Tvrtka ,,Muckarevi¢ d.o.0.”“ iz BekteZza planira promidZbenu kampanju kako bi
privukla nove kupce. U tu svrhu u cetirima razli¢itima dnevnim novinama namjeravaju

plasirati ukupno najviSe 12 promidZbenih oglasa.
Svaki oglas u listu Bekteska kronika koSta 300 kn i procitat ¢e ga 3000 ljudi.
Svaki oglas u listu Glas BekteZa koSta 200 kn 1 procitat ¢e ga 2000 Ljudi.
Svaki oglas u listu Slavonski glas koSta 150 kn 1 procitat ¢e ga 1500 ljudi.
Svaki oglas u listu Slavonske novosti koSta 100 kn 1 procitat ¢e ga 1000 Ljudi.
Tvrtka bi Zeljela da sve placene oglase procita najmanje 30 000 ljudi.

Treba izraditi optimalnu strategiju oglaSavanja tako da ukupni troSkovi promidzbe
budu minimalni, pa odrediti te ukupne troSkove 1 ocekivani broj ljudi koji ¢e procitati sve
uplacene oglase. Pritom nije nuZno platiti poruku svakoga pojedinoga tipa, Sto znaci da moZze

postojati barem jedan tip oglasa koji nece biti iskoriSten.
RjeSenje:
Neka su:

x, = broj oglasa u listu Bekteska kronika

x, = broj oglasa u listu Glas BekteZa

x, = broj oglasa u listu Slavonski glas

x, = broj oglasa u listu Slavonske novosti.

Cijena x| oglasa u Bekteskoj kronici iznosi 300-x, kn.

Cijena x, oglasa u Glasu BekteZa iznosi 200-x, kn.
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Cijena x, oglasa u Slavonskom glasu iznosi 150 x; kn.
Cijena x, oglasa u Slavonskim novostima iznosi 100- x, kn.
Ukupna cijena svih objavljenih oglasa u svim listovima iznosi:
300-x, +200- x, +150- x, +100- x, kn.

Taj izraz treba minimizirati.
Ukupan broj ljudi koji ¢e vidjeti x, oglasa u Bekteskoj kronici jednak je 3000- x, .
Ukupan broj ljudi koji ¢e vidjeti x, oglasa u Glasu BekteZa jednak je 2000- x, .
Ukupan broj ljudi koji ¢e vidjeti x, oglasa u Slavonskom glasu jednak je 1500- x; .
Ukupan broj ljudi koji ¢e vidjeti x, oglasa u Slavonskim novostima jednak je 1000 x, .
Ukupan broj svih ljudi koji ¢e vidjeti sve placene oglase iznosi:

3000- x, +2000- x, +1500- x, +1000- x,

Prema zahtjevu tvrtke, taj broj mora biti jednak najmanje 30 000, pa se zakljucuje da

mora vrijediti nejednakost
3000- x, +2000- x, +1500- x, +1000- x, =30 000,
odnosno nakon dijeljenja sa 500,
6-x,+4-x,+3-x,+2-x, 260

Ukupan broj svih pla¢enih oglasa jednak je x, + x, +x, +x,. Iz zahtjeva da tvrtka Zeli

platiti ukupno najvise 12 oglasa zakljucuje se da vrijedi nejednakost:

X +x,+x,+x, <12.
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Vrijednosti svih varijabli moraju biti nenegativni cijeli brojevi. Stoga vrijedi uvjet:
X, %y, %, X, € Ny,
Dobiveni matematicki model glasi:

min. f(x,, x,,x;,x,) =300-x,+200-x, +150-x, +100- x,
pod uvjetima

6-x +4-x,+3-x,+2-x, 260,

X +x,+x,+x, <12,

X, Xy, X5, X, € N

Treba otvoriti novu datoteku programa Linear Program Solver KoriStenjem izbornika

File i opcije New Problem. Upisuju se sljedeéi podatci (vidjeti Sliku 17):

® broj varijabli: 4
® brojuvjeta: 2
® broj funkcija cilja: 1

® vrsta optimizacije: Minimization

Slika 17. Unos parametara za Primjer 5.

[

todel Parameters
4

Murmber of wariables:

Mumber of constraints: 2

Mumber of objectives: 1

Optirization direction
() Mawirnization

@ Minimization

OF. ] [ Cancel

Izvor: autor

Klikom na OK dobiva se tablica za unos koeficijenata u matematickom modelu. U

tablicu je potrebno unijeti koeficijente uz varijable u funkciji cilja i uvjetima.
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U redak Objective unose se koeficijenti uz varijable u funkciji cilja. Na kraju reda
upisana je oznaka Min koja oznacava minimizaciju. U stupac X1 upisuje se 300, u stupac X2

200, u stupac X3 150, a u stupac X4 100.

U redak Row1 upisuje se prvi uvjet. U stupac X1 upisuje se 6, u stupac X2 4, u stupac
X3 3, u stupac X4 2, a u stupac R.H.S. 60.

U redak Row?2 upisuje se drugi uvjet. U stupce X1, X2, X3 i X4 upisuju se jedinice, a
u stupac R.H.S. upisuje se 12. Klikom misa na oznaku >= otvara se padaju¢i izbornik i treba

promijeniti tu oznaku u <=.

Pod Type izabire se INT jer je rijec o nenegativnim cjelobrojnim varijablama. Tako se

dobiva tablica prikazana na Slici 18 .

Slika 18. Tablica s ulaznim podatcima za Primjer 5.

_ LiP5 Models
xa ‘ w2 | 3 ‘ x4 | | RHS
Objective 300 200 150 100 -» MIMN
Rowl 6 4 3 2| == 60

Row2 1 1 1 1 12
Lower Bound 0 0 0 0 -
Upper Bound INF IMNF INF IMNF

Type INT INT INT INT

A

_Model Constraints | Variables

Izvor: autor

Klikom miSa na zelenu strelicu, a potom na natpis Solve active model dobivamo

tablicu s optimalnim rjeSenjem (vidjeti Sliku 19.).
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Slika 19. Tablica s optimalnim rjeSenjem Primjera 5.

= Optimal solution FOUND
== Minimum = 3000

¥¥W RESULTS - WARIABLES ¥

variable value| Ohj. Cost Integer
x1 10 300 YES
x2 0 200 YES
X3 8] 150 YES
x4 0 100 YES

Izvor: autor

Optimalno rjefenje ovog problema je (x,,x;,x,,x,)=(10, 0, 0, 0), a optimalna

vrijednost funkcije cilja iznosi f* = 3000. Zakljucuje se da je optimalni plan oglasavanja:
platiti 10 oglasa u listu Bekteska kronika. Pripadaju¢i optimalni troSkovi promidZbe iznose

3000 kn.
Buduc¢i da vrijedi jednakost
3000-10+2000-0+1500-0+1000-0 =30 000,
zakljucuje se da Ce sve placene oglase vidjeti ocekivano 30 000 ljudi.

4.6. Primjer 6.

Treba rijesiti prethodni primjer uz dodatni uvjet da treba platiti najmanje jedan oglas

svake pojedine vrste.

Analizirati apsolutnu i relativhu promjenu optimalnih vrijednosti svih varijabli

odlucivanja i optimalne vrijednosti funkcije cilja.
RjeSenje:

Iz dodatnog uvjeta da najmanje jedan oglas mora biti objavljen u svakim novinama

zaklju€uje se da mora vrijediti

XXy, %5, %, € N.
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Ostale relacije u matematickom modelu iz Primjera 5. ostaju nepromijenjene.

Dobiveni matemati¢ki model glasi:

min. f(x,, x,,x;,x,) =300-x, +200-x, +150-x, +100- x,
pod uvjetima

6-x +4-x,+3-x,+2-x, 260,

X +x,+x,+x, <12,

X, X,,x;,x, € N.

Klikom miSa na crveni kriZi¢ u gornjem desnom kutu okvira zatvori se tablica s
optimalnim vrijednostima varijabli odluc¢ivanja iz Primjera 5. Dobiva se tablica prikazana na
Slici 18. U toj se tablici preinaci redak Lower Bound tako da se umjesto svake od cCetiriju nula

upise 1. Tako se dobiva tablica prikazana na Slici 20.

Slika 20. Tablica s ulaznim podacima za Primjer 6.

_ LiPS Models
X1 X2 e x4 RHS
Objective 300 200 150 100 -» MIN
Rowl 6 4 3 i = 60

Rowd
Lower Bound 1 1 1

1 == 12

1

UpperBound| INF INF  INF INFL
iNTE

Type  INT  INT  INT

Wariables

i Model | Constraints

Izvor: autor

Postupkom opisanim u rjeSenju Primjera 5. dobiva se sljedeca tablica s optimalnim

rjeSenjem gornjega matematickoga modela (vidjeti Sliku 21.).
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Slika 21. Tablica s optimalnim rjeSenjem Primjera 6.

=» Optimal solution FOUND
== Minimum = 3000

Wk RESULTS - WARIABLES ¥

variable value| Obj. Cost Integer
x1 8 300 YES
X2 1 200 YES
X3 2 150 YES
xd 1 100 YES

Izvor: autor

Optimalno rjefenje ovog problema je (x,x,,x,x,)=(8, 1, 2, 1), a optimalna

vrijednost funkcije cilja iznosi f* = 3000.

Zakljucuje se da je optimalan plan oglaSavanja: platiti 8 oglasa u listu Bekteska
kronika, 1 oglas u listu Glas BekteZa, 2 oglasa u listu Slavonski glas i 1 oglas u listu Slavonske

novosti. Ukupni minimalni troskovi iznose 3000 kn.
Budu¢i da je
3000-8+2000-1+1500-2+1000-1=30 000,
zakljucuje se da Ce sve oglase ukupno vidjeti o¢ekivano 30 000 ljudi.

Moze se primijetiti da se optimalna vrijednost svake od varijabli x, i x, povecala za 1,
dok se optimalna vrijednost varijable x, povecala za 2. (Pripadne relativne promjene nisu

definirane jer je pocetna optimalna vrijednost svake od tih varijabli bila 0.) Optimalna

vrijednost varijable x, se smanjila za 2, odnosno za% -100=20% .

Pripadaju¢i optimalni troskovi promidZzbe iznose 3000 kn. Oni su jednaki optimalnim
troSkovima iz Primjera 5., §to znac¢i da dodavanje novoga uvjeta nije utjecalo na optimalnu

vrijednost funkcije cilja.
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4.7. Primjer 7.

Tvornica bezalkoholnih napitaka ,,Drpnjakovi¢ d.d.* iz Djedine Rijeke Zeli reklamirati
svoj najnoviji proizvod Grapesoda u trima medijima: programu lokalne televizijske postaje
DRITVA, programu lokalnoga radija Radio Djedinjak i lokalnim novinama Djedinjska

kronika. Osnovni podatci su dani u sljedecoj tablici.

Tablica 3. Osnovni podatci za Primjer 7.

medjij televizija | novine | radio
jedini¢na cijena oglasa [000 kn] 2 0.6 0.3
broj mogucih korisnika [000] 1 04 0.18
Izvor: [8].

Djedinjska kronika tjedno objavljuje najviSe 10 oglasa svakoga od oglasivaca. Radi
uspostavljanja ravnoteZe izmedu oglaSavanja u medijima, broj radijskih oglasa mora biti
najvise jednak polovici ukupnoga broja svih plac¢enih oglasa, a barem 10% svih oglasa mora

biti emitirano na televiziji.

Na sve tri vrste oglasa tjedno smije utroSiti najviSe 18 200 kn. Cilj tvrtke je

maksimizirati ukupan broj mogu¢ih korisnika.

Formirati odgovaraju¢i matemati¢ki model i rijeSiti ga. Potom utvrditi hoce li se za
placanje svih oglasa iskoristiti sva tjedna raspoloZiva sredstva i koji postotci u odnosu na

ukupan broj svih oglasa otpadaju na oglase emitirane na radiju, odnosno na televiziji.
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RjeSenje:

Neka su:

x, — ukupan broj televizijskih oglasa,

x, — ukupan broj novinskih oglasa,

x, — ukupan broj radijskih oglasa.

Ukupan broj korisnika koji ¢e pogledati x| televizijskih oglasa jednak je: 1-x, -1000.
Ukupan broj korisnika koji ¢e procitati x, novinskih oglasa jednak je: 0.4-x, -1000.
Ukupan broj korisnika koji ¢e poslusati x, radio oglasa jednak je: 0.18-x,-1000.

Ukupan broj ljudi koji ¢e pogledati/procitati/poslusati sve vrste oglasa jednak je:

1-x,-1000+ 0.4 x, -1000+0.18 - x, -1000 = (1- x, +0.4- x, +0.18- x,)-1000 .

Treba maksimizirati ovaj izraz. To ¢e se u€initi tako da se maksimizira izraz u zagradi,

pa dobivena optimalna vrijednost pomnozi s 1000.
Cijena x| televizijskih oglasa jednaka je 2-x,-1000 kn.
Cijena x, oglasa u novinama jednaka je 0.6-x,-1000 kn.
Cijena x, radijskih oglasa jednaka je 0.3-x;-1000 kn.

Ukupna cijena svih placenih oglasa iznosi:

2-x,-1000+0.6- x, -1000+0.3-x,-1000 = (2-x, +0.6- x, + 0.3 x,)-1000 kn.
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Budu¢i da se na sve tri vrste oglasa tjedno smije utrositi najviSe 18 200 kn, dobiva se

uvjet
(2-x,+0.6-x,+0.3-x,)-1000< 18 200,
odnosno, nakon dijeljenja s 1000,
2-x,+0.6-x,+0.3-x, <18.2.

Iz zahtjeva da tjedni broj oglasa u novinama mozZe biti najvise jednak 10 zakljucuje se

da mora vrijediti nejednakost
x, <10.

Iz zahtjeva da broj radijskih oglasa mora biti najviSe jednak polovici ukupnoga broja

svih placenih oglasa zakljucuje se da mora vrijediti nejednakost
1
X, Sz(x1 +x, +x3).

Iz zahtjeva da barem 10% svih oglasa mora biti emitirano na televiziji zakljuCuje se

da mora vrijediti nejednakost

1
X, 2 B~(x1 +x, +x;).

Vrijednosti svih varijabli moraju biti nenegativni cijeli brojevi. (Nije moguce uplatiti

polovicu televizijskog oglasa, ¢etvrtinu oglasa u novinama itd.) Stoga vrijedi uvjet:

X, %, %€ Ny ={0, 1, 2,..}.
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Matematic¢ki model glasi:

max. f(x,,x,,x;) =x, +0.4-x, +0.18- x,
pod uvjetima

2-x,+0.6-x,+0.3-x, <18.2,

x, <10,

1
X, SE-(x1+x2+x3),

1
X, ZE-(x1+x2+x3),

X, %y, x,€ N
Taj se model moZe zapisati u obliku:

max. f(x;,x,,x;) =x, +0.4-x,+0.18- x,
pod uvjetima

2-x,+0.6-x,+0.3-x;, <18.2,

x, <10,

X +x,—x,20,

9-x,—x,—x;,20,

X, %y, x,€ N

Treba otvoriti novu datoteku programa Linear Program Solver, koriStenjem izbornika

File i opcije New Problem. Upisuju se sljedeci podatci (vidjeti Sliku 22.):

® broj varijabli: 3
® brojuvjeta: 4
® broj funkcija cilja: 1

® vrsta optimizacije: Maximization
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Slika 22. Unos parametara za Primjer 7.

Model Parameters

todel Parameters
Mumber of variables; 3

4

Mumber af constraintz:

Mumber of ohjectives: 1

Optimization direction
@ Maximization

(71 Minimization

k. ] [ Cancel

Izvor: autor

Klikom na OK dobiva se tablica za unos koeficijenata u matemati¢kom modelu. U

tablicu je potrebno unijeti koeficijente uz varijable u funkciji cilja i uvjetima.

U redak Objective unose se koeficijenti uz varijable u funkciji cilja. Na kraju reda
upisana je oznaka Max koja oznaCava maximizaciju. U stupac X1 upisuje se 1, u stupac X2

0.4 iu stupac X3 0.18.

U redak Rowl upisuje se prvi uvjet. U stupac X1 upisuje se 2, u stupac X2 0.6, u
stupac X3 0.3, au stupac R.H.S. 18.2.

U redak Row?2 upisuje se drugi uvjet. U stupac X2 upisuje se jedinica, a ostala polja

ostaju prazna, u stupac R.H.S. upisuje se 10.

U redak Row3 upisuje se treci uvjet. U stupac X1 upisuje se 1, u stupac X2 upisuje se
1, u stupac X3 upisuje se -1, a u R.H.S. upisuje se 0. Klikom miSa na oznaku <= otvara se

padajudi izbornik i treba promijeniti tu oznaku u >=.

U redak Row4 upisuje se Cetvrti uvjet. U stupac X1 upisuje se 9, u stupac X2 upisuje
se -1, u stupac X3 upisuje se -1, au R.H.S. upisuje se 0. Klikom miSa na oznaku <= otvara se

padajudi izbornik i treba promijeniti tu oznaku u >=.
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Pod Type izabire se INT jer je rije¢ o nenegativnim cjelobrojnim varijablama. Tako se

dobiva tablica prikazana na Slici 23 .

Slika 23. Tablica s ulaznim podatcima za Primjer 7.

__ LiPS Model3
X1 | X2 | x3 | | RHS
Objective 1 0.4 018 > AKX
Rowl 2 0.6 03 «= 18.2
Row2 1 <= 10
Row3 1 1 -1 == 1]
Rowd 9 -1 1 »= 0
Lower Bound 0 0 0
Upper Bound INF INF INF
Type  INT  INT  INT I
| Model [Constraints | Variables

Izvor: autor

Klikom misa na zelenu strelicu, a potom na natpis Solve active model dobivamo

tablicu s optimalnim rjeSenjem (vidjeti Sliku 24.).

Slika 24. Tablica s optimalnim rjeSenjem Primjera 7.

=»> Optimal solution FOUND
=»> Maximum = 10.52

#%% RESULTS - VARIABLES #¥%¥*

variable value| obj. Cost Integer
x1 4 1 YES
x2 10 0.4 YES
®3 14 0.18 YES

Izvor: autor

Optimalno rjeSenje promatranoga problema je (x1 VX, X, ):(4, 10, 14). Optimalna

vrijednost funkcije cilja iznosi f* =10.52.

ZakljuCuje se da je optimalni tjedni plan reklamiranja proizvoda sljedeci: platiti 4
televizijska oglasa, 10 oglasa u novinama i 14 radijskih oglasa. Optimalni broj mogucih

klijenata iznosi 10 520.
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Buduéida je
(2-440.6-104+0.3-14)-1000 =18 200,
zaklju€uje se da Ce biti iskoriStena sva raspoloZiva sredstva.

Nadalje, ukupan broj svih oglasa jednak je 4+10+14 =28, pa na radijske oglase
otpada ukupno ;—z -100=50% svih oglasa, a na televizijske oglase ukupno 2i8 -100 =14.29%

svih oglasa.

4.8. Primjer 8.

Treba rijesiti prethodni primjer ako se zbog dobre prodaje ukupna tjedna raspoloZiva

financijska sredstva povecaju za 10%.

Analizirati apsolutnu i relativhu promjenu optimalnih vrijednosti svih varijabli

odlucivanja i optimalne vrijednosti funkcije cilja.
RjeSenje:
Neka su:
x, — ukupan broj televizijskih oglasa,
x, — ukupan broj novinskih oglasa,
x, — ukupan broj radijskih oglasa.

Pocetna ukupna tjedna rasploZiva financijska sredstva iznose 18 200 kn. Njihovim

povecanjem za 10% dobije se:

18 200+%-18 200=18 200+1 820 =20 020.

Analogno kao u Primjeru 7. zakljucuje se da mora vrijediti nejednakost
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2-x +0.6-x,+0.3- x, < 20.02.

Ostale relacije u matematickom modelu iz Primjera 7. ostaju nepromijenjene.
Novi matematicki model glasi:

max. f(x,,x,,x;) =x,+0.4-x,+0.18- x,
pod uvjetima

2-x,40.6-x,+0.3-x, <20.02,

x, <10,

X +x,—x,20,

9-x,—x,—x;,20,

X, Xy, x,€ N

Klikom miSa na crveni krizi¢ u gornjem desnom kutu okvira zatvori se tablica s
optimalnim vrijednostima varijabli odluc¢ivanja iz Primjera 7. Dobiva se tablica prikazana na
Slici 23. U toj se tablici preina¢i redak Rowl u R.H.S. se upisuje 20.02. Tako se dobiva

tablica prikazana na Slici 25.

Slika 25. Tablica s ulaznim podacima za Primjer 8.

_ LiP5 Model3
pil | X2 | X3 | | RHS
Objective 1 0.4 018 = MAX
Rowl 2 0.6 03 <= 20,02
Row2 1 = 10
Row3 1 1 -1 == 0
Rowd 9 -1 -1 »= 0
Lower Bound 0 0
Upper Bound INF INF INF
Type  INT  INT  INT I
| Model [Constraints | Variables

Izvor: autor

Postupkom opisanim u rjeSenju Primjera 7. dobiva se sljedeca tablica s optimalnim

rjeSenjem gornjega matematickoga modela (vidjeti Sliku 26.).
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Slika 26. Tablica s optimalnim rjeSenjem Primjera 8.

== Optimal solution FOUND
== Maximum = 11,34

wER RESULTS - VARIABLES ##%®

variable value| obj. Cost Integer
x1 3 1 YES
x2 10 0.4 YES
x3 13 0.18 YES

Izvor: autor

RjeSavanjem pomocu programa Linear Program Solver dobijemo:
(x,%.2,)=(5,10, 13) i f =11.34.

Zakljucuje se da je optimalni tjedni plan reklamiranja proizvoda sljedeci: platiti 5
televizijska oglasa, 10 oglasa u novinama i 13 radijskih oglasa. Optimalni broj mogucih

klijenata iznosi 11 340.
Bududida je

(2-5+0.6-10+0.3-13)-1000 =19 900,

zaklju€uje se da ¢e preostati ukupno 20 020—19 900 =120 kn, odnosno 2;2020 -100 = 0.6%

ukupno raspoloZivoga iznosa.

Nadalje, ukupan broj svih oglasa jednak je 5+10+13=28, pa na radijske oglase

otpada ukupno ;—Z-lOOz46.43% svih oglasa, a na televizijske oglase ukupno

238 -100=17.86% svih oglasa.
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1
Optimalna vrijednost varijable x, se povecala za 1, odnosno za Z-lOO =25%.
Optimalna vrijednost varijable x, je ostala nepromijenjena.

1
Optimalna vrijednost varijable x3 se smanjila za 1, odnosno za ﬁ-loo =7.14% .

Optimalna vrijednost funkcije cilja se povecala za 11 340—10 520 =820, odnosno za

820
10 520

-100=7.79% .
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5. ZAKLJUCAK

Ovaj rad objasnjava kako se linearno programiranje moZe koristiti u ekonomskim
problemima poput izbora medija za oglaSavanje. Ova relativno mlada metoda pokazala se

efikasnom u optimizaciji poslovnih procesa u tvrtkama.

Velika je konkurencija na trZiStu i sva poduzeca Zele biti dugoro¢no odrZiva. Svima je
uglavnom zajedni¢ko posti¢i maksimizaciju dobiti i minimizaciju troskova. Svako poduzece
ima neka svoja posebna svojstva i zahtjeve, no cilj je u vecini slucajeva isti. Bitno je uz

odredene uvijete izvuci Sto vecu korist.

U radu je na pogodno odabranim primjerima prikazano kako se pomocu racunalnoga
programa Linear Program Solver rjeSavaju problemi kod izbora medija za oglaSavanje. Ovaj
program je izabran jer je jednostavan za koriStenje i svima lako dostupan, te se uz kratke

upute za rad moZe lako koristiti u rjeSavanju zadataka.

Treba posebno naglasiti da, unato¢ napretku raCunalne tehnologije, prvu fazu
optimizacije — matematicko modeliranje optimizacijskoga problema — i dalje nuZno mora
provoditi Covjek. Njegova je uloga u tom procesu nezamjenjiva. Pri postavljanju
matematickoga modela treba znati interpretirati svaku pojedinu njegovu komponentu, tj.
funkciju cilja i svaki od postavljenih uvjeta. U ovom je radu primijenjen upravo takav

koncept, tj. svaka komponenta koriStenih matematickoga modela je detaljno objaSnjena.

Vrlo bitan dio ovih zadataka je provedba analize osjetljivosti. Njome se utvrduje kako
relativno male izmjene pocetnih uvjeta utjecu na osjetljivost optimalnoga rjeSenja. Promjena
barem jednoga pocetnoga uvjeta uglavnom povla¢i promjenu barem jedne komponente
optimalnoga rjeSenja. Ta se tvrdnja odnosi i na optimalnu vrijednost funkcije cilja, ali postoje
slucajevi (vidjeti Primjer 6.) u kojima dodavanje novoga uvjeta ne utjeCe na tu vrijednost.
Takve analize je zbog toga vrlo podesno raditi rabe¢i racunalne programe jer se time bitno

skracuje vrijeme njihove efektivne provedbe.

Zakljuéno se moZe istaknuti da se i ovim radom nastojala potvrditi teza da — uz
kvalitetne, ali ne odve¢ komplicirane racunalne programe, tj. programe koji se u vrlo kratkom
vremenu mogu nauciti uspjeSno Kkoristiti — proces donoSenja optimalne odluke mozZe

istodobno trajati bitno krac¢e od ,klasicnih* procesa donoSenja odluke, a dati barem jednako
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dobre, a u vecini slucajeva i bolje rezultate, ponajprije one vezane uz analizu osjetljivosti
optimalnoga rjeSenja. Zbog toga ubuduce treba ocekivati Sto vec¢u primjenu toga koncepta u

na$oj poslovnoj praksi.
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