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1. UVOD

Cilj ovog rada je pokazati jednostavnost primjene racunalnoga programa
WinQSB u rjeSavanju razli€itih problema linearnoga programiranja vezanih uz proces
proizvodnje. Posebno ¢e se razmatrati analiza osjetljivosti optimalnoga rjesenja.

Racunalni program za linearno programiranje moze pomo¢i mnogim ljudima: od
npr. domacice koja Zeli ispeéi §to vise kolaCa za svatove od razli€itih sastojaka koje
posjeduje do npr. velikog proizvodaca namjestaja koji zeli odrediti kako iskoristiti
ogranicene koli€ine sirovina uz najvedi profit.

U drugom poglavlju bit ¢e opisana kratka povijest razvoja linearnoga
programiranja koje je relativno nova grana matematike, te njegova osnovna nacela.

U tre¢em poglavlju objasnit ¢e se koristenje modula za linearno i cjelobrojno
linearno programiranje u programu WinQSB.

U cCetvrtom poglaviju prikazat ¢e se detaljno rjeSavanje odabranih primjera
linearnoga programiranja iz podrucja trgovinskoga poslovanja, a uz koriStenje
programa WinQSB. Promatrat ¢e se maksimiziranje korisnosti ili minimiziranje
troSkova uz zadane uvjete. lzradit ¢e se i analiza osjetljivosti optimalnoga
rieSenja,odnosno utvrdit ¢e se Sto se dogodi s optimalnim rjeSenjem ako dodamo
neki novi uvjet ili malo promijenimo neku vrijednost u pripadnom matematickom

modelu.



2. OSNOVE LINEARNOGA PROGRAMIRANJA

Linearno programiranje je namijenjeno rjeSavanju problema optimalne linearne
kombinacije viSe nezavisnih varijabli radi ostvarenja maksimalnog ili minimalnog
rezultata uz zadovoljenje postavljenih uvjeta i/ili zahtjeva. Optimizacija uklju€uje
odabir varijabli i odredivanje njihovih vrijednosti. U nastavku ¢e se navesti kratka

povijest linearnoga programiranja i njegova osnovna nacela.

2.1. Kratka povijest linearnoga programiranja

Linearno programiranje je grana matematike koja se bavi problemom
optimizacije sustava unutar zadanih uvjeta. U povijesti razvoja linearnoga
programiranja posebna uloga pripisuje se nekolicini svjetski poznatih matematicara.
Ruski matemati¢ar Leonid Kantorovich prvi put je 1939. godine uveo pojam
linearnoga programiranja u rjeSavanju problema optimalne potro$nje resursa.[6]

U SAD-u je linearno programiranje razvijeno tijekom drugog svjetskog rata
prvenstveno za probleme vojne logistike, kao $to je optimiziranje prijevoza vojske i
opreme konvojima. Vazan je i doprinos ekonomista Tjallinga Koopmansa. Kantorovic
i Koopmans su 1975. god. podijelili Nobelovu nagradu za ekonomiju za svoj pionirski
rad u linearnom programiranju.[9]

1947.godine Georg Dantzig objavljuje simplex metodu za rjeSavanje problema
linearnoga programiranja. Iste godine John von Neumann razvija teoriju dualnosti.
1979. godine Leonid Khachiyan objavljuje dokaz o rjeSivosti problema linearnoga
programiranja u polinomijalnom vremenu, dok je Siru teorijsku i prakti€nu pozadinu

dao Narendra Krishna Karmarkar 1984. godine uvodeéi metodu unutarnje tocke.[6]

2.2. Osnovna nacela linearnoga programiranja

Tipi€ni problemi linearnoga programiranja su npr:
— izraditi plan koriStenja ograni¢ene koli¢ine sirovina uz najvecéi profit;
— izraditi raspored zaduzZenja djelatnika koji objavljaju neki posao tako da taj

posao bude napravljen u najkracem moguéem vremenskom roku.



Cilj ovih problema je optimizacija, odnosno maksimiziranje korisnosti ili
minimiziranje troSkova uz zadane uvjete $to se rjeSava linearnim programiranjem.
Podru€je primjene linearnoga programiranja je Siroko: proizvodnja, transport i
distribucija, marketing, telekomunikacije, financijsko ulaganje i planiranje, izradba
rasporeda zaposlenika i sl. Formulirati (modelirati) realni Zivotni problem kao problem
linearnoga programiranja zahtijeva timski rad stru¢njaka iz vise podrucja.[9]

U ekonomskim problemima neka ekonomska veli€ina (varijabla) ¢esto zavisi o
najmanje dvije druge ekonomske veli¢ine (varijable) Tako npr. koli€ina potraznje g
nekoga dobra ne ovisi samo o cijeni p; toga dobra, nego i o cijeni p. nekoga drugog
dobra (komplementarnoga ili supstituta). To onda znaci da vezu izmedu tih veli€ina
(varijabli) ne mozemo iskazati funkcijom jedne varijable, nego moramo promatrati
funkcije dviju ili vise varijabli. U ekonomiji se €esto pojavljuju i problemi koje je
moguce formulirati u obliku matematiCkoga modela s funkcijom cilja koju treba
maksimizirati ili minimizirati i ograni¢enjima u obliku jednadZbe. Metodama rjeSavanja
takvih problema bavi se matemati¢ko programiranje. [2]

MatematiCko programiranje nacelno obuhvaca linearno i nelinearno
programiranje. Ono zapravo predstavlja poopcéenje klasi¢nih optimizacijskih modela.
Klasi¢ni optimizacijski model obuhvaca razmatranje funkcije cilja uz uvjete iskazane u
obliku jednadzbi ili sustava jednadzbi. U matematic¢kom se programiranju razmatraju i
matematic¢ki modeli u kojima su uvjeti zadani u obliku nejednadzbi. Na primjer,
umjesto zahtjeva da potroSa¢ potrosi to€no 250 kn, okvir matemati¢koga
programiranja omogucéava slobodu izbora utroSka, pa utroSak moze iznositi ili barem
250 kn ili najviSe 250 kn. ,Liberalizacijom® uvjeta ovaj strukturni okvir optimizacije
novih metoda rjeSavanja jer se za uvjete u obliku nejednadzbi ne mogu relativno

jednostavno upotrijebiti uobiCajene metode diferencijalnoga i integralnoga rauna.
Linearno  programiranje je jednostavnija varijanta matemati¢koga
programiranja u kojoj su funkcija cilja i uvjeti u obliku nejednadzbi funkcije oblika
f(x,nx,)= Zai ‘X
i=1

Takve funkcije uobi¢ajeno se nazivaju linearne funkcije, pa odatle i naziv za ovu vrstu

matemati¢koga programiranja. [1]



U slu€aju dviju varijabli (n = 2) optimalno rjeSenje problema linearnoga
programiranja vrlo jednostavno mozemo dobiti graficki (grafi€kom metodom)
neovisno o0 ukupnom broju uvjeta u pripadnom matematiCkom modelu. Naime,
dodatni uvjeti mogu samo povecati ukupan broj ekstremnih to€aka, ali ne i dimenziju
n. Medutim, rjeSava li se matemati¢ki model s n = 3 varijable odlucivanja, graficka
metoda postaje relativno komplicirana jer ée se zahtijevati trodimenzionalni graficki
prikaz. Za rjeSavanje bilo kojega matematiCkoga modela u kojemu se pojavljuju
najmanje Cetiri varijable odlu€ivanja (n = 4) graficka metoda je potpuno neprimjenjiva.
Prema tome, nuzno je traZiti negraficku metodu rjeSavanja koja se moze primijeniti
na rjeSavanje matemati¢koga modela s proizvoljnim brojem nezavisnih varijabli.[1]

Mnogi problemi koji se javljaju kako u praksi, tako i u znanosti, prevedeni na
matemati¢ki oblik, sastoje se od odredivanja ekstrema (maksimuma i minimuma)
neke funkcije uz zadane uvjete. Pritom funkcija Ciji se ekstrem Zeli odrediti obi¢no
ima odredeno znacenje, kao §to su npr. profit, troSkovi itd., dok uvjeti, naj¢e$¢e u
obliku nejednadzbi ili jednadzbi, predstavljaju tehnoloske, trziSne i druge uvjete za
zadani problem. [3]

Optimalno rjeSenje uvijek je jedna tocka iz skupa mogucih rieSenja. No, za
njezino odredivanje ne treba ispitivati sve elemente toga skupa. Taj je skup najéesce
neki ravninski lik, geometrijsko tijelo, odnosno konveksni simpleks u opéem slu€aju.
Tada je optimalno rjeSenje u pravilu jedan vrh takvoga matemati¢koga objekta iako
treba napomenuti da postoje slu€ajevi u kojima je skup optimalnih rjeSenja npr.
stranica konveksnoga n-terokuta, brid ili jedna ploha geometrijskoga tijela itd. Takvi
slu€ajevi u ovome radu nece biti razmatrani.

Taj rezultat zasniva se na Ccinjenici da je, bez obzira na broj varijabli
odlucivanja, skup mogucih rjeSenja linearnoga programiranja uvijek zatvoren
konveksni skup. [1] Podsjetimo, skup S c R’ je otvoren ako oko svakoga elementa
skupa S mozemo opisati kruznicu ili kuglu K koja pripada skupu S, a zatvoren ako je
skup R \ S otvoren. Sve ,klasine“ geometrijske figure poput kruznice, trokuta,

pravokutnika,kvadra itd. su zatvoreni skupovi. Napokon, skup S je konveksan ako za

bilo koje dvije njegove toCke A i B spojnica AB takoder pripada skupu S. [3]



Standardni oblik problema linearnoga programiranja je:

n
max z= f(x,...x,)= Zci ‘X,
i=1

pod uvjetima

a, -x +..+a, -x,<b

n

a, -x+..+a, -x,<b

m

Pritom se funkcija z uobi¢ajeno naziva funkcija cilja, a varijable xi,..., x, varijable
odlucivanja. Nerijetko se postavljaju dodatni zahtjevi da vrijednosti tih varijabli budu

nenegativni realni brojevi, prirodni brojevi i sl.
Neka podrucja primjene linearnoga programiranja navedena su u donjoj tablici.

Tablica 3.1. Podrucje primjene linearnoga programiranja [8]

Podrucje primjene Primjer

Financije *Investiranje (maksimiziranje dobiti)

*Investiranje (minimiziranje rizika)

Marketing *Distribucija oglasavanja (marketinski mix)
Proizvodnja *Maksimalna dobit
*Minimalni troskovi

*Optimalna distribucija proizvoda

Nabava Maksimalna dobit
Naftna industrija *Optimalna mjeSavina nafte
Prehrambena industrija *Mjesavina sastojaka za konac¢ni proizvod

*Maksimiziranje dobiti od product mix-a

Izgradnja pogona *Trazenje optimalne pozicije za izgradnju pogona

gdje ¢e troskoviprijevoza biti minimalni




3. RACUNALNI PROGRAM WINQSB

WIinQSB je kvantitativni sustav za poslovanje napravlijen za Windows sucelje.
Sastoji se od ukupno devetnaest aplikacijskih modula. U nastavku ¢e biti opisano
koriStenje modula za linearno i cjelobrojno linearno programiranje koje c¢e biti

koristeno u rjeSavanju odabranih primjera iz podrucja proizvodnje.

3.1. Modul za linearno i cjelobrojno linearno programiranje

Linear and Integer Programming

Linear and Integer Programming je programski modul koji rjeSava probleme

linearnoga programiranja i cjelobrojnoga linearnoga programiranja. [7]

Da bi se moglo pristupiti rieSavanju odredenoga problema pomocu linearnoga i
cjelobrojnoga linearnoga programiranja, nakon pokretanja raCunalnoga programa
WinQSB potrebno je pokrenuti aplikacijski modul za linearno i cjelobrojno linearno

programiranje klikom na aplikacijski model ozna¢en na Slici 3.1..

Slika 3.1. Pokretanje aplikaciiskog modula za linearno i cjelobrojno linearno

programiranje
S
=1 3 s
@ start| (B 61 © 3 wWingsDzZ.0 [ == winasD B | <m0 @ g 20040

Nakon pokretanja potprograma Linear and Integer Programming kliknemo na
.File“ i odaberemo opciju ,New Problem® (kao $to je prikazano na Slici 3.2.). Time

otpocinjemo rjeSavanje problema.



Slika 3.2. Odabir opcije za rieSavanje novog zadatka

£ Linear and Integer Programming ==TES|

HE | < me, @0 20:a8

U dobivenu tablicu (prikazanu na Slici 3.3.) upisujemo podatke. U pravokutnik
pored natpisa Problem Title treba upisati naziv problema (npr. Problem 1, Primjer 1 i
sl). U pravokutnik pored natpisa Number of Variables treba upisati ukupan
broj nezavisnih varijabli, a u pravokutnik pored natpisa Number of constrains treba

upisati ukupan broj uvjeta.
Ovisno o specifi€nostima razmatranoga problema, biramo sljedec¢e opcije:

— ako se u problemu zahtijeva maksimizacija funkcije cilja, kliknemo na kruzi¢
pored natpisa Maximization;

— ako se u problemu zahtijeva minimizacija funkcije cilja, kliknemo na kruzi¢
pored natpisa Minimization;

— ako vrijednosti varijabli u matematiCkom modelu mogu biti bilo koji (pozitivni
ili negativni) decimalni brojevi, iracionalni brojevi i sl., odnosno ako se u modelu
pojavljuje najmanje jedna varijabla Cije vrijednosti mogu biti strogo negativne,
kliknemo na kruzi¢ pored natpisa Unsigned/unrestricted;

— ako vrijednosti varijabli u matematickom modelu mogu biti nenegativni
decimalni brojevi, nenegativni iracionalni brojevi i sl., odnosno ako se u modelu
pojavljuje najmanje jedna necjelobrojna varijabla, kliknemo na kruzi¢ pored natpisa
Nonnegative continuous;

— ako su vrijednosti svih varijabli u matematickom modelu mogu biti isklju€ivo
nenegativni cijeli brojevi, kliknemo na kruzi¢ pored natpisa Nonnegative integer,



— ako vrijednosti svih varijabli u matematiCkom modelu mogu biti isklju€ivo
elementi skupa {0, 1}, tj. ako se u matematicCkom modelu pojavljuju iskljuCivo tzv.
varijable odlucivanja, kliknemo na kruzi¢ pored natpisa Binary (0, 1);

- zelimo li polazne podatke unijeti u obliku proSirene tablice zapisane u
matricnom obliku (slicno kao proracunske tablice MS Excela), kliknemo na kruZzi¢
pored natpisa Spreadsheet Matrix Form;

— Zelimo li polazne podatke unijeti u obliku ,obi¢ne” tablice, odnosno upravo u
onom obliku u kakvom su postavljeni u matematickom modelu, kliknemo na kruzi¢
pored natpisa Normal Model Form.

Unaprijed zadane postavke su Maximization, Spreadsheet Matrix Form i
Nonnegative continuous. U praksi se, naime, najceS¢e javljaju problemi
maksimizacije funkcije cilja €ije su varijable nenegativni realni brojevi. Zapis funkcije
cilja i uvjeta u matri€cnom obliku laksi je i pregledniji od zapisa u ,,obi€nom* tablicnom
obliku.

Slika 3.3. Tablica za unos podataka o matematickom modelu

B8 Linear and Integer Programming ==l x|

File Hel,
L o LP-ILP Problem Specification 1]'

Data Entry Format © Binary (0.1)

@ Spreadsheet Matrix Form ) Unsigned/unrestricted
' Mormal Model Form
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Nakon unosa podataka klikom na ,,OK* dobivamo tablicu za unos koeficijenata
prikazanu na Slici 3.4.



Slika 3.4. Tablica za upis koeficijenata
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U retku Variable upisani su nazivi nezavisnih varijabli. WinQSB pretpostavlja da
su varijable oznacene oznakama X1, X2 itd. U retku Maximize/ Minimize treba upisati
koeficijente funkcije cilja tako da prvi koeficijent bude onaj uz varijablu X1, drugi onaj

uz varijablu X2 itd.

Klikom na opciju ,Edit* u glavnom izborniku otvara se padajuci izbornik koji nudi
opcije za preimenovanje varijable, dodavanje novih uvjeta, brisanje postojecih uvjeta,
dodavanje novih varijabli i brisanje postojeéih varijabli (kao Sto je prikazano na Slici
3.5.). Kroz primjere u nastavku rada objasnit ¢e se koriStenje spomenutih opcija.

Slika 3.5. Izbornik ,Edit” i njegove opcije
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Opciju za rjeSavanje problema moguce je odabrati klikom na ikonicu (kao §to
je prikazano na Slici 3.6.) ili klikom na izbornik ,Solve and Analyze* i odabirom opcije

»S0lve the Problem* (kao $to je prikazano na Slici 3.7.).




Slika 3.6. Odabir opcije za rjeSavanje problema klikom na ikonicu

@ Linear and Integer Programming - [Primjer 1]
n. File Edit Format Solve and Analyze === Utilities Window WinQSB Help G

(ool [Tl [ A[=T=T=1 =] -1

Upparfiound | M
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Slika 3.7. Odabir opcije ,Solve and Analyze* za rijeSavanje problema

File Edit Farmat be Ukilities  Wir
Solve the Problem |
Solve and Display Steps

Graphic Method
rllaliableT_vpe : FI_ Dasfieni Painitsbele: Bonsios

Change Integer Tolerance
Specify Solution Quality
Specify Variable Branching Priorities

Ako je pronadeno optimalno rjeSenje, pojavljuje se obavijest prikazana na Slici

3.8. Klikom mi$a na ,,OK" dobiva se tablica s optimalnim rjeSenjima.
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Slika 3.8. Obavijest da je rjesenje nadeno

Linear and Integer Programming m

The problem has been solved.
Optimal solution is achieved.

OK

Klikom misa na ,,OK" dobiva se tablica s optimalnim rjeSenjima prikazana na Slici 3.9.

Slika 3.9. Izlazna tablica

] Linear and Integer Programming
Fila Format Results  Utiities Window  Help
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Decision | Solution  Unit Cost or Total Reduced Basis
'U'anable Value Prafit ci) Contribubion Cost Stalus
1 1 al bound
2 w2 al bound
3 =3 bazic
=
Objective  Function Max.] =
] Lelt Hand Right Hand Slack Shadow
Constraint Side Direction e of Surplus Price
| o =
2 cz2 ym

U prvom stupcu izlazne tablice ispisuju se nazivi nezavisnih varijabli.
U drugom stupcu ispisuju se optimalne vrijednosti nezavisnih varijabli.
U retku Objective Function ispisuje se optimalna vrijednost funkcije cilja.

U stupcu Constraints ispisuju se oznake uvjeta redoslijedom kojim su upisani u

tablicu ulaznih podataka.

U stupcu Left Hand Side ispisuju se vrijednosti koje se dobiju uvrStavanjem

optimalnih vrijednosti nezavisnih varijabli u svaki pojedini uvjet.

U stupcu Right Hand Side ispisuje se vrijednost na desnoj strani svakoga
pojedinoga uvjeta.
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U stupcu Slack or Surplus ispisuju se razlike vrijednosti iz stupca Left Hand Side i
vrijednosti iz stupca Right Hand Side. Ako je ta razlika jednaka 0, uvjet je zadovoljen
tako da vrijedi znak jednakosti. Vrijednost razli¢ita od nule znaci da postoji "suvisak"
(ako uvjet sadrzi znak >=), odnosno "manjak" (ako uvjet sadrzi znak <=). Tada se

znakovi >= i <= prakti¢ki mogu zamijeniti s > i <.

Ovim je zavrSen pregled osnovnih opcija potprograma Linear and Integer
Programming. KoriStenje tih opcija u rjeSavanju konkretnih primjera pokazat ¢emo u

sljedec¢em poglavlju.

4. PRIMUENA LINEARNOGA PROGRAMIRANJA NA PROBLEME
PLANIRANJA PROIZVODNJE

4.1. Primjer 1

Pretpostavimo da neko postrojenje tvornice automobila ,Fordus d.d.” moze
napraviti jedan automobil marke Ficho u jednoj jedinici vremena (npr. jedan dan),
jedan automobil marke Speedy u dvije jedinice vremena, a jedan automobil marke
Fasty u tri jedinice vremena. Jedan automobil svake pojedine marke vozila troSi
prosjecno redom 9.4 litre, 15.7 litara i 23.5 litara goriva na 100 km, a propisani
prosjek potroSnje treba biti najviSe 13 litara na 100 km. ,Fordus d.d.“ ostvaruje
gubitak od 1 000 n.j. na svakom proizvedenom Fichi, te dobit od 5 000 n.j. na svakom
proizvedenom Speedyju i dobit od 15 000 n.j. na svakom proizvedenom Fastyju.
Koliku maksimalnu dobit postrojenje moze ostvariti proizvodnjom svih triju marki

automobila u najvise 500 jedinica vremena?
Napomena: Nije nuzno proizvesti barem jedan automobil svake pojedine marke.’
Rjesenje:

Pretpostavimo da treba proizvesti ukupno x automobila marke Ficho, y
automobila marke Speedy i z automobila marke Fasty. Iznos dobiti koju postrojenje

ostvaruje proizvodnjom y automobila marke Speedy jednak je 5 000 - y n.j. Iznos

dobiti koju postrojenje ostvaruje proizvodnjom z automobila marke Fasty jednak je

! Primjer je napisan prema primjeru navedenom u [10].
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15 000 - z n.j. Iznos gubitka kojega postrojenje ostvaruje proizvodnjom x automobila
marke Ficho jednak je 1 000 - x n.j. Stoga je ukupan iznos dobiti nastale

proizvodnjom svih triju marki automobila jednak:
—1000-x+5000-y+ 15000 -z n,j.

Za proizvodnju x automobila marke Ficho potrebno je ukupno 1 - x jedinica
vremena. Za proizvodnju y automobila marke Speedy potrebno je ukupno 2 - y
jedinica vremena. Za proizvodnju z automobila marke Fasty potrebno je ukupno 3 - z
jedinica vremena. Stoga je za proizvodnju svih triju marki automobila potrebno
ukupno x+ 2 - y + 3 - zjedinica vremena. To vrijeme ne smije biti strogo vece od 500

jedinica vremena, pa dobivamo uvjet :
x+2-y+3.2<500

x automobila marke Ficho na 100 km potro$e prosjecno 9.4 - x litara goriva. y
automobila marke Speedy na 100 km potroSe prosje¢no 15.7 - y litara goriva. z
automobila marke Fasty na 100 km potroSe prosje¢no 23.5 - z litara goriva. Stoga svi
proizvedeni automobili na 100 km potroSe ukupno 9.4 - x + 15.7 - y + 23.5 - zlitara
goriva. Buduc¢i da prosje¢na potroSnja goriva svih triju marki automobila mora biti
najviSe 13 litara na 100 km, dobivamo uvijet:

9.4-x+157-y+235-z _
X+y+z B

13.

Taj uvjet mozemo transformirati na sljedec¢i nacin:

9.4-x+157-y+23.5-2<13-(x+ y+2)
94-x+15.7-y+235-2<13-x+13-y+13-¢
9.4-x+15.7-y+23.5-z-13-x-13-y—-13-z<0

—3.6-x+27-y+10.5-2<0 /.(_%j

12-x-9-y-35-220
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Ovim uvjetima dodajemo prirodne uvjete na varijable x, y, z:
x,y,2€ No={0,1,2,3, ...}

Nulu uklju€ujemo zbog pretpostavke da nije nuzno proizvesti barem jedan
automobil svake pojedine marke. Logi¢no je da ne mozemo proizvesti npr. 1.23
automobila, pa zbog toga varijable x, y i zmoraju biti nenegativni cijeli brojevi.

Stoga matemati¢ki model promatranoga problema glasi:
maksimizirati f (x, y,z)= —1000-x+ 5000 -y + 15000 - z
pod uvjetima:
xX+2-y+3-z<500
12-x-9-y-35-2z20
x,¥,2€ Ny

Pokrenimo potprogram Linear and Integer Programming. Odaberimo opciju

.New problem®. U dobivenu tablicu upisujemo sljedeée podatke:

e naziv problema: Primjer 1;
e broj varijabli: 3 (u ovom primjeru su tri varijable);

e Dbrojuvjeta: 2 (u ovom primjeru su dva uvjeta);
Potom kliknemo na kruzi¢e pored sljedecih natpisa:

e Maximization (u ovom primjeru se radi 0 maksimizaciji dobiti);

e Nonnegative integer (u ovom primjeru se radi 0 nenegativnim cijelim
brojevima);

e Spreadsheet Matrix Form (ulazni podatci bit ¢e prikazani u matri€nom
obliku).

Tako dobivamo tablicu prikazanu na Slici 4.1.
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Slika 4.1. Unos podataka o matemati¢kom modelu za Primjer 1 (izradio autor)

-LP-ILP Problem Specification ﬂ

Froblem Title: [FRIMJER 1 |
D o R 2 ]
Wariables: Constraints:

T Objective Criterion | T Default Wariable Type

@ Maximization ) Honnegative continuous

! Minimization

" Data Entry Format 1 ) Binary [0.1]

@ Spreadsheet Matrix Form ) Unsignedfunrestricted

) Mormal Model Form

o

Klikom na ,OK" otvara nam se tablica za upis koeficijenata uz varijable iz

modela. Tablica je prikazana na Slici 4.2.

Slika 4.2. Tablica za upis koeficijenata iz Primjera 1 (izradio autor)

:] Linear and Integer Programming
Fils Edit Format  Sobwe and Anslyze Lmities  Window WnQSE  Help

=L PRIMJER 1
Maximize - X1 |

Waniable —» ¥ | ¥y | z | Direction | R.H.S.
M aximare ]
C1 =
c2 L=
LowedH ound o o o
UppeiB ound M M M
Wanable | ppe Initegeen Integes Integer

Radi lakSeg upisivanja koeficijenata iz matemati¢koga modela promijenjeni su
nazivi varijabli u x, y i z koriStenjem izbornika Editi opcije Variable Names.

U tablicu je potrebno unijeti koeficijente uz varijable u funkciji cilja i uvjetima.

U redak Maximize unose se redom koeficijenti varijabli funkcije cilja: —1000,
5000, 15000.

U redak C1 unose se koeficijenti uz varijable x, y i z u prvom uvjetu: 1, 2, 3,
500.

U redak C2 unose se koeficijenti uz varijable x, y i zu drugom uvjetu: 12, -9,
-35, 0. Pritom dvoklikom mi8a na znak <= promijenimo taj znak u >=. Korisno je

pohraniti dobivenu tablicu kako bi se sprije€io moguci gubitak podataka i omogucilo
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ponovno koridtenje ili eventualno mijenjanje podataka. Drugi korak prikazan je slikom
4.3.

Slika 4.3. Unos koeficijenata funkcije cilja i uvjeta u Primjeru 1 (izradio autor)

] Linear and Integer Programming
Fle Edt Format Sobve and Analyze Results Ltilties Window WinQSE Help

51 PRIMJER 1
rd'ﬂ'nhhl'lm i K2 [Irl.ngu

[Variable —» ¥ | ¥ | 2z | Dwection | R.H.S5.
M axmare 1000 5000 15000

(4] 1 2 3 <= 500
C2 12 9 35 e 0
LowrerB ound o o o

U ppeiB ound L] M M

Wariable T ype| Integer Integer Inkeger

Radi rjeSavanja Primjera 2 pohranimo dobiveni model pod nazivom Primjer 1.
Kliknemo na ikonicu diskete, pa u pravokutnik ispod natpisa File name (Naziv
datoteke) upiSemo Primjer1.|pp. Potom kliknemo na OK.

Klikom na ikonicu sa Slike 3.6. dobiva se tablica sa rjeSenjima prikazana na
Slici 4.4. 1z nje treba ocitati optimalno rjeSenje ovoga problema, te optimalnu
vrijednost funkcije cilja.

Optimalne vrijednosti varijabli x, y i z o€itavamo iz stupca Solution Value, a
optimalnu vrijednost funkcije cilja iz retka Objective Function (Max.) =.

Slika 4.4.Tablica s optimalnim vrijednostima za Primjer 1. (izradio autor)

7] Linear and Integer Programming
Fla Format Resuks Utities Window Help
[ [&Er] A0 |mEk
s L Combined Report for PRIMJER 1
00:07:53 | | Fiday | Awgum [ 23 [ 20013
|| Decison | Soltion  Unit Cost or Tatal Reduced Banis
Vatiable | Value  Profit cfi]  Contribution Cost Status
X 2450000 -1,000,0000 -2456 0000000 -1 0000000 st bound
¥ 1,0000 50000000 50000000 -5000.0000 atbound
z 84,0000 15.000,0000 1.260,000,0000 0 bagic

Objective Function  (Max]=  1.019.000,0000

[T Tels[=]]

Lelt Hand Right Hand Slack Shadow
o Constraant  Side Disection Side o Suiplus Price
i (| S0, DODD fm 500, 0000 L] 5. o0, 000
2 Cc2 32,0000 3= o 3. 0000 1]
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Optimalno rje$enje ovoga problema je (x',y",z")=(246,1,84) , a optimalna

vrijednost funkcije cilja iznosi 1 019 000. Dakle, treba proizvesti 246 automobila
marke Ficho, 1 automobil marke Speedy i 84 automobila marke Fasty. Optimalna

dobit iznosi 1 019 000 nov¢anih jedinica.

U sljede¢em primjeru provedena je analiza osjetljivosti optimalnoga rjeSenja
(utvrdivanje $to se dogodi s optimalnim rieSenjem ako se doda neki novi uvjet ili malo

promijeni neku vrijednost u postoje¢im uvjetima).

4.2. Primjer 2

RijeSimo Primjer 1., ali bez pretpostavke o cjelobrojnosti broja proizvedenih
automobila. (Pretpostavka o nenegativnosti ostaje valjana.) Usporedimo dobivene
optimalne vrijednosti funkcije cilja.

Rjesenje:

Matematicki je model gotovo isti kao i u Primjeru 1. Mijenja se samo posljednji
od triju navedenih uvjeta. Vrijednosti varijabli x, y i z mogu biti i decimalni brojevi, pa

novi matematic¢ki model glasi:

maksimizirati f(x, y,z)= —1000 - x + 5000 - y + 15000 - z
pod uvjetima:

xX+2-y+3-z<500

12-x-9-y-35-220

x,y, z € {0, +00)

Prethodni zadatak koji je pohranjen u memoriji dovoljno je samo ponovno
otvoriti koriste¢i opciju ,Load problem® koja se nalazi u izborniku ,File“. Dvostrukim
klikom na celije u retku ,Variable Type“ mijenja se tip varijable. Buduéi da, prema
pretpostavci primjera, vrijednost varijable moze biti bilo koji strogo pozitivan realan
broj, tip varijable mijenjamo iz Integer (cjelobrojna) u Continuous (neprekidna).
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Slika 4.5. Tablica s koeficijentima matematickoga modela za Primjer 2 (izradio autor)

o] Linear and lntiger Programming

Fle Edi PFormat Sebee and Analvze Resulbs Lkltes Window Win0S0 Heln

<1 PRIMJER 1
[Vanabla ppo : X3 |{Contmuous |
Variable -3 X | ¥ | Fi | Diection | R.H. 5
M awimir e 1000 S000 15000
C1 1 2 k] = s00
cz 12 -4 35 »= 0
Losseil aasrd i} [} n
Upprerl ound M M M
(VanabloT ype, Comtinuous  Continuoius | Continuous|

Na nacin opisan u prethodnom primjeru dobivamo novo rjeSenje prikazano na
Slici 4.6.

Slika 4.6.Tablica s optimalnim vrijednostima za Primjer 2 (izradio: autor)

2] Linear and Integer Programming

Fle Format Resuts Uklties ‘Window Help

W& el ATe[=[3]DI=] mmimEk

2t Combined Report for PRIMJER 1

BILEAEE [ Fidey | Auwgust | 23 | 213 | |
Decizion | Solution  Unit Cost o Tatal Roducod Baiz Allowable  Allowable
Wanahle Wl Prolat cif) Cosrvtrabsustion Cost Stalus Min. cfi) Max. i)
1 X 246 A4TED  -1.000,0000 -246.478.9000 o baze 32558140 5000, 0000
2 Y o 5. (a0, KRR ] <1.366,1970 ot beoanned R 6. 366,1970
3 L 84,5070 15 000, 0000 1, 267, G06, (M000 1] b 12.060,6100 L]

Digective  Function [Max ) = 1.021.127 0000
Left Hand Right Hand Slack Shadow

Constraid  Side Diection Side o Susphus Price Min. RHS  Max. RHS
1 1 SO0, (NN = 500, 0000 o 222540 o ]
2 c2 -0,0001 = 0 1] 2535211  -5.833,3340 6.000,0000

Optimalno rjeSenje ovoga problema je (x*,y*,z*)=(246.4789,0,84.5070), a

optimalna vrijednost funkcije cilja iznosi 1 021 127. U ovom slu€aju optimalna dobit
iznosi 1 021 127 novC€anih jedinica i za 2 127 nov€anih jedinica, odnosno za

2127

———————-100=0.21% je veca u odnosu na optimalnu dobit iz Primjera 1.
1019 000

Vazno je napomenuti da se zaokruzivanjem optimalnih vrijednosti varijabli x, y i
z na najblizi cijeli broj ne dobije optimalno rjeSenje iz Primjera 1., nego rjeSenje

(x*, y*,z*)=(246,0,84). Zbog toga pretpostavka o cjelobrojnosti utje€¢e na vrijednosti

optimalnoga rjeSenja.
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Iz gornje tablice moguce je oc€itati da su vrijednosti u stupcu Slack or Surplus
jednake nuli. To zna€i da je u svakom uvjetu znak nejednakosti moguce zamijeniti
znakom =, a da se dobiveno optimalno rjeSenje pritom ne izmijeni. U Primjeru 1.
takvu zamjenu nije moguce napraviti jer se u drugom uvjetu pojavljuje ,suviSak*
jednak 3.

4.3. Primjer3

Tvrtka “Kosilice d.0.0.” bavi se proizvodnjom Kkosilica Cija zavrSna faza izradbe
zahtijeva montazu triju dijelova. Svaki od tih triju dijelova moze biti proizveden u bilo

kojemu od dva odjela tvrtke. Osnovni podatci navedeni su u sljede¢oj tablici.

Tablica 4.1.0Osnovni podatci za Primjer 3.

Proizvodna stopa (jedinica/sat)

Dio 1 Dio 2 Dio 3 Trosak

(n.j./sat)
Odijel 1 7 6 9 25.0
Odjel 2 6 11 5 12.5

U jednom radnom tjednu potrebno je proizvesti barem 1 050 proizvoda, pri
¢emu je moguce proizvesti najvise 1 200 proizvoda. Odjel 1 ima na raspolaganju
100 radnih sati a Odjel 2 110 radnih sati. Zbog organizacije proizvodnje nije
dozvoljeno da jedan odjel proizvodi to€no jedan od triju dijelova.

Potrebno je minimizirati tjedne troSkove proizvodnje, pri ¢emu broj odradenih
radnih sati u svakom odjelu mora biti nenegativan cijeli broj. Pretpostavlja se da svaki
odjel ne mora odraditi niti jedan radni sat, kao i da je skladiSte tvrtke dovoljno veliko

da se u njemu moze pohraniti cjelokupna tjedna proizvodnja svih triju dijelova. 2

Primjer je napisan prema primjeru iz [5].
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Riesenje
Pri formiranju matematickoga modela treba razmotriti razdiobu proizvodnje

dijelova prema odjelima, ali i ukupan broj proizvedenih proizvoda na kraju tjedna.

Stoga oznacimo:

X1 — ukupan broj radnih sati odradenih u Odjelu 1;
X2 — ukupan broj radnih sati odradenih u Odjelu 2;
X3 — ukupan broj zavr§enih proizvoda.

Odjel 1 ima na raspolaganju 100 radnih sati, a Odjel 2 110 radnih sati. Broj
odradenih radnih sati u svakom odjelu treba biti nenegativan cijeli broj. Stoga moraju

vrijediti nejednakosti:

0<x, <100,
0<x,<110,

x.x, €N,

Nadalje, prema uvjetima zadatka, treba proizvesti najmanje 1 050 proizvoda,
ali nije moguce proizvesti strogo viSe od 1 200 proizvoda. | ukupan broj proizvoda
treba biti prirodan broj, pa dobivamo uvjete:

1050 < x; <1 200,

x,eN

U Odjelu 1 proizvede se ukupno 7 - x; komada dijela 1, 6 - x; komada dijela 2 i
9 - x; komada dijela 3. Analogno, u Odjelu 2 proizvede se ukupno 6 - x> komada
dijela 1, 11 - x» komada dijela 2 i 5 - x» komada dijela 3. Da bismo dobili barem x3
zavrSena komada proizvoda, ukupan broj proizvedenih komada svakoga pojedinoga
dijela treba biti barem jednak xs, tj. trebamo barem x3 komada dijela 1, barem x3
komada dijela 2 i barem x; komada dijela 3. Tako dobivamo uvjete:

T-x,+6-x, 2 x,,
6-x +11-x, 2 x;,

9-x,+5-x, 2 x5,

koje mozemo zapisati u obliku
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T-x,+6-x,—x, 20,

6-x +11-x,—x, 20,

9-x,+5-x,—x;,20.
Ukupan broj svih proizvedenih dijelova jednak je:

(7'X1+6'X2)+(6'X1+11'X2)+(9'X1+5'X2)=22'X1+22'X2.

Napokon, ukupan tjedni troSak rada Odjela 1 iznosi 25 - x; n.j., a ukupan tjedni
troSak rada Odjela 2 iznosi 12.5 - x n.j. Stoga je ukupan tjedni troSak rada obaju

odjela jednak 25 - x; + 12.5 - x2 n.j. Taj troSak treba minimizirati.

Dakle, matemati¢ki model promatranoga problema glasi:
minimizirati f(x,,x,)=25-x, +12.5-x,
pod uvjetima
T-x,+6-x,—x,20,
6-x +11-x,—x, 20,
9-x,+5-x,—x,20,
0<x, <100,
0<x, <110,
1050 < x; <1 200,

x.,Xx, € N,

x,eN.

Kliknemo na padajuci izbornik ,File“ i na njemu odaberemo opciju ,New
problem®. U dobivenu tablicu upisujemo sljedeée podatke:

e naziv problema: Primjer 3;
e broj varijabli: 3 (u ovom primjeru su tri varijable);

e Dbroj uvjeta: 3 (u ovom primjeru su tri uvjeta);
Potom kliknemo na kruzi¢e pored sljedecih natpisa:

e Minimization (u ovom primjeru se radi 0 minimizaciji troSkova);
e Nonnegative integer (u ovom primjeru se radi 0 nenegativnim cijelim
brojevima);
e Spreadsheet Matrix Form (ulazni podatci bit ¢e prikazani u matri€nom
obliku).
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Tako dobivamo tablicu prikazanu na Slici 4.7.

Slika 4.7. Unos podataka o matematickom modelu za Primjer 3. (izradio autor)

LP-ILP Problem Specification ﬂ
Problem Title: [PRIMJER3 |
Vanebtea: B 1] onctraints: 21
Wariables: Constraints:
[ Objective Criterion 1 [ Default Variable Type

' Maximization ) Honnegative continuous

& Minimization
@ Monnegative integer

| Data Entry Format I ) Binary [0.1)

@ Spreadsheet Matrix Form ) Unsigned/unrestricted
' Normal Model Form

or

Kliknemo na OK. U dobivenu tablicu je potrebno unijeti koeficijente uz varijable

X1, X2 1 X3 U funkciji cilja i uvjetima. Upisujemo:

e uredak Minimize: 25, 12.5, 0

e uredak C1:7,6, -1

e uredak C2:6, 11, -1

e uredak C3:9,5, -1

e uredak Lower Bound: 0, 0, 1050 (najmanja vrijednost varijable xs je 1050)
e uredak Upper Bound: 100, 110, 1200

Dvostrukim klikom miSa na svaki od triju znakova < promijenimo te znakove u 2.
Tako dobivamo tablicu prikazanu na Slici 4.8. Potrebno je pohraniti dobivenu tablicu
kako bi se omogucilo ponovno koriStenje ili eventualno mijenjanje podataka.
Pohranimo je pod nazivom Primjer3.lpp.
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Slika 4.8.Tablica s koeficijentima matematickoga modela za Primjer 3.(izradio autor)

7] Linear and Integer Programming
Fila Edt Format Solve and Anaslyze Results  Utiities  Window WinOS8  Help

w1 PRIMJER 3
[Wanabiel ype : 23 [Intargaer |
ariable > %1 | ®e | %3 | Diection | A H. 5.

Minimize 25 12.5 0
1 | 7 [ 1 3= 0
[ | [ 11 A 2m |
(] q 5 A e 0
LowaiBound | 0 0 1050
UppoiBound | 100 10 1200
Wariabila T ype Intege Intege: | Integei)

Ranije opisanim postupkom dobivamo tablicu s optimalnim vrijednostima
prikazanu na Slici 4.9.

Slika 4.9. Tablica s optimalnim vrijednostima za Primjer 3 (izradio autor)

=] Linear and Integar Programming
File Format Resubs  Ltilties  Window Help

[ =&l hfATE[=[2[0=] mmEk

L Combined Report for PRIM.JER 3

01:51:15 | [ Friday | August | 23 | 2013

Decision | Solution  Unit Costor Total Aeduced  Basis
Variable | WValue Profit cfj]  Contribution Cost Status

1 X1 56,0000 25,0000  1.400,0000 250000 af bownd
x2 110, 0000 125000 13750000 725000 st bownd
X3 1.050,0000 0 1] 1] al bound

Objective  Function  [Min] = 27750000

[T Tlefw]

Lalt Hand Rught Hand Slack Shadow
Constramt Sde Dinection Side of Swplus Phce
|
l C1 2, 0000 = 1} 22,0000 LI}
-] 2 496.0000 b= 0 496.0000 ]
3 C3 4,000 = 1} 40000 0

Iz tablice vidimo da je optimalno rjeSenje ovoga problema(x;,x;,x; ) =(56,110,1 050) ,

dok optimalna vrijednost funkcije cilja iznosi 2 775.

Dakle, Odijel 1 tjedno treba raditi 56 radnih sati, a Odjel 2 svih 110 radnih sati.
Optimalan tjedni ukupan broj proizvedenih proizvoda je 1 050. Minimalni ukupni

troSkovi iznose 2 775 n.j.
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Kada bi se, analogno kao u Primjeru 2., zanemarila pretpostavka o
cjelobrojnosti varijabli, odnosno promijenio tip varijable iz Integer u Continuous, dobili

bismo optimalno rjeSenje (xf,x;,x;)=(55.7143,110,1050) i optimalnu vrijednost

funkcije cilja 2 767.8570 n.j. (vidjeti Sliku 4.10.)

U ovom se slu€aju zaokruzivanjem optimalnih vrijednosti varijabli (ali ne i
optimalne vrijednosti funkcije cilja) na najblizi prirodan broj dobiva optimalno rjeSenje

iz Primjera 3.

Slika 4.10. Tablica s optimalnim vrijednostima za Primjer 3. uz promjenu tipa varijabli

(izradio autor)

7] Linear and Integer Programming
Fle Formst Resuhs Utlbies Window Heb

| | &[] DNOBENE e

L Combined Report for PRIMJER 3

Q 13:00:49 | | Monday | Awgust | 26 [ 2013 | |
Decision | Selution  Unit Cost o Total Reduced  Basis  Allowable Allowable
Variable | Value Profit &[] Contribution Caosl Statuz  Min, efj] Max efj)
] x®l 55,7142 25,0000  1.392 8570 1] basic 14,5833 L]
2 w2 100000 125000  1,37%,0000 ] basic M 21,4286
3 “3 1.050,0000 1] o 35714  at bound -35714 ]
=
Objective  Function [Min.| = 2. 767 85
] Left Hand Right Hand ~ Slack  Shadow Allowable Allowable
|| Constraint Sidhe Direction Side or Surplus Price  Min, RHS Max, RHS
1] [ ] o 3= o o 5714 .11 30,0000
2 c2 434 2856 »= o 494 2857 0 ‘M 434 2857
3 C3 1.4286 »m o 1.4286 o M 14286

Uz pretpostavku o cjelobrojnosti varijabli, za sva tri uvjeta dobivamo ,suvisak® (5to
znaci da znak nejednakosti ne smijemo zamijeniti znakom jednakosti), dok uz
pretpostavku da su varijable nenegativni realni brojevi za prvi uvjet dobivamo
»suviSak” jednak 0. Stoga se moze zakljuciti da u tom slu¢aju u prvom uvjetu znak >
mozemo zamijeniti znakom =, a da se vrijednosti optimalnih rjeSenja ne izmijene. Za
ostala dva uvjeta ta tvrdnja ocCito ne vrijedi, ali treba primijetiti da u drugom slu€aju za

te uvjete dobivamo manje ,suviSkove® nego u prvom slucaju.
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4.4. Primjer4

RijeSimo prethodni primjer uz dodatan uvjet da odlukom uprave tvrtke oba
odjela moraju tjedno raditi jednak broj radnih sati. Odredimo relativnu promjenu
optimalne vrijednosti svake pojedine varijable (ako je to moguée), kao i relativhu

promjenu optimalne vrijednosti funkcije cilja.

Rjesenije:

MatematiCki je model gotovo isti kao i u Primjeru 3. Naznacenim uvjetima
dodajemo jo$ jedan. Oba odjela trebaju odraditi jednak tjedni broj radnih sati. To
znaci da mora vrijediti jednakost:

X1 = X,
odnosno ekvivalentna jednakost
X1 — Xo = 0.

Stoga novi matemati¢ki model promatranoga problema glasi:
minimizirati f(x,,x,)=25-x,+12.5-x,
pod uvjetima

T-x,+6-x,—x,20,
6-x +11-x,—x, 20,
9-x,+5-x,—x, 20,
x—x,=0,

0<x, <100,

0<x, <110,
1050 < x, <1 200,
x.,Xx, € N,

x,eN.

Tablicu s koeficijentima matematickoga modela u prethodnom primjeru
otvorimo preko opcije ,Load problem®. Kliknemo na izbornik ,Edit* i odaberemo opciju
Insert a Constraint koja omogucuje dodavanje novoga uvjeta. Otvara se izbornik

prikazan na slici 4.11. Novi uvjet ozna¢imo s C4 i dodajemo ga na kraj tablice.

25



Slika 4.11. Izbornik za dodavanje novoga uvjeta (izradio autor)

Insert a Constraint b4

There are 3 constraints in the problem. The default name
of the next constraint will be C4_

Inserted Mame: Insert at
c4 @ The end
) The beginning
|5 Uss {oz defzull meme ) The selected location
Ok I | Cancel I | Help I

Kliknemo na OK. U redak C4 upisujemo koeficijente uz varijable xi i xo. To su
redom 1i-1. U istom retku znak <= mijenjamo u = tako da u stupcu Direction upisemo
=. Svi ostali podatci ostaju neizmijenjeni. Dobivamo tablicu prikazanu na Slici 4.12.

Slika 4.12. Tablica s koeficijjentima matematickoga modela za Primjer 4 (izradio

autor)

2| Linear and Integer Programming
Fi2 Edt Format Sobve and Analyze FResults Ukilties Window WinQSE Help

ElEREH] kaE AEEEDEE R Eun][=][c2]

=l PRINMJER 3
ri’aiahlefypt R.H.S. [

Vaisble > | X1 | %2 | %3 | Duection | R.H.S.
Minimize 25 125 I}

c1 7 B -1 »= 0
c2 [ n -1 »= 0
c3 9 5 -1 »= 0
C4 1 -1 = 1]
LoweiB ound 0 LI} 1050

UppeiB ound o0 110 1200

VanableT ype| Integer Integer Integer [

Ranije opisanim postupkom dobivamo tablicu s optimalnim vrijednostima

prikazanu na Slici 4.13.
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Slika 4.13. Tablica s optimalnim vrijednostima za Primjer 4 (izradio autor)

£ Linear and Integer Programming
File Format Resuts Ltlties Window Help

[ [=[&] o[ ATE[=[=]01=] EmniREE]

=1 Combined Report for PRIMJER 3

02:00:06 | | Friday | Awgust | 23 | 2013
|| Decision | Soluion UnitCostor  Total  Reduced Basis
‘u’aiabl_e | Walue Profit clj] Contribution Cost Status
T =1 81,0000 25, 0000 20250000  37.5000 at bownd
2| w2 610000 125000 1.0125000 0O basic
13| X3 1.053.0000 0 0 0 basic
|| Objective  Function  (Min) = | 3.037.5000
N Left Hand Right Hand  Slack  Shadow
Conshraint Side Direction Side of Swplus  Price
1] o 0 >= 0 0 0
2| cz 3240000 3= 0 3240000 0
3 c3 21,0000 3= 1] 21,0000 0
(4] c4 0 - 0 il 12,5000

Optimalno rieenje ovoga problema je (x;,x;,x;)=(81,81,1053), a optimaina

vrijednost funkcije cilja iznosi 3 037.5. Dakle, oba odjela tjedno trebaju raditi po 81
radni sat. Optimalan tjedni ukupan broj proizvedenih proizvoda je 1 053. Minimalni

ukupni troSkovi iznose 3 037.5 n.j.
Primijetimo da se optimalna vrijednost varijable x; povecala za 81 — 56 = 25,

odnosno za ?-100z44.6%. Optimalna vrijednost varijable x. smanjila se za 112 —
— 81 = 31, odnosno za 2-100z 38.27%. Optimalna vrijednost varijable x; povecala
seza 1053 —1 050 =3, odnosno za ﬁ-loo =~ 0.3%. Optimalna vrijednost funkcije

cilia povecéala se za 3 037.5 — 2 775 = 262.5, odnosno za ;6727?

-100=9.5%.
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4.5. Primjer 5

Tvrtka ,Klimus d.o0.0.“ proizvodi Cetiri tipa klima-uredaja. Zavrsni dio proizvodnoga
procesa sastoji se od operacija montaze, poliranja i pakiranja. U donjoj je tablici za

svaki pojedini tip navedeno vrijeme potrebno za svaku pojedinu operaciju, kao i

jedini¢na dobit.

Tablica 4.2. Osnovni podatci za Primjer 5.

TIP MONTAZA POLIRANJE PAKIRANJE DOBIT
[minuta’/komad] | [minuta’komad] |[minuta’/komad]| [n.j./komad]
1 2 3 2 1.50
2 4 2 3 2.50
3 3 3 2 3.00
4 7 4 5 4.50

S obzirom na trenutno stanje radne snage, vlasnik tvrtke procjenjuje da
godisSnje na raspolaganju ima 100 000 minuta za operaciju montaze, 50 000 minuta
za operaciju poliranja i 60 000 minuta za operaciju pakiranja. Treba napraviti godiSnji
plan proizvodnje tako da pripadna ukupna dobit bude maksimalna. (Moguce je ne

proizvesti niti jedan komad odredenoga tipa klima-uredaja.) 8
Riesenje:

Oznacimo:

X1 = broj proizvedenih komada klima-uredaja tipa 1;

Xo = broj proizvedenih komada klima-uredaja tipa 2;

X3 = broj proizvedenih komada klima-uredaja tipa 3;

X4 = broj proizvedenih komada klima-uredaja tipa 4.

3Primjerje napisan prema primjeru iz [4]

28




Za montazu x; proizvedenih komada klima-uredaja tipa 1 potrebno je 2 - x; minuta.
Za montazu x» proizvedenih komada klima-uredaja tipa 2 potrebno je 4 - x. minuta.
Za montazu x; proizvedenih komada klima-uredaja tipa 3 potrebno je 3 - x3 minuta.
Za montazu x4 proizvedenih komada klima-uredaja tipa 4 potrebno je 7 - x4 minuta.
Stoga je ukupno vrijeme potrebno za montazu svih Cetiriju tipova klima-uredaja 2 - x
+4 - x2+ 3 x3+7 - x4 minuta. Budué¢i da za montazu imamo na raspolaganju najvise

100 000 minuta, dobivamo uvijet:
2-Xx1+4-x%+3 - x3+7-x <100 000.

Za poliranje x1 proizvedenih komada klima-uredaja tipa 1 potrebno je 3 - x; minuta.
Za poliranje x> proizvedenih komada klima-uredaja tipa 2 potrebno je 2 - x» minuta.
Za poliranje x3 proizvedenih komada klima-uredaja tipa 3 potrebno je 3 - x3 minuta.
Za poliranje x4 proizvedenih komada klima-uredaja tipa 4 potrebno je 4 - x4 minuta.
Stoga je ukupno vrijeme potrebno za poliranje svih Cetiriju tipova klima-uredaja 3 - x
+2- X2+ 3 x3+4 - x4 minuta. Buduc¢i da za poliranje imamo na raspolaganju najvise

50 000 minuta, dobivamo uvjet:

3-X1+2 X+3-x3+4-x4 <50000.

Za pakiranje x; proizvedenih komada klima-uredaja tipa 1 potrebno je 2 -x; minuta.
Za pakiranje x» proizvedenih komada klima-uredaja tipa 2 potrebno je 3 -x» minuta.
Za pakiranje x3 proizvedenih komada klima-uredaja tipa 3 potrebno je 2 -x3 minuta.
Za pakiranje x4 proizvedenih komada klima-uredaja tipa 4 potrebno je 5 -x4 minuta.
Stoga je ukupno vrijeme potrebno za pakiranje svih Cetiriju tipova klima-uredaja 2 -x
+3 X2 + 2 -x3 + 5 -x4 minuta. Buduci da za pakiranje imamo na raspolaganju najviSe

60 000 minuta, dobivamo uvjet:
2'X1 +3'X2+2'X3+5'X4 < 60 000.

Dobit nastala prodajom x; proizvedenih komada klima-uredaja tipa 1 iznosi 1.5 - x

n.j. Dobit nastala prodajom x» proizvedenih komada klima-uredaja tipa 2 iznosi
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2.5 - x2 n.j. Dobit nastala prodajom x; proizvedenih komada klima-uredaja tipa 3
iznosi 3 - x3 n.j. Dobit nastala prodajom x4 proizvedenih komada klima-uredaja tipa 4
iznosi 4.5 - x; n.j. Stoga ukupna dobit nastala prodajom svih Cetiriju tipova klima-

uredajaiznosi 1.5 - x4 +2.5- x2 + 3 - X3 + 4.5 - x4 n.j. Tu dobit treba maksimizirati.

Vrijednosti varijabli xy, X2, X3 i X4 su nenegativni cijeli brojevi jer dozvoljavamo da je

moguce ne proizvesti niti jedan komad pojedinoga tipa klima-uredaja. Dakle,
X1, Xo, X3, Xa€ Np

Tako smo dobili matemati¢ki model promatranoga problema:

maksimizirati f(x,,x,,x,x,)=15-x+25-x,+3-x,+4.5-x,

pod uvjetima

2-Xx1+4 - x%+3-x3+7- x4 <100 000,

3-x1+2-x%+3-x3+4 x4, 50000,
2-X1+3 - x%+2-x3+5 x4, 60000,
X1, X2, X3, X4€ No

RijeSimo ovaj model koriste¢i WinQSB. Na ranije opisan nacin otvorimo novu

datoteku, pa u njezine polazne podatke upis§imo:

e naziv problema: Primjer 5;
e broj varijabli: 4 (u ovom primjeru su Cetiri varijable);

e broj uvjeta: 3 (u ovom primjeru su tri uvjeta);
Potom kliknemo na kruzi¢e pored sljedecih natpisa:

e Maximization (u ovom primjeru se radi o0 maksimizaciji ukupne dobiti);

e Nonnegative integer (u ovom primjeru se radi 0 nenegativnim cijelim
brojevima);

e Spreadsheet Matrix Form (izlazni podatci bit ¢e ispisani u matri€¢nom
obliku).
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Tako dobivamo tablicu prikazanu na Slici 4.14.

Slika 4.14. Unos podataka o matematickom modelu za Primjer 5. (izradio autor)

LFP-ILF Problem Specification b4

Problem Title: [ PRIMJERS ]

e Y 1 . B
Constraints:

wariables:

T Objective Criterion ] T Default Wariable Twvpe

= Maximization ) Monnegative continuous

) Minimization
(@ Monnegative integer

rData Entry Format I ) Binary [0.1]

@ Spreadsheet Matrix Form ) Unsignedfunrestricted
' Mormal Model Form

o

Kliknemo na OK. U dobivenu tablicu je potrebno unijeti koeficijente uz varijable
X1, X2 1 X3 U funkciji cilja i uvjetima. Upisujemo:

e uredak Maximize: 1.5,2.5, 3, 4.5

e uredak C1:2,4,3,7,100000

e uredak C2: 3, 2, 3, 4, 50000

e uredak C3: 2, 3, 2, 5,60000
Tako dobivamo tablicu prikazanu na Slici 4.15. Potrebno je pohraniti dobivenu tablicu
kako bi se omogucéilo ponovno koristenje ili eventualno mijenjanje podataka.

Pohranimo je pod nazivom Primjer5.lpp.

Slika 4.15.Tablica s koeficijentima matematickoga modela za Primjer 5 (izradio

autor)

i) Linear and Integer Programming
Fle Edt Formst Sohve and dnahze Lkiities Window WnQSE Help

BECERBEEENCEERE BN T ImEE

=t PRIMJER 5

[VariableT ppe : Direction | |
Variable —» X1 | ®2 | ®3 | ®4 | Diection | R.H.S.
Maximize 1.

5

) 4= 100000
4 {m SO000
5 L= G000
L]

M

LowerBound
UpperBound
YariableType Integes Integer It Intege: |
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Tablica s optimalnim vrijednostima dobivena uobicajenim postupkom prikazana je na
Slici 4.16.

Slika 4.16.Tablica s optimalnim vrijednostima za Primjer 5 (izradio autor)

] Linear and Integer Programming
Fle Foemst Resul:z Lhities Window Help

L =ls4]  felale[={a]l= [EDimE)

5% Combined Report for PRIMJER 5

02:21:18 | | Friday | August | 23 | 2m3 | [

Decision | Solution  Unit Cost ar Total Reduced Basis  Allowable  Allowable
| | Variable | Value Profit cfj]  Contribution Cost Stalus Min. cli) Max. efj]
b x1 0 1.5000 ] -1.5000  at bound M 3.0000
H x2 16000, 0000 2 5000 AD,000.0000 ] basic 2.351 45000
E x3 . 00, 0D 30000 18.000.0000 o bazic 2.5000 3.7500
4 x4 1] 4 5000 o 02000 alt bownd -M 47000
I Dbjective  Funclion [Max ] = 580000000
W Left Hand Right Hand Slack Shadow  Allowable Allowable

Constrant Side Direction Side: or Suspluz Price Min. RHS Max. RHS
E [ 2. 000, (000 = 100.000,0000 18.000.0000 ] 2. 000,000 M

2 c2 50,000, 0000 (= 50.000,0000 1] 08000 40.000,0000 500000000
E C3 GI0L 000, (e {= &0, 000,0000 o 03000  33.333.3400 75.000,0000

Iz dobivene tablice vidimo da je optimalno rjeSenje ovoga problema

(x.x,x3,x,) = (0,16 000,6 000,0), dok optimalna vrijednost funkcije cilja iznosi 58 000.

Dakle, treba proizvesti ukupno 16 000 komada klima-uredaja tipa 2 i 6 000 komada
klima-uredaja tipa 3, a ne treba proizvesti niti jedan uredaj tipa 1, odnosno tipa 4.

Optimalna ukupna dobit iznosi 58 000 n.j.

Potpuno analogno kao u prethodnim primjerima moze se pokazati da se u
ovome primjeru dobije potpuno isto optimalno rjeSenje i ako se pretpostavi da
vrijednosti varijabli xi, X2, X3 i X4 nisu cjelobrojne, ve¢ samo nenegativne. Dakle,

pretpostavka o cjelobrojnosti varijabli nema utjecaja na optimalno rje$enje.
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4.6. Primjer 6

RijeSimo prethodni primjer uz dodatan uvjet da, zbog potreba izvoza, godisnje
treba proizvesti najmanje 1 000 komada svakoga pojedinoga tipa klima-uredaja.
Odredimo relativhu promjenu optimalne vrijednosti svake pojedine varijable (ako je to

moguce), kao i relativnu promjenu optimalne vrijednosti funkcije cilja.
Riesenje:

MatematiCki je model gotovo isti kao i u Primjeru 5. Naznacenim uvjetima
dodajemo jo$ jedan. Vrijednost svake pojedine varijable treba biti barem 1 000, Sto

znaci da moraju vrijediti nejednakosti:

X1, X2, X3, X4 = 1000.
Tako dobivamo sljedeéi matematicki model:
maksimizirati f(x,x,,x,x,)=1.5-x,+2.5-x,+3-x,+4.5-x,
pod uvjetima
2-X51+4 - x%+3-x3+7-x <100 000,

3-x5+2 - %+3-x3+4-x, £50000,
2-X1+3 - x%+2-x3+5 x4, 60000,
X1, X2, X3, X421 000,

X1, X2, X3, X4 N.

Koriste¢i opciju ,Load problem“otvorimo datoteku Primjer5./jpp.U pohranjenoj
tablici promijenimo donje granice vrijednosti varijabli odlu€ivanja. Najmanja vrijednost
svake spomenute varijable jednaka je 1000, pa u retku LowerBound umjesto 0
piSemo 1000. Tako dobivamo tablicu prikazanu na Slici 4.17.
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Slika 4.17. Tablica s koeficijentima matematickoga modela za Primjer 6 (izradio

autor)

i) Linear and Integer Programming
Fila Edi Formab Sches and Anslyre  Results  Ltiities  Window WinQSE  Heip

[ EEIEEINES B ES IZE N S BN E 1P B R [ I S

=t PRIMJER 5

[CowerBound : %4 x| iooa

|

Variable > =1 ] =2 1 X3 | =4 | Disection | R.H. 5.
M iz 1.5 25 kS 4.5
(] 2 4 E 7 €= 100000
c2 3 2 3 4 - SO000
c3 2 3 F 5 - G0000
LowesiBound 1000 1000 LI 1000
UppedB ound L L) ] L

o T e Ll Integen Imtegeer Integer

Pripadna tablica s optimalnim vrijednostima prikazana je na Slici 4.18.

Slika 4.18. Tablica s optimalnim vrijednostima za Primjer 6 (izradio autor)

] Linear and Integer Progranming
Fis Fommat Resits Ubities Window Help

L (=3 EINCEERE [ [ O] 2]
51 Combined Report for PRIMJER &
02-27:27 | [ Friday |  Auvgun | 23 [ 2m3 | I
| Decision | Sobstion  Unit Cost or Talal Reduced  Basis  Allowable  Allowable
|| Vasiable W, Profit ¢fil  Conlibution Cost Stalus Min_ elil Max. eli]
T 1 1.000.0000 1.5000 1.500, D0 =1, 50000 o bownd -M 3.0000
2] = 14.600,0000 25000 36 5000000 [ bazic 23571 45000
3 x3 4, BO0.0000 3.0000 0 3800 00 n basic 2.5000 A.7500
4 K 1.000,0000 45000 4500, 0000 02000 st bound M 47000
] Dbjective Function Max. ) = 56 0. (00
] Left Hard Right Hamd Slack Shadow  Allowable Allowable
|| Constraint Side Drigection Side o1 Surplus Price Min. RHS Max. RHS
] 1 #1.200,0000 {m 1O R, (RN 1 S (R (1] B 200, (00 M
2| e 50,000, 0000 = 50000, (000 [ 08000 440000000 840000000
3 C3 B0, 000, 0000 <= B M), (RS0 1] 0,3000 373333400 &5 0000000

Optimalno rjesenje ovoga problema je (x,x,,x,x;)=(1000,14 600,4 600,1000).

Optimalna vrijednost funkcije cilja iznosi 56 300. Dakle, treba proizvesti ukupno po
1 000 komada svakoga od klima-uredaja tipa 1 i tipa 4, 14 600 komada klima-uredaja
tipa 2 i 4 600 komada klima-uredaja tipa 3. Optimalna ukupna dobit iznosi 56 300 n.;|.

Relativnhe promjene originalnih optimalnih vrijednosti varijabli x; i x4 nema
smisla racunati jer su te originalne vrijednosti jednake 0. Optimalna vrijednost

varijable x> smanjila se za 16 000 — 14 600 = 1 400, odnosno za 11 4000 100 =8.75 %.

Optimalna vrijednost varijable x; smanjila se za 6 000 — 4 600 = 1 400, odnosno za

ﬂ-100z23.3 %. Optimalna vrijednost funkcije cilja smanjila se za 58 000 —

6 000

1700

—56 300 =1 700, odnosno za -100 = 3.02 %.
56 300
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4.7. Primjer 7

RijeSimo prethodni primjer uz dodatni uvjet da se ukupno godiSnje radno
vrijeme od 100 000 + 50 000 + 60 000 = 210 000 minuta rasporedi proizvoljno na
pojedine operacije. Odredimo relativnu promjenu optimalne vrijednosti svake
pojedine varijable (ako je to moguce), kao i relativnu promjenu optimalne vrijednosti

funkcije cilja.
Riesenje:
Ukupno vrijeme za provedbu svih triju operacija iznosi

2-X1+4-X2+3-X3+7-X4+3-X1+2-X2+3'X3+4-X4+2-X1+3-X2+2'X3+

+5-X%=7-X%+9 X%+8 X3+ 16 X4 minuta.

To vrijeme ne smije biti strogo vec¢e od 210 000 minuta, pa dobivamo uvjet:
7-X%+9 x%+8-x3+16-x4=<210 000.

Stoga je pripadni matemati¢ki model:

maksimizirati f(x,x,,x,x,)=1.5-x,+2.5-x,+3-x,+4.5-x,

pod uvjetima

7-x1+9-x%+8-x3+16- x4<210 000,

X1, X2, X3, X4=> 1 000,

X1, X2, X3, X4 N

Koristeéi opcije iz izbornika Edit namijenjen mijenjanju i dodavanju varijabli,
odnosno uvjeta, u ovom slu€aju potrebno je obrisati uvjete koje smo ucitali u
prethodnom zadatku i unijeti jedan novi uvjet. Nakon odabira opcije za brisanje uvjeta
otvara se izbornik prikazan na Slici 4.19. pomocu kojega se briSu Zeljeni uvijeti.
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Slika 4.19. Izbornik za brisanje uvjeta (izradio autor)

Delete a Constraint >
All constraint names are histed here. Click the
one you want to delete.
Selected: | 2 |
| oK I | Cancel I | Help I

Obrisemo uvjete C2 i C3. U redak oznacen s C1 upiSemo redom koeficijente: 7, 9, 8

16, 210000. Time se dobiva tablica prikazana na Slici 4.20.
Slika 4.20.Tablica s koeficijentima matematickoga modela za Primjer 7 (izradio

autor)

| Linear and Integer Programming
File Edt Format Sobve and Analyze FResults LUbilties Window WinQSE Help

B EFERRERIENCEENE N R E T RE R

=l PRIMJER 5

ET-RHS. [x}v[10000 |
Variable > X1l | %2 | %3 | ¥4 | Duection | R.H.S5.
Mamimaze 1.5 25 3 45
(5] T 9 ] 16 = 210000|
LowerBound 1000 1000 1000 1000
UpperBound M M M M
Wamnable T ype| Integer Integer Integes Integes

Pripadna tablica s optimalnim vrijednostima prikazana je na Slici 4.21.

Slika 4.21. Tablica s optimalnim vrijednostima za Primjer 7 (izradio autor)

=] Linear and Integer Programming

Dbjective Function Max])=  75.250,0000

Right Hand Slack Shadow  Allowable  Allowable
Side o Surplus Price Min. RHS  Max. RHS

210.000.0000 0 0,3750  40.000,0000 M

File Format Results Uilbes ‘Window Help
i INCGEIEI = L | e
w1 Combined Report for PRIMJER 5
02-36:56 | | Friday | Awgust | 23 | 2m3 | [
| | Decision | Solution  Unit Cost o Total Aeduced  Basis  Allowable | Allowable
Vatiable Value Puofit cfji  Contribulion  Cost  Stalus  Min cf) | Max. cfi]
1 1.000,0000 15000 15000000 11250  at bound M 26250
2| =2 1.000,0000 25000 25000000 08750  at bound M 3.3750
3| %3 222500000 30000  66.750,0000 (1] basic 22500 M
A x4 1.000,0000 45000 45000000 -1.5000  at bound M £.0000

Left Hand
Coonzteaint Side Direction

1 210,000, 0000 =
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|z dobivene tablice vidimo da je optimalno rjeSenje ovoga problema

(x;,x,,x3,x,) = (1000,1 000,22 250,1 000), dok optimalna vrijednost funkcije cilja iznosi

75 250. Dakle, treba proizvesti po 1 000 komada svakoga od klima-uredaja tipa 1, 2 i
4, te 22 250 komada klima-uredaja tipa 3. Optimalna ukupna dobit iznosi 75 250 n.|.

U odnosu na rje$enje Primjera 6., primje¢ujemo da su optimalne vrijednosti
varijabli xy i x4 ostale nepromijenjene (i jednake 1 000), optimalna vrijednost varijable

X» se smanjila za 14 600 — 1 000 = 13 600, odnosno za 12 Zgg

-100=93.15%, dok se

optimalna vrijednost varijable x3 povecéala za 22 250 — 4 600 = 17 650, odnosno za

17 650

2600 100 = 383.7 %. Pripadna optimalna vrijednost funkcije cilja se povecala za 75

250 — 56 300 = 18 950, odnosno za 5220
56 300

100 = 33.7 %.

Usporedimo li dobiveno optimalno rjeSenje s optimalnim rjeSenjem Primjera 5.,
relativno povecanje ukupne dobiti iznosilo bi priblizno 35.7%. Stoga bi tvrtka trebala

razmotriti novu razdiobu ukupnoga vremena na pojedine operacije.

4.8. Primjer 8

Lokalni proizvoda¢ domacega sirupa od visanja proizvodi dvije vrste i prodaje ih
na lokalnoj trznici. Pritom ostvaruje dobit od 5 kn po litri prve vrste i 4 kn po litri druge
vrste sirupa od viSanja. Prva vrsta domacega sirupa od vi§anja zahtijeva 3 kilograma
visanja, 4 kilograma Secera i 2 Stapi¢a cimeta. Druga vrsta domacega sirupa od
visanja zahtijeva 4 kilograma viSanja, 2 kilograma Seéera i 1 Stapi¢ cimeta.
Proizvodac¢ posjeduje 20 kilograma viSanja, 18 kilograma Secera i 25 Stapi¢a cimeta.
Treba naci plan proizvodnje obiju vrsta tako da pripadna dobit bude maksimalna.

Proizvedeni obujam svake vrste sirupa mora biti cjelobrojan.

Rjesenje:
Neka su x; i xoredom obujam prve, odnosno druge vrste domacéeg sirupa od

viSanja .x; i xo su nenegativni cijeli brojevi, pa vrijedi nejednakost:
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X1, Xo € No.

Proizvodnjom x; litara prve vrste sirupa utroSi se 3 - x; kg viSanja, a
proizvodnjom x; litara druge vrste sirupa utrosi se 4 - x» kg viSanja. Stoga je ukupna
utroSena masa viSanja 3 - x; + 4 - x2 kg. Buduéi na raspolaganju imamo 20 kg

vi§anja, mora vrijediti nejednakost:

3-x1+4-x =20.

Proizvodnjom x; litara prve vrste sirupa utroSi se 4 - x; kg Secera, a proizvodnjom x,
litara druge vrste sirupa utrosi se 2 - x» kg Secera. Stoga je ukupna utro§ena masa
SeCera 4 - x1 + 2 - X2 kg. Buduéi na raspolaganju imamo 18 kg Secera, mora vrijediti
nejednakost:

4.-x1+2-x <18.

Proizvodnjom x; litara prve vrste sirupa utroSi se 2 - x; Stapia cimeta, a
proizvodnjom x; litara druge vrste sirupa utroSi se 1 - x» Stapi¢a cimeta. Stoga je
ukupna utroSena koliina cimeta 2 - x1 + 1- x2 Stapi¢a. Buduéi na raspolaganju imamo

25 Stapi¢a cimeta, mora vrijediti nejednakost:

2-x1+1-x <25.
Proizvodnjom x; litara prve vrste sirupa ostvari se dobit od 5 - x; kn, @ proizvodnjom
X2 litara druge vrste sirupa ostvari se dobit od 4 - x» kn. Stoga je ukupna ostvarena

dobit5- x; + 4 - x2 kg i taj izraz treba maksimizirati.

Tako smo dobili sliede¢i matematic¢ki model:
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max f(x,x,)=5-x,+4-x,

pod uvjetima
3-x,+4-x,<20
4-x,+2-x,<18
2-x,+1-x,<25

x,%x, 20

Ovaj problem rijeSit éemo na dva nacina: koriste¢i opciju Solve the Problem i

graficku metodu.
Otvorimo novu datoteku, pa u njezine polazne podatke upiSimo:

e naziv problema: Primjer 8;
e broj varijabli: 2 (u ovom primjeru su dvije varijable);

e Dbroj uvjeta: 3 (u ovom primjeru su tri uvjeta);
Potom kliknemo na kruzi¢e pored sljedecih natpisa:

e Maximization (u ovom primjeru se radi o maksimizaciji ukupne dobiti);

e Nonnegative integer (u ovom primjeru se radi 0 nenegativnim cijelim
brojevima);

e Spreadsheet Matrix Form (ulazni podatci bit ¢e prikazani u matri€nom
obliku).

Tako dobivamo tablicu prikazanu na Slici 4.22.

Slika 4.22. Unos podataka o matematickom modelu za Primjer 8 (izradio autor)

LP-ILP Problem Specification x|

Problem Title: [PRIMJER & |
Prsed | O | Shees ] oa—
Variables: Constraints:

| Objective Criterion || Default Variable Type

® Mazimization ) Nonnegative continuous
@ |Monnegative integer

| Data Entry Format 1 " Binary (0,1]

(® Spreadsheet Matrix Form " Unszigned/unrestricted
' Mormal Model Form
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Kliknemo na OK. U dobivenu tablicu je potrebno unijeti koeficijente uz varijable

X1 i X2 U funkciji cilja i uvjetima. Upisujemo:

e uredak Maximize: 5, 4
e uredak C1:3,4,20
e uredak C2:4,2,18
e uredak C3:2,1,25

Tako dobivamo tablicu prikazanu na Slici 4.23.

Slika 4.23. Tablica s koeficijentima matematickoga modela za Primjer 8 (izradio

autor)
f Linear and Integer Programming - [Primjer 8] IHH
3l File Edit Format Sobe and Analyze Resuls Utiliies Window WWinQSE  Help = x|
HEFERIBERIENEERNEE RN A= |
M aximize - X1 5
Variable --> ®1 [ %2 [ Ditection | R.H.5.
Maximize 5 4
1 3 4 - 20
c2 4 2 - 18
C3 2 1 - 25
LowerBound L1} 1]
UpperBound M M
VYariableType| Integer Integer
Pripadna tablica s optimalnim vrijednostima prikazana je na Slici 4.24.
Slika 4.24. Tablica s optimalnim vrijednostima za Primjer 8 (izradio autor)
=\ Combined Report for PRIMJER 8
| Saturday | August | 31 | 2013
Solution Unit Cost or Total Reduced  Basis
____"_I!I?_I_ilit_‘_ﬁmg Walue Profit cfj)] Contribution Cost Status
T =1 40000 5.0000 20,0000 -3.0000 | at bound
2| xz 1.0000 40000 4.0000 ] basic
-~
| | Objective Funclion  [Max.] = 24 0000
Left Hand Right Hand ~ Slack | Shadow
Constraint Side Direction Side orf Surpluz . Price
=
1] 1 16,0000 = 20,0000 40000 1]
1 2] c2 18,0000 = 18.0000 ] 2.0000
3 C3 9.0000 = 250000 160000 1]

Iz dobivene tablice vidimo da je optimalno rjeSenje ovoga problema (xf,x;):(4,l),

dok optimalna vrijednost funkcije cilja iznosi 24. Dakle, treba proizvesti 4 litre prve
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vrste domacega soka od viSanja i 1 litru druge vrste domacega soka od viSanja.
Optimalna ukupna dobit iznosi 24 kn.

RijeSimo ovaj problem i grafickom metodom. Zatvorimo tablicu sa Slike 4.24.,

pa kliknemo na ikonicu ,grafa“ prikazanu na Slici 4.25.

Slika 4.25. Prikaz ikonice za graficku metodu riesavanja

f Linear and Integer Programming - [Primjer 8] IHH
4l File Edit Format Sole and Analyze Results Utilities Window WinQSE  Help ==l x|
B = 29| =R wla[EEE0E] A | 3] 2]
Maximize - X1 5 |

Variable > 1] ®¥2 | Diwection | R.H.S.

Maximize 5 4

c1 3 4 <= 20

C2 4 2 {= 18

c3 / 2 1 <= 25

LuwerE}{und 1] 0

Uppt;vﬁuund M M

Va}{(ahle'lype Integer Integer

Pojavljuje se izbornik u kojem moZemo odabrati koja varijabla ¢e biti na
vodoravnoj osi (osi x), a koja na vertikalnoj osi (osi y). Opredijelimo se da varijabla x;
bude na vodoravnoj, a varijabla x> na vertikalnoj osi (vidjeti Sliku 4.26.)

Slika 4.26. Odabir varijabli za graficku metodu (izradio autor)

Select Yariables for Graphic Method ﬂ
X [honizontal] axis ¥ [wertical] axis
1 =1
X2 =2
=1 =2

Cancel

Kliknemo na OK. Dobivamo graficki prikaz prikazan na Slici 4.27.
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Slika 4.27. Rezultat primjene graficke metode na rieSavanje Primjera 8 (izradio autor)

Constraint: R — DObjective Function: — Feasible Area: -

OPTIMAL
SOLUTION

OBJ=26.40

X1=3.20
X2=260

Primjec¢ujemo da u ovom slu¢aju dobivamo (xf,x§)=(3.2,2.6) i f =26.40, odnosno

rezultat razli€it od rezultata dobivenoga opcijom Solve the Problem. Razlog tome jest
Cinjenica da graficka metoda pretpostavlja da su moguce vrijednosti obiju varijabli
realni, a ne cijeli brojevi. Stoga ¢e rezultati dobiveni primjenom te metode uvijek biti

realni, odnosno decimalni brojevi.

Uoc¢imo da je promjena uvjeta cjelobrojnosti proizvedenoga obujma svake pojedine
vrste soka utjecala i na promjenu optimalne dobiti. Ona iznosi 26.40 kn i za

26.40-24
24

opcijom Solve the Problem. Stoga bi se proizvodacu isplatilo razmotriti opciju

-100= 10% je veca u odnosu na optimalnu dobit iz rjeSenja dobivenoga

proizvodnje obiju vrsta sokova i u pakovanjima od npr. 0.51,0.75 1, 1.5 litara itd.
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5. ZAKLJUCAK

Linearno programiranje je zasluzno za dio napretka u proslom stoljecu koiji je
omogucio ekonomskoj znanosti rieSavanje slozenih problema i olak§ao dono$enje

velikih i malih odluka, te ispunjenje ciljeva u prakti¢nim situacijama.

Primjeri u kojima linearno programiranje moze pomoci ljudima su mnogobrojni
i raznovrsni. U ovom radu je detaljno rijeSeno nekoliko njih. Racunalni program
koriSten za rjeSavanje problemskih zadataka u ovom radu je WinQSB. On pripada u
skupinu racunalnih programa koji je bolje prilagoden korisnicima svih uzrasta,
zanimanja i interesa. Napomenimo da su razvojem novih tehnologija napravljeni i

novi raCunalni programi namijenjeni rjeSavanju problema linearnoga programiranja.

U primjerima je pokazano kako npr. dodavanje uvjeta o cjelobrojnosti varijable
nekim slu€ajevima moze promijeniti optimalno rjeSenje i optimalnu vrijednost funkcije
cija. To znaci da je vrlo bitno precizno definirati tip svake pojedine varijable, ma
koliko god takvo definiranje izgledalo beznacajno.

Osim lakSega i brzega rjeSavanja problema, racunalni program omogucuje da
se u nekoliko koraka upiSu zelijene promjene u polaznom matematiCkom modelu i
jednako brzo dobiju nova rjeSenja. U radu su objasnjeni nacini na koje se unose i

mijenjaju varijable, uvjeti i sl.

RijeSeni primjeri nastoje dati $to detaljniji prikaz koritenja programa WinQSB
u rjeSavanju problema linearnoga programiranja vezanima uz probleme planiranja
proizvodnje, pa samim time nastoje ukazati mogu¢im korisnicima na korist toga

programa u planiranju njihovoga poslovanja.
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6. POPIS KRATICA | AKRONIMA

n.j. = nov€anih jedinica

i sl. =isli€no

itd. = i tako dalje
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