1. Iskljuéivo deriviranjem pokazite da je funkcija F(x)=x-tgx+In(cosx)+202

TVZ - Matematika 2 Zadaci za grupne
oo s s | (preddiplomski strucéni konzultacije
" earorehnicisdel studij elektrotehnike) (nastavne grupe E i F)

12021

antiderivacija funkcije f(x)= . (Nije potrebno odredivati prirodne domene.)

2
S X

Rjesenje: Treba (samo) provjeriti jednakost F = f. Koriste¢i osnovna pravila za

deriviranje imamo redom:

F(x)=(x) -tgx+x-(tgx) + ~(cosx) +0=1-tg x+x-—5—+ -(—sinx) =
COS X cos“x cosx
sin
=tgx+ x2 - x:tgx+ x2 —tgx= x2 = f(x).
cos“Xx cosx cos” x cos” x
. Isklju¢ivo deriviranjem pokazite da je funkcija F (x)=m standardna
e

2-cosx

X

antiderivacija funkcije f(x)=

Rjesenje: Prirodna domena obiju funkcija je skup R. Zbog toga treba (samo)

provijeriti jednakost F = f. Koriste¢i osnovna pravila za deriviranje imamo redom:

(sinx—cosx) -e* —(sinx—cosx)-(e") _(cosx—(—sinx))-e’ —(sinx—cosx)-e* _

F(x)=

(e*)’ (e*)’
(cosx+sinx—(sinx—cosx))-e* cosx+sinx—sinx+cosx 2-cosx
= . 2 = . = . =f(x).
(e") e e
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3. Izracunajte volumen rotacijskoga tijela nastaloga rotacijom ravninskoga lika

omedenoga krivuljama y=6-v1-x*, y=0, x=0ix=1 oko osi:

a) apscisa;
b) ordinata.

Rjesenja: a) Trazeni je volumen jednak:
1 2 1 1 1
Vi=r-[(61-¢) -de=7[36-(1-1")-dx=36-7- (x—g-fj -
0 0
1 2 )
=36-7L’-(1—§—(0—O)J=36~§~75=24~7L' kub. jed.

b) Trazeni je volumen jednak:

1 1
V,=2.7-[6-x\l1-x" - dx=6-7-[2-x-N1-x -dx.
0 0

Uvedimo zamjenu:

t=1-x%,

dr=(1-x") -dx=(-2-x)-dr & 2-x-dv=—dt,
01-0"=1-0=1,
I 1-1=1-1=0.

Dobivamo:

l\)\w|»~

2 0 0

7 3 7 (2 3003
=67 [g-ﬂ‘j =673 (ﬂ‘j :4-;r-(12—02 =4.7-(1-0)=4-7 kub. jed.
0 0
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1
4. Izracunajte duljinu luka ravninske krivulje y =E-ch(2-x) iznad segmenta [O,%-an}.

Rjesenje: Koriste¢i osnovni hiperbolni identitet ch?(2-x)—sh*(2-x)=1, definicijsku

formulu shx= ¢ i relaciju e*™ =x“, Vx>0, dobivamo da je trazena duljina
jednaka:
i-an N\ 2 l-lr12 >
2 1 2 1 '
1= [ 1+ [—~ch(2~x)j dx= | \/l+[—~sh(2~x)~(2~x)j ‘dx =
0 2 0 2

—In2 l-lr12

\/1+[%~sh(2~x)~2j ~dx=2j «/1+sh2(2~x)~dx=2.|. Jch?(2-x) -dx =

-In2
0
l-lr12

2 1 SR ) 1 1
—J.ch(2~x)~dx—[5~sh(2~x)j —E~[(sh(2~x))0 j—E~[sh[2~5~ln2j—sh(2~O)J—

0 0

1
2

ean _e—ln2 B 2_2—1
2 4

=%-(sh(ln 2)-0) =%~sh(ln 2)= :% jed. duljine.

N | —
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; na segmentu [l l}
3-(¢+1) 372

5. Izracunajte prosjecnu vrijednost funkcije f(t)=

Rjesenje: Rastavimo funkciju fi(1) =— na parcijalne razlomke. Vrijedi identitet:
r+t

£+e=t-(f +1), VieR,

pa rastav ima oblik:

1 A B-t+C
=—+

+t t P +1

, zaneke A,B,Ce R.

t3

Odredimo nepoznate koeficijente A,B i C. Imamo redom:

1=A-(+1)+(B-1+C) -t =

t=0= A=l A=1,

t=1=2-A+B+C=1, &{B+C=-1, (A,B,C)=(1,-1,0).
t=-1=2-A+B-C=1 [B-C=-1

Zbog toga je:

1 1 t 1

I L L)
£+t ot ££+1 3-(t3+t) 323+t 3\t 2+1)

Tako je trazena prosjecna vrijednost jednaka:
1
1t (1t
o dr=2- | 5|1,
t t+1 41
3

Odredimo standardnu antiderivaciju funkcije f, (jer je izraz u zagradi jednak

W | = — 5 | —

upravo toj funkciji). U tu svrhu uocimo da je

1 1 1 t
j(;_tz+1j'dt:j;'dt_~[t2+1'dt'

Prvi je ¢lan na desnoj strani tabli¢ni integral. Pripadna standardna antiderivacija

jednaka je Int (apsolutna vrijednost nije potrebna jer polaznu funkciju promatramo

na segmentu [5,5} ¢iji su svi elementi pozitivni realni brojevi.)
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Drugi ¢lan na desnoj strani odredimo metodom zamjene. Zamijenimo:

x=1+1,
dx:(ﬂ+1)'-dt:(z-t+0)-dt=2-t-dt«:n-dt%-dx.
Tako dobivamo:
1
o= 2 de= i (L ge= L qnld = Lo (s
'[t2+1 dr_jx dx=— jx dx=—-In[x|=—-In(r* +1).

(U posljednjem izrazu apsolutnu vrijednost smo zamijenili obi¢nom zagradom jer za
svaki re R ocito vrijedi > +1>0.)

Tako sada imamo:

1 1

) :(2-lnt—ln(t2+1))§ :(ln(tz)—ln(t2+1))§ =

1 (1 ? (1j2 1 1
2 2 > n - .
1n(t—jj =In j —In 3 =1 4 —In 9 |-

[N

f=2 (lnt—%-ln(t2+1)j

= = n
[ +1)) 1Y 1y 1 1
- - —+1 —+1
3 (2 +1 (3) +1 4 9
1 1 1
ST S NN O DY ) TN (0 U BT O 1
=In é In & ln(sj ln(loj In i In2
4 9 10
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6. Izracunajte povrsinu ravninskoga lika osjencanoga na donjoj slici. (Krivulja BDE je
parabola ¢ija jednadzba ima oblik y=a-x*+b-x+c, zaneke a,b,ce R.)

ALJ,
15 B ...........
7 g
B / Z x
N % B
//
/ %
% %
E
Slika 1
Rjesenje: Jednadzba parabole BED je
-12 -12
= (x=2)-(x+2)=—=-(x"—4)=3-x*-12,
A T P S (x*~4)=3x

dok je jednadzba pravca BD

%+%:1<:>—3-x+y:6<:>y=3~x+6.
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Primijetimo da za svaki xe [—2,3] vrijedi nejednakost:
3-x+6=3-x"—12.

(Na tom je segmentu pravac BD iznad parabole BED.) Zbog toga je trazena
povrsina jednaka:

3 3 3
P=[(3-x+6-(3-x"-12))-dx= j(—3-x2+3-x+18)-dx:(—x3+%-x2+18-xj =
2 -2 -2

=-27 +2—27+ 54—(—(-8)+6+(-36) = % =62.5 kv. jed.
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o comere o onenese | (preddiplomski struéni konzultacije
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7. Na donjoj je slici prikazan krivocrtni trapez OABF. Krivulja BF je sinusoida cija

jednadzba ima oblik y=A-sin(@-t+ @)+ B, zaneke A, >0, pe <—§,%> i BeR.

ALJ,

E

L¥5]

i

-

0 w2 T 312 A2

Slika 2.

a) Izracunajte povrsinu zadanoga krivocrtnoga trapeza.

b) Odredite volumen rotacijskoga tijela koje nastaje rotacijom zadanoga
krivocrtnoga trapeza oko osi apscisa.

c) Odredite volumen rotacijskoga tijela koje nastaje rotacijom zadanoga
krivocrtnoga trapeza oko osi ordinata.

Rjesenje: Odredimo najprije jednadzbu sinusoide. Njezin temeljni period je ocito
. N . 2.t 21
jednak T =2-7x, pa zakljuCujemo da je ®¥=——=—-=1.
T 27
Pripadna harmonijska funkcija poprima najveé¢u vrijednost kad je sin(w-t+¢)=1 i

ta je vrijednost jednaka A+ B. Iz slike se vidi da je A+ B =3.

Pripadna harmonijska funkcija poprima najmanju vrijednost kad je sin(@-t+¢@)=-1

i ta je vrijednost jednaka —A+ B. 1z slike se vidi da je —A+B=1.

. A+B=3, .
Tako iz sustava slijedi (A,B)=(1,2).
-A+B=1
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Preostaje odrediti fazni pomak ¢. Za ¢=0 vrijednost pripadne harmonijske

funkcije treba biti jednaka 2, pa dobivamo:

2=1-sin(l-0+@)+2 < sinp=0.

U intervalu <—§,§> ova jednadzba ima jedinstveno rjesenje ¢@=0. Tako smo
dobili:
y=1-sin(l-t+0)+2 < y=sint+2.

a) Trazena je povrsina jednaka:

2.

P= [ (sint+2)-dr =(—cost+2-1)," =—cos(2-7) +2:(2- ) —(~cos 0+2-0) =
0
=—-1+4-7+1+0=4-7 kv. jed.

b) Trazeni je volumen jednak:
2z 2z
V1:7r-I(sint+2)2-dt:ﬁ-J.(sinzt+4-sint+4)-dt:
0 0
2. 1 ' 2. _1 ' 9
:n-j E-(l—cos(Z-t))+4-s1nt+4 -dr:;r-j 5 -cos(2-r)+4-s1m+E Adt=
0 0

2z
:ﬂ-{(%}%-sin(lt)—4-cost+%tj =7 (—4+9-7+4-0)=9-7° kub. jed.

0

c) Trazeni je volumen jednak:

27
V,=2-7 [ t-(sint+2)-dr,
0
Ovaj odredeni integral odredimo metodom djelomicne integracije. Imamo redom:

u=t v:I(sint+2)-dt:2-t—cost

du =dt dv=(sint+2)-dt

V,=

:2-7r-[(2-t2—t-cost)i'”—T(2-t—cost)-dtj:
0

:2.7r.(2.4.7r2—2.7r-cos(2-7r)—0+0—(t2—sint)z'”):
=2.7-(8-7° -2 7—(4- 7" —sin(2- 1)~ 0+0) ) =

=27 (87" -27-4-7")=2-7-(4-7*-2-7)=8-7" —4- 7" kub. jed.
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P Caracehmithl odel studij elektrotehnike) | (nastavne grupe E i F)

8. Na donjoj je slici prikazan krivocrtni trapez ACDO. Krivulja AC je dio kosinusoide
¢ija jednadzba ima oblik y=A-cos(@-t+¢)+ B, zaneke A,w>0, @e <—§,§> i BeR

F-9

1+

¥

D 1

Slika 2.

a) Izracunajte povrsinu zadanoga lika.

b) Odredite volumen rotacijskoga tijela koje nastaje rotacijom zadanoga lika oko
osi apscisa.

c) Odredite volumen rotacijskoga tijela koje nastaje rotacijom zadanoga lika oko
osi ordinata.

Rjesenje: Odredimo najprije jednadzbu kosinusoide. Iz slike vidimo da je temeljni

period pripadne harmonijske funkcije T =x. Tako iz jednakosti w:Tﬁ slijedi
w=12.

Najveca vrijednost pripadne harmonijske funkcije postize se kad je cos(w-t+¢@)=1 i

iznosi A+ B. Iz slike se vidi da je ta vrijednost jednaka —3 | pa je A+ B=-3.
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Najmanja vrijednost pripadne harmonijske funkcije postize se kad je cos(@-t+¢)=—

i iznosi —A+ B. Iz slike se vidi da je ta vrijednost jednaka —7 , pa je —A+B=-7.

Tako iz sustava slijedi (A, B)=(2,-5).
A+B=-7

Preostaje odrediti fazni pomak ¢. U jednadzbu kosinusoide uvrstimo ¢=0,

(A,B,w)=(2,-5,2) i y=-3. Dobivamo:

—3=2-cos(2:-0+¢p)-5<cosp=1.

b

T . v . .9 v
U intervalu <—— —> ova jednadzba ima jedinstveno rjesenje @=0. Dakle,

jednadzba kosinusoide je:

y=2-cos(2-t)-5.

a) Primijetimo da za svaki te[O,ﬂ'] vrijedi nejednakost 2-cos(2-7)—5<0. Zbog

toga je trazena povrsina jednaka:

P= .T —(2-cos(2-t)—5)- dt—J.(S 2-cos(2-1))-dt =
=(5 t—s1n(2-t))0 =5-7-0-(0-0)=5-7 kv. jed.

b) Trazeni je volumen jednak:

(2 cos(2-1)=5)*-dt=rx- .[(4 cos®(2:1)—20-cos(2-1)+25)-dt =

=7 [ (— (1+c0s(4-t)j—ZO-cos(Z-t)+ZSJ-dt=

=7
0

=7 .T 2-cos(4-1)—20-cos(2-1)+27)-dt
[ 2 —-sin(4-1)—20- % sin(2-1)+27- tj J:
z-(0

—0+27-7—(0-0+0))=27-7 kub. jed.

c¢) Ponovno zbog ocite nejednakosti 2-cos(2-1)—5<0, Vte[0,7], zakljuCujemo da

je trazeni volumen jednak:

© mr. sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 11
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V:2-7z-jt-(—(2-cos(2-t)—5)-dt:2-7c-jt-(5—2-cos(2-t))-dt:

u=t v=.[(5—2-C0s(2-t))-dt=5-t—2%-sin(2-t)=5-t—sin(2-t) 3

du = dr dv=(5-2-cos(2:1))-dt
=27 (5-t2—t-sin(2-t)):—j(S-t—sin(Z-t)-dtj=

0

=2.7- 5-752—O—O+O—(§-t2+%-cos(2-t)j J:

0
=2.7 57— 2.7[24_1_0_1 =
2 2 2

:2-75-%%2 =5-7° kub. jed.
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9. Na donjoj je slici prikazan ravninski lik OAB. Krivulja AOB je dio parabole ¢ija
jednadzba ima oblik y*=2-p-x, za neki p>0.

N

J!

o

y

N

[:%]

=Y

‘VH

(e

;5]

(&%)

T

o

Slika 3.

a) Izracunajte opseg zadanoga lika.

b) Izracunajte povrSinu zadanoga lika.

c) Izracunajte volumen rotacijskoga tijela nastaloga rotiranjem zadanoga lika oko
osl apscisa.

d) Izracunajte volumen rotacijskoga tijela nastaloga rotiranjem zadanoga lika oko
osi ordinata.

© mr. sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 13



TVZ - Matematika 2 Zadaci za grupne
vt w e | (preddiplomski struéni konzultacije
O ektrotehnicis odiel studij elektrotehnike) | (nastavne grupe E i F)

Rjesenje. Odredimo najprije jednadzbu parabole AOB. Iz slike vidimo da ona
prolazi tockom A=(4,4), pa uvrstavanjem x=y=4 u izraz y>=2-p-x dobivamo

4* 4 —
jednadzbu 4°=2-p-4, otkuda je p :ﬁ :5 =2. Dakle, jednadzba parabole AOB

glasi: y>=4-x.

a) Duljina duzine AB jednaka je ‘E‘:4+4:8 jed. duljine. Preostaje odrediti

duljinu luka AB. Zbog ocite osne simetrije lika s obzirom na os apscisa, ta je

duljina dvostruko vec¢a od duljine luka OA. Tu éemo duljinu najlakse izracunati

. 1
tako da izraz y>=4-x shvatimo kao funkciju varijable y, tj. kao x=Z~ y*, pa

trazenu duljinu odredimo promatraju¢i odgovarajué¢i odredeni integral po
varijabli y. Tako odmah imamo:

N\ 2
‘@‘:2-‘07;‘:2-} 14{(%”2” .dy = 2[ 1+( j dy = 2[,/1+— dy =
0 0
=2-},/y2+4-dyzz-}\'yz”-dy:zfVy2+4-dy=f\/y2+4.dy=
0 4 0 \/Z 0 2 0

4
:(%w/yz+4+%-ln(y+q/y2+4)j =2:4/20+2:In(4+20)-0-2:In(4) =

0
:2-\/270+2-1n(4+\/270)—2-1n2:2-\/E+2-1n[4+\/7j 4.5+2In [4” IJ

=4.5+2:In(2++/5) jed. duljine.
Dakle, trazeni je opseg jednak:
- ‘AOB‘ +[AB|=4-45+2:In(2++/5) +8 =19.832 jed. duljine.

b) Ponovno zbog osne simetrije zadanoga lika s obzirom na os apscisa slijedi da je

trazena povrsina jednaka:

2 1 ¢ 11 Y
P=2|4—|Zdy|=2[16—=-|y*-dy |=2-| 16——-| = 3) =
e e L)
(16—i (v 3)4j=2-(16—i-(43—03)J [16—ﬁJ: ( 6—EJ:ﬁ kv. jed.
12 7 o 12 12 3) 3

c) Prilikom odredivanja volumena trazenoga rotacijskoga tijela mozemo postupiti
na dva nacina: integrirati po varijabli x ili integrirati po varijabli y. U prvom je

© mr. sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 14
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o0 VELEUBILETE U 246 (preddiplomski struc¢ni konzultacije
O ektrotehnicis odiel studij elektrotehnike) | (nastavne grupe E i F)

slucaju formula za racunanje volumena standardna, dok u drugom slucaju os
apscisa trebamo shvatiti kao os ordinata kad je pravilo funkcije zadano kao

funkcija varijable x. Konkretno, u prvome je slu¢aju odmah

4
Vi=z [4xdv=x(2:27) =7(2:4°-2:0°) =32 7 kub. jed.,
0

dok u drugom slucaju od volumena valjka ¢iji su polumjer osnovke i visina dugi

4 jed. duljine trebamo oduzeti volumen rotacijskoga paraboloida nastaloga
2
rotacijom ravninskoga lika omedenoga krivuljama x:yZ, x=0,y=01 y=4 oko

osi apscisa:
PR . . "
Vl=42-7z-4—2-7z-£y-y7-dy:64-75—5-£y3-dy:64-7c—5-(—-y4j =
:64-7r—%-(44—04):64-75—32-75:32-75kub.jed.

d) I u ovom slucaju mozemo postupiti analogno kao u prethodnom podzadatku.

Koristeci prvi nacin i pravilo y=2-x/; kojim je zadan luk OA odmah dobivamo:

4
4 43 1 34 16 EAW
V,=22-x-: x-2-\/;-dx =87 |x>-dx=8-7- -x? =—-7| x*| =
? 5
0 0

0

5005
:?75{42—02j:?25Ezgﬂ:kub]ed’

dok koriste¢i drugi mnacin, odnosno oduzimajuéi volumen rotacijskoga

paraboloida nastaloga rotacijom ravninskoga lika omedenoga krivuljama
2

x:yT, x=0,y=01 y=4 od volumena valjka ¢iji su polumjer osnovke 4 jed.

duljine i visina 4 jed. duljine i mnozeé¢i dobivenu razliku s 2, dobivamo:

47 2\? 4 4 4
V,=2| & gd-n[| 1| dy|=128 7-2- 7 [ dy=128-7-2 [ y* -dy=
ofeael(5] e ecne o

4
:128.7[__.(T.y4+1j :128'75—4—7;-())5): :128'75—410-(45—05)2

0

—108 72— a5 p =128 7228 2 2312 b jed.
40 5 5
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10. Na donjoj je slici prikazan krivocrtni trokut ABC. Pritom je stranica AB dio
krivulje ¢ija jednadzba ima oblik y=5b-e“", zaneke a,be R.

*

B

24

1<

eSO

‘VH

O 0.25 0.5 In?2

Slika 4.

a) Izracunajte opseg zadanoga trokuta.
b) Izracunajte povrSinu zadanoga trokuta.

c) Izracunajte volumen rotacijskoga tijela nastaloga rotiranjem zadanoga trokuta
oko osi apscisa.

d) Izracunajte volumen rotacijskoga tijela nastaloga rotiranjem zadanoga trokuta
oko osi ordinata.

Rjesenje. Odredimo najprije jednadzbu stranice AB. 1z slike vidimo da su
A=(n2,1), B=(0,2) i C=(0,1). Budu¢i da krivulja y=5b-e*" prolazi tockama A i

B, dobivamo sljedec¢i sustav dviju jednadzbi s dvije nepoznanice:

2=b-e", |2=b-1 2=b, 2=b,
. = 1n(2") = a = 0 a
l=b-e“"? l=b-e 1=b-2 2°=ph-2°
Iz prve jednadzbe je ocito b=2, pa uvrsStavanjem u drugu jednadzbu dobivamo

2°=2.2*, odnosno l+a=0, a odatle je a=-1. Dakle, jednadzba stranice AB
glasi:

—X

y=2-e

a) Iz slike se vidi da su ‘A_C‘:IHZ i ‘B_C‘zl. Preostaje odrediti duljinu stranice AB.
Ta je duljina jednaka duljini luka krivulje y=2-e™ iznad segmenta [O,ln 2], pa

imamo redom:
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TVZ - Matematika 2 Zadaci za grupne
o e o oese. | (preddiplomski struéni konzultacije
O ektrotehnicis odiel studij elektrotehnike) | (nastavne grupe E i F)

In2 In2 In2
= j ‘/1+ 2.7 j\/1+ 2-(=1)-¢) -dx= j\/1+4-e_2'x-dx.
0

Ovaj ¢emo integral odrediti metodom zamjene:

ti=1+4-e7",
2_
Y
4
-1
—D.x 2
d,:%.dx: 4 -dx=1 t-dx:>dx= ~-dt,
D144 2-t t 1-t¢
0> V1+4-e2° =\1+4-1=4/5,
2> Vitd-e o =\1+4-¢") = 1+4.27 = fI+1=+2.
Tako dobivamo:
N 55 s
— 1 -1
‘AB‘: —j 2t dt:j(1+2 jdt:[ +—-1 X—J

e 1 V51

RO R v Cl Sl e

gt (5 _1\ (o) |
R R R )

:\/§+%-ln (\64_1) - 2—%-111@:
J5-1)
=\/§+% ln( > ) —\/E—ln(\/a—l):

=/5+In(v5-1)-v2-In2-1n(v2 -1} jed. duljine.

Dakle, trazeni je opseg jednak:
=‘@‘+‘B_C‘+‘a‘=1n2+1+\/§+ln(\/§—1)—\/§—ln2—1n(\/§—1):
=14~5+In(v5-1)-v2 -In(v2 ~1) = 2.91516 jed. duljine.
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TVZ - Matematika 2 Zadaci za grupne
vt v seree. | (preddiplomski struéni konzultacije
ek gl studij elektrotehnike) | (nastavne grupe E i F)

b) Trazenu povrsinu mozemo odrediti na dva nac¢ina: integriranjem po varijabli x i
integriranjem po varijabli y. U prvome je slucaju od povrsine lika omedenoga
krivuljama  y=2-¢, y=0,x=0 1 x=In2  potrebno oduzeti  povrsinu

pravokutnika c¢ije stranice imaju duljine In 2 jed. duljine i 1 jed. duljine:

In2 In2
P=| 2-e‘x-dx—(1-1n2)=(2-_i1-e-Xj ~n2=(-2-¢"—(-2:¢"))-In2=

0 0

= 0" 0112222742 In2=—142-In2=1-1In2 kv. jed.

U drugom slucaju najprije izrazimo varijablu x kao funkciju varijable y-

y=2-¢e e :%<:>—len(%j<:>x=—ln(%j=—(1ny—1n2)=1n2—1ny,

pa dobijemo:

P=[(n2-Iny)-dy=((n2)-y=(y-Iny=y); =((n2+1)-y—y-In y)); =

=(In2+1)-2-2-In2—-((In2+1)-1-1-Inl) =
=2-In2+2-2-In2-In2-1-0=1-1In2 kv. jed.

c) Trazeni volumen mozemo odrediti na dva nacina: integriranjem po varijabli x i
integriranjem po varijabli y. U prvome je slucaju od volumena rotacijskoga tijela
nastaloga rotacijom ravninskoga lika omedenoga krivuljama y=2-e¢, y=0,

x=0 1 x=In2 potrebno oduzeti volumen valjka kojemu je polumjer osnovke
jednak 1 jed. duljine, a visina In 2 jed. duljine:

In2 In2
Vi=z- | (2-€_X)2-dx—12-7[-1n2:7[-[j 4'e_z'x-dx—1n2j=
0 0

In2
=7 (4-L-e_“j —anJ:ﬁ-((—Z-e_z'”‘)lnz—an):
) 0

0

=7 (-2:e?" —(-2:¢°)-In2) =7 (—2-5“(22) +2-1-In 2) =

=7z-(—2-2-2+2—1n2)=6—1n2j-7c kub. jed.

Koristeéi dio rjesenja b) podzadatka u kojemu smo dobili jednadzbu stranice

AB kao funkciju varijable y

x=In2-Iny,
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TVZ - Matematika 2 Zadaci za grupne
vt v seree. | (preddiplomski struéni konzultacije
O ektrotehnicis odiel studij elektrotehnike) | (nastavne grupe E i F)

u drugom slucaju odmah dobivamo:

2 2 2
14 =2-7z-jy-(1n2—1ny)-dy=2-z-[1n2-jy—jy-1ny-dyJ=
1 1 1

2

XA u=Iny —Iy dy=—-y
=2-7-|In2:| =y’ | —=|y-Iny-dy|= =
[ (2 yj !y y yJ

! du=l-dy dv=1y-dy
y

l\)l'—‘

1 1 2 1
2.7 2= (2 =1 =| =y Iny| +[=-y> =-dy |=
3 ( ) [2 y y 1 !2 y y y

3 1 ., 1, 1 ¢
=2.7|=n2-—-2>In2+—-1 -1n1+—-jy-dy =
2 2 2 2 4

2
—oox| 2ma—2.m2v0+1 Ly ) |2
2 2 2

1

EPI L RS l-(22—12) —2.z (-t m2+2 ] <[ 2-m2] 7 kub. jed.
2 22 2 4) (2

d) Trazeni volumen mozemo odrediti na dva nacina: integriranjem po varijabli x i
integriranjem po varijabli y. U prvome je slucaju od volumena rotacijskoga tijela

nastaloga rotacijom ravninskoga lika omedenoga krivuljama y=2-e¢, y=0,
x=0 1 x=In2 potrebno oduzeti volumen valjka kojemu je polumjer osnovke
jednak In 2 jed. duljine, a visina 1 jed. duljine:

In2 In2

V2:2-7r-jx- : ’x-dx—(ln2)2-7z'-1:4-7z'-Ix-e’x-dx—(ln22)-7z':

0

:4;;( (n2)-e™ j

4-7-

Todx
e -dx —(1n22)-7z':
e’x)

R
4-7-(~n2)- 27" = (e =e"))—(
=4-7-(~(n2)-2" =27+~ (In’2) 7 =

—(n2)-e"") —(

/ﬁ\

1n22)~7z':

1n22)~7z':

=(2-2:In2-1In"2)- 7 = 0.41863 kub. jed.

U drugom slucaju, koristeéi dio rjesenja b) podzadatka u kojemu smo dobili

jednadzbu stranice AB kao funkciju varijable y
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vt w e | (preddiplomski struéni konzultacije
i ik studij elektrotehnike) (nastavne grupe E i F)
x=In2-Iny,

odmah dobivamo:

2 2
v, =zz-j(1n2—1n y)z-dy=7z-j(ln22—2-1n2-1ny+1n2 y)-dy=
1 1

2 2 2
=7z-(jln22-dy—2-1n2-j1ny-dy+jln2 y-dyj=
1 1 1

u=In’y v=jdy=y

2
=7z-In?2-(y)’ =2-In2-(y-Iny—y)’ + lnzy-dyj= ,
(»), ( ), ! w2y 4 g
y
2
1

2
=7 In°2:(2-1)-2-In2-(2:-In2-2-1-In1+ D) +(y-In* y) —2-j1ny-dyj=
=0 1

2
=7 In*2-4-10*2+2-In2+2-In*2-1- In’1 —2-(y-1ny—y)1J=

=(In1)*>=0%>=0

=T —lnz2+2-1n2—2-(2-1n2—2—1-1n1+1D
——

=0

=(2-2:In2-In>2)- 7~ 0.41863 kub. jed.
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TVZ - Matematika 2 Zadaci za grupne
vt w e | (preddiplomski struéni konzultacije
ek gl studij elektrotehnike) | (nastavne grupe E i F)

v . C v .. .. T T
11. Izracunajte prosjeénu vrijednost funkcije f(f) =7 ctg’t na segmentu [Z,E}

Rjesenje: Koristeéi osnovne trigonometrijske identitete imamo redom:

1

f=

ANy

v v
4 tcos’t 7 N
Ir-ctg3t-dt:—-7[-_[ -dt:4-jcos3t-(smt)3-dt:
T oz z
4 4

(SRS
ENE

zamjena:
x:=sint,
(l—sinzt)-cost-(sint)’3-dt dx =cost-dt, =

4-|cos’t-cost-(sint)” -dr =4-

BN =y
ANy

=4. —1—0—(—1-2—ln(ﬁjnz4-(—l+1+ln(2;D:2+4-[_—1J-ln2:2—2-ln2.
2 2 2 2 2

12. Izracunajte volumen rotacijskoga tijela nastaloga rotacijom ravninskoga lika

omedenoga krivuljama y= ,y=0,x=0 i x=2 oko osi ordinata.

2
X

Rjesenja: Trazeni je volumen jednak:

2 2 2 2
V=2r [r—— dv=27 [ -dx:Z-E-j(l— 4 j-dx:
, X +4 o X +4 0 x"+4

s GO RO

=2-7-| 2—2-arctg(1)—0+2-arctg(0) |=4-7—7x" kub. jed.
— —

V.2 =0
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vt w e | (preddiplomski struéni konzultacije
ek gl studij elektrotehnike) | (nastavne grupe E i F)

13. Izracunajte volumen rotacijskoga tijela nastaloga rotacijom ravninskoga lika

2
omedenoga krivuljama y=——, y=0, x=0 1 x=1 oko osi apscisa.
2
Vx©+1

Rjesenje: Trazeni je volumen jednak:

V:n-j[ 2 jz-dx:z-ji-dxﬂ-z-j ! -dv=4-7-((arctg x), | =
% +1 x> +1 . X2 +1 0

=4.7-(arctg 1—arctg 0) =z kub. jed.
\_V_J g\/__J

14. Izracunajte duljinu luka ravninske krivulje y =+4—x* iznad segmenta [0,2].

1. rjesenje: Trazena je duljina jednaka:
2\/ "2 2 0-2 2 2 2
1= 1+ (Va-x j ‘dx = 1+[_—'xj ‘dx = 1+[ = j ‘dx=
J; (( ) ! 24— J; 4—x*
2

2
=2- [arcsin (in =2-(arcsin1—arcsin 0) = 7 jed. duljine.
2 —_ Y

0 z =0

2

2. rjesenje. Iz y=+4-x> slijedi y*=4-x", odnosno x’+y*=4. Odatle
zakljuujemo da je zadana krivulja cetvrtina sredisnje kruznice polumjera 2 (jer je
rije¢ o dijelu te kruznice u prvom kvadratu pravokutnoga koordinatnoga sustava u
ravnini). Njezina je duljina jednaka ¢etvrtini opsega navedene kruznice, tj.

[=—-(2-2-7) =7 jed. duljine.

1
4
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vt w e | (preddiplomski struéni konzultacije
O ektrotehnicis odiel studij elektrotehnike) | (nastavne grupe E i F)

15. Izracunajte duljinu luka ravninske krivulje y =In(sin x) iznad segmenta [%,%}

Rjesenje: Trazena je duljina jednaka:

z z z z

2 2 2 2 s a2 2
cosx cos X /sm x+cos” x

I 1+ ln(smx dx=j 1+ I .dx=j ————dx=

z z s1nx z sin® x * sin” x

4 4 4 4

N

e % )

: J2+1 V2+1 . P
_ln[(ﬁ—l)-(ﬁ+l)J In [2 1] 1n(«/§+1) jed. duljine.

Il
ANy
AINC——(N

FNEEN)

2
16. Odredite .[ x/z-min{sint,cost}-dt. Rjesenje zadatka obavezno popratite
0
odgovarajuc¢om skicom.

Napomena: min{x,y} jednak je manjem od brojeva x1i y-

Rjesenje: Skicirajmo funkcije f,(f)=sint i f,(t)=cost na segmentu [0,2-7].

Dobivamo sliku 5.

-
== T |
s 2
e b

\ X

9] w4 W 34 m S/ w2 T4 3 "
kS 7
R o
NG
1 BN
Slika 5.

Tako zakljucujemo da je trazeni integral jednak:

k4 5

1=2- Ismt dt+fcost dr+ I sint-dt —ﬁ-[(—cost)g+(sint);”+(—cost)§frj=
SRR
2 2 2 2
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17.Ravninski lik omeden krivuljama y=x i y=2-x—x" rotira oko osi ordinata.
Izracunajte volumen nastaloga rotacijskoga tijela. RjeSenje zadatka obavezno

popratite odgovaraju¢om skicom.

Rjesenje: Skicirajmo zadane krivulje u pravokutnom koordinatnom sustavu u

ravnini. Dobivamo sliku 6.

4y

7[0 i

Slika 6.

Tako zaklju¢ujemo da je trazeni volumen jednak:
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POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

Elektrotehnicki odjel studij elektrotehnike) (nastavne grupe E i F)

18.Izra¢unajte povrSinu ravninskoga lika omedenoga krivuljama y=x’-x-2,
4.-x=3-y=0, x—y+6=0 i x=0. Rjesenje zadatka obavezno popratite

odgovarajuc¢om skicom.

Rjesenje: Skicirajmo zadane krivulje u pravokutnom koordinatnom sustavu u

|G V

ravnini. Dobivamo sliku 7.

i
<

(=]

[ ]

-

A

o

Slika 7.

Tako zakljucujemo da je trazena povrsina jednaka:

4

4
P:ﬂ.3+j(x+6—(x2—x—z).dx:3—23+j(—x2+2.x+8).dx:
3 3
4
:£+(—lox3+x2+8oxj _33, 8115 kv. jed.
2 3 . 36
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POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

Elektrotehnicki odjel studij elektrotehnike) (nastavne grupe E i F)

19. Izrac¢unajte povrsinu ravninskoga lika omedenoga krivuljama y = (1—x2)~ex, x=-1

ix=1.

Rjesenje: Skicirajmo zadane krivulje u pravokutnom koordinatnom sustavu u

ravnini. Dobivamo sliku 8.

b

-

- 0 |
Slika 8.

Tako zakljucujemo da je trazena povrsina jednaka:

P:j(l—x2)~ex~dx=

-1

u=1-x* v:jex~dx:ex
du=-2-x-dx dv=e¢"-dx

=((1=2)¢), -

1 1 1
—j(—z).x.ex.dx:a—l).el—(1—1).e“+j2.x.ex.dx=0—o+j2.x.ex.dx=
-1 -1 -1

u=2-x vzjex~dx:ex
du=2-dx dv=e"-dx
=21 -2 -2-(-)-e'=2-e")=2-e—2-e+2-¢"+2-¢" =4-¢ kv. jed.

1
=@2xe) = [2ede=Qxeet -2, =
-1
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vt w e | (preddiplomski struéni konzultacije
ek gl studij elektrotehnike) | (nastavne grupe E i F)

20. [zracunajte povrsinu ravninskoga lika omedenoga krivuljama K,..y*=2-x i

K,..y=4-x". Rjesenje zadatka obavezno popratite odgovaraju¢om skicom!

Rjesenje: Skicirajmo zadane krivulje u pravokutnom koordinatnom sustavu u
ravnini. Dobivamo sliku 9.

-~ v

Slika 9.

Odredimo sjecista zadanih krivulja. U tu svrhu rijesimo sustav jednadzbi

y2:2-x,
y=4-x".

Uvrstavanjem druge jednadzbe sustava u prvu jednadzbu sustava dobivamo:

(4-x2)2=2-x,
16-x*=2-x ,/:2
8- x'—x=0,
x-(8-x=1)=0,

x(@-x)’-1)=0,
x-(2x=D- (42" +2-x+1)=0.

Jednadzba 4-x*+2-x+1=0 nema realnih rjesenja jer je njezina diskriminanta

D=2"-4-4.1=4-16=-12 strogo negativna. Zbog toga mora biti x=0 ili
1

2-x—1=0. RjeSenje prve jednadzbe je (trivijalno) x =0, a druge x,=—.

Uvrstavanjem tih  vrijednosti npr. u drugu jednadzbu sustava dobijemo

1
v, =0, y, =1. Dakle, sjecista zadanih krivulja su tocke S, =0=(0,0)1 5, = (5, lj .

© mr. sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 27



TVZ - Matematika 2 Zadaci za grupne
0 VELEUGILSTE U 24 (preddiplomski struc¢ni konzultacije
ek gl studij elektrotehnike) | (nastavne grupe E i F)

Tako zakljucujemo da je trazena povrsina jednaka:
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vt w e | (preddiplomski struéni konzultacije
i ik studij elektrotehnike) (nastavne grupe E i F)
, n(2 -
F(x)=4 —Slfi(z,x)f) :
e

21. Rijesite Cauchyjevu zadacu: 5
F0)=—.
e

Rjesenje:  Najprije ¢emo odrediti skup svih  funkcija £ takvih da je
sin(2 - x)

ecos(Z»x)

F(x)=4 . Taj je skup neodredeni integral funkcije F. Potom ¢emo iz

dobivenoga skupa funkcija izdvojiti onu koja za x=0 ima vrijednost 2-e.

Imamo redom:

zamjena:
sin(2- x) ) _cox(2.x) t:=—cos(2-x),
I:I4-W-dx:I4-51n(2-x)-e -dx = B A =
e df =(—cos(2-x)) -dx=2-sin(2-x)-dx
4-sin(2-x)-dx=2-dt

=I2-e’ df=2-¢ =2 1C.CeR=>

2:2-e’°"s(2‘°>+C<:>2:2-e’1+C (:)g:2+C<:>C:O:>

e e e e
—COS(24-Xx 2
F(X) =2-e @0 = cos(2-x) *
e
22. Odredite .[ 5 -dsr.

£ —4-t

Rjesenje: Podintegralnu funkciju najprije rastavimo na parcijalne razlomke.
Dobivamo:

£—dr=t-(-4)=t-(t-2)-(t+2)=>

8 A B C

3 =—t—F+t—"F
r—-4.-t+ t t-2 t+2
8=A-t-2)- t+2)+B-t-t+2)+C-t-(t-2)=
t=—2=8-C=8sC=1,
t=0=>-4-A=8< A=-2,= (A B,C)=(-2,11).
t=2=8-B=8< B=1

Zbog toga je:

-2 1 1 1 1 1
I=||—+——+—— [ dt=(2) | —dt+ |——=-dt+ | ——=-dr =
( + j ( )jt jt—z '[t+2

2
:(—2)~1n|t|+1n|t—2|+1n|t+2|:1n|(t_2)t'2(t+2)|:1n§t t;4|:1n‘1—ti2 +C, CeR,
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23. Odredite J’L
V8- x—x
Rjesenje: Imamo redom:
- [ dx - dx _
—(x*-8-x : :
P ol
2:41) (241

dx

_I\/ ((x=4)"-47) j\/42 (x—4)

—arcsin(x_4j+c, CeR.

F'(t)=16-1-Int,

24. Rijesite Cauchyjevu zadacu:
F(l)=—1.

Rjesenje: Postupimo analogno kao u zadatku 21. Imamo redom:

w=In v:.[16-t3-dt:16-%-t3“ iy
I=[16-r Int-dr = 3+ _

du=1-dt dv=16-1-dr
t

:4-t4-lnt—j4-t4-l-dt:4-t4-lnt—j4-t3-dt:4-t4-1nt—4-L-t3“ =
t 3+1

=4.t* Int—t'=t"-(4-Int-1)+C, CeR=>
—1=1"(4-Inl-D+C = -1=1.0-)+C = C=0=
F(t)=t*-(4-Int-1).

25. Odredite [15-shx-dx.
Rjesenje: Koriste¢i osnovni hiperbolni identitet imamo redom:

I=[15sh*x-shy-dx=[15-(sh’x) -shx-dx=[15(ch’x-1) -shx-dx =
zamjena:
—{t:=chx, =15 [(# =1) -de =15 [ (r* =22 +1) dr =
dr = (ch x) -dx = sh x-dx
T L S S I WLRNTOVSENT oo
4+1 2+1
=3.ch’x—10-ch’x+15-chx+C, Ce R.
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26. Odredite prosje¢nu vrijednost funkcije f(x)=2-7-x-cos(4-x) na segmentu [0,%}.

Rjesenje: Trazena je vrijednost jednaka:

_ P ]
f=L-j2-7z-x-cos(4-x)-dx:i2-7c-jx-cos(4-x)-dx:
T T
Z_0 0 0
4

U=x v=.[cos(4-x)-dx=i-sin(4-x) B

du =dx dv=cos(4-x)-dx
=
=8 (l-x-sin(4-x)j4—l-jsin(4-x)-dx -
4 , 4

-sin(4-%j—0-sin(4-0) —(%-cos(4-x)j4 -

0

&=
SR

\_V_—J

=sinz=0

z L o=
. cos(4-zj—cos(4-0) —2( 1-1)=-1.

=cos0=1

N

=2-(%-(c0s(4-x))gj=2-

=cos7=—1
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27. Zadana je krivulja y=x>—x—-6. Neka su 4 i B redom sjeciste te krivulje s
negativnim dijelom osi apscisa, odnosno sjeciste te krivulje s osi ordinata. S

to¢noséu od 107 izra¢unajte duljinu luka AB.

Rjesenje: Rjesenja jednadzbe x*—x—-6=0 su x, =-2, x, =3. Zbog toga je traZena

duljina jednaka:

zamjena :
t=2-x-1,

0

‘@‘:j\/1+((x2—x—6)')2 do= [T+ @ a-1? dr=

-2

dt:2-dx<:>dx:%-dt, =

215 2-(-2)-1=-5,
0>2-0—-1=—1

-1 -1 -1
::[\/1+t2%-dt:%l\/lﬂz-dt:%-((é- 1+t2+%-ln(t+ 1+t2)Lj:

= (D (1 T D)~ (9 VI i (5145
i-(—ﬁﬂn (JE—1)+5-J2_6—1n(J%—5)) ~6.37799 jed. duljine.
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28.Izracunajte volumen rotacijskoga tijela nastaloga rotacijom ravninskoga lika

L 4
omedenoga krivuljama y=—-e
T

a) apscisa;
b) ordinata.

2-x

, x=In2 i objema koordinatnim osima oko osi:

Rjesenje: a) Trazeni volumen mozemo odrediti na dva nacina (integriranjem po
varijabli xi integriranjem po varijabli y). Mi ¢emo odabrati integriranje po varijabli

x. Imamo redom:

2

In2 2 In2 In2 In2
4 1 1 16 (1
‘/1:7'[. J‘(_.ezxj .dx:n-, I_62.e4»x.dx:n,._6..|.e4,x.dx: 6.(_.64%) _
0o \T o 7 4 0

:g.i.(eﬁnz_e4'o):%.(61“(24) _eoj:i.(24—0):6—; kub]ed

b) Trazeni volumen mozemo odrediti na dva nac¢ina (integriranjem po varijabli x i

integriranjem po varijabli y). Mi éemo odabrati integriranje po varijabli x.

Imamo redom:

In2 In2 2:x 1 2:x
4 = = 'dx:—'
V,=2-x I—-x-e“-dleﬂ-—-Ix-e“ de=| 1TF VTN 2 “ =
0 7 ) du = dx dv=e*-dx

1 In2 1n21 1 1 In2
=8 [—-x-e“j —I—-e“-dx =8 —- (ln2)'e2'1“2—0-e2'°—[—- 2"‘) =
2 . 12 2 2 ),

=4. (1n2)-e1“(22)—0—1-(e2‘“2—e2“) —4f4m2-0-L.4=1)|=16-1n2-6 kub. jed.

=22=4

© mr. sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 33



TVZ - Matematika 2 Zadaci za grupne
TEHNICKO VELEUGILISTE U ZAGRES (preddlplomskl Struéni konzu}'ta’Cije
P Caracehmithl odel studij elektrotehnike) | (nastavne grupe E i F)

29. Izracunajte povrsinu ravninskoga lika omedenoga krivuljama y=x>-9 i y=9—x".

Rjesenje: Skicirajmo zadane krivulje u pravokutnom koordinatnom sustavu u
ravnini. Dobivamo sliku 10.

S» b1 -
: -
Slika. 10.
y= X2 _99 .. “ . . . vy - .
Iz sustava R izjednacavanjem desnih strana jednadzbi dobivamo:
y=9-x

F¥-9=9-r o xX+x=9+92- =18 x"=9=x, =-3, x, =3.

Dobiveni ravninski lik je oc¢ito osno simetrican s obzirom na obje koordinatne osi,

pa je zbog toga trazena povrsina jednaka:

P=4.i(9—x2).dx=4H9.x—%.x3j

3
]:4«(27—%~27—0+0j:4~18:72 kv. jed.

0
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30. U sjecistu krivulje K...y=(x—1)-e" s osi apscisa povucena je tangenta ¢ na krivulju.

Izracunajte povrsinu ravninskoga lika kojega zatvaraju A, ¢ i os ordinata.

Rjesenje: Skicirajmo krivulju A i njezinu tangentu povucenu u sjecistu krivulje A s
osi apscisa. Dobivamo sliku 11.

Slika 11.

Budud¢i da je e* >0, Vxe R, apscisu sjecista krivulje A s osi apscisa dobivamo iz
jednadzbe x—1=0. Odatle je x=1. Dakle, §=(1,0).

Napisimo eksplicitnu jednadzbu tangente ¢ na krivulju A u tocki 5. Koristeci

pravilo za deriviranje umnoska dviju funkcija imamo redom:

y—o=(((x—1).e)‘)') (x-) e y=(1.e)‘+(x—1).e)f)x:1.(x—l) &

= y=()c~e’())(:1 (x-Dey=le (x-S y=ex—e

x=1

Tako zakljucujemo da je trazena povrsina jednaka:

P=

[ S———

((x—1)~ex—(e~x—e))~dx:e~j((x—1)~e“—(x—l))~dx:

((X—1)~(e)f—l_1)).dx_ u=x-—1 v:j(ex—l_l)_dx:ex—l_x i

=e-

[ S———

Cldu=dx dv=(e —1)-dx

(ex-l_x).dxj:
et )

1
=2——-e kv. jed.
2

=e-

((x—l) . (e’”‘_1 —x)):) -

o t—

VR
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