TVZ - Matematika 2 Zadaci za grupne

vt o seree. | (preddiplomski struéni konzultacije
" Hearorehnicisdel studij elektrotehnike) | (nastavne grupe E i F)
1. Izracunajte volumen rotacijskoga tijela nastaloga rotacijom krivulje y= 1 iznad
X+

intervala [O, +oo> oko osi apscisa.

Rjesenje: Koriste¢i formulu za racunanje volumena rotacijskoga tijela nastaloga
rotacijom ravninskoga lika oko osi apscisa i definiciju nepravoga integrala kojemu
interval integracije nije omeden odozgo dobivamo:

+oo 2 b b
v=z-| L) dx=z tim | L dx|=z lim [+ de |=
)\ x+1 b=l 3 (x+1)° =

0

b

J =(—7x)- lim {(LJ
0 boteel \ x+1
1

=(—7x)- lim | ——1|=(-7)-(0—1) =7z kub. jed.
b—>+oo LH

—>+o0

b

=(-7x)- lim (L_sz
0 bote\p+1  0+1

. (x+1)2+lj

2. Izracunajte volumen rotacijskoga tijela nastaloga rotacijom krivulje y=( s
x—

iznad intervala [2,+oo> oko osi ordinata.

Rjesenje: Koristeéi formulu za racunanje volumena rotacijskoga tijela nastaloga
rotacijom ravninskoga lika oko osi ordinata dobivamo:

zamjena:

t=x-1,

x-%-dx: g _H_L C ~ :2.;;.."”;1.
(x=1 dt=(x—-1) -dx=(1-0)-dx =dx, 't

2> 2-1=1,

oo > lim (b—1) = +oo

b—>+oo
b b b
) t+1 ) t 1 ) 1 1
—2-71'-}712}0 I 5 'dtJ_Z'E'blgﬂo[.!.(,?—'_,?)dt}_Z'E'bliﬂ[!(7+,7}'dl}_

b
=2.7- lim .[(t*2+f3)-dt :z-n-limL(L-tz*#L t“‘}
1

b—>+oo

b
=2-7-lim (—1— 12) =2-7-lim —L—%—(—l— 12) =
b—>+oo t 2-t X b—>+oo é 2-b 1 2-1
1 3 .
=27 O—O+1+§ :2-71'3:3-7z'kub.Jed.
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3. Izracunajte nepravi integral I = .[ 4.t -dr.

—oo

Rjesenje: Koriste¢i definiciju nepravoga integrala kojemu je interval integracije nije
omeden odozdo dobivamo:

1
. ¢ 2. u:4t —.[ o dt—_ 2
I = lim j4~t-e’~dt = 2 |=
a du=(4-1) -dt=4-dt dv=e> -dt

0 1 0 0
— 1i - — 2 1 4.2t _ L2t |
—aliri (4t ja .([ 5 —aliri[(Z t-e )a ;[2 e j—
0
. 2t 0 1 2t . 2t 2:t 0 . 2t 0
=hr£1 (2-t-e ) - Z-E-e =11r£1 ((2~t~e —e ) )=hr}1 (((2~t—1)'e ) )=
0
2-t—1 2:0-1 2-a-1 2-a—1
= lim = lim =lim|-1- =
= ( e ja} ‘H_“’( e’ e j “*‘“’( e j
=1im(—1)—1im(2 = 1j=—1 fim | 247D _—1—1im[ - 2-0 ,j=
a——oo a——oo a——oo (e—Z»a) am-e| 7o (—2‘0)
=—1-lim | — =—1+lim | — |=-1+ lim =-1+0=-1
a—-=| o »a.(_z) a—-—=\ o a a——oo
T 2
4. Izracunajte nepravi integral I = .[ _
X +2- x+2

Rjesenje: Analogno kao u prethodnom zadatku dobivamo:

zamjena:
t=x+1,

\_/

=2-lim| arctg O—arctga |=2-
\_Y_J

a——oo
-z
N
)

© mr. sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac

=2-lim

—co > lim (a+1) =—

a——oo

~15-1+1=0

((arctg t)| )

a——oo

)

dt =(x+1) -dx=(1+0)-dx =dx,




TVZ - Matematika 2 Zadaci za grupne

vt o seree. | (preddiplomski struéni konzultacije

" Hearorehnicisdel studij elektrotehnike) | (nastavne grupe E i F)
1
¢ In2

~dx.

5. Izracunajte nepravi integral I = .[

2
o X-In"x

Rjesenje: Uocimo da podintegralna funkcija nije definirana za x=0, tj. u donjoj
granici intervala integracije. Koristenjem definicije nepravoga integrala kojemu
podintegralna funkcija nije definirana u donjoj granici intervala integracije slijedi:

zamjena:
. t=Inx,
3 In2 , 1 212
I=1lim | [—5—dv|=1{dr=(nx) -dr=—-dr, =lim| [ = dr|=
a—0+ a.X'lIl X X a—0+ A t
a Ina,

leln l =In1-In2=0-In2=-1n2
2 2

—In2
=(n2)- lim (_—IJ
na a—0+ t

=(n2)- lim 1,1 =(In2)- L oiol=m2L =1
a—0+| —In 2 lﬂﬁ, In2 In?2

——c0

a—0+ a—0+

—In2
1
=(In2)- lim t2-dt |=(n2)- lim g
(In2) I (In2) [(_2+1 J

—In2
Ina

Ina

6. Izracunajte nepravi integral I = .[ -dx.
0

Rjesenje: Uoc¢imo da podintegralna funkcija nije definirana za x=2, tj. u gornjoj
granici segmenta integracije. Koristenjem definicije nepravoga integrala kojemu
podintegralna funkcija nije definirana u gornjoj granici intervala integracije slijedi:

e .
—}L‘?_U s J‘}Lz_[ m'de:\E';}E?_Um j

zamjena:
t=2-—x,

=Jdr=(2-x) -dx=(0—1)-dx =—dx & dx=—dt, ; =
02-0=2,
b—>2-b

T%-(—dt)j=\/§-}}i£1_[j%-dtjzﬁ-bﬁg{ j t;l-dtjz

2-b

=J2-1lim [
b—2—
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=J2-1lim

b—2—

—+1
2

=22 lim

7. Rijesite rekurziju:

tim (+9)

12 =/2-lim

2
j:z-ﬁ-nm
2-b b

2
_—1+1
b—2—

2-b

1
(2#

i[5 [I5F =22 (2-0)=2.2=4

2

=2l (2:47)

|

2
2-b

2-b

1 .
a,= (1"‘_)“%—1’ zasvakine N, n22,
n
a, =1.
Rjesenje: Uocimo da za svaki ne N, n>2, vrijedi identitet:

1+l—n+1.

n

n

Primjenom metode teleskopiranja dobivamo:

a, =1,

az :ﬂ.al :E.al’
2 2

a3 —E.az :i.az,
3 3

_4+1 5
a, _T’a3 _Z’ay
n+l

an: n—1

n
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TVZ - Matematika 2 Zadaci za grupne
oo o seres. | (preddiplomski struéni konzultacije
" Hearorehnicisdel studij elektrotehnike) | (nastavne grupe E i F)

8. Rijesite rekurziju:

{an =a, +2-n, zasvakine N, n=>2,

a =1.

Rjesenje: Koristit ¢emo formulu za zbroj prvih n ¢lanova aritmetickoga niza (b,) N

n/ne

Snzg-(bl+bn), Vne N.

Primjenom metode teleskopiranja dobivamo:

a, =1,
a,=a,+2-2,
a,=a,+2-3, ¢+

a, =a, +2-n
a+a,ta,+..+a,=(a+a,+..+a,_)+(1+2-2+2-3+...+2-n),

n-(n+1)

a,=1+2-2+2-3+..4+2-n=2-(1+2+43+...+n)-1=2- ~1=n*+n-1.

9. Rijesite rekurziju:

a,=9-a _,—8-a, ,, zasvakine N, n2>3,
a, =11, a, =67.

Rjesenje: Pripadna karakteristicna jednadzba glasi:
k>=9-k-8<k>-9-k+8=0.
Njezina su rjesenja k, =1, k, =8. Zbog toga je opce rjesenje rekurzije:
a =B-1"+A-8"=A-8"+B, A,Be R.
Nepoznate konstante A, Be R odredimo iz pocetnih uvjeta:

l1=q,=A-8'+B, (8-A+B=11,
< (A,B)=(1,3).

s
67:a2:A-82+B 64-A+B=67
Dakle, rjesenje zadatka je niz:

a,=8"+3.
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TVZ - Matematika 2 Zadaci za grupne
KO VELEUOLISTE U 24 (preddiplomski stru¢ni konzultacije
" Hektorehmickiodjel studij elektrotehnike) (nastavne grupe E i F)

10.Rijesite rekurziju:

a,=10-a, ,—25-a, ,, zasvakine N, n =3,
a, =25, a, =200.

Rjesenje: Pripadna karakteristicna jednadzba glasi:
k*=10-k—25< k> —10-k+25=0.
Ona ima jedinstveno rjesenje k =5. Zbog toga je opce rjesenje rekurzije:
a,=(A-n+B)-5", A,Be R.
Nepoznate konstante A, Be€ R odredimo iz pocetnih uvjeta:

25=a,=(A-1+B)-5, A+B=5,
& < (A,B)=(3,2).

200=a, =(A-2+B)-5 2:-A+B=38
Dakle, rjesenje zadatka je niz:
a,=3-n+2)-5"

doo (n2+1)3'n
11.Dokazite da je red Z—

— konvergentan. Sve svoje tvrdnje precizno
3
=0 (21’ +1)

obrazlozite.

Rjesenje: Primijenit ¢emo Cauchyjev kriterij. Budué¢i da su i brojnik i nazivnik
opéega clana reda prirodni brojevi, ne koristimo apsolutne vrijednosti. Tako imamo

redom:
] )]
r=lim| » =lim| ———— |=
" " (207 +1)
1+3 ! +3 1 + 1
_hm[n6+3~n4+3~n2+1j_hm w2 ptaf |_143:043.040 1 _,
R U LR RSN B 11 © 444.040 4
4+4o;+§

Odatle zakljucujemo da je zadani red konvergentan, Sto smo i trebali dokazati.
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TVZ - Matematika 2 Zadaci za grupne

83KO VELEUGIETE U 240K (preddiplomski struc¢ni konzultacije
" Hearorehnicisdel studij elektrotehnike) | (nastavne grupe E i F)
n +n+l

12.Dokazite da je red z

n=0

konvergentan. Sve svoje tvrdnje precizno obrazlozite.

n

Rjesenje: Primijenit ¢emo D'Alembertov kriterij. Budué¢i da su brojnik i nazivnik
opéega c¢lana reda prirodni brojevi, pri racunanju granic¢ne vrijednosti ne koristimo

apsolutnu vrijednost. Tako imamo redom:

n*+n+l n+D)>+(m+D+1 n*+2-n+l+n+1+1 n’*+3-n+3
a =—mmm=a = = =

n Sn n+l 5n+1 5n+1 5n+1
n*+3-n+3
A, 5+l _ n’+3-n+3
a, n’+n+l 5-(n2+n+1)
5)1
1+3-1+3-i
.| n*+3-n+3 . n ot | 1+3:0+3-0 1
r=Ilim —— =lim 1 :5 13040 :§<
5.(n +n+1) 5.(1++2j (1+0+0)
n on

Odatle zakljucujemo da zadani red konvergira, sto smo i tvrdili.

& 1
13.Dokazite da je red ﬂkorwergentan. Sve svoje tvrdnje precizno obrazlozite.
n=l n- n+

Rjesenje: Primijenit ¢emo Raabeov kriterij. Buduéi da su i brojnik i nazivnik opéega

¢lana reda prirodni brojevi, ne koristimo apsolutnu vrijednost. Imamo redom:

an:;:anﬂz 1 = ! =
n-(2-n+1) (n+l)-2-(n+DH+1) (n+1)-(2-n+3)
1
a,, (+D-2-n+3) n-Q2n+l) _ 2:n’+n
a, B 1 _(n+1)~(2~n+3)_2~n2+5~n+3
n-(2-n+1)

n 2-n*+5-n+3 n 2-n*+5-n+3

1
. 4-n+3 ( 4nP+3n ) 43
=lim| n'| ———— | |=lim| —————|=lim =
n 2:n"+5-n+3 n\2-n"+5-n+3 n 1 3.i
2

n? 2-n°+5-n+3—(2-n*+n
rzlim(n(l—ﬂjj:hm n-{ ( )J -

245 —+
n n

4+3-0

__ 430 2
2+5-0+3-0 2

Odatle zakljucujemo da zadani red konvergira, sto smo i tvrdili.
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TVZ - Matematika 2 Zadaci za grupne
vt o seree. | (preddiplomski struéni konzultacije
" Hearorehnicisdel studij elektrotehnike) | (nastavne grupe E i F)

oo _1 n—1
14.Dokazite da je red z( 2)

= n +1

konvergentan. Sve svoje tvrdnje precizno obrazlozite.

Rjesenje: Uoc¢imo da se predznaci ¢lanova reda pravilno izmjenjuju: +, -, +, -, ..,
sto znaci da je zadani red alternirajuéi. Zbog toga primjenjujemo Leibnizov kriterij.

Oznac¢imo b, = ,VneN. Niz (b)), je strogo padaju¢i niz pozitivnih

n®+1

racionalnih brojeva (jer je funkcija f:N—N, f(n)=n’+1 strogo rastuéa) i ima
grani¢nu vrijednost L =0. Dakle, polazni red je konvergentan, sto smo i tvrdili.

15.Dokazite da je red ze_2 divergentan. Sve svoje tvrdnje precizno obrazlozite.

n=l1

Rjesenje:  Primijenimo Cauchyjev kriterij, pri c¢emu koristimo jednakost

lim(ﬁ/;)zl. Uoc¢imo da su e", n®>0,Vne N, pa ne moramo koristiti apsolutne

vrijednosti. Imamo redom:

) e" . | Ne" ) e e
r=lim| y/— |=1lim =lim s |=F5=e>1.
n n n n[n2 n (%) 1

Prema Cauchyjevu kriteriju, zadani red je divergentan, sto smo i tvrdili.
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TVZ - Matematika 2 Zadaci za grupne
oo o seres. | (preddiplomski struéni konzultacije
" Hearorehnicisdel studij elektrotehnike) | (nastavne grupe E i F)

(x+1)

16.Odredite podrucje konvergencije reda z

n=1

Sve svoje tvrdnje precizno

obrazlozite.

Rjesenje: Primijenimo Cauchyjev kriterij. Buduéi da ne znamo predznak izraza

x+1, moramo koristiti apsolutnu vrijednost. Imamo redom:

lim (x+1D)" Ylx+1]" lim |x+1| |x+1| |x+1|
r: = = .
n n-2"" f g1 n - 1.2 2
tn-2
—_ =

-1 =20=

Zadani red C¢e (sigurno) konvergirati ako vrijedi r<1. Zbog toga rijesimo

nejednadzbu r <1 po nepoznanici = koristeci (|x| < a) & (-a<x<a), Va>0:

x+1]
<lelr+]<2e 2<x+l<2e 2-1<x<2-1e -3<x<l e xe (-31).

Preostaje provijeriti konvergenciju reda u slucajevima kad je r=1, odnosno
xe{-3,1}. Za x=-3 dobivamo red:

(=3+D)" (=2 (=D"-2" (= 1) 2_, 5D
z 2nl z 2nl z 2nl z HZ:; n :

n=l1 n=l1

+oo _1"

Red 3D

n=l1 n

primijeniti Leibnizov kriterij. Niz b =— je strogo padaju¢i niz pozitivnih
n

00 _1 n
racionalnih brojeva i ima grani¢nu vrijednost jednaku 0. Zbog toga red 2-2( )
n=l1 n

konvergira.

Za x=1 dobivamo red:

A+D" 20 2ol
Zn_zn_l—;n_znl—zn—zz )

n=l1

Red z— je harmonijski red i on je divergentan. Zbog toga red 2- z divergira.

n=l1

Dakle, trazeni interval konvergencije je [—3,1>.
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TVZ Matematika 2

Zadaci za grupne
o e o e | (preddiplomski struéni konzultacije
POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

Elektrotehnickd odjel studij elektrotehnike) | (nastavne grupe E i F)

& (x—2021)"
17.0dredite podrucje konvergencije reda z&
n=l1

7 . Sve svoje tvrdnje precizno
n
obrazlozite.

L e . e T e . —2021)*"
Rjesenje: Primijenimo Cauchyjev kriterij. Primijetimo da je %20, Vxe R,
n

pa ne koristimo apsolutnu vrijednost. Koristimo i jednakost lim(ﬁ/; )=1. Imamo
redom:

= (x—2021)%

r:hm{n (x—2021)2'”}:hm Ja=20202") | x-2021)°
n \/; n n\/; n @

—l1

Prema Cauchyjevu kriteriju, zadani red konvergira ako je r<1. Odatle je
(x—2021)* <1. Odatle slijedi |x— 2021| <1, odnosno -1<x-2021<1, odnosno
2020 < x <2022, pa zaklju¢ujemo da je xe (2020,2022).

Preostaje ispitati konvergenciju zadanoga reda za x=2020 i za x=2022. Ocito je:

(2020-2021)*" = (-1)*" =((-1)*)" =1" =1,
(2022 -2021)°" =1*" =1,

S 1 &l
pa u oba slucaja dobijemo red z—zz—l Rije¢ je o Dirichletovu redu za
n=1 V1 n=l 5
n

p =%. Taj red divergira.

Tako zaklju¢ujemo da

je podrucje konvergencije
(2020,2022) .

zadanoga reda interval
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TVZ - Matematika 2 Zadaci za grupne
A VLB T e (preddiplomski stru¢ni konzultacije
" Hearorehnicisdel studij elektrotehnike) | (nastavne grupe E i F)
. v .. < (x—1D)"
18.Odredite podrucje konvergencije reda z .
o (n+1)!

Rjesenje: Primijenit ¢emo D'Alembertov kriterij. Budué¢i da ne znamo predznak

izraza x—1, moramo koristiti apsolutnu vrijednost. Imamo redom:

4= (x_l)n Ly 1 _ (x_l)n+l _ (x_l)n+l
"o (n+])! " (m+D+D! (n+2)!
(x_l)n+l (x_l)n+l
Ay _ (n+2)! _ (n+2)-(n+1)! _ x—1 -
a, (x=1)" (x=1)" n+2
(n+1)! (n+1)!
F=Tlim[ 2L :hm[ﬂjzo.
nln+2 n\ln+2

Posljednja grani¢na vrijednost je jednaka nuli jer za varijablu (prema kojoj trazimo
grani¢nu vrijednost) smatramo n, dok z u tom istom izrazu smatramo konstantom.
Dakle, vrijednost r jednaka je 0 za svaki xe R, pa zakljucujemo da zadani red
konvergira za svaki xe R. Prema tome, trazeno je podrucje konvergencije skup R .

© mr. sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 11



TVZ - Matematika 2 Zadaci za grupne
o e o e | (preddiplomski struéni konzultacije
" Hearorehnicisdel studij elektrotehnike) (nastavne grupe E i F)

19.0Odredite podrucje konvergencije reda
POCTte] senel) Z; 742021

ij. Ocito su €*", n*+2021>0 za

Rjesenje: Primijenit éemo D'Alembertov kriterij
svaki xe R isvaki ne N, pa ne koristimo apsolutnu vrijednost. Imamo redom

2:n-x+2-x 2:n-x+2-x
e

eZ-n-x e2-(n+1)-x e
a =————=qa = = = =
" n?+2021 "+ D)? 42021 n?+2-n+142021 n®+2-n+2022
eZ-n-x+2-x 1
1+2021-—
G _n’42.042022 (W H2021 L. TN
n*+2021 n n’
1
142021
r=lim R A O o g
14242022 1+0+0
n n

Zadani red (sigurno) konvergira ako je e** <1. Odatle prirodnim logaritmiranjem

obiju strana nejednakosti slijedi 2-x <0, odnosno x<0

Preostaje ispitati konvergenciju reda za x=0. U tom sluc¢aju dobivamo
1 = 1

& et & 1 & 1
+ = + .
Z 242021 Z 2+2021 T 022021 ,,Z::‘n2+2021 2021 ;n2+2021

n=0 1 n=0 N

Odatle zakljuéujemo da dobiveni red konvergira ako i samo ako konvergira red

- 1 - 1
Zz—' No, konvergencija reda 22— slijedi izravno iz rezultata
n”+2021 = n+2021

n=l1
zadatka 12. s vjezbi (za p=2 i &¢=2021.) Prema tome, polazni red konvergira i za

x=0.

Tako zakljucujemo da je trazeno podrucje konvergencije interval <—oo O]
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TVZ - Matematika 2 Zadaci za grupne

vt o seree. | (preddiplomski struéni konzultacije
" Hearorehnicisdel studij elektrotehnike) | (nastavne grupe E i F)
o (1-27) . .
20.0dredite podrucje konvergencije reda 2—3 Sve svoje tvrdnje precizno

n=l1 2]’1

obrazlozite.
Rjesenje: Primijenit ¢emo Cauchyjev kriterij. Buduéi da ne znamo predznak izraza

1—x , moramo koristiti apsolutnu vrijednost. Imamo redom:

n
l—xz‘

=i ﬁ =i I‘HZ‘ ; =‘11_.1§2‘:\1‘x2\=\x2-1\-

—-20=1 \ =1

Zadani red C¢e (sigurno) konvergirati bude li r<1. Tako dobivamo nejednadzbu

‘xz - 1‘ <lkoja je ekvivalentna nejednadzbi —1<x*—1<1, odnosno nejednadzbi

0<x”><2. Odatle uzimanjem drugoga korijena slijedi 0<|X|<\/§. Ta je

2 <x<+2,

nejednadzba ekvivalentna sustavu { 0 ¢ije je rjesenje skup
x#
(—V2.v2)\{o}.

Preostaje ispitati konvergenciju polaznoga reda za xe {—\/5,0,\/5}.

=(1-2) &=
Za xe{—\/z,\/z} dobivamo red HZ_;‘(Z-nz :;(Z-nl . Oznacimo li a, :#, onda

lagano vidimo da je niz (a,) . strogo padajuéi niz strogo pozitivnih racionalnih

brojeva c¢ija je grani¢na vrijednost L:Iim( ij. Primjenom Leibnizova

n 3

2-n

kriterija zakljuéujemo da polazni red konvergira za xe {—\/5,\/5}

, 2(1-0) &1 &1 1l S
Za x=0 dobivamo red HZ:; S :;2.#:;2."3 :E;? Red HZ:}; je

3

1 &1
Dirichletov red za p=3, pa taj red konvergira. Zbog toga je i red —-z—
n:ln

konvergentan, Sto znaci da zadani red konvergira i za x=0.

Tako zaklju¢ujemo da je trazeno podrucje konvergencije segment [—ﬁ,ﬁ}
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TVZ - Matematika 2 Zadaci za grupne
KO VELEUOLISTE U 24 (preddiplomski stru¢ni konzultacije
" Herorenmici odiel studij elektrotehnike) (nastavne grupe E i F)

21.Funkciju f(x)=6-x-Inx aproksimiramo Taylorovim polinomom 7; stupnja 3 oko

tocke ¢ =1. Izracunajte 7,(1.1).

Rjesenje: Odredimo vrijednosti zadane funkcije i prvih triju njezinih derivacija u
tocki ¢. Imamo redom:

f(x)=6-x-Inx, f()=6-1-In1=6-1-0=0,
f'(x):6-1nx+6-x-l:6-1nx+6 F(1)=6-In1+6=6-0+6=6,
X
f"(x):6-l:6-x‘1, fh=6-1"=6,
X
f)=-6-x7, 7" 1) =—6.

Tako slijedi:
_ 6 1\ 6 _1)\2 _6 _1\3 — _ _1\2 _ _1\3
T3(x)—O+F-(x ) +5-(x 1) +§-(x ’=6-(x-D+3-(x=1)>-(x-1)’ =
7,.1)=6-0.1+3-0.1° =0.1° = 0.629.

Napomena 1. Koriste¢i program WolframAlpha dobije se f(1.1) =0.62904719.

Relativna pogreska aproksimacije iznosi priblizno 0.0075%.

22.Funkciju f(x)=3-¢"-sinx aproksimiramo MacLaurinovim polinomom M, stupnja
3. Izracunajte M,(=0.1).

Rjesenje: Odredimo vrijednosti zadane funkcije i prvih triju njezinih derivacija u
tocki c. Imamo redom:

f(x)=3-¢"sinx, £(0)=3-€"-sin0=3-1-0=0,
f(x)=3-¢"-(sinx+cosx) f (0)=3-¢"-(sin0+cos0)=3-1-(1+0)=3,
£ (x)=6-¢"-cosx, £ (0)=6-¢"-cos0=6-1-1=6,

f(x)=6-€"-(cosx—sinx), f (0)=6-¢"(cosO—sin0)=6-1-(1—0)=6.

Tako slijedi:

M3()c):O+§-xl+£-)€2+£-)c3 =X +3- X +3- x>
1! 2! 3!

M,(=0.1) = (=0.1)’ +3-(=0.1)* +3-(=0.1) = -0.271.

Napomena 2. Koriste¢i program WolframAlpha dobije se f(—0.1) = —-0.27099903.

Relativna pogregka aproksimacije iznosi priblizno 3.57-107*%.
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TVZ - Matematika 2 Zadaci za grupne
KO VELEUOLISTE U 24 (preddiplomski stru¢ni konzultacije
" Hearorehnicisdel studij elektrotehnike) | (nastavne grupe E i F)

23.Funkciju g() = 0" aproksimiramo Taylorovim polinomom 7, stupnja 2 u okolini
tocke ¢ =10. Izracunajte 7,(10.2).

Rjesenje: Odredimo vrijednosti zadane funkcije i prvih dviju njezinih derivacija u
tocki ¢=10. Imamo redom:

g(t) — elOO—t2 g(lO) — 6100_102 — 6100—100 — eo — 1,

g)=-21-"" g (10)=—2-10- " = 20,
g"(t) = (4-t2 - 2) !0 g”(lo) — (4.102 _ 2).@100—102 — 308
Tako slijedi:
398

2
7,(10.2) =199-0.2* =20-0.2 +1 = 4.96.

Tz(t):1+_1—2'0~(t—10)1+ (t—10)> =199-(t—10)> —20- (t—10) +1 =

Napomena 3. Koristeéi program WolframAlpha dobije se g(10.2) =0.0175974724.

Relativna pogreska aproksimacije iznosi priblizno 28 086%. Ova ogromna pogreska
posljedica je ,premaloga“ stupnja polinoma kojim smo aproksimirali polaznu
funkciju.
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TVZ - Matematika 2 Zadaci za grupne
vt o seree. | (preddiplomski struéni konzultacije
" Hektorehmickiodjel studij elektrotehnike) (nastavne grupe E i F)

24.Izrac¢unajte  koeficijent uz x° u MacLaurinovu razvoju realne funkcije

f(x)=x-cos(4-x) u red potencija.

Rjesenje: Znamo da MacLaurinov razvoj u red funkcije g(x)=cosx glasi:

+oo (_1)k . x2-k xZ x4 x6

cosx=) —————=l-—+————+
i (2-k)! 2 24 720

U ovaj red umjesto x uvrstimo 4-x:

B 400 (_1)k.(4.x)2k ( 1) 42k z,k
oS40 =2 o Z Qo

Dobiveni red pomnozimo s z:

1 42k 2-k+1
F(x) = x-cos(d-x) = z((z) S

Clan toga reda koji sadrzi x* dobijemo za 2-k+1=3, tj. za k=1. Zbog toga trazeni

_1 k . 42-k
koeficijent racunamo tako da u izraz ((Z)—k)' uvrstimo k =1. Kona¢no imamo:
=D'-4*" (=116
a, = = =-8.

oo 2
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TVZ Matematika 2

(preddiplomski stru¢ni
studij elektrotehnike)

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehmicki odjel

Zadaci za grupne
konzultacije

(nastavne grupe E i F)

25.1zracunajte koeficijent uz ¢* u MacLaurinovu razvoju funkcije g(f) =e® —3-cos’t.
Rjesenje: Primijenit ¢emo identitet

cos2t=l+l~cos(2~t)
2 2

Tako je
3 3
1) =e®" —=-cos(2-1)—=.
g() 5 (2-1) 5
Zmnamo da vrijede jednakosti:
<1
e = —-1,
n:()n!
cost = CD"
o (2-n)!

U prvoj jednakosti umjesto ¢ pisSemo 6-¢, a u drugoj umjesto t piSemo 2-t.

Dobivamo:

n

(6~t)"=i%~t"

-0 12,
TeEe 2 @n!l

R !
2
cos(2-1) = z

U prvom od tih dvaju redova ¢lan koji sadrzi ¢* dobijemo za n=4, dok u drugom
redu takav clan dobijemo za 2-n=4, tj. za n=2. Slobodni ¢lan u funkciji g ne
utjece na vrijednost koeficijenata uz potencije varijable t. Zbog toga je trazeni
koeficijent jednak:

6 3 (=D'2 6'-3.2° 1296-24

= = =53.
4! 2 (2-2)! 4! 24
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TVZ - Matematika 2 Zadaci za grupne
oo o seres. | (preddiplomski struéni konzultacije
" Herorenmici odiel studij elektrotehnike) (nastavne grupe E i F)

26.4-periodicna funkcija f:R — R ima svojstvo:

: 2.1, zate[0,2],
t)=
a 4, zate(2,4).

a) Iskljuc¢ivo graficki provjerite valjanost Dirichletovih uvjeta za funkciju f na
segmentu [0,4]. Sve svoje tvrdnje precizno obrazloZite.

Rjesenje: Nacrtajmo graf funkcije f na segmentu [O, 4] . Dobivamo sliku 1.

1 |
u
Al
ol

t
O i 3 ] T

Slika 1.

Iz slike vidimo da funkcija f na segmentu [O, 4] ima toc¢no jednu tocku prekida

prve vrste (to je t=4) i da nema nijedan strogi lokalni ekstrem. Zbog toga
vrijede oba Dirichletova uvjeta.
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TVZ - Matematika 2 Zadaci za grupne
oo o seres. | (preddiplomski struéni konzultacije
" Hearorehnicisdel studij elektrotehnike) | (nastavne grupe E i F)

b) Aproksimirajte zadanu funkciju na segmentu [O, 4] Fourierovim polinomom F,

stupnja 3.

Rjesenje: U ovome su slucaju x,=0 i T =4, pa racunamo redom:

z+(4~;)|‘2‘):

a, =

'If(f)'df:i'[:ff(f)'dt{ff(t)dtjzi-[.z[2-t~dt+;f4-dtj:i((;z)

(22—02+4-(4—2)):i~12:3,

2 ¢ n-mw 1 (7 n-m t n-m
a, :Z~If(t)~cos[7~tj~dt:;uf(t)~cos[7~t)dt+.!‘f(t)~cos(7~tj~dtj:

zamjena:

n-w 2
X=——- 1t t=—:-1x,
2 n-w

. . 2
=It~cos[n ”~tj~dt+2~.|‘cos[n 7[~t)~dt= dt =——-dx,

0 5 n-mw
00,
2 n-7,
4=2-n-7w
nw 2 2n-w
=I—~x cosx-——-dx+2 cosx-——-dx=
o N7 n-mw e n-7z

o) 2 nrxw o) 2n-7w
2[—j - | x-cosx-dx+2-—- I cosx-dx =
n-mw n-mw

0 nrz

2
- [ij ) ((cos X+ x-sin x)|2” ) + 4 ((sin x)|2'n'”) -
n-w nzw

n-7zw

2
[i ‘| cos(n-m)+n-z-sin(n-x)—(cos0+0-sin0) [+
—_—— 'Hf—':l —

=1y =0 =

+i~[sin(2~ n-7x) —sin(n~7r)} =
n-mw %r—’:o %r—J:O
4

2 12 '((_l)n _1) -

n

S 2 Za neparne n,
— n . 7z'

0, inace.
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TVZ Matematika 2

(preddiplomski stru¢ni
studij elektrotehnike)

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehmicki odjel

Zadaci za grupne
konzultacije
(nastavne grupe E i F)

zamjena:
n-7w 2
X=—— 1 Sft=——-X,
2 n-mw
f n-zw ¢ n-7x 2
b,1=jt sm(—-tj-dwz Ism(—-tj-dz: dt =——-dx,
0 2 > 2 n-i
00,
2 n-7,
4—2-n-7w
nr 2nrx
= J-i x-sinx-——-dx+2 smx-i-dx:
o N7 n-z et n-iw
2 2 nrx 2n-w
=(— -Ix-sinx-dx+2-—- I sinx-dx=
n-z 0 n-zw nrm
2 Y | 4 o
=(— -((sinx—x-cosx)0 )——-((cosx)2 ):
n-mw n-mw nmw
2 2
=(— ‘| sin(n-z)—n-7-cos(n-7)—(sin0—0-cos0) |-

— — =0
=0 —(-1)"

-lcos(2-n-mw)—cos(n-7x) |=——
1 —— | n
2 e

4 14 (=1 ) =
.ﬂ-((—n L+(=1)")=—,

=0

n-zw

Sada lako nalazimo da je trazeni polinom (vidjeti sliku 2.):

8 T 4 T 2
F(t)=3——-cos| —-t |——-sin| —-t |——-sin(7x-t)—
0= (2 j (2 j )

T

4 (3% j
-sin| ——-1 |.
3-r 2

T

Vne N.

8 (3%
-+ €08 .
9.7 2

Slika 2.

20
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TVZ - Matematika 2 Zadaci za grupne
oo o seres. | (preddiplomski struéni konzultacije
" Herorenmici odiel studij elektrotehnike) (nastavne grupe E i F)

27. - periodi¢na funkcija f:R — R ima svojstvo:

0, zate <0,z>,
2

T
T—1t,72ate [5,75}

f=

a) Isklju¢ivo graficki provjerite valjanost Dirichletovih uvjeta za funkciju f na
segmentu [0,7]. Sve svoje tvrdnje precizno obrazloZite.

Rjesenje: Nacrtajmo graf zadane funkcije na segmentu [O,ﬂ']. Dobivamo sliku 3.

Fs

i g

i)
1

-

O T2 T

Slika 3.

Iz slike vidimo da funkcija f na segmentu [O,ﬂ'] ima toc¢no jednu tocku prekida
prve vrste (to je t=%) i da ima tocno jednu tocku strogoga lokalnoga ekstrema

(to je tocka T = (%,%j ). Zbog toga vrijede oba Dirichletova uvjeta.
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TVZ - Matematika 2 Zadaci za grupne
oo o seres. | (preddiplomski struéni konzultacije
" Hearorehnicisdel studij elektrotehnike) | (nastavne grupe E i F)

b) Aproksimirajte zadanu funkciju na segmentu [0,75] Fourierovim polinomom F,

stupnja 4.

Rjesenje: U ovome su slucaju x,=0 i T =7, pa racunamo redom:

=— If(t) dt =

>~1|H
N\ﬁ'—.ﬁ
—_
3
|
-~
N—
o
~
Il
3|~
VR
3
~
|
N | =
<
(3}
N

zamjena:
5 5 5 X=X—tt=T—X,
a :—~J‘f(t)~cos£ 'n'”.tj.dt = I(ﬂ' t)-cos(2-n-t)-dr =< dr =—dx,
7% 7 7 z
2

ST

0

2 (- 1)”—1 ———, zaneparne n,
=—- >+l cos(n-z)+n-x-sin(n-7)— (cosO+0) —_— T
T 2-n)y |—— —_— 2-7-n’ o
=(-1)" =0 0, inace.
zamjena:
2 x 5. 5 7 X=X—t&t=1T—X,
— If(t) s1n[ il tj dt=— .[(7[ t)-sin(2-n-t)-df =4dt =—dx,
oz 0 74 T 3
B T 7
—Pr-—==,
2 2 2
T x—-7=0

x-sin(2-n-x)-dx=

SYEMENWN

2 Ix sin(2-n-(r—x))-dx= [ 2)
T T

NIE}

-2 1 .
—[7j [(2.’1)2 ~(s1n(2~n~x)—2~n~x~cos(2~n~x)j

0
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TVZ - Matematika 2 Zadaci za grupne
vt o seree. | (preddiplomski struéni konzultacije
" Hektorehmickiodjel studij elektrotehnike) (nastavne grupe E i F)

_2n-z-(-D)" (=D

= _—2 ;2 sin(n-zZ)—n-x-cos(n-7)—(sin0—-0) |= —= , Vne N.
7T ) (2-n) — —_— 4-7-n 2-n

=-1"

Budu¢i da su clanovi Fourierova reda oblika a, -cos(2-n-t), odnosno
b, -sin(2-n-t), sve clanove polinoma F, dobit ¢emo uzimaju¢i n=12. Tako

imamo:
F, (1) :z_l‘cos(z‘f)—l‘Sin(2~t)+l~sin(4~t),
8 « 2 4

Dobiveni Fourierov polinom prikazan je crvenom bojom na slici 4.

F 9

B

TS
FLps

I
O \/ 2 T

Slika 4.
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TVZ - Matematika 2 Zadaci za grupne

(preddiplomski stru¢ni konzultacije

" Elorenme odjel studij elektrotehnike) | (nastavne grupe E i F)

28. Neparna (2-7)-periodi¢na realna funkcija g:R — R ima svojstvo:
g)=6-7, zate(0,7).

a) Iskljuc¢ivo graficki provjerite valjanost Dirichletovih uvjeta na segmentu

[—75,75]. Sve svoje tvrdnje precizno obrazlozite.

Rjesenje: Nacrtajmo mnajprije graf zadane funkcije na segmentu [—75,75].

Dobivamo sliku 5.

671 o

t

—r : g 4
-t 0 s

r SJL‘I)

Slika 5.

Iz slike 1. vidimo da na segmentu [—75,%’] zadana funkcija ima tocno tri prekida
(t=—-m,t=01 t=rm), a nema nijedan strogi lokalni ekstrem. Zbog toga vrijede

oba Dirichletova uvjeta.

b) Neka je P skup svih tocaka prekida funkcije ¢ na segmentu [—75,75]. Za svaki

p € P izracunajte zbroj Fourierova reda funkcije g na tom segmentu.
Rjesenje: Odmah imamo:
1 . . 1
S(—E):S(E):E-( lgn)_g(t)+ lim g(t))za-(—6-7£+6-7£)=0,

1 . 1
S(O)=5-(t1i1;11g(t)+1t1_1>101g(t)):E-(—6-7£+6-7£)=0.
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konzultacije

oo s e | (preddiplomski struéni
POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

Elektrotehnickd odjel studij elektrotehnike) | (nastavne grupe E i F)

c) Aproksimirajte zadanu funkciju Fourierovim polinomom 3. stupnja na segmentu

[-7, 7].

Rjesenje: Prema pretpostavci, funkcija ¢ je neparna. To znaci da njezin razvoj u
Fourierov red sadrzi samo c¢lanove oblika b, -sin(n-t), ne N. Odredimo analiticki

)

izraz za Eulerove koeficijente:

b, =£-I6-E-Sin(n-t)-dt=£-6-7Z-J.Sin(n-t)-dt=12-£[(—1j-cos(n-t)J
T z ° n

24
-12 z\ 12—-12-cos(n-x —, Za neparne n,
=(—n j-((cos(n-t))|0)= (n-7) _ n P
0, za parne n
= b =24, b, =8.

Dakle, trazeni polinom je:

F,(t)=24-sint+8-sin(3-1).

.

el B9,  JEOR
/v\
R e

[ B  ed

Vidjeti sliku 6.

Slika 6.
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TVZ - Matematika 2 Zadaci za grupne
oo o seres. | (preddiplomski struéni konzultacije
" Hearorehnicisdel studij elektrotehnike) | (nastavne grupe E i F)

29.Parna (2-7)-periodi¢na realna funkcija g:R — R ima svojstvo:
t
g(t)y=—, zate[-7,0].
T

a) Isklju¢ivo graficki provjerite valjanost Dirichletovih uvjeta na segmentu

[—75,75]. Sve svoje tvrdnje precizno obrazlozite.

Rjesenje: Nacrtajmo mnajprije graf zadane funkcije na segmentu [—75,75].

Dobivamo sliku 7.

=+

-t

=14
Slika 7.

Iz slike vidimo da je funkcija g neprekidna na zadanom segmentu i da na tom
segmentu ima tocno jednu tocku strogoga lokalnoga ekstrema (ta je tocka O).
Dakle, vrijede oba Dirichletova uvjeta.

b) Funkciju g razvijemo u Fourierov red na zadanom segmentu. Izracunajte zbroj

toga reda u svakom od krajeva segmenta.

Rjesenje: Odmah imamo:

SCm=3(0=2-( lim g+ lim g(0)) = (-1+(-1)=-1.

1
2
c) Aproksimirajte zadanu funkciju Fourierovim polinomom 3. stupnja na segmentu

[-7, 7].

Rjesenje: Prema pretpostavci, funkcija ¢g je parna. To znaci da njezin razvoj u
Fourierov red sadrzi samo clanove oblika a, -cos(n-t), ne N,. Odredimo

analiticki izraz za Eulerove koeficijente Fourierova reda:

1 1St 11 ¢ (1)) 1 1LY 1
=— Hdt=—-| —dt=——- | t-dt=—|| =t =—|0-=7" |=—,
% ﬂ'[[g() 7['[[7[ 7[7[[[ ~\\2 ). | 7 2 2
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am

2 ¢ 2 ¢t
anz—-Ig(t)-cos(n-t)-dtz—-I—-cos(n-t)-dtz
T T

=%.[(iz-(n-t-sint+cos(n-t))j

1 0
— I -cos(n-t)-dt =
ﬂ. -

T n n - —_—

=cos(n-1)

Jz 22 —| l=cos(n-(-7)) |=

-

pEppE zaneparne ne N,

0 za parne ne N.

4
9.7

1:—2, 3_
T

5.

Dakle, trazeni polinom je:

1 4 4
F.(t)=——+—-cost+ -cos(3-1).
3() 2 7[2 9 2 ( )

Vidjeti sliku 8.

-1+

Slika 8.
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TVZ - Matematika 2 Zadaci za grupne
vt o seree. | (preddiplomski struéni konzultacije
" Hearorehnicisdel studij elektrotehnike) | (nastavne grupe E i F)

30.Za svaki xe R oznac¢imo s LxJ najveci cijeli broj jednak ili manji od z. Neka je

f:R—>R funkcija definirana pravilom:
f(xX)=x—- LxJ .
a) Dokazite da je f periodi¢na funkcija i odredite joj temeljni period.

Rjesenje: Pretpostavimo da je P bilo koji period funkcije f Buduc¢i da je
D(f)=R, onda xe D(f)=x+Pe D(f) (jer je zbroj dvaju realnih brojeva

uvijek realan broj). Iz definicije perioda funkcije slijedi:

fx+P)=f(x) =
x+P—Lx+PJ:x—LxJ:>
P:Lx+PJ—LxJ, Vxe R.

Desna strana posljednje jednakosti je cijeli broj (jer je razlika dvaju cijelih
brojeva), pa takva mora biti i lijeva strana. To znac¢i da je Pe Z. Nadalje,
primijetimo da neovisno o dobivenoj jednakosti P=Lx+PJ—LxJ, Vxe R, vrijedi

sljededi ,lanac®:

LxJSx<LxJ+1<:>

| x|+ P<x+P<|x|+1+P &
Lx+PJ=LxJ+P<:>
Lx+PJ—LxJ=P, Vxe R, VPe Z.

Zbog toga je jednakost +P=Lx+PJ—LxJ istinita za svaki PeZ. Time smo

dokazali da je f periodi¢na i da je svaki cijeli broj njezin period. Temeljni period
te funkcije je, prema definiciji, njezin najmanji strogo pozitivni period, pa odatle
slijedi da je njezin temeljni period jednak najmanjem strogo pozitivnom cijelom
broju, a taj je jednak 1.

Zakljuc¢imo: f je periodi¢na s temeljnim periodom T =1.

b) Nacrtajte graf funkcije f na segmentu [0,0+T], gdje je T temeljni period

funkcije f. Provjerite valjanost Dirichletovih uvjeta za funkciju f na tom

segmentu.

Rjesenje: Vidjeti sliku 9. Graf funkcije f crtamo na segmentu [0,1]. Iz slike

vidimo da na tom segmentu funkcija f ima tocno jedan prekid (u tocki x=1) i
da nema nijedan strogi lokalni ekstrem. Dakle, vrijede oba Dirichletova uvjeta.
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Slika 9.

c) Odredite skup svih tocaka prekida funkcije f. Nadite zbrojeve Fourierova reda za

funkciju f na segmentu [0,0+T] za sve njezine tocke prekida koje pripadaju tom

segmentu.

Rjesenje: Primijetimo da za svaki ke Z vrijede jednakosti:
lim f(x) =1,
lim f(x)=f (k) =0.

Dakle, fima prekid u svakoj cjelobrojnoj tocki, pa je skup svih tocaka prekida
funkcije ¢ jednak Z .

U a) podzadatku smo dokazali da je T =1. Cijeli brojevi koji pripadaju
segmentu [0,1] su01il. Tako odmah imamo:

1

S(0)=S(1) =%-(1im f(x)+}i_)r}1f(x))=%-(0+1)= >

x—0+

d) Aproksimirajte funkciju f na segmentu [0,0+T] Fourierovim polinomom ¢iji su

¢lanovi prva cetiri ¢lana pripadnoga Fourierova reda.

Rjesenje: U a) podzadatku smo dokazali da je f 1-periodi¢na funkcija. Takoder,
za svaki xe [O, 1> je LxJ =0. Odatle slijedi da je

f(x)=x, Vxe[0,1).
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Tocka x=1 ne ,kvari“ odredeni integral funkcije f na segmentu [0,1]. Naime,
funkcija f na segmentu [0,1] je ogranic¢ena i ima konac¢no mnogo tocaka prekida

prve vrste, pa je integrabilna. Tako imamo redom:

aozjx~dx=(%~x2J =%-((x2);)=

0 0

1

o)=L a-0) =1
(1 0)_2(1 0=,

N | =

1
a,=2- Ix cos(2-n-mw-x)-dx=
0

2-{(%-(cos(2-n-;z'-x)+2~n'ﬁ'X'Sin(Z”'”'x)J J=
2-n-7)
2

=——|cos(2-n-7)+2-n-7w-sin(2-n-7)—(cos0+0) =%-(l—l)=0.
Qnr) (o — (2-n-m)
1
b =2 Ix sin(2-n-7-x)-dx =
0
1
=2[ > (sin(2-n-7- x)— 2n7rxc0s(2n7rx)JJ
0

= — Q-n-7Y nrx

:— [sm(z n-m)—2-n-x-cos(2-n-7r)—(sinQ— O)J L
2-n-x)’

Tako konacno dobivamo (vidjeti sliku 10.):

F(x)=l—l-sin(2-7£-x)—L-sin(4~7£-x)—L-sin(6-7£-x).
2 2- 3-7

Slika 10.
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