TVZ - Matematika 2 Zadaci za grupne
vt v seree. | (preddiplomski struéni konzultacije
ek gl studij elektrotehnike) | (nastavne grupe E i F)

1. Iskljucivo deriviranjem pokazite da je
y2 =x-C-x, CeR,
opce rjesenje obicne diferencijalne jednadzbe
2-)c-y-y'—y2 =2-x.

Rjesenje: Koristedi pravilo za deriviranje implicitno zadane funkcije imamo redom:

(y?) =(¥'-C-x) =
2-y-y'=3-x2—C /-x
2-x-y-y':3-x3—C-x.

v . . . . 2 ..
Uvrstavanjem toga izraza i polaznoga izraza za y~ na lijevu stranu zadane

jednadzbe slijedi:
3-x3—C-x—(x3—C-x)=3-x3—C-x—x3+C-x=2-x3,

a to je upravo desna strana polazne jednadzbe. Time je tvrdnja zadatka dokazana.

2. Iskljucivo deriviranjem pokazite da je funkcija
y=2021-¢" —(x—2021)*
partikularno rjesenje obi¢ne diferencijalne jednadzbe
y -y =2
Rjesenje: Odredimo prve tri derivacije zadane funkcije. Imamo redom:

y =2021-¢* =2 (x—=2021)-(x—2021) =
=2021-¢" —2-(x—2021)-1
=2021-¢" —2-(x—2021),
y =2021-¢" —=2-(1-0)=2021-¢" -2,
y =2021-¢*—0=2021-¢".

Odatle odmabh slijedi:
V' =y =2021-¢" —(2021-¢" ~2) = 2021-¢" —2021-¢* +2 =2,

sto je i trebalo dokazati.
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TVZ - Matematika 2 Zadaci za grupne
et w e | (preddiplomski struéni konzultacije
O ektrotehnicis odiel studij elektrotehnike) | (nastavne grupe E i F)

3. Rijesite Cauchyjev problem:

x-(siny)-y'+cosy=0,

Rjesenje: Transformirajmo zadanu obi¢nu diferencijalnu jednadzbu ovako:

x-(siny)-y' =—Ccosy=

+ —cosy —1 cosy -1
y =———=———=—-ctgy
x-siny x siny X

Vidimo da se radi o obi¢noj diferencijalnoj jednadzbi 1. reda sa razdvojenim

varijablama. Oc¢itamo:

£ =‘71, g(y)=ctg y.

e v T .. .. .. ..
Sva rjesenja jednadzbe ctgy=0 su y=5+k-7£, ke Z. Nijedno od njih ocito nije

jednako %, pa slijedi:

| dy =j_71-dx+c:>jtgy-dy=—1n|x|+c:>—1n|cosy|:—1n|x|+c.

ctgy
. . . . 1 V4 )
Uvrstavanjem pocetnoga uvjeta (x =§, y =§j dobivamo:
—In|cos z :—lnl+C(:>—lnl:—lnl+C(:>C:0.
3 2 2 2

Zbog toga je:

—1n|cos y| = —1n|x| = |cos y| = |x| => COS Yy = X & Yy =arccos X.

Apsolutne vrijednosti smo smjeli izbrisati jer iz pocetnoga uvjeta slijedi

I 1 .

—=— 1

2 2
) 1 D . ..

cos (;j 25 >0. Dakle, rjesenje zadatka je funkcija

y = arccos Xx.
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TVZ - Matematika 2 Zadaci za grupne
et w e | (preddiplomski struéni konzultacije
O ektrotehnicis odiel studij elektrotehnike) | (nastavne grupe E i F)

4. Rijesite Cauchyjev problem:

{xz y 1=y,
y)=0.
Rjesenje: Transformirajmo zadanu obi¢nu diferencijalnu jednadzbu ovako:
X% y' =y +1=>
r y2+1 1

ity

Vidimo da se radi o obi¢noj diferencijalnoj jednadzbi 1. reda sa razdvojenim

varijablama. Oc¢itamo:
1 2
f(X)=?, gy =y +1.

Polinom g(y)=y*+1 o¢ito nema realnih nultoc¢aka, pa slijedi:

dy 1 -1
=|—-dx+C =arctgy=—-+C.
jy2+1 sz £ X
Uvrstavanjem pocetnoga uvijeta (x =1, y=0) dobivamo:
arctg O=—%+C(:>O=C—1(:)C=1.
Zbog toga je:

1 1
arctgy=——+1 y=tg| 1-——|.
X X

Dakle, rjesenje zadatka je funkcija
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TVZ - Matematika 2 Zadaci za grupne
et w e | (preddiplomski struéni konzultacije
O ektrotehnicis odiel studij elektrotehnike) | (nastavne grupe E i F)

5. Rijesite Cauchyjev problem:

{x-y'—z-(lnx)-yzo,
y()=1,

Rjesenje: Podijelimo zadanu obi¢nu diferencijalnu jednadzbu s x. Dobivamo:

yzln_xy()
x

Vidimo da se radi o homogenoj linearnoj obi¢noj diferencijalnoj jednadzbi 1. reda.

Ocitamo:
p(x)=-2- ln—x
X
pa slijedi:
| | zamjena:
[p-dv=[-2 "2 dv=(-2)- jﬂ dr=1{t=Inx, =(-2)-[r-dr=
dt=(1nx)'.dx=l.dx
X

=(—2)%.t2 =—1>=—In’x,

2

_jP(X).dx _ C ) e—(—ln x) _ C eln x.

y=C-e
Uvrstavanjem pocetnoga uvjeta (x=y=1) dobivamo:
1=C-""&1=C-¢" o1=C-" = C=1.

Dakle, rjesenje zadatka je funkcija

Napomena: Vrijedi identitet:

In

e 2x — e(lnx)»(lnx) (elnx )lnx _ lnx \v/x > 0

Zbog toga rjesenje zadatka mozemo zapisati u obliku

© mr. sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 4



TVZ - Matematika 2 Zadaci za grupne
et w e | (preddiplomski struéni konzultacije
O ektrotehnicis odiel studij elektrotehnike) | (nastavne grupe E i F)

6. Rijesite Cauchyjev problem:

y +2-(ctgx)-y =0,

)

Rjesenje: Vidimo da se radi o homogenoj linearnoj obicnoj diferencijalnoj jednadzbi
1. reda. Ocitamo:

p(x)=2-ctg x,
pa slijedi:

J.P(X)'dx=.|.2-ctgx-dx:Z-Ictgx-dx:2-1n|sinx

b

C C

ln(‘(sinx)‘fz) _
. 27 2
|51n x| Sin- x

—2.1nlsi . -2
y=C-e?"™ = e :C-|s1nx| =

(U posljednjoj jednakosti smo koristili identitet
|x|2 =x*, Vxe R.)
. v . T .
Uvrstavanjem pocetnoga uvjeta (x :Z, y= 2) dobivamo:

Z:L@Z: ¢ 2=

([

Dakle, rjesenje zadatka je funkcija

2-C=2C=1.

N | = O

1

sin” x

Napomena: Koristili smo identitet:

™ =x" Vx>0, Vae R.
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TVZ - Matematika 2 Zadaci za grupne
et w e | (preddiplomski struéni konzultacije
O ektrotehnicis odiel studij elektrotehnike) | (nastavne grupe E i F)

7. Rijesite Cauchyjev problem:

{x-y'+y—1:3-x2,
yd)=2.

Rjesenje: Transformirajmo zadanu obi¢nu diferencijalnu jednadzbu ovako:

: o1 1
xy+y=3-x"+1=y +;~y=3~x+;.

Vidimo da se radi o nehomogenoj linearnoj obi¢noj diferencijalnoj jednadzbi 1. reda.
Ocitamo:

1 1
px)=—, g(x)=3-x+—.
X X
Odredimo:

jp(x)-dx:ji-dx:mx,

(x)-dx

jq(x)-ejp -dx=j(3-x+§j-eh”-dx:j(3-x+lj-x-dx:j3-x2-dx+jl-dx=x3+x,

x
y=e " ()c3 +x+ C) = eln([l)

-()c3+)c+C):x_1 -(x3+x+C)=C-x_l+x2+1.
Uvrstavanjem pocetnoga uvijeta (x =1, y=2) dobivamo:
2=C-1"'+I’+1& C+1+1=2 < C=0.
Dakle, rjesenje zadatka je funkcija
y=x>+1.
Napomena: Koristili smo identitet:

™ =x" Vx>0, Vae R.
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TVZ - Matematika 2 Zadaci za grupne
et w e | (preddiplomski struéni konzultacije
ek gl studij elektrotehnike) | (nastavne grupe E i F)

8. Rijesite Cauchyjev problem:

sin® x-y +sin(2-x)- y =cos x,

Rjesenje: Koristit ¢emo identitet sin(2-x)=2-sinx-cosx, Vxe R. Transformirajmo

zadanu obi¢nu diferencijalnu jednadzbu ovako:

L2 : +2-sinx-cosx cosx
sin“x-y +2-sinx-cosx-y=cosx=y + — y=—
sin” x sin” x
2-cosx  cosx , _ cosx
- y=E——F— &y +2-(ctgx) y=—7—.
sin x sin” x sin” x

Vidimo da se radi o nehomogenoj linearnoj obi¢noj diferencijalnoj jednadzbi 1. reda.
Ocitamo:

COS x

p(x)=2-ctgx, g(x)=———.
sin” x

Odredimo:
jp(x)-dx=.[2-ctgx-dx=Z-Ictgx-dx=2-ln(sinx)

p(x)-dx COos x COSX  In((sinx)? cCosx .
jq(X)'e'I -dxij-ezm(“”)-dx=J.T-e( )'dx:I ‘sin” x-dy =

sin” x sin” x sin® x

=.[cosx-dx=sinx,

_ e—2»ln(sinx) . ( ln((sinx)’z)

= sinx+C)=e “(sinx+C)=(sinx)”-(sinx+C)=

C 1
) + . .
Sin x S1inx

=C-(sinx) > +(sinx)" =

. . . 3 .
Uvrstavanjem pocetnoga uvjeta (x =E-ﬂ', y= Oj dobivamo:

0= ¢ + I s0=C-1C=1.

: 2(3 j : (3 j
sin’| =-x | sin| =-7x
2 2

Dakle, rjesenje zadatka je funkcija

1 1 1+sinx
- . 2 + . = ) .
Sin- x Sinx Sin- x
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TVZ - Matematika 2 Zadaci za grupne
o0 VELEUBILETE U 246 (preddiplomski struc¢ni konzultacije
O ektrotehnicis odiel studij elektrotehnike) | (nastavne grupe E i F)

9. Rijesite Cauchyjev problem:

{y'+2‘y=(X~y)2,
¥(0) = 4.

Rjesenje: Zapisimo zadanu obi¢nu diferencijalnu jednadzbu u obliku:
y'+2-y=x2-y2.
Vidimo da se radi o Bernoullijevoj obi¢noj diferencijalnoj jednadzbi. Oc¢itamo:
p(x)=2, g(x)=x*, k=2.
Odredimo:

(1-k)-| p(x)-dx (1-2)-]2-dx (=2)-| 1-dx _n.
gx)=e Jro =e J =e J =e,
- e—2»,\t e—2»,\t

:(1—2).(jx2.e‘“.dx)+c :(—1).(jx2.e‘“.dx)+c'

Preostalu standardnu antiderivaciju odredimo dvostrukom primjenom metode

djelomicne integracije. Imamo redom:

2 —2.x _1 2.x
= = .dx:—.
J.x2~e_2'x dae=| T Y J.e 2 ‘=
du=2-x-dx dv=e?"-dx
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TVZ - Matematika 2 Zadaci za grupne

S T (preddiplomski stru¢ni konzultacije
i ik studij elektrotehnike) (nastavne grupe E i F)
4

S 2.+ x+14+4-C-*
Uvrstavanjem pocetnoga uvjeta (x=0, y=4) dobivamo:

2 4 2.()<:>4: 4 <:>4C+1:1<:C:O
2:0°40+1+4-C-e 4-C+1

Dakle, rjesenje zadatka je funkcija

_ 4
Y 2. +x+1

10. Rijesite Cauchyjev problem:

{yV—Z‘y=2~e”‘~f,

y(0)=0.

Rjesenje: Zapisimo zadanu obi¢nu diferencijalnu jednadzbu u obliku:

1

y'_2.y:2.e’“.y5.
Vidimo da se radi o Bernoullijevoj obi¢noj diferencijalnoj jednadzbi. Ocitamo:

p()=-2, g)=2-¢", k=%.

Odredimo:
1 1
(A=k)-| p(x)-dx (1—*}!(—2)'0& —(=2)-|1-dx N B
gx)=e J =e ? =e? J =™ =¢,
%—l _ e_x e_X e—x

y _(1_;j‘(.|.2«ex'.e—x.dx)+c :;'2‘(Il‘dx)+c ===

y:( - j =(e kO = () (@O = ey

x+C

Uvrstavanjem pocetnoga uvjeta (x=y=0) odmah slijedi C=0. Dakle, rjesenje

zadatka je funkcija
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TVZ - Matematika 2 Zadaci za grupne
konzultacije

$KO VELEUGILETE U 243 (preddiplomski stru¢ni
POLYTECHNIGUM ZAGRABIENSE (nastavne grupe E i F)

Elektrotehnickd odjel studij elektrotehnike)

11. Uz pretpostavku y = y(¢) rijesite Cauchyjev problem

Sy —12.y=0,
63
In2)=—,
y(n2) ,
255
—ln2)=-="2,
¥( ) T

Rjesenje: Pripadna karakteristicna jednadzba je:
k> —k—-12=0.
Njezina su rjesenja k, =3, k, =4. Zbog toga je opce rjesenje polazne jednadzbe
y=C e +C,-e" .
Uvrstavanjem pocetnih uvjeta dobivamo:

63 3 :
_:Cl‘e 31n2+C2‘€41n2,

4 =

—255 - Cl _e—s»(—lnz) + C2 _64»(—1112)
16
%: C .em(z’ ) C, .eln(Z ),
255 : W7
= _c .eln(Z ) ‘c, .eln(Z )
16
@=C1o2‘3+C2~24,
4
23 _c .y,
16

C,+128-C, =126,
128-C, +C, =255
& (C,,C,) = (-2,1).

Dakle, rjesenje zadatka je funkcija

4.t -3¢
y=e ' =2-e7".
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TVZ - Matematika 2 Zadaci za grupne
et w e | (preddiplomski struéni konzultacije
O ektrotehnicis odiel studij elektrotehnike) | (nastavne grupe E i F)

12. Uz pretpostavku y = y(¢) rijesite Cauchyjev problem

y +10-y +25-y=0,
yB3)=e,
y(=3)=-5-€".
Rjesenje: Pripadna karakteristi¢cna jednadzba je:
k*+10-k+25=0.
Njezino jedinstveno rjesenje je k =—=5. Zbog toga je opce rjesenje polazne jednadzbe
y=(C,-t+C,)-e™".
Uvrstavanjem pocetnih uvjeta dobivamo:

e?=3-C+C,)-e”,
=
_5 . elS — (_3 . Cl + Cz) . e—S»(—?))
3.C,+C, =1,
=
3.C,+C, =5
= (C.C)=(1,-2).

Dakle, rjesenje zadatka je funkcija

y=(t-2)-e".
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TVZ - Matematika 2 Zadaci za grupne
et w e | (preddiplomski struéni konzultacije
O ektrotehnicis odiel studij elektrotehnike) | (nastavne grupe E i F)

13. Uz pretpostavku y = y(¢) rijesite Cauchyjev problem

y"+4‘y'+29‘y=0,

Rjesenje: Pripadna karakteristi¢cna jednadzba je:
k*+4-k+29=0.

Njezino rjesenje sa strogo pozitivnim imaginarnim dijelom je k=-2+5-i. Zbog toga
je opce rjesenje polazne jednadzbe

y=(C,-cos(5:-1)+C,-sin(5-1))-e".

Uvrstavanjem pocetnih uvjeta dobivamo:

—e 4 C] CcoS (%j + C2 . Sin (ZJ e(—Z)'E ,
N —_7 C, =-1,
= =! @{ ’ & (C,C)=(2,-D.
-C, =2
—2-¢7" = {Cl -cos(m)+C, - sin(ﬁ)} e
e 5

Dakle, rjesenje zadatka je funkcija

y=(2-cos(5-1)—sin(5-1))-e*".
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TVZ - Matematika 2 Zadaci za grupne
et w e | (preddiplomski struéni konzultacije
O ektrotehnicis odiel studij elektrotehnike) | (nastavne grupe E i F)

14. Nadite neko partikularno rjesenje obic¢ne diferencijalne jednadzbe
y —y +y=x%
Rjesenje: Pripadna karakteristi¢cna jednadzba glasi:
k> —k+1=0.

Lako se vidi da 0 nije rjesenje te jednadzbe i da je desna strana polazne jednadzbe
polinom 2. stupnja. Zbog toga trazeno partikularno rjesenje trazimo u obliku
polinoma 2. stupnja, tj. u obliku:

yp=A~x2+B~x+C.

Odredimo prve dvije derivacije ovoga izraza:

y;, =2-A-x+B,
y;,=2-A.

Uvrstavanjem ovih triju izraza u polaznu jednadzbu dobivamo:

2:A-(2-A-x+B)+(A- X +B-x+C)=x" &
AX*+(2-A+B)- x+(2-A-B+(0)=x* &
A=1,
-2-A+B=0, &
2-A-B+C=0
(A,B,C)=(1,2,0).

Dakle, trazeno partikularno rjesenje je:
y, = X420 x.

Napomena: Partikularno rjesenje je i svaki izraz dobiven uvrstavanjem ,konkretnih*

realnih brojeva umjesto konstanti C, i C, u opce rjesenje polazne jednadzbe. To opcée

rjeSenje u ovom je slucaju

1
y=[Cl~c0s(£~x}+€2~sin(£~xn~e2 +x*+2-x, C,,C,e R.
2 2
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TVZ - Matematika 2 Zadaci za grupne
et w e | (preddiplomski struéni konzultacije
ek gl studij elektrotehnike) | (nastavne grupe E i F)

15. Nadite neko partikularno rjesenje obicne diferencijalne jednadzbe
2-y +3-y +18-x=0.
Rjesenje: Zapisimo zadanu jednadzbu u obliku:
2- y" +3- y' =-18-x.
Pripadna karakteristi¢na jednadzba glasi:
2-k*+3-k=0.

Lako se vidi da je 0 jednostruko rjesenje te jednadzbe i da je desna strana polazne
jednadzbe polinom 1. stupnja. Zbog toga trazeno partikularno rjesenje trazimo u
obliku:

y,=x'-(A-x+B)=A-x’+B-x.
Odredimo prve dvije derivacije ovoga izraza:
y;, =2-A-x+B,

y;=2‘A.

Uvrstavanjem ovih dvaju izraza u polaznu jednadzbu dobivamo:

2-:(2-A)+3-2-A-x+B)=-18-x &
6-A-x+(4-A+3-B)=-18-x &

6-A=-18,
L=
4-A+3-B=0
(A, B)=(-3,4).

Dakle, trazeno partikularno rjesenje je:

Y, =-3-x*+4-x.

Napomena: Partikularno rjesenje je i svaki izraz dobiven uvrstavanjem ,konkretnih*
realnih brojeva umjesto konstanti C, i C, u opce rjesenje polazne jednadzbe. To opcée

rjeSenje u ovom je slucaju

-3

y=C,-e? +x*+2-x+C,, C,,C,e R.
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TVZ - Matematika 2 Zadaci za grupne
et w e | (preddiplomski struéni konzultacije
ek gl studij elektrotehnike) | (nastavne grupe E i F)

16. Nadite neko partikularno rjesenje obicne diferencijalne jednadzbe
y +4-y +7-y=19-¢*.
Rjesenje: Pripadna karakteristi¢cna jednadzba glasi:
k*+4-k+7=0.

Lako se vidi da 2 nije rjesenje te jednadzbe i da je desna strana polazne jednadzbe
funkcija oblika E-e®'. Zbog toga trazeno partikularno rjeSenje trazimo u obliku:

y,=A- e,
Odredimo prve dvije derivacije ovoga izraza:
y,=2-A-€",
y;, =4.-A-¢".
Uvrstavanjem ovih triju izraza u polaznu jednadzbu dobivamo:

44" +4:(2-A-¢")+7-(A")=19-" &
4.-A+8-A+7-A=19

19-A=19¢<

A=1.

Dakle, trazeno partikularno rjesenje je:

Napomena: Partikularno rjesenje je i svaki izraz dobiven uvrstavanjem ,konkretnih*
realnih brojeva umjesto konstanti C, i C, u opce rjesenje polazne jednadzbe. To opcée

rjeSenje u ovom je slucaju

y=(C1 -cos(\/g-t)+C2-sin(\/g-t))-e’z"+e2", C.C,eR.
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TVZ - Matematika 2 Zadaci za grupne
et w e | (preddiplomski struéni konzultacije
ek gl studij elektrotehnike) | (nastavne grupe E i F)

17. Nadite neko partikularno rjesenje obicne diferencijalne jednadzbe
y +4-y +4-¢* =0,
Rjesenje: Zapisimo zadanu jednadzbu u obliku:
y +4-y =—4.e™,
Pripadna karakteristi¢na jednadzba glasi:
k*>+4-k=0.

Lako se vidi da je —4 jednostruko rjesenje te jednadzbe i da je desna strana polazne
jednadzbe funkcija oblika E-e™*'. Zbog toga trazeno partikularno rjesenje trazimo u
obliku:

y, =t -(A-e4")=A-t-e4”.
Odredimo prve dvije derivacije ovoga izraza:
y,=A et + At (—4) et =(—4-A-t+ A)-e™,
y,=—4Ae™ +(—4-At+A) (4 e =(16-A1-8 A
Uvrstavanjem ovih dvaju izraza u polaznu jednadzbu dobivamo:

(16-A-t—8-A) e +4-(~4-A-t+A) e =4 o
8- A+4-A=-4d

(4)-A=-4 &

A=1.

Dakle, trazeno partikularno rjesenje je:
y,=te

Napomena: Partikularno rjesenje je i svaki izraz dobiven uvrstavanjem ,konkretnih*

realnih brojeva umjesto konstanti C, i C, u opce rjesenje polazne jednadzbe. To opcée

rjeSenje u ovom je slucaju

y=@t+C)-e*" +C,,C,,C,e R,
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TVZ - Matematika 2 Zadaci za grupne
et w e | (preddiplomski struéni konzultacije
O ektrotehnicis odiel studij elektrotehnike) | (nastavne grupe E i F)

18. Nadite neko partikularno rjesenje obicne diferencijalne jednadzbe
y +y +y+13-sin(2-1) =0.
Rjesenje: Zapisimo zadanu obi¢nu diferencijalnu jednadzbu u obliku:
y" + y' +y=-13-sin(2-¢).
Pripadna karakteristi¢na jednadzba glasi:
k> +k+1=0.

Lako se vidi da 2-i nije rjeSenje te jednadzbe i da je desna strana polazne
jednadzbe funkcija oblika E-sin(2-7). Zbog toga trazeno partikularno rjesenje

trazimo u obliku:

y, =A-cos(2-1)+ B-sin(2-1)
Odredimo prve dvije derivacije ovoga izraza:

Y, =2-B-cos(21)—2- A-sin(21),
y, =—4-B-sin(2-1)—4-A-cos(2-1).

Uvrstavanjem ovih triju izraza u polaznu jednadzbu dobivamo:

—4-B-sin(2-t)—4-A-cos(2-t)+2-B-cos(2-t)—2-A-sin(2-1)+ A-cos(2-t)+
+B-sin(2-1)=—-13-sin(2 1) &
-3-A+2-B=0,
L=
—-2-A-3-B=-13
(A,B)=(2,3).

Dakle, trazeno partikularno rjesenje je:

y, =2-cos(2:1)+3-sin(2-1).

Napomena: Partikularno rjesenje je i svaki izraz dobiven uvrstavanjem ,konkretnih*
realnih brojeva umjesto konstanti C, i C, u opce rjesenje polazne jednadzbe. To opcée

rjeSenje u ovom je slucaju

-1,
y:[C1 -cos(?-t}+€2-sin[?-tn-ez +2-cos(2-1)+3-sin(2-¢), C,,C, e R.
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19. Nadite neko partikularno rjesenje obicne diferencijalne jednadzbe
y" + y' +2-(ex —cosx) =0.
Rjesenje: Zapisimo zadanu obi¢nu diferencijalnu jednadzbu u obliku:
y"+y' =2-cosx—2-¢e".
Pripadna karakteristicna jednadzba glasi:
k*+k=0.

Lako se vidi da 1 i 1-i=i nisu rjesenja te jednadzbe. Desna strana polazne
jednadzbe je funkcija oblika E, -cosx+E,-e*. Primjenom nacela superpozicije

zakljucujemo da partikularno rjesenje treba traziti u obliku:
y, =A-cosx+B-sinx+C-e".
Odredimo prve dvije derivacije ovoga izraza:

y, =—A-sinx+B-cosx+C-e”,

y;, =—A-cosx—B-sinx+C-e".
Uvrstavanjem ovih dvaju izraza u polaznu jednadzbu dobivamo:

—A-cosx—B-sinx+C-e”‘+(—A-sinx+B-cosx+C-e”‘):2-cosx—2-e”‘ &

-A+B=2,
-A-B=0,
2-C=2

(A’ B’ C) = (_1’ 1’ 1)'
Dakle, trazeno partikularno rjesenje je:
y, =sinx—cosx—e".

Napomena: Partikularno rjesenje je i svaki izraz dobiven uvrstavanjem ,konkretnih*
realnih brojeva umjesto konstanti C, i C, u opce rjesenje polazne jednadzbe. To opcée

rjeSenje u ovom je slucaju

y=C,-e"+C,+sinx—cosx—e", C;,C,e R.
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20. Nadite neko partikularno rjesenje obi¢ne diferencijalne jednadzbe
y =2-y =20-(t+sinr).

Rjesenje: Pripadna karakteristi¢cna jednadzba glasi:
k*—2-k=0.

Lako se vidi da je 0 rjesenje te jednadzbe, kao i da 1-i=i nije njezino rjesenje.
Desna strana polazne jednadzbe je funkcija oblika E, -t+E,-sint. Primjenom nacela

superpozicije zaklju¢ujemo da partikularno rjesenje treba traziti u obliku:

y,=x-(A-t+B)+C-cost+D-sint=A-1’+B-1+C-cost+D-sint.
Odredimo prve dvije derivacije ovoga izraza:

y;, =2-A-t+B-C-sint+ D-cost,

y;, =2-A—C-cost—D-sint.

Uvrstavanjem ovih dvaju izraza u polaznu jednadzbu dobivamo:

2-A—C-cost—D-sint—2-(2-A-t+B—C-sint+D-cost)=20-(¢ +sint) &
—4-A =20,
2-A-2-B=0,
=
2-C-D =20,
—C-2-D=0
(A,B,C,D)=(-5,-5,8,-4).

Dakle, trazeno partikularno rjesenje je:
y, =(=5)-1*=5-1+8-cost—4-sint.

Napomena: Partikularno rjesenje je i svaki izraz dobiven uvrstavanjem ,konkretnih*
realnih brojeva umjesto konstanti C, i C, u opce rjesenje polazne jednadzbe. To opcée

rjeSenje u ovom je slucaju

y=C, -e*" =5t =5-t+C,+8-cost—4-sint, C,,C, € R.
1 2 1 2
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21.Odredite Laplaceov transformat F =F(s) funkcije f :[O,+oo>—>R definirane

pravilom:

f(t):{o, zate0,6),

2-t,zat=>6.

Rjesenje: Koristedi definiciju Laplaceova transformata imamo redom:

+oo 6 6 6
F(s)= J'z.t.e—”.dt—J.Z-t-e_”-dt+.|.0-e_” -dt=2-£({t})—j2-t-e‘” -dt+0=
0 0 0 'Vl' 0
\_26_/ :?

st 1y _,

du =drt dv=e>"-dr

Napomena: Koristeéi identitet

jx-e“-dxz(“'x;lj-e“'uc, Vae R\{0}, VCe R,
a

dobivamo:

S ey N

fe .dt{((—s;—l)es.,J

s istim konac¢nim rezultatom.
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22.Odredite Laplaceov transformat F =F(s) funkcije f :[O,+oo>—>R definirane

pravilom:

10, za t > 8.

5, zate[0,8],
f=

Rjesenje: Koristedi definiciju Laplaceova transformata imamo redom:

+oo 8 8 8
F(s)= }[10«6'_‘”«dt—}[lO«e‘”~dt+}[5«e“”«dt=1O«£({1})+}[(5—10)‘€‘”~dt:

1

N

Napomena: Neka su a,b,ce R takvi da je a<b ic>0. Za vjezbu dokazite da je

Laplaceov transformat F = F(s) funkcije f:[0, +oo> — R definirane pravilom

F)= {a, zate[0,c],

b, zat>c

dan pravilom

at+(b—-a)-e”
; .

F(s)=

Vrijedi li tvrdnja ako [O,c] zamijenimo s [O,c> ,a t>c s t=>c? Objasnite svoj odgovor.

Uputa: Postupite analogno kao u rjesenju zadatka 22. Tvrdnja vrijedi i u navedenom
slucaju jer vrijednost integrabilne funkcije u tono jednoj tocki (zapravo, rubu podrucja
integracije) nema utjecaja na vrijednost odredenoga integrala.
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23. Iskljucivo pomoéu Laplaceovih transformata rijesite Cauchyjev problem:

y—y=2-¢,
y(0) =6,
y (0)=17.

Rjesenje: Odredimo Laplaceov transformat svakoga ¢lana zadane jednadzbe:

y 2 F(s)—s-y(0)—y(0)=s*-F(s)—6-5—7,
y > F(s),

. 1
e'——,
s—1

pa uvrstimo dobivene izraze umjesto njihovih originala u jednadzbu:

sZ-F(s)—6-s—7—F(s):2-L,
o

2 _L .
Fis)(s 1)—S_1+6 s+7,
F(S)-(s_l).(s_l_l):2+(6-s+71),(s_1),

§—
F(s):2+6'52+7'S—6-s—7

(s=1)-(s=D-(s+1)
_ 05455
S (s=DP(s+D)

F(s)

Rastavimo brojnik posljednjega razlomka na faktore. RijeSsimo jednadzbu

6-s>+s—5=0. Dobivamo s, =—1, s, =%. Prema osnovnom teoremu algebre slijedi:

6-s2+s—5=6-(s—(—1))-(s—%j=(s+1)-(6-s—5).

Zbog toga je

:(s+1)-(6-s—5):6-s—5:6-s—6+1:6-s—6+ 1 :6-(s—1)+ 1 _
(s=D*-(s+1) (s=1)? (s—1)? (s=D* (s=D*> (s=D* (s=1)7
6 1 1 1

+ ~=6- + >
s—1 (s—-1 s—1 (s—=1

F(s)

Koristeéi tablicu Laplaceovih transformata lako dobivamo konac¢no rjesenje:

y=6-e"+x-e" =(x+6)-¢e".
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24.Iskljucivo pomoéu Laplaceovih transformata rijesite Cauchyjev problem:

y +4-y=16-1,
y(0)=-1,
y(0)=4.

Rjesenje: Odredimo Laplaceov transformat svakoga ¢lana zadane jednadzbe:

V2 F(s)=s-y(0)—y(0)=s>-F(s)—s-(=1)—4=5>-F(s)+s—4,
y > F(s),

fos
52’

pa uvrstimo dobivene izraze umjesto njihovih originala u jednadzbu:

sZ-F(s)+s—4+4-F(s):16-si2,
F(s)-(s2+4):t—§—s+4,
F(s)-(s2+4):16_i—j4's2,
-’ +4-s7+16 =5 4-s°+16  —s 4'(52+4) _

F(s)= sz-(s2+4) _sz-(S2+4)+sz'(S2+4)_S2+4+s2'(s2+4)

) 4 1 S

= +—=4.—— .
s2+4 s s2 2 +27

Koristeéi tablicu Laplaceovih transformata lako dobivamo konac¢no rjesenje:

y=4-t—cos(2-t).
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25. Iskljucivo pomoéu Laplaceovih transformata rijesite Cauchyjev problem:

y +2-y =sint—2-cost,

y(0)=1,
y (0)=-3.

Rjesenje: Odredimo Laplaceov transformat svakoga

Vs F(s)—s-y(0)—y (0)=s"-F(s)—s-
y s F(s)—y0)=s-F(s)—1,

sint > ——,
s +1

COSt )

s2+1°

¢lana zadane jednadzbe:

1-(-3)=s5"-F(s)—s+3,

pa uvrstimo dobivene izraze umjesto njihovih originala u jednadzbu:

s> F(s)—s+3+2:(s-F(s)-D = 21 B
sT+1 sT+1
s F(s)—s+3+2-5 F(s)-2=—5—,
s +1

1-2-s
s +1
1-2-s+(s=1)-(s*+1)
s +1
F(s)= 1-2-5s+5 —s" +s5-1
(57 +1)-s5-(s+2)

F(s)-(s2+2-s)= +s5—1,

b

F(s)-(s-(s+2))=

Fis)= o 08 il Gl

s?—s—1 _ s2+1—s5-2

s2+1 s+2 1

1 1 1

- (s2+1)-(s+2)_(s2+1)-(s+2) To42 s

"1 s—(2) $£+1

Koristeéi tablicu Laplaceovih transformata lako odredimo konacéno rjesenje:

y=e" —sint.
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26. Iskljuc¢ivo pomoéu Laplaceovih transformata rijesite Cauchyjev problem:

{yvv_z’yv+2‘y=e”‘,
y(0)=y (0)=2.

Rjesenje: Odredimo Laplaceov transformat svakoga ¢lana zadane jednadzbe:

y 52 F(s)—s-y(0)—y(0)=s*-F(s)—s-2-2=s"-F(s)=2-5—2,
y s F(s)=y(0)=5-F(s)-2,
y F(s)

. 1
e'——,
s—1

pa uvrstimo dobivene izraze umjesto njihovih originala u jednadzbu:
1
s2-F(s)—2-s—2—2-(s-F(s)—2)+2-F(s):—1,
S—

F(s)-(sz—z-s+2)=L+2-s—2,
s—1
1 “D-(2-5—
F(s)- (5225 42) = 8D (2522
s—1
1+2-s2—2-s—2-s+2_ 2-57—4-543

(s=D-(s*=2-5+2)  (s=D-(s*-2-5+2)

F(s)=

Rastavimo ovu racionalnu funkciju na parcijalne razlomke. Imamo redom:

2-s2—4.-5+3 A B-s+C

+
(s—1)~(s2—2~s+2) s—1 §*=2-5+42

25’ —4-543=A-(s=2:542)+(B-s+O)-(s-) =
s=1=>A=1,

s=0=2-A-C=3, & (A,B,C)=(1,1,-1).
s=—1=5-A+2-B-2-C=9

Zbog toga je

1 s—1 1 s—1

F(s)= + = + .
) s—1 s7=2-5+2 s—1 (s=1*+1

Koristeéi tablicu Laplaceovih transformata lako odredimo konac¢no rjesenje:

y=e"-(1+cosx).
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27. Odredite eksplicitnu jednadzbu ravninske krivulje koja dodiruje pravac p...y=-2,
a odredena je obi¢nom diferencijalnom jednadzbom x-y +y=2-x. Pojednostavnite

dobivenu jednadzbu sto vise mozete.

Rjesenje: Pravac p je tangenta na trazenu krivulju. Njegov koeficijent smjera je
k=0, a prolazi tockom T =(x,,-2). Bududi da je koeficijent smjera tangente u bilo
kojoj tocki krivulje jednak prvoj derivaciji izraza koji zadaje tu krivulju,
uvrstavanjem y'=0 i y=2 u obi¢nu diferencijalnu jednadzbu kojom je zadana

krivulja dobivamo:
x-0-2=2-x, & x, =-1.
Dakle, trazena krivulja dodiruje pravac p u tocki T =(—1,-2).

Sada rijesimo Cauchyjev problem:

{x~y'+y:2~x,
y(-)=-2
Prvu jednadzbu podijelimo s x:
y+loy=2,
X

pa vidimo da je rije¢ o nehomogenoj linearnoj obi¢noj diferencijalnoj jednadzbi 1.
reda. Ocitamo pripadne funkcije: p(x)=—, g(x)=2 i uvrstimo ih u pripadnu
X

formulu za opce rjesenje:

1 1

y=€j”‘dx(jejxdx~2~dx+Cj:e_l”~(jel“x~2~dx+C):
1 1 C
=—(|x2dx+C)=—(x"+C)=x+—.
X (j ) X ( ) X
Uvrstavanjem pocetnoga uvjeta (x=-1, y=-2) dobivamo:

C
—2=—1+—1<:>—C—1=—2(:)C=1.

Dakle, trazena krivulja je:

Kmy=x+l.
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28. Odredite eksplicitnu jednadzbu ravninske krivulje koja prolazi tockom 4 = (3, 1) i
ima svojstvo da je koeficijent smjera normale povucene na krivulju u bilo kojoj tocki
krivulje jednak koli¢niku apscise i ordinate te tocke.

Rjesenje: 1z zadanih podataka dobivamo sljede¢i Cauchyjev problem:

' b

y oy
y(3)=1.

Invertiranjem prve jednakosti dobivamo:

, v 1
-y =X<:>y +—-y=0.
x x

Dobili smo homogenu linearnu obi¢nu diferencijalnu jednadzbu 1. reda. Ocitamo

1 . .. L .
p(x)=—, pa uvrstimo ovu funkciju u formulu za opcée rjesenje navedenoga tipa
X

jednadzbe:

1 -1
y= Cel e ool 2 C-l” =ﬁ.
X

Rjesenje problema trazimo u okolini tocke A za koju je x,=3>0. Zbog toga

smijemo izostaviti apsolutnu vrijednost, te dobiti:

y=—.
X

. . y . . . ., C . .
Uvrstavanjem pocetnoga uvjeta (x=3, y=1) dobivamo jednadzbu §=1, iz koje je

odmah C=3.

D A 3
Dakle, rjesenje zadatka je hiperbola y =—.
X
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29. Vrijeme poluraspada tricija iznosi 12.3 godina. Pretpostavljamo da je brzina
raspadanja proporcionalna koli¢ini neraspadnutoga dijela tricija. Za koliko ¢e se
godina pocetna koli¢ina tricija smanjiti na petinu te kolic¢ine? Zaokruzite rezultat na
jednu decimalu.

Rjesenje: Neka su x, koli¢ina tricija u trenutku r=0, a x=x(¢) koli¢ina
neraspadnutoga tricija nakon ¢ godina. Na temelju podataka u zadatku mozemo
postaviti sljede¢i Cauchyjev problem:

x =k-x, x —k-x=0,
L= .
x(0) =x, x(0) = x,.
Pripadna obic¢na diferencijalna jednadzba je homogena linearna obicna diferencijalna

jednadzba 1. reda. Oc¢itamo p(x)=—k, pa dobijemo:

—j(—k)-dt

x(t)=C-e =C~ek'jl'dt:C~ek".

Uvrstavanjem pocetnoga uvjeta (¢ =0, x(¢) = x,) odmah dobivamo C =x,. Dakle,

x(t)=x,-€e".

. , ) 1
Izrazimo konstantu & pomocu vremena poluraspada T. Znamo da je x(7) =§-x0, pa

uvrstavanjem ¢ =17 u pravilo funkcije x dobijemo:

1
In| —

(2) _Inl-In2 -In2
T T T

1 1 1
—’Xo:xo‘ek{@—zek{(:}h'l —|=k-tk=
2 2 2

Tako slijedi:

“ln2}, L2 1“[2;
e L L ]
Preostaje rijesiti jednadzbu x(t)=%~x0. Lako se dobiva:
1 = T 1 -
Sx =x, 27 27 =—(:)—tzlogz(—j(:)—t=10g21—10g25(:)
5 5 T 5 T =

t=(log,5)-7=(log,5)-12.3 = 28.6 godina.
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30. Grad Brbljograd ima ukupno 40 000 stanovnika. ,,So¢ni trac¢“ se siri gradom tako da
je u svakom trenutku trenutna brzina Sirenja ,traca“ proporcionalna broju
stanovnika koji do toga trenutka nisu culi ,trac“. Do zakljucno 9:00 sati ,trac® je
c¢ulo ukupno 4000 ljudi, a do zaklju¢no podneva ,trac* je cula polovica grada.
Koliko ¢e ukupno ljudi cuti tra¢ do zakljuéno 13:00 sati? Zaokruzite rezultat na
najblizi prirodan broj.

Rjesenje: Neka je N=N(t) broj stanovnika koji su c¢uli ,tra¢“ do trenutka ¢. Bez
smanjenja opcenitosti mozemo uzeti da je pocetni trenutak 9:00 sati i da je ¢
vrijeme iskazano u satima (racunajuci od 9:00 sati). Iz zadanih podataka dobivamo
sljede¢i Cauchyjev problem:

N (t) = k- (40000— N),
N(0) = 4000,
N(3) =20000.

gdje je ke R\{0} konstanta proporcionalnosti. RijeSimo navedeni problem.

Zapisimo zadanu jednadzbu u obliku
N +k-N =40000-k,

pa vidimo da se radi o nehomogenoj linearnoj obi¢noj diferencijalnoj jednadzbi 1.
reda. Rijesimo je koristec¢i formulu za rjesenje toga tipa jednadzbe. Ocitamo:

p(t) =k, q(t)=40000-k,

pa imamo redom:

N() = oI ( j 40000k - . dr + cj _ ot .(40000. j P L cj =

o (40000. [ke-et-ar+ c) =e ™" (40000- " +C)=C-e ™" +40000.

U ovu jednakost najprije uvrstimo =0, N(0)=4000. Dobijemo:

4000=C- & +40000 < 4000 = C +40000 < C =-36000.

=1
U istu jednakost uvrstimo =3, N(3) =20000, C =-36000, pa dobijemo:

20000 = 40000 —36000-¢** < &** :3@3%:1116) PR k:éln(gj.
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Tako je:

L3,
N (1) =40000-36000-¢’ [9] .

Trazeni je broj jednak N(4), pa rac¢unamo:

4

1.1,{5}4 ,.h{éj
N(4)=40000-36000-¢* **/ =40000-36000-¢* ** =

4
5

ln[ = 3] 4
=40000-36000-¢e =40000-36000 - (ng = 23559.
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