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1. UVOD

Osnovni cilj ovoga rada je pokazati jednostavnost primjene racunalnoga
programa Maxima u rjeSavanju optimizacije funkcija prihoda, profita, produktivnosti i
potraznje primjenom ra¢una vise varijabli.

Funkcija troSkova je matemati¢ka funkcija koja se koristi za predvidanje
troSkova povezanih s odredenom radnjom ili odredenom razinom proizvodnje. Tvrtke
koriste funkcije troSkova kako bi prognozirale troSkove povezane s proizvodnjom, tj.
kako bi se utvrdilo koje cjenovne strategije treba koristiti kako bi se postigla zeljena
razina profita. [4]

Funkcija prihoda je jednaka umnosku potraznje i cijene robe. [5] Funkcija
prihoda predstavlja umnozak koli¢ine proizvoda prodanih na trzitu i cijene po kojoj je
jedinica proizvoda prodana na trzistu. Koli¢ina proizvoda prodanih na trzistu je ustvari
funkcija potraznje tog proizvoda. [6]

Funkcija profita je razlika funkcije ukupnog prihoda i ukupnih tro§kova. [6]

Buduéi da najveci utjecaj na promjenu koli€ine potraznje nekog dobra ima
njegova cijena, funkcija potraznje u uzem se smislu definira kao g = f(p). Ona, dakle,
iskazuje zavisnost koli€¢ine potraznje nekog dobra samo o cijeni tog dobra. Naravno,
da bi se mogao izmijeriti utjecaj promjene cijene dobra na njegovu potraznju, treba

iskljuciti utjecaj ostalih Cimbenika. [7]



2. OSNOVE DIFERENCIJALNOGA RACUNA FUNKCIJE DVIJU VARIJABLI

2.1. Opcenito o parcijalnim derivacijama funkcija dviju varijabli

Neka je f=f(x, y) : A — R, realna funkcija dviju realnih varijabli Cije je prirodno
podrugje definicije skup A  R? Neka je T = (xo, yo) € A. Neka je h prirast nezavisne
varijable x u to€ki A, pri ¢emu vrijednost nezavisne varijable y ostaje nepromijenjena.
Neka je A f=f(x,+h,y,)— f(x,y,)0dgovarajuci prirast funkcije f. Ako postoji
granicna vrijednost kolicnika prirasta funkcije A £ i prirasta h nezavisne varijable x

kad prirast h tezi nuli, tada tu grani¢nu vrijednost nazivamo parcijalnom derivacijom

funkcije f po varijabli x u to¢ki T. PiSemo:

Af —1lim S+ Ry y0) = f (x5 %) _
h h—0 h

fx(x()’ y()) = lhl_l;l(}

Neka su f:A— R realna funkcija dviju realnih varijabli definirana na skupu A c R? i
T =(x,,y,) € Abilo koja toCka iz skupa A. Neka je h prirast nezavisne varijable y u
promatranoj toCki uz nepromijenjenu vrijednost nezavisne varijable x, te neka je
AL f = f(x 0 +h) — f(xy,y,) odgovarajuci prirast funkcije f. Ako postoji granicna
vrijednost kvocijenta prirasta funkcije A f i prirasta h nezavisne varijable y kad

prirast h teZi nuli, tada tu grani€nu vrijednost nazivamo parcijalnom derivacijom

funkcije f po varijabli y u to¢ki T. PiSemo:

A;lf :%in(} f(xo’yo"'h}:_f(xo’yo) . [1]

J, (% y9) = lim
Ako realna funkcija dviju varijabli ima obje parcijalne derivacije u tocki T,
kazemo da je ta funkcija diferencijabilna u tocki T. Ako ova tvrdnja vrijedi za bilo koju
toCku T iz skupa A, kazemo da je funkcija f diferencijabilna (na cijeloj svojoj domeni).
Parcijalne derivacije se u neku ruku mogu shvatiti kao dvije ,,obi¢ne“ derivacije.
Naime, prigodom deriviranja funkcije vise varijabli po to€no jednoj od tih varijabli sve
ostale varijable smatramo realnim konstantama, pa se deriviranje u tom slucaju
zapravo svodi na deriviranje realne funkcije jedne realne varijable prema poznatim

pravilima za deriviranje takvih funkcija.



Kazemo da funkcija fima lokalni maksimum u tocki M = (xu, yum) ako postoji
otvoreni krug K koji sadrzi tocku Mi takav da za svaku tocku T iz kruga K vrijedi: f{T)
< iM). Ako znak < zamijenimo znakom <, govorimo o strogom lokalnom maksimumu.
Kazemo da funkcija fima lokalni minimum u to¢ki m = (Xm, ym) ako postoji otvoreni
krug K koji sadrzi to¢ku m i takav da za svaku to€ku T iz kruga K vrijedi: (T) > fim).
Ako znak > zamijenimo znakom >, govorimo o strogom lokalnom minimumu.

Lokalni maksimum i lokalni minimum jednim imenom nazivamo /lokalni

ekstremifunkcije f.

2.2. Algoritam za odredivanje lokalnih ekstrema funkcije dviju varijabli

Algoritam za odredivanje lokalnih ekstrema funkcije dviju varijabli glasi:

1. Nadu se stacionarne toCke funkcije z= f(x,y), t. svi uredeni parovi
T=(x,,y,)€ A za koje su vrijednosti obiju parcijalnih derivacija funkcije f jednake

nuli, odnosno za koje vrijedi f (x,,y,) =01 f,(x,,y,)=0.

2. Nadu se parcijalne derivacije 2. reda z,,,z,,.z, . Oznaka zy znaci da parcijalnu

derivaciju funkcije z po varijabli x parcijalno deriviramo po varijabli x. Oznaka z,
znaci da parcijalnu derivaciju funkcije z po varijabli x parcijalno deriviramo po varijabli
y. Oznaka z,, znadi da parcijalnu derivaciju funkcije z po varijabli y parcijalno

deriviramo po varijabli y. Mi éemo promatrati funkcije zkoje imaju svojstvo z, =z,

3. IzraCuna se vrijednost parcijalnih derivacija
hi1 = ZdXr, Y1), hi1 = h21 = Z(xT, Y1) | h22 = Zy( X1, Y1),
u svakoj stacionarnoj tocki T = (xr, y7)

4. Formira se Hesseova matrica:



i raéuna vrijednost njene determinante det(H)=h,,- h,, —h/,.

a) Ako je det(H) > 0, onda funkcija f u promatranoj stacionarnoj tocCki ima strogi
lokalni ekstrem, i to: minimum ako je h > 0, odnosno maksimum ako je h ,<O.

b) Ako je det(H) < 0, onda funkcija f u promatranoj stacionarnoj toc¢ki nema lokalni
ekstrem. U tom slu€aju kazemo da je T sedlasta to¢ka grafa funkcije f.

c) Ako je det(H) = 0, onda za odluku o postojanju ili nepostojanju lokalnog ekstrema u
promatranoj tocki valja izvrsiti dodatna ispitivanja koja se provode pomocu parcijalnih
derivacija viseg reda.

Korake 3. i 4. treba ponoviti zasebno za svaku stacionarnu to¢ku. [5]



3. RACUNALNI PROGRAM MAXIMA

3.1. Opcenito o racunalnom programu Maxima

Maxima je raCunalni program za algebarske operacije sa simboliCkim i
numeri€¢kim izrazima. U te operacije ubrajaju se i deriviranje, integriranje, razvoj u
Taylorov red, Laplaceova transformacija itd. Pomo¢u toga programa mogu se
rieSavati razliCite algebarske i nealgebarske jednadzbe, obi¢ne diferencijalne
jednadzbe, sustavi linearnih jednadzbi itd. Rezultati tih operacija su vrlo precizni, a
ukupan broj znamenaka u njihovu prikazu ovisi o odabranom obliku zapisa (s
todno$éu od 10™ ( kratak oblik®) ili s todno$éu od 102 (,dugadak oblik®)).

Maxima takoder moze izvrSavati algebarske operacije s funkcijama vise
varijabli. Njezin izvorni kod je prilagoden i Citljiv u brojnim operacijskim sustavima,
ukljuujuéi Windows, Linux i MacOS X. lzvorni kodovi za sve sustave i kompilirane

izvrSne datoteke za Windows i Linux dostupni su na ,SourceForge file manager". [2]

3.2. 1zbornik programa Maxima

Glavni izbornik programa Maxima sastoji se od 11 izbornika (File, Edit, Cell,
Maxima, Equations, Algebra, Calculus, Simplify, Plot, Numeric, Help).

U izborniku File najvaznije opcije su New za otvaranje nove datoteke, Open
za otvaranje postojece datoteke, Save za pohranu postojece datoteke i Export za
.1zv0oz" podataka u HTML ili TeX obliku.

U izborniku Edit najvaznije opcije su Undo za povratak na prethodni korak, Cut
za zrezivanje“ odabranih podataka (odnosno njihovo brisanje iz komandnoga
prozora), Copy za kopiranje odabranih podataka, Paste za ,lijeplienje” kopiranih
podataka, Select All za oznaCavanje svih upisanih podataka, Zoom In za
povecavanje veli¢ine fonta upisanih podataka, Zoom Out za smanjivanje veliine
fonta upisanih podataka i Full Screen za prikazivanje izbornika programa na cijelom
ekranu racunala.

U izborniku Cell najvaznije opcije su Insert Input Cell za umetanje nove celije,
Insert Text Cell za umetanje Celije za upisivanje teksta, Insert Title Cell za umetanje
naslova celije, Insert Page Break za umetanje prelamanja stranice i Insert Image za

umetanje slike.



U izborniku Maxima najvaznije opcije su Interrupt za prekidanje rada
programa, Restart Maxima za ponovno pokretanje programa, Clear Memory za
brisanje sadrzaja memorije, Show Functions za prikazivanje prethodno upisanih
funkcija, Show definition za prikazivanje definicije odabrane funkcije, Show Variables
za prikazivanje prethodno upisanih varijabli, Delete Function za brisanje upisanih
funkcija i Delete Variable za brisanje upisanih varijabli.

U izborniku Equations najvaznije opcije su Solve za rjeSavanje algebarske ili
nealgebarske jednadzbe, Solve Linear System za rjeSavanje sustava linearnih
jednadzbi, Solve Algebraic System za rjeSavanje sustava algebarskih jednandzbi i
Eliminate Variable za izrazavanje odabrane nepoznanice sustava jednadzbi pomocu
ostalih nepoznanica i parametara u sustavu.

U izborniku Algebra najvaznije opcije su Generate Matrix za generiranje
matrice, Generate Matrix from Expression za generiranje matrice iz izraza, Enter
Matrix za upisivanje matrice, Invert Matrix za invertiranje matrice, Determinant za
izraCunavanje determinante kvadratne realne matrice i Transpose Matrix za
transponiranje matrice.

U izborniku Calculus najvaznije opcije su Integrate za integriranje, Differentiate
za parcijalno i ,o0bi¢no® deriviranje, Find Minimum za izraCunavanje minimuma
zadanog izraza i Calculate Sum za izraunavanje zbroja odredenog izraza.

U izborniku Simplify najvaznije opcije su Simplify Expression za
pojednostavljivanje izraza koji sadrZi simbolicke objekte (brojeve i varijable), Expand
Expression za ispisivanje proSirenoga zapisa izraza koji sadrzi simbolicke objekte,
Expand Logarithms za ispisivanje proSirenoga zapisa simboliCkih logaritama i
Substitute za zamjenu varijable u simbolickom izrazu novom varijablom ili
simboli¢kim izrazom.

U izborniku Plot najvaznije opcije su Plot 2d za crtanje dvodimenzionalnih
grafova i Plot 3d za crtanje trodimenzionalnih grafova.

U izborniku Numeric najvaznija opcija je To Float za pretvaranje simboli¢kih
realnih ili kompleksnih brojeva u ,,0bicne® realne ili kompleksne brojeve.

U izborniku Help najvaznije opcije su Maxima Help za upoznavanje sa radom
programa, Example za prikazivanje primjera rada odredene funkcije i Apropos za
prikazivanje svih funkcija koje su sli¢ne zadanoj funkciji.

Alatne trake sa kontrolama za otvaranje novih prozora sastoji se od 14 sli¢ica
(New document, Open document, Save document, Print document, Configure
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wxMaxima, Cut selection, Copy selection, Paste from clipboard, Find and replace,
Interrupt current computation, Start animation, Stop animation, Show Maxima help)
(vidjeti Sliku 3.1.).

Opcija New Document omogucuje otvaranje nove datoteke.

Opcija Open document omogucuje otvaranje postojece datoteke pohranjene
na Cvrsti ili prijenosni disk.

Opcija Save document omogucéuje pohranu postoje¢e datoteke na Cvrsti ili
prijenosni disk.

Opcija Print document omogucuje ispisivanje datoteke na pisac.

Opcija Configure wxMaxima omogucuje podeSavanje osnovnih postavki
programa Maxima (jezik, font, itd.)

Opcija Cut selection omogucuje ,izrezivanje“ odabranih podataka, odnosno
njihovo brisanje iz komandnoga prozora.

Opcija Copy selection omogucuje kopiranje odabranih podataka.

Opcija Paste from clipboard omoguéuje lijeplienje“ podataka koji se
kopiranjem smjestavaju u meduspremnik.

Opcija Find and replace omogucéuje pronalazak teksta i zamjenu s drugim
odabranim tekstom.

Opcija Interrupt current computation omogucuje prekidanje tekuceg racunanja.

Opcija Start animation omogucuje pokretanje ranije pohranjene animacije.

Opcija Stop animation omogucuje zaustavljanje pokrenute animacije.

Opcija Show Maxima help omogucuje upoznavanje sa radom programa.

Slika 3.1. Izbornik programa Maxima

@ wxMaxima 13.04.2 [ unsaved ] E]@@

File Edit Cell Maxima Eguations Algebra Calculus  Simplify  Plob  Mumeric  Help

& K Al @ @

~

Ready for user input

7



3.3. Pregled funkcija raéunalnoga programa Maxima koristenih pri rjeSavanju
zadataka

Funkcije koriStene u rjeSavanju zadataka u primjerima su expand, diff,
solve, hessian, determinant, float, max, abs i at.[3]

Funkcija expand omogucéava ispis proSirenoga zapisa simboli¢kih objekata
(funkcija, algebarskih izraza, simboli¢kih brojeva itd.). Stoga je jedini argument ove
funkcije neki simbolicki objekt.

Funkcija di f£ vra¢a derivaciju funkcije. Kao argument ove funkcije nuzno se
navodi funkcija koju treba derivirati. Kao ostali argumenti mogu se navesti broj
derivacije, varijabla po kojoj se derivira (u slu€aju funkcije vise varijabli) itd.

Funkcija solve vraca rjeSenje algebarske ili nealgebarske jednadzbe. Kao
argumenti ove funkcije navode se algebarski izraz koji zadaje jednadzbu, te varijabla
koja oznaCava nepoznanicu u jednadzbi.

Funkcija hessian izraCunava Hesseovu matricu funkcije dviju varijabli.
Argumenti te funkcije su realna funkcija (barem) dviju realnih varijabli, nazivi varijabli i
rangovi varijabli. Rangirati varijable zna&i navesti koja varijabla je prva, koja druga itd.
(npr. ako je z= f(x, y), onda je prva varijabla x, a druga varijabla y).

Funkcija determinant izraunava determinantu kvadratne realne matrice.

Funkcija £1loat pretvara simboliCke realne ili kompleksne brojeve u ,obi¢ne*
realne ili kompleksne brojeve s kojima se dalje moze racunati kao s brojevima, a ne
kao sa simboli¢kim objektima. Jedini argument te funkcije je simboli¢ki broj kojega
treba ,pretvoriti“ u ,,obi¢an“ realan broj.

Funkcija max vraca najveéi element konacnoga podskupa skupa realnih
brojeva. Jedini argument te funkcije je konaéni podskup skupa realnih brojeva.

Funkcija abs vrac¢a apsolutnu vrijednost realnoga ili kompleksnoga broja.
Jedini argument te funkcije je realan, odnosno kompleksan bro;j.

Funkcija at namijenjena je uvrstavanju simboli¢kih vrijednosti (brojeva) u
simboli¢ki izraz, odnosno raCunanju vrijednosti funkcije u toCki koja pripada njezinu
prirodnu podrucju definicije.



4. PRIMJENA RACUNA VISE VARIJABLI NA FUNKCIJE TROSKOVA, PRIHODA,
PROFITA | POTRAZNJE

4.1. Primjer 1.

Prodavaonica mjeSovite robe ,Sve za malo kuna“ u Frkljevcima nudi dvije
vrste soka od jabuke: ,Jabucko® Cija je nabavna jedini¢na cijena 40 n.j. i ,Applejuice*
¢ija je nabavna jedini¢na cijena 50 n.j. Na temelju analize trzista procijenjeno je da ¢e
prodaja soka ,Jabucko® po jediniCnoj cijeni od x n.j. i soka ,Applejuice* Cija je
jedini¢na cijena y n.j. rezultirati dnevnom prodajom od priblizno 72 - 4.5 - x+ 3 - y
bocdica ,Jabucka“ i 86 + 7 - x - 7.3 - y boCica soka ,Applejuice”. Treba odrediti
jedini¢ne cijene obiju vrsta soka tako da dobit od prodaje sokova bude maksimalna.
Pritom optimalne vrijednosti varijabli xi y moraju biti nenegativni cijeli brojevi. [9]

Ukupna dnevna dobit dobiva se zbrajanjem dobiti od prodaje soka ,Jabucko® i
dobiti od prodaje soka ,Applejuice”. Dnevna dobit od prodaje svakoga pojedinoga
soka izraCunava se mnozenjem razlike prodajne i nabavne cijene toga soka s
ukupnom dnevnom prodanom koli¢inom toga soka.

Neka je Ci(x, y) funkcija koja oznaCava razliku prodajne i nabavne cijene soka
~Jabucko". Ocito je:

Ci(x, y) = x - 40.
Neka su Pi(x, y) i Qi(x, y) funkcija koja oznacava ukupnu dnevnu dobit nastalu
prodajom soka ,Jabucko“, odnosno funkcija koja ozna€ava ukupnu dnevnu prodanu
koli€inu toga soka. Prema podatcima iz zadatka je:
Qi(x, ) =72-45-x+3 -y,
pa ukupna dnevna dobit iznosi:
Pi(x, y) = Ci(X) - Qu(x, ¥) =(x-40)-(72-45-x+3 - y).

Ove funkcije upisuju se u program Maxima. Nakon pokretanja programa u prvi
redak se upisuje funkcija koja oznacava razliku prodajne i nabavne cijene soka
,~Jabucko":

Cl(x,vy):=x—-40;
Pritisne se tipka Enter. Potom se u novi redak upisuje funkcija ukupne dnevne
prodane koli€ine soka ,Jabucko:
Ql(x,y):=72-4.5*x+3*y;

9



Pritisne se tipka Enter. U novi redak upisuje se funkcija ukupne dnevne dobiti nastale
prodajom soka , Jabu¢ko:
P1(x,y):=Cl(x,y)*Ql(x,vy);
Za ispis propisa funkcije Pi(x, y) koristi se funkcija expand. U novi redak se utipka:
expand (P1(x,vy));
Pritisne se tipka Enter. Maxima Ce ispisati:
3xy-120y-4.5x*+252.0x-2880

(vidjeti Sliku 4.1.).

Slika 4.1. Zadavanje funkcija Ci, Qs i Py u Primjeru 1.

& woaMaxima 13.04.2 [ unsaved® ]

File Edit Cell Maxima Egquations Algebra Calculus  Simplify  Plob Mumeric Help
=l | [*] a8 = \
&@3¥ &K « E & & 0] ©

7 511y Clix,y) i=x—-40;
(501) Clix,y):=x-40

7 (%i2) O1(x,y)1=72-4.5%x+3 vy
(502) Qlix,y)l:=72-4.5x+3 v

7 1513) P1ix,y) :=CLix,v) %01 (%, ¥)
(503) Plix,yl:=Clix,yv)Qlix, v

7 (%14) expand(F1(x,v]];

(504) 3 xy-120 y-4.5 x% +252.0 x -25860

Dakle,
Pi(x, ) =3-x-y-120-y-4.5. X + 252 - x - 2880.
Analogno se postupi i u slucaju soka ,Applejuice’. Neka je Co(x,y) funkcija koja
oznacava razliku prodajne i nabavne cijene soka ,Applejuice”. OCito je:
Ca(y) = y - 50.
Neka su Po(x, y) i Qu(x, y) funkcija koja oznaCava ukupnu dnevnu dobit nastalu
prodajom soka ,Applejuice’, odnosno funkcija koja oznaava ukupnu dnevnu
prodanu koli€inu toga soka. Prema podatcima iz zadatka je
Qx(X, y)=86+7-x-7.3"Y,

pa ukupna dnevna dobit iznosi:
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Py(x, y) = Cao(y) - Quo(X, y) = (y-50) - (86 + 7 - x-7.3 - y).
Ove funkcije upisuju se u program Maxima. U novi redak se upisuje funkcija
razlike prodajne i nabavne cijene Cu(x,y):
C2(x,y) :=y—50;
Pritisne se tipka Enter. Potom se u novi redak upisuje funkcija ukupne dnevne
prodane koli¢ine Qx(x, y):
Q2 (x,y) :=86+T7*x-7.3*y;

Pritisne se tipka Enter. U novi redak upisuje se funkcija ukupne dnevne dobiti
Pa(x, y):

P2(x,y):=C2(x,y)*Q2(x,vy);
Za ispis propisa funkcije Pz(x, y) u novi redak se utipka:

expand (P2 (x,vy));

Pritisne se tipka Enter. Maxima Ce ispisati:

-7.3y°+7xy+451.0y-350x-4300
(vidjeti Sliku 4.2.).

Slika 4.2. Zadavanje funkcija Cs, Qzi P> u Primjeru 1.

& wocMaxima 13.04.2 [ unsaved® ]

File Edit Cell Maxima Equations Algebra Calculus  Simplify  Plok Mumeric Help

7 (%151 €2 (x, v} 1=y-50;
[505) CEix,v)l:=v-350

7 (516 Q2 (X, ¥) i=864+7Fx-7.3%y;
(506) QZix,y):=86+7 x+(-7.3) v

4 (517) P2ix,v) 1=C2(x,¥) "Q2 (X, ¥):?
[(%07) Palx,vir=Calx,vI08(x, v

7 (5i8) expand (P2 (x,¥)):
(508) -7.3 y*+7 x v +451.0 v 350 x—4300

Dakle,
Pa(x,y) =-7.3- ¥ +7-x-y+451.y-350- x-4300.
Neka je P(x, y) funkcija ukupne dobiti nastale prodajom obiju navedenih vrsta

sokova. Tada je:
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P(x, y) = Pi(x, y) + Pa(x, y).
U novi redak programa Maxima utipka se:
P(x,vy):=P1(x,y)+P2(x,V);
Pritisne se Enter. Za ispis propisa funkcije P u novi redak se utipka:
expand (P (x,y));
Pritisne se Enter. Maxima Ce ispisati:
-7.3y*+10xy+331.0y-4.5x°-98.0x-7180

(vidjeti Sliku 4.3.).

Slika 4.3. Odredivanje funkcije P u Primjeru 1.

@ wxMaxima 13.04.2 [ unsaved* |

File Edit Cell Maxima Equations algebra Calculus  Simplify Plob Mumeric Help
¥ | ¥ oL =
(@3 @£ ~ 8 & O] ©

7 (513) Pix,y) :=P1{x,y) +PZ (x, 7] ;

i509) Pla,v)l=Plizx,v)+Fi(x, v

L7 15110y expand (P (x,v)):

(50101 -7.3 y2+10 x v +331.0 v -4.5 x° -98.0 x -7180

Dakle,

Px,y)=-45-X-73 -y +10-x-y-98- x+ 331 . y-7180.
Da bi se odredili lokalni ekstremi funkcije P, najprije je potrebno odrediti obje
parcijalne derivacije te funkcije. Neka su Py i P, redom parcijalna derivacija funkcije P
po varijabli x, odnosno varijabli y.
Najprije se odreduje Py U novi redak programa Maxima utipka se:

Px (x,y) :=diff (P(x,Vv),X);
Pritisne se tipka Enter. Za ispis propisa funkcije Px u novi redak se utipka:
expand (Px(x,vy));
Pritisne se tipka Enter. Maxima Ce ispisati:
10y-9.0x-98.0
Dakle,
Pdx, y)=-9-x+10 - y-98.

U nastavku se odreduje P,. U novi redak programa Maxima se utipka:

12



Py (x,y) :=diff (P(x,yY),VY)
Pritisne se tipka Enter. Za ispis propisa funkcije P, u novi redak se utipka:
expand(Py(x,vy))
Pritisne se tipka Enter. Maxima Ce ispisati:
~14.6y+10x+331.0
(vidjeti Sliku 4.4.).

Slika 4.4. Odredivanje funkcija Pxi P, u Primjeru 1.

i wxMaxima 13.04.2 [ unsaved* ]

File Edit Cell Maxima Equations Algebra Calculus  Simplify  Plob Mumeric Help
. [ * 3,
(@3 & &« B & O > O ©

L~ [%111) Pxix,v) :=diff (P (x,v).x):
(%0ll) Pxrix, v):=diffiPlx, v,z

7 1%i12) expand(Px(x,y)):
(5012) 10 ¥ -9.0 x -98.0

T

1%113) Py(®,y) :=diff (P (x,¥v),¥):
(%013) Pyix,v):=diff(PFix, v),v]

~]

(3114) expand(Py(x,¥v]]:
i¥0ld) -14.6 y+10 x+331.0

Dakle,
Py(x,y)=10- x-14.6 - y + 331.
Stacionarne tocke su rjeSenja sustava jednadzbi:
Pxx,y) =0
Py(x, y) =0.

U ovom slucaju to je sustav:
-9-x+10-y-98=0
10- x-14.6-y+ 331 =0.

U izborniku se odabere opcija Equations i njezina podopcija Solve (vidjeti Sliku 4.5.).
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Slika 4.5. Opcija Equations i njezina podopcija Solve

i@ wxMaxima 13.04.2 [ unsaved* ]

File Edit Cell Maxima NasNEREGEN Algebra  Calculus  Simplify Plab Numeric Help

E%_ :a‘_'- = Q h .l'".\ _
D — = Solve (to_poly)... I n @
= Find Roat. ..

(¥111) Px(x
- ! :I (%:7) Roots of Palynomial
(%0ll) Pxix,¥) Roots of Palynomial (bFloat)
Roots of Palynomial (Real)
[~ {%i12) expand| Solve Linear System. ..
(012) 10y -9. Solve Algebraic Svstem...

L Elirninate Yariable. ..

I Initial Yalue Problem {13...

(013} Pylz, v Initial Yalue Problem (2)...
Boundary Value Problem. ..

7 e
L (¥114) expand| Solve ODE with Laplace. ..

(%0ld] -14.6 ¥ abvalue...

U pravokutnik pored natpisa Equation(s) u prozorCic¢u Solve upisuje se:
Px(x,y),Py(x,y)
U pravokutnik pored natpisa Variable(s) u prozorc€iéu Solve upisuje se:

X,y
(vidjeti Sliku 4.6.).

Slika 4.6. Upisivanje u podopciju Solve u Primjeru 1.

i wixMaxima 13.04._2 [ unsaved™ ]

File Edit Cell Maxima Eguations Algebra Calculus  Simplify  Plob Mumeric  Help
= o= =
@3 &« VB8 @0 > O ©

L~ [%111) Puix,v) :=diff (Pix,v) . =)
(%0ll) Pxix,v):=diffiPix, ], x]

L7 (5112) expand (Fx(x,v)) :

(%0l2) 10y -9.0 x-98
— Solve

7 (5113) Pyi®,v) :=diff || Equation(s): |PKEK;?];PE’(K;E’] |

{5013 Pyix,y)s=diff
L Variableds): |K;? |

7 (%i14) expand (Pyix, v [
($0ld] —14.6 v +10 x+




Klikne se na OK. Maxima ¢e ispisati:

rat: replaced -4.5 by -9/2 = -4.5
rat: replaced -4.5 by -9/2 = -4.5
rat: replaced -7.3 by -73/10 = -7.3
rat: replaced -7.3 by -73/10 = -7.3

[[x=9396/157,y=9995/157]]

9396 9995}

Dakle, stacionarnatoCkaje T =| —,——
157 157

Treba provijeriti je li tocka T ujedno i to¢ka lokalnoga maksimuma funkcije P. U tu se
svrhu rauna pripadna Hesseova matrica. U novi redak programa Maxima utipka se:
H:hessian(P(x,y), [x,y]);

Pritisne se tipka Enter. Maxima Ce ispisati:
-9.0 10
10 -14.6

-9 10
H = .
10 -14.6

Potom se odredi determinanta matrice H. U novi redak programa Maxima utipka se:

Dakle,

determinant (H) ;
Pritisne se tipka Enter. Maxima Ce ispisati:
31.40000000000001
ZakljuCuje se da je Hi1 = - 9 < 0 i det(H) = 31.4 > 0, pa je T to¢ka lokalnoga
maksimuma funkcije P.
Koordinate tocke T treba zapisati kao decimalne brojeve. U novi redak programa
Maxima utipka se:
float ([x=9396/157,y=9995/157]) ;
Pritisne se tipka Enter. Maxima Ce ispisati:
[x=59.84713375796179, y=63.66242038216561]
(vidjeti Sliku 4.7.).
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Slika 4.7. IzraCun stacionarne to¢ke i pripadne Hesseove matrice u Primjeru 1.

i wxMaxima 13.04.2 [ unsaved* |

File Edit Cell Maxima Equations Algebra Calculus  Simplify  Plok Mumeric Help
. 5 *| P
(1@3® e « B8 & & > O ©

7 (5115) solve([Px{x, v, Fyix,v)1, [xv]);

rat: replaced -4.5 by -3/2 = —4.5
rat: replaced —-4.5 by —-23/2 = —4.5
rat: replaced -7.3 by 73510 = -7.3
rat: replaced -7.3 by -73710 = -7.3
. 9396 9995
i%ols) I[X=ny=ﬁj'}

” [%1le) H:hessian(Pi(x,v),[®,¥]):
-s.0 10
[%0l6)
10 -l14.6
[ %117 determinant (H) :
[%0l7) 31.40000000000001

7 (%118) float ([x=9396/157, y=9995/1571] ;
(018) [x=59.84713375796179 , v=(3.66242038216561 ]

Buduci da optimalne vrijednosti trebaju biti nenegativni cijeli brojevi, moguci su

sljedeci slucajevi:

1.) x* =59, y* =63;

2.) x* =59, y* =64;

3.) x* =60, y* =63;

4) x* = 60, y* = 64.
Optimalna dnevna dobit jednaka je najvecoj od Cetiriju vrijednosti: P(59, 63), P(59,
64), P(60, 63) i P(60, 64). U novi redak programa Maxima utipka se:

Pmax=max (P (59,63),P(59,64),P(60,63),P(60,64));
Pritisne se tipka Enter. Maxima Ce ispisati:
Pmax=423.2000000000002

(vidjeti Sliku 4.8.).
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Slika 4.8. Izracun optimalne dnevne dobiti u Primjeru 1.

i@ wxMaxima 13.04.2 [ unsaved* ]

File Edit Cell Maxima Equations Algebra Calculus  Simplify  Plob Mumeric Help
[ | ¥ 1 \
D =¥ = & o B EE@ @ @

(%119) Pmax=max (P (59,63 ,P(59,64),P(60,63),P(60,64) ) ;
{5019 Pmax=423.2000000000002

Dakle, maksimalna dnevna dobit iznosi 423.2 n.j. Lako se provjeri da je
P(60, 64) = 432.2, pa se zakljuCuje da se maksimalna dnevna dobit moze ostvariti
prodajom sokova ,Jabucko po jedini€noj cijeni od 60 n.j. i sokova ,Applejuice“ po

jedini€noj cijeni od 64 n.|.

4.2. Primjer 2.

Tvrtka ,KrkoSija d.d.“ iz Magadenovca proizvodi vino na dvije lokacije:
Malinovac i Sljivogevci. U Malinovcu se proizvodi vino ,Blatina“ &ija je jediniéna cijena
28 n.j., a troSkovi proizvodnje 0.17 - X2 + 2 - x + 740, gdje je x obujam vina (iskazan u
litrama). U éljivoéevcima se proizvodi vino ,,Crijenak” Cija je jedini¢na cijena 28 n.j., a
troSkovi proizvodnje 0.08 - y2+ 4 - y + 523, gdje je y obujam vina (iskazan u litrama).
Treba odrediti koliine vina koje treba proizvesti na svakoj lokaciji tako da ukupna
dobit od prodaje obiju vrsta vina bude maksimalna. Pritom optimalne vrijednosti
varijabli xi y moraju biti nenegativni cijeli brojevi. [10]
Ukupna dobit dobiva se oduzimanjem ukupnih troskova proizvodnije obiju vrsta
vina od prihoda nastaloga prodajom obiju vrsta vina. Ukupni troSkovi proizvodnje
obiju vrsta vina jednaki su zbroju troSkova proizvodnje vina ,Blatina" i troSkova
proizvodnje vina ,,Crljenak".
Neka je Ci(x, y) funkcija koja oznacava troSkove proizvodnje vina ,Blatina".
Ocito je:
Ci(x, ) =017 - X2 + 2 - x+ 740.

Neka je Co(x, y) funkcija koja ozna€ava troSkove proizvodnje vina ,Criljenak”. OCito je:
Co(x, y) =0.08 - y2+ 4 - y+ 523

pa ukupni troSkovi proizvodnje obiju vrsta vina iznose:

C(X! .y) = C1(X5y) + Cz(X’ .y)
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Ove funkcije upisuju se u program Maxima. Nakon pokretanja programa u prvi
redak se upisuje funkcija koja oznac¢ava trosSkove proizvodnje vina ,Blatina” :
Cl(x,y):=0.17*x"2+2*x+740;
Pritisne se tipka Enter. Potom se u novi redak upisuje funkcija koja oznafava
troSkove proizvodnje vina ,Criljenak":
C2(x,y):=0.08*y"2+4*y+523;
Pritisne se tipka Enter. U novi redak upisuje se funkcija ukupnih troSkova proizvodnje
obiju vrsta vina:
C(x,y):=Cl(x,vy)+C2(x,Vy);
Za ispis propisa funkcije C(x, y) u novi redak se utipka:
expand(C(x,y));
Pritisne se tipka Enter. Maxima Ce ispisati:
0.08y2+4y+0.17x*+2x+1263
(vidjeti Sliku 4.9.).

Slika 4.9. Zadavanije funkcija Cy, Coi C u Primjeru 2.

@ wxMaxima 13.04.2 [ unsaved* ]

File Edit Cell Maxima Equations Algebra Calculus  Simplify  Plob Mumeric Help
. § * P =
@3 & « 0O 6 O ] (2)

7 wi1) Cliw, ) :=0.17%x*242 *x4740;

(01) Clix,y):=0.17 x° +2 x+740

7 twizy Cziw,y):=0.08%y Z+4%y+523;
{502) CZiz,y):=0.08 v +4 v +523

F [513) Cix,y):=Clix, ¥y +C2 (x, ¥
[(%03) Clx,wv):=Clix,v)I+Ci({x,v)

[ i514) expand(Cix,v)):

(504) 0.08 % +4 y+0.17 2% +2 x+1263

Dakle,
C(x,y)=0.08-yP+4-y+017 - ¥ +2- x+ 1263.
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Neka je R(x,y) funkcija koja ozna€ava prihode od prodaje obiju vrsta vina. Jedini¢na
cijena vina ,Blatina“ je 28 n.j., pa se prodajom x litara toga vina ostvari prihod od 28 -
- x n.j. Jedini€na cijena vina ,Crljenak” je 27 n.j., pa se prodajom y litara toga vina
ostvari prihod od 27 - y n.j. Stoga je ukupan prihod nastao prodajom obiju vrsta vina:

R(x,y) =28+ x+27"y.
Neka je P(x, y) funkcija ukupne dobiti nastale prodajom obiju vrsta vina. Tada je:

P(x, y) = R(x, y) - C(x, y).

U novi redak programa Maxima utipka se:

R(x,y) :=28*x+27*y;

Pritisne se Enter. U novi redak se utipka:
P(x,y) :=R(x,y)-C(x,v);
Pritisne se Enter. Za ispis propisa funkcije P u novi redak se utipka:
expand(P(x,vy));
Pritisne se Enter. Maxima Ce ispisati:
-0.08y°+23y-0.17x°+26x-1263

(vidjeti Sliku 4.10.).

Slika 4.10. Zadavanije funkcija Ri P u Primjeru 2.

@ wxMaxima 13.04.2 [ unsaved* |

File Edit Cell Maxima Equations Algebra Calculus  Simplify  Plot Mumeric  Help
= | 5 @ =
(&@3® &K « B & & m (2)

L~ [%315) Rix,v) :=28%x4+27%y:
[(505) Rix,v) =28 x+27 v

- isie) Plx,¥):=Rix,v)-Cix,¥):
(508) Plx,vl:=Rix,v)-Clx,v)

" (54i7) expand (P (x,v)];

(507) -0.08 yZ+23 v-0.17 x% +26 x - 1263

Dakle,
P(x,y)=-0.17 - xX*-0.08- )? + 26 - x + 23 - y - 1263.
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Da bi se odredili lokalni ekstremi funkcije P, najprije je potrebno odrediti obje
parcijalne derivacije te funkcije. Neka su Py i P, redom parcijalna derivacija funkcije P
po varijabli x, odnosno varijabli y.
Najprije se odreduje Py U novi redak programa Maxima utipka se:
Px(x,y) :=diff (P(x,y),X);
Pritisne se tipka Enter. Za ispis propisa funkcije Px u novi redak se utipka:
expand (Px(x,vy));
Pritisne se tipka Enter. Maxima Ce ispisati:
26-0.34*x
Dakle,
P«(x, y) =-0.34 - x+ 26.
U nastavku se odreduje P,. U novi redak programa Maxima utipka se:
Py (x,y) :=diff (P(x,V),V);
Pritisne se tipka Enter. Za ispis propisa funkcije P, u novi redak se utipka:
expand(Py(x,vy))
Pritisne se tipka Enter. Maxima Ce ispisati:
23-0.16y
(vidjeti Sliku 4.11.).

Slika 4.11. Odredivanje funkcija Pxi P, u Primjeru 2.

® wxMaxima 13.04.2 [ unsaved® |

File Edit <ell Maxima Equations Algebra Calculus  Simplify  Plob Mumeric  Help
¥ 7 *| =L —
@3 &K &« B & © O ©

[ [318) Px(x¥,vw) :=diff (P (x,v).,®):

[%308) PHlx,y):=diff(Plx,v), x)

" 15i9) expand(Px(x,v)):
(500) 26-0.34 x

7 (5110) By ix,v) =diff (F(x,7),7)
i(50l0) Pylx, v :=diff(Plx, ¥v], ¥I

7 %11y expand (Fvix, ¥l :
{20ll] 23 -0.16 v

Dakle,
Py(x, y)=-0.16 - y + 23.
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Stacionarne tocke su rjeSenja sustava jednadzbi:
Px(x, y) =0
Py(x, y) = 0.
U ovom slucaju to je sustav:
-0.34-x+26=0
-0.16-y+23=0.
U izborniku se odabere opcija Equations i njezina podopcija Solve (vidjeti Sliku
4.12).

Slika 4.12. Opcija Equations i njezina podopcija Solve

@ wxMaxima 13.04.2 [ unsaved* |
File Edit Cell i

EIOEY

Numeric  Help

Simplify  Plak

'I.D @.

Maxima Ml algebra  Calculus

Solve (bo_paly)...

Find Rook, ..

Foots of Palynomial

[(%08) Pxix,3) Rootsof Polynomial (bFloat)
Roots of Polvnomial (Real)

= (+19) expand| Solve Linear Swskem. .,

L Solve Algebraic Swyskem. .,

{09 26-0.34

7 tsim) Pxix, v

Eliminate Yariable. .,

ra Solve ODE. ..
L (51100 By (x,¥] Initial Yalue Problem (13...
(%0100 Pyix.w)  Initial Yalue Problem (2)...

Boundary Walue Problem. ..

- [%111l] expand(] Salve ODE with Laplace. ..
[%0ll) 23 -0.14 ak Yalue, .,

U pravokutnik pored natpisa Equation(s) u prozorCic¢u Solve upisuje se:
Px (x,y) ,Py(x,Vy)
U pravokutnik pored natpisa Variable(s) u prozorc€iéu Solve upisuje se:
X,y
(vidjeti Sliku 4.13.).
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Slika 4.13. Upisivanje u podopciju Solve u Primjeru 2.

File Edit Cell Maxima Equations Algebra Calculus  Simplife  Plob Mumeric Help
= *| o
@3 &S o« VB & O > O @

L~ [518) Pxi{x,v):=diff (Pi(x,v],=x):

(508) Pxix,v) :=diff(Pl{x,v), x)

7 12499 expand(Pxix,v)):
(%00) 26-0.34 x

L Solve E:

[~ (51107 Py ix,v) :=diff| Equation(s): |PK [, v Pyix, vl |
(50l0) Pylx, v) :=dif]

L Yatiable(s): (%, ¥ |

,_?' (%i11) expand(Pyix, v [ oc | [ coneal |

{0ll) 23 -0.16 y

Klikne se na OK. Maxima ¢e ispisati:

rat: replaced -0.34 by -17/50 = -0.34
rat: replaced —-0.16 by —-4/25 = -0.16
[[x=1300/17,y=575/4]]
. s 1300 575
Dakle, stacionarna to¢ka je T = (TT) .

Treba provijeriti je li toCka T ujedno i to€ka lokalnoga maksimuma funkcije P. U tu se
svrhu rauna pripadna Hesseova matrica. U novi redak programa Maxima utipka se:
H:hessian(P(x,y), [x,v¥]);

Pritisne se tipka Enter. Maxima Ce ispisati:

-0.34 O
0 -0.16
Dakle,
-034 0
H=
0 -0.16

Potom se odredi determinanta matrice H. U novi redak programa Maxima utipka se:

determinant (H) ;

Pritisne se tipka Enter. Maxima Ce ispisati:
0.0544
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ZakljuCuje se da je Hi1 = -0.34 < 0 i det(H) = 0.0544 > 0, pa je T toCka lokalnoga
maksimuma funkcije P.
Koordinate tocke T treba zapisati kao decimalne brojeve. U novi redak programa
Maxima utipka se:
float ([x=1300/17,y=575/4]);

Pritisne se tipka Enter. Maxima Ce ispisati:

[x=76.47058823529412, y=143.75]
(vidjeti Sliku 4.14.).

Slika 4.14. Izracun stacionarne toCke i pripadne Hesseove matrice u Primjeru 2.

i wxMaxima 13.04.2 [ unsaved* ]

File Edit Cell Maxima Equations Algebra Calculus  Simplify  Plob Mumeric  Help
¥ ] *| <L
[1 [:}ﬁil = &é oo Ej &i [gi - O '@E

7 (+i12) solve([Px(x,v),Pyix,v)], [x,v]):

rat: replaced -0.34 by 17750 = —-0.34
rat: replaced -0.16 by —-4/25 = Q.14
1300 575
(%0lZ) {EK=?.’Y=TJ1:II

L~ [%i13) H:thessian(Pix,vi,[x,v]):

-0.34 a
{0l3)
a -0.1&

7 ({%i14) deterwinant (H) :
{%0ld] O.0544

7 (%i15) flost ([x=1300/17, y=575/4]):
{%0l5) [x=76.47058823520412 , y=143.75]

Buduci da optimalne vrijednosti trebaju biti nenegativni cijeli brojevi, moguci su
sljedeci slucajevi:
1.) X" =76, y* = 143;
2.) xX* =76, y* =144,
3.) x* =77, y*=143;
4) x* =77, y* = 144,
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Optimalna dobit jednaka je najvecoj od Cetiriju vrijednosti: P(76, 143), P(76, 144),
P(77,143) i P(77, 144). U novi redak programa Maxima utipka se:
Pmax=max (P (76,143),P(76,144),P(77,143),P(77,144));
Pritisne se tipka Enter. Maxima Ce ispisati:
Pmax=1384.2
(vidjeti Sliku 4.15.).

Slika 4.15. Izracun optimalne dobiti u Primjeru 2.

i® wxMaxima 13.04.2 [ unsaved* ]

File Edit Cell Maxima Equations Algebra Calculus  Simplify  Plob Mumeric Help
!?i_i. Ed "E'l‘ 5 |
@3 &4 « JE & & ©

(%il6] Pmax=max (P(76,143),P (76,144 ,P(77,143),F (77,144} :
(%0l6) Pmax=1384.2

Dakle, maksimalna dobit iznosi 1384.2 n.j. Lako se provjeri da je P(77, 144) =

1384.2, pa slijedi da treba proizvesti 77 litara vina ,Blatina“ i 144 litre vina ,,Crljenak".

4.3. Primjer 3.

Tvrtka ,,Chipi Chips d.d.“ iz Zagreba proizvodi Cips na dvije lokacije: Sesvete i
Dugo Selo. U Sesvetama se proizvodi €ips ,Chipy” Cija je jediniéna cijena 148.6 n.j.,
a troSkovi proizvodnje 0.001998 - x2 + 3.813 - x + 531.6, gdje je x broj pakiranja Cipsa
(iskazan u komadima). U Dugom Selu se proizvodi Cips ,,Chipsy” Cija je jedini¢na
cijena takoder 148.6 n.j., a troSkovi proizvodnje 0.005698 - y2 + 4.045 - y + 349.6,
gdje je y broj pakiranja Cipsa (iskazan u komadima). Treba odrediti koli€ine Cipsa koje
treba proizvesti na svakoj lokaciji tako da ukupna dobit od prodaje obiju vrsta Cipsa
bude maksimalna uz uvjet da se u Dugom Selu moZe proizvesti najvise 11 000
komada cCipsa. Pritom optimalne vrijednosti varijabli x i y moraju biti nenegativni cijeli
brojevi. [11]

Ukupna dobit dobiva se oduzimanjem ukupnih troSkova proizvodnije obiju vrsta
Cipsa od prihoda nastaloga prodajom obiju vrsta Cipsa. Ukupni troSkovi proizvodnje
obiju vrsta Cipsa jednaki su zbroju troSkova proizvodnje Cipsa ,Chipy" i troSkova
proizvodnije Cipsa ,,Chipsy".
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Neka je Ci(x, y) funkcija koja oznacava troSkove proizvodnje Cipsa ,Chipy".

Ocito je:
Ci(x, y) =0.001998 - x2 + 3.813 - x + 531.6.
Neka je Cx(x, y) funkcija koja oznacava troskove proizvodnje Cipsa ,,Chipsy*. O¢ito je:
Co(x, y) = 0.005698 - y2+ 4.045 - y + 349.6
pa ukupni troSkovi proizvodnje obiju vrsta Cipsa iznose:
C(x, ¥) = Gi(xy) + Co(X, y).

Ove funkcije upisuju se u program Maxima. Nakon pokretanja programa u prvi

redak se upisuje funkcija koja oznacava troskove proizvodnje Cipsa ,,Chipy* :
Cl(x,y):=0.001998*x"2+3.813*x+531.6;
Pritisne se tipka Enter. Potom se u novi redak upisuje funkcija koja oznafava
troSkove proizvodnje Cipsa ,,Chipsy*:
C2(x,y):=0.005698*y"2+4.045*y+349.6;
Pritisne se tipka Enter. U novi redak upisuje se funkcija ukupnih troSkova proizvodnje
obiju vrsta Cipsa:
C(x,y):=Cl(x,vy)+C2(x,Vy);
Za ispis propisa funkcije C(x, y) u novi redak se utipka:
expand(C(x,y));

Pritisne se tipka Enter. Maxima Ce ispisati:

0.005698y2+4.045y+0.001998x°+3.813x+881.2000000000001
(vidjeti Sliku 4.16.).

Slika 4.16. Zadavanije funkcija Cy, Coi C u Primjeru 3.

@ wixMaxima 13.04.2 [ unsaved* ]

Fil=  Edit Cell Maxima Eguations aAlgebra Calculus  Simplify  Plob  Numeric  Help
[ [ 3 S\ =
D 3 id = &% ou D E @ @'

[ i%i1) Clix, v} :=0.001998%x*2+3.513 *x+531.6;

i501) Clix,y):=0.001998 % +3.6813 x+531.6

7 (%12} CZix,y):=0.005698%y"2+4.045+y+349.6;
(502) C2ix,y):=0.0056598 v%+4.045 v +3459.6

L~ [$13) Cix,y):=Clix,¥)+C2ix,7):
[503) Clx,y):=Clix,¥)+C2(x,¥)

7 (%14} expand(Ci(x,¥]):

(%04) 0.005693 yz +4.045 v +0.0019595 x% +3.613 x+5881.2000000000001
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Dakle,
C(x, y) = 0.005698 - y* + 4.045 - y + 0.001998 - X* + 3.813 - x + 881.2.

Analiticki se lako dobije da je slobodni €lan u gornjem polinomu jednak 881.2,
dok Maxima ispisuje 881.2000000000001. Pogreska izra¢una je reda veli¢ine 107" |
posljedica je nacina pohrane simboli¢kih objekata (u ovom je slu¢aju to polinom C) u
memoriji programa.

Neka je R(x,y) funkcija koja oznacava prihode od prodaje obiju vrsta Cipsa.
Jedini¢na cijena ¢Cipsa ,Chipy” je 148.6 n.j., pa se prodajom x komada toga Cipsa
ostvari prihod od 148.6 - x n.j. Jedini¢na cijena Cipsa ,Chipsy" je takoder 148.6 n.j.,
pa se prodajom y komada toga Cipsa ostvari prihod od 148.6 - y n.j. Stoga je ukupan
prihod nastao prodajom obiju vrsta Cipsa:

R(x, y) =148.6 - x+ 148.6 - y.
Neka je P(x, y) funkcija ukupne dobiti nastale prodajom obiju vrsta Cipsa. Tada je:

P(x, y) = R(x, y) - C(x, y).
U novi redak programa Maxima utipka se:
R(x,y):=148.6*x+148.6*y;

Pritisne se Enter. U novi redak se utipka:

P(x,y) :=R(x,y)-C(x,v¥);
Pritisne se Enter. Za ispis propis funkcije P u novi redak se utipka:

expand(P(x,v));
Pritisne se Enter. Maxima Ce ispisati:
-0.005698y*+144.555y-0.001998x*+144.787x-881.2000000000001

(vidjeti Sliku 4.17.).
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Slika 4.17. Zadavanje funkcija Ri P u Primjeru 3.

i@ wxMaxima 13.04.2 [ unsaved* ]

File Edit Cell Maxima Equations Algebra Calculus  Simplify  Plob Mumeric Help

[~

(515 Rix,7):=145.6%x+145.6%y;
{505) Rix,y):=1458.6 x+148.6 v

7 twi6) Pix, vl i=Rix,vi-Cix,v):
(so08) Plx,v1:=Rlx,v)-Clx,¥v)

[ 15171 expand(P(x,v)):

[(¥07) -0.005695 yz +144.555 v -0.001995 x% +144.787 x -681.2000000000001

Dakle,
P(x, y)=-0.001998 - x*- 0.005698 - )2 + 144.787 - x + 144.555 - y - 881.2.

Da bi se odredili lokalni ekstremi funkcije P, najprije je potrebno odrediti obje
parcijalne derivacije te funkcije. Neka su Py i P, redom parcijalna derivacija funkcije P
po varijabli x, odnosno varijabli y.

Najprije se odreduje Py U novi redak programa Maxima utipka se:
Px(x,y) :=diff (P(x,y),X);
Pritisne se tipka Enter. Za ispis propisa funkcije Pxu novi redak se utipka:
expand (Px(x,vy));
Pritisne se tipka Enter. Maxima Ce ispisati:
144.787-0.003996*x
Dakle,

Py(X, y) = - 0.003996 - x + 144.787.

U nastavku se odreduje P,. U novi redak programa Maxima utipka se:
Py (x,y) :=diff (P(x,V),VY);
Pritisne se tipka Enter. Za ispis propisa funkcije P, u novi redak se utipka:
expand (Py (x,y))
Pritisne se tipka Enter. Maxima Ce ispisati:
144.555-0.0113%96y
(vidjeti Sliku 4.18.).
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Slika 4.18. Odredivanje funkcija Pxi P, u Primjeru 3.

i@ wxMaxima 13.04.2 [ unsaved* ]

File Edit Cell Maxima Equations Algebra Calculus  Simplify Plob Numeric  Help

L~ [518) Pxix,v):=diff (Pi(x,v] ., =x]:
(508) Pxix,v):=diff(Pix.,v)., x]

7 1519) expand (Px(x, %)) :
{$00) 144.787 -0.003996 x

L (%110) Pwix,v) :=diff (P (x,¥), ¥
i%0ll) Pywix,v):=diff(Plx,v], v]

7 (%i11) expand (Py(x, )] :
(5011) 144.555-0.011396 y

Dakle,
P,(X, y) = - 0.011396 - y + 144.555.

Stacionarne tocke su rjeSenja sustava jednadzbi:
Px(x, y) =0
Py(x, y) = 0.
U ovom slucaju to je sustav:
- 0.003996 - x + 144.787 =0
- 0.003996 - x + 144.787 = 0.
U izborniku se odabere opcija Equations i njezina podopcija Solve (vidjeti Sliku
4.19.).
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Slika 4.19. Opcija Equations i njezina podopcija Solve

i wxMaxima 13.04.2 [ unsaved* |
File Edit Cell Maxima NesMEEEGEN Algebra  Calculus

&® &5

7 tsim) Pxix, v

Simplify  Plot Mumeric Help

Vb o ——— | @

Sobve (bo_pakd...
Find Roat. ..
Roots of Polynaomial

(x08) Px{x,3)| Rootsof Polynomial (bfloat)
Roots of Polynaomial {Real)

A o a Solve Linear System. ..
i EXpan
L (%13] P l: Solve Algebraic System. ..

(¥08) 144.787 Eliminate Yariable. ..

ra Solve CDE. ..
L (51100 Py(x,¥] Initial Walue Problem (13...
(%0l0) Pyix, ¥)  Initial value Problem (23,

Boundary Walue Problem, ..

F [%111) expand(] Salee ODE with Laplace...
[%0ll) 144.555 akvalue,

U pravokutnik pored natpisa Equation(s) u prozorCic¢u Solve upisuje se:
Px (x,y) ,Py(x,Vy)
U pravokutnik pored natpisa Variable(s) u prozorc€iéu Solve upisuje se:
X,y
(vidjeti Sliku 4.20.).

Slika 4.20. Upisivanje u podopciju Solve u Primjeru 3.

i woeMaxima 13.04.2 [ unsaved* ]

File Edit el Maxima Equations Algebra Calculus  Simplify  Plob Mumeric Help

B} X « (B OO0 @
[~

[%18) Pxi(x,v):=diff(P(=,¥v),.x):

(508) Pxix,v):=diff(P(x, v, x)

7 (%19) expand(Fx(x,v)]):

[209) 144.757 -0.003 58 =
- Solve B

- (%110) Py i(x,v¥) :=diff| Fquationis): |Pxix,?J;P?E:-C;?J

[(%0l0) Pvix, ) :=difd
L Yariable(s): |K;‘EF |

L7 %111} expand (Pyix, v [

0K, ][ Cancel ]
(%¥0l1l) 144.555-0.011




Klikne se na OK. Maxima ¢e ispisati:
rat: replaced 144.787 by 144787/1000 = 144.787
rat: replaced —-0.003996 by —-999/250000 = -0.003996
rat: replaced 144.555 by 28911/200 = 144.555
rat: replaced -0.011396 by -2849/250000 = -0.011396
[[x=36196750/999, y=36138750/2849]]

Dakle, stacionarna to¢ka je T = 36196750,36138750 .
99 2849

Treba provijeriti je li toCka T ujedno i to¢ka lokalnoga maksimuma funkcije P. U tu se
svrhu rauna pripadna Hesseova matrica. U novi redak programa Maxima utipka se:
H:hessian(P(x,y), [x,y]);

Pritisne se tipka Enter. Maxima Ce ispisati:

-0.003996 o
o -0.011396

Dakle,

. -0.003996 0
B 0 —-0.0011396 |

Potom se odredi determinanta matrice H. U novi redak programa Maxima utipka se:
determinant (H) ;
Pritisne se tipka Enter. Maxima Ce ispisati:
4.5538416000000001 10°°
Zaklju€uje se da je H;1 = -0.003996 < 0 i det(H) = 0.000045538416000000001 > 0,
pa je T toCka lokalnoga maksimuma funkcije P.

S manjom precizno$éu izragéuna (npr. s toénoséu od 1072 ili 107%) bi se mogao
izvesti zaklju¢ak da je det(H) = 0 i da T nije lokalni ekstrem funkcije P. Zbog toga ovaj
primjer izvrsno ukazuje na nuznost racunanja ,kontrolnih“ podataka (konkretno,
determinante matrice H) na veci broj decimalnih mjesta.

Koordinate toCke T treba zapisati kao decimalne brojeve. U novi redak
programa Maxima utipka se:

float ([x=36196750/999,y=36138750/28491) ;
Pritisne se tipka Enter. Maxima Ce ispisati:
[x=36232.98298298298, y=12684.71393471394]
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(vidjeti Sliku 4.21.).

Slika 4.21. IzraCun stacionarne toCke i pripadne Hesseove matrice u Primjeru 3.

@ wxMaxima 13.04.2 [ unsaved* ]

File Edit Cell Maxima Equations Algebra Calculus  Simplify  Plob Mumeric Help
= ]l <L —
D 7 % = &% ) E] D@ @ (] @'

7 (xil2) solve{[Px(x,¥),Pyix,v11, [x,7]);

rat: replaced 144.787 by 14478771000 = 144,787

rat: replaced -0.00399¢ by -2959/280000 = -0.003994
rat: replaced 144.85858 by 289117200 = 144,555
rat: replaced —-0.011396 by -Z28427250000 = —-0.011394
. 36196750 36138750
(¥o0l2) [ lx 395 P ¥ P 11

L~ [%1l3) H:hessian(Pix,v),[x,v]):

-0.0033395 ul
(%al3)
a -0.0113%&

[ (%i14) determinant (H) :

(%o0ld) 4.5538416000000001 107%

7 (%115) float([x=36196750/9599, y=36135750/2549] ] ;
(0l5) [x=36232.98208298295 , y=12684.71393471394 J

Buduéi da se na drugoj lokaciji moZe proizvesti najvise 11 000 komada Cipsa i
da optimalne vrijednosti trebaju biti nenegativni cijeli brojevi, moguc¢i su sljedeci
sluc€ajevi:

1.) x* = 36232, y* = 11000;

2.) x* = 36233, y* = 11000.
Optimalna dobit jednaka je najvec¢oj od dviju vrijednosti: P(36232, 11000), P(36233,
11000). U novi redak programa Maxima utipka se:

Pmax=max (P (36232,11000),P(36233,11000)) ;
Pritisne se tipka Enter. Maxima Ce ispisati:
Pmax=3522798.253577999

(vidjeti Sliku 4.22.).
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Slika 4.22. Izracun optimalne dobiti u Primjeru 3.

i@ wxMaxima 13.04.2 [ unsaved* ]

File Edit Cell Maxima Equations Algebra Calculus  Simplify  Plot Mumeric  Help
¥ L ¥ oL 9
&3 &KX «~ /O d O (2)

(%i16) Pmax=max (P (36232,11000),F (36235,11000) ) ;
{%0l6) Pmax=35227958.253577999

Dakle, maksimalna dobit iznosi 3 522 798.25 n.j. Lako se provjeri da je
P(36233, 11000) = 3 522 798.25, pa slijedi da treba proizvesti 36233 komada Cipsa
,Chipy* i 11000 komada Cipsa ,,Chipsy".

lako su prodajne cijene obiju vrsta Cipsa jednake, optimalan plan predvida vise
nego trostruku proizvodnju Cipsa ,Chipy* u odnosu na proizvodnju Cipsa ,,Chipsy".
Razlog tome su funkcije troSkova Ci i C,. Proizlazi da bi, radi uravnotezenja
proizvodnje na objema lokacijama, tvrtka trebala razmotriti reduciranje troSkova
proizvodnje u Dugom Selu. To se danas uistinu i €ini u praksi, pri €¢emu se najprije

nastoje reducirati ukupni troSkovi radne snage, odnosno place radnika.

4.4. Primjer 4.

Tvrtka ,Stilko d.d.“ iz Pozege bavi se proizvodnjom motornih pila. Uprava
tvrtke namjerava izgraditi novo skladiste tako da zbroj udaljenosti od toga skladista
do triju najvaznijih klijenata tvrtke bude $to manji. Ako se pretpostavi da se klijenti
nalaze u to¢kama A = (2,10), B = (0,0) i C = (16,1), treba odrediti u kojoj tocki W
treba izgraditi skladiste. [12]

Neka je W = (x,y) trazena toCka. Primijeni se formula za izraunavanje
udaljenosti izmedu dviju toaka Ty = (x1, y1) i To = (X2, y2) U pravokutnom

koordinatnom sustavu u ravnini:

d(T,.T,) =(x, = x) + (3, = y,)" .
U zadatku se trazi minimiziranje zbroja d(A, W) + d(B, W) + d(C, W). Taj zbroj ¢e
poprimiti najmanju vrijednost ako i samo ako zbroj [d(A, W) + [d(B, W)]? + [d(C, W)]?
bude poprimio najmanju vrijednost.
Kvadrat udaljenosti izmedu to¢aka A = (2, 10) i W = (x,y) jednak je:

[d(A, W)P? = (x—2)* + (y - 10)°.
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Kvadrat udaljenosti izmedu to€aka B = (0, 0) i W(x,y) jednak je:
[d(B, WP = + 2.
Kvadrat udaljenosti izmedu to¢aka C = (16, 1) i W(x,y) jednak je:
[d(C, W = (x—16)* + (y = 1)
Neka je S(x, y) funkcija koja oznacava zbroj gornjih triju kvadrata udaljenosti. Tada
je:
S(xy) =(x-22+ (y-1002+ (X + y2) + (x-16)2 + (y - 1)2
U program Maxima unosi se:
S(x,y) :=(x=2) "2+ (y-10) "2+ (x"2+y"2) + (x-16) "2+ (y-1) "2;
Pritisne se Enter. Za ispis propisa funkcije S u novi redak se utipka:
expand(S(x,y));
Pritisne se Enter. Maxima Ce ispisati:
3y*—22y+3x°-36x+361
(vidjeti Sliku 4.23.).

Slika 4.23. Zadavanije funkcije S u Primjeru 4.

@ wxMaxima 13.04.2 [ unsaved* |

File Edit Cell Maxima Equations Algebra Calculus  Simplify  Plab Mumeric Help
[ j ¥ <) =
EJH:Ffaﬁ =i &é &n Ej Ei [ﬁi ] @E

7 si1) Sk, v = (x—2] 024 (v—10) CZ+ (R 2yt 2] Hix-16] 72+ (y—1]"2;

(501) Six, v)i=lx-21" vy -100% +ixZ +vZ) 4l -16)7 #{y -11°

[ 5121 expand(S(x,¥)):
(502) 3 yZ-22 v+3 x° 36 x+361

Dakle,
S(x,y)=3-X¥-22-)-36-x-22y+361.

Da bi se odredili lokalni ekstremi funkcije S, najprije je potrebno odrediti obje
parcijalne derivacije te funkcije. Neka su Sxi S, redom parcijalna derivacija funkcije S

po varijabli x, odnosno varijabli y.

Najprije se odreduje S,. U novi redak programa Maxima utipka se:
Sx(x,y) :=diff(S(x,y),x);
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Pritisne se tipka Enter. Za ispis propisa funkcije Sxu novi redak se utipka:
expand(Sx(x,vy));
Pritisne se tipka Enter. Maxima Ce ispisati:
6x-36
Dakle,
Sx(x, y) =6 - x- 36.

U nastavku se odreduje S,. U novi redak programa Maxima utipka se:
Sy (x,y) :=diff (S(x,y),v¥);
Pritisne se tipka Enter. Za ispis propisa funkcije S, u novi redak se utipka:
expand (Sy (x,Vy))
Pritisne se tipka Enter. Maxima Ce ispisati:
6y—-22
(vidjeti Sliku 4.24.).

Slika 4.24. Odredivanje funkcija Sxi S, u Primjeru 4.

i@ wxMaxima 13.04.2 [ unsaved* ]

File Edit Cell Maxima Equations Algebra Calculus  Simplify Plob Numeric  Help
[ | Fl =L = T \
[] E:?fix = &é oo Ej Ei; @i - [ '@3

L~ [513) Sxi(x,v):=diff (3 (=,v],=x]):

(503) Swix,y):=diff(S(x,v), x)

7 (%i4) expand(Sx(x,v)):
(%04] 6 x-36

7 (215) Syix,y) i=diff (S (x,¥),¥);
[(%05) Sv(x,v):=diffi3{x, v), v

" (516) expand(Syix,y)):
(306] 6y -22

Dakle,
Syx y)=6-y-22.

Stacionarne tocke su rjeSenja sustava jednadzbi:
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Sx(x, y)=0
Sy(x, y) =0.
U ovom slucaju to je sustav:
6-x-36=0
6-y-22=0
Njegova rjeSenja dobijemo izravno (bez koridtenja programa Maxima):
X=6
y= 2 :

1

Dakle, stacionarna to¢ka je T = [6, %)

Treba provijeriti je li toCka T toCka lokalnoga maksimuma ili minimuma funkcije P. U tu
se svrhu racuna pripadna Hesseova matrica. U novi redak programa Maxima utipka
se:

H:hessian(S(x,vy), [x,v]);

Pritisne se tipka Enter. Maxima Ce ispisati:

Dakle,

Potom se odredi determinanta matrice H. U novi redak programa Maxima utipka se:
determinant (H) ;

Pritisne se tipka Enter. Maxima Ce ispisati:
36

ZakljuCuje se da je Hy1 =6 > 0 i det(H) = 36 > 0, pa je T to¢ka lokalnoga minimuma
funkcije S (vidjeti Sliku 4.25.).
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Slika 4.25. IzraCun Hesseove matrice za stacionarnu to¢ku iz Primjera 4.

@ wxMaxima 13.04.2 [ unsaved* |

File Edit Cell Maxima Equations Algebra Calculus  Simplify  Plok Mumeric Help

7 (%17 Hihessian(S(x,v),[%,v]):
& 0
%07
o g
[ (%i8) determinant (H) :
| izo0m) 36

U cilju smanjivanja udaljenosti od W do A, Bi C skladiste tvrtke ,Stilko d.d.“

treba izgraditi u tocki W:(6, %) .

Buduéi da su poznate koordinate tocke W, treba izraCunati zbroj udaljenosti

tocke W od tocaka A, B i C koriste¢i formulu d(7,,T,) = \/(xz -x) +(y,—y)" . Treba

zasebno izraCunati d(A, W), d(B, W) i d(C, W), pa zbrojiti dobivene vrijednosti.

Koristeéi navedenu formulu dobiva se:
, (3 : , (3Y , (3 Y
dAW)+d(B,W)+d(C,W)=,[(6-2)"+ E—IO +,./67+ ﬁ +,/(6-16)"+ ﬁ_l .

U novi redak programa Maxima utipka se:

d(xl,yl,x2,y2):=(x2-x1)"2+(y2-y1)"2;
Pritisne se tipka Enter. Potom se utipka:
d=d(2,10,6,3/11)+d(0,0,6,3/11)+d(16,1,6,3/11);

Pritisne se tipka Enter. Maxima Ce ispisati:

e J13385 .\ 24/3041 .\ 3485 _
11 11 11

Da bi se dobila priblizna vrijednost broja d, u novi redak se utipka:
float (d=sgrt (13385)/11+ (2*sqrt(3041))/11+(3*sqgrt (485))/11);

Pritom se argument funkcije float prekopira iz neposredno prethodnoga retka

koriste¢i uobic¢ajenu Copy — Paste proceduru. Dobiva se:
d=26.55020298387228

Dakle, trazeni optimalan zbroj svih udaljenosti iznosi priblizno 26.55 jedinica duljine.
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Sve Cetiri tocke A, B, C i W, prikazane su u pravokutnom koordinatnom
sustavu u ravnini. Treba primijetiti da se optimalna to¢ka W nalazi izvan trokuta ABC
(vidjeti Sliku 4.26.).

Slika 4.26. Prikaz to¢aka A, B, Ci W u pravokutnom koordinatnom sustavu u ravnini

uwtr

A

iy o

4.5. Primjer 5.
Procjenjuje se da je tjedni output u tvornici &okolade ,Cokolicija d.d.“ iz Velike

jednak Q(x, ) =1.731 - x+925- y+x- y—-27-x -13-: y% jedinica, gdje je x broj
kvalificiranih radnika, a y broj nekvalificiranih radnika zaposlenih u tvornici. Trenutna
radna snaga se sastoji od 43 kvalificirana i 85 nekvalificiranih radnika. Treba
izraCunati tjedni output u svakom od sljedecih slu€ajeva:

a) u proizvodnji rade svi trenutno zaposleni radnici;

b) broj kvalificiranih radnika poveéa se za 1, a broj nekvalificiranih radnika

ostane nepromijenjen;
c) broj nekvalificiranih radnika poveca se za 1, a broj kvalificiranih radnika

ostane nepromijenjen.
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Potom treba izraCunati relativnhu promjenu tjednoga outputa u slu€ajevima b) i ¢) s
obzirom na slu€aj a), te u sljedeéim slu€ajevima:
d) broj kvalificiranih radnika se pove¢a za 1%, a broj nekvalificiranih
radnika ostane nepromijenjen;
e) broj nekvalificiranih radnika se poveéa za 1%, a broj kvalificiranih
radnika ostane nepromijenjen. [13]
U programu Maxima najprije treba definirati funkciju Q. U prvi redak programa
Maxima upise se:
Q(x,y):=1.731*x+925*y+x"2*y-2.7*x"2-1.3*y"(3/2);
Pritisne se tipka Enter.
a)
Treba izraunati vrijednost Q(43, 85). U novi redak programa Maxima utipka
se:
Q(43,85);
Pritisne se tipka Enter. Maxima Ce ispisati:
230872.133-1.3 85777
Dobiveni rezultat treba zapisati kao decimalni broj. U novi redak programa Maxima
utipka se:
float (%) ;
Pritisne se tipka Enter. Maxima Ce ispisati:
229853.3733374692
(vidjeti Sliku 4.27.)

Slika 4.27. IzraCun vrijednosti Q(43, 85) u Primjeru 5.

@ wxMaxima 13.04.2 [| unsaved® |

File Edit Cel Maxima Equations Algebra Calculus  Simplify - Plob Mumeric  Help
[ [ ¥ =
(@3 &K & DB @O > O (2)

7 5 11) Q. ¥l =1, 731 RAO2 5 Rt R Fy—2 . TER 21,37y (3/2)

(501) Oz, v):=1.731 x+925 y+x" v +{-2.7) xC +(-1.3) y/7

7 w121 aias,as5);
{%02) 230872.133 -1.3 55372

[ 15431 float(s):
($03) 229853.3733374692
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Dakle, procijenjeni tjedni output u slu€aju kad u proizvodnji rade svi trenutno
zaposleni radnici iznosi priblizno 229 853 jedinice.
b)
Treba izraunati vrijednost Q(44, 85). U novi redak programa Maxima utipka
se:
Q(44,85);
Pritisne se tipka Enter. Maxima Ce ispisati:
238033.964-1.3 85777
Dobiveni rezultat treba zapisati kao decimalan broj. U novi redak se utipka:
float (%) ;
Pritisne se tipka Enter. Maxima Ce ispisati:
237015.2043374691
Dakle, procijenjeni tjedni output u sluaju kad se broj kvalificiranih radnika poveca za
1 iznosi priblizno 237 015 jedinica.
Potrebno je i izraCunati pripadnu relativnu promjenu u odnosu na a) zadatak.
Ta je promjena definirana izrazom

L |0(44,85) - 0(43,85)| I
b 0(43,85)

00.

U novi redak programa Maxima utipka se:
rl=(abs(Q(44,85)-0(43,85))/Q(43,85))*100;
Pritisne se tipka Enter. Maxima Ce ispisati:

T18183.092352353247

ri=
Z30872.133-1.3853/2

Dobiveni rezultat treba zapisati kao decimalni broj. U novi redak programa Maxima
utipka se:
float (%) ;
Pritisne se tipka Enter. Maxima Ce ispisati:
r1=3.115825926768103
(vidjeti Sliku 4.28.).
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Slika 4.28. Izracun vrijednosti ry u Primjeru 5.

i@ wxMaxima 13.04.2 [ unsaved* ]

File Edit Cell Maxima Equations Algebra Calculus  Simplify  Plob Mumeric Help
!?i_i. : "E'l‘ = \
@3 &K « B & © 0] ©

" %14y Q44,85 ;
{%o0d4) 238033.964-1.3 8532

7 %i5) floatis):
{%05) 237015.2043374601

7 (5i8) ril=(abs(Q(44,85)-0(43,85))/0Q(43,85) ] *100;
716153, 0999999947

(%06] ri
230872.133-1.3 85°/%

7 %47 floatis):
{%07) r1=3.115825026768103

Interpretacija dobivenoga rezutlata je: ako se sadasniji broj kvalificiranih radnika
poveca za 1, tjedni output ¢e se povecati za priblizno 3.12 %.
c)
Treba izraCunati Q(43, 86). U novi redak programa Maxima utipka se:
Q(43,86);
Pritisne se tipka Enter. Maxima Ce ispisati:
233646.133-1.3 86777
Dobiveni rezultat treba zapisati kao ,,obi¢an“ decimalan broj. U novi redak se utipka:
float (%) ;
Pritisne se tipka Enter. Maxima Ce ispisati:
232609.3424522036
Dakle, procijenjeni tjedni output u slu¢aju kad se broj nekvalificiranih radnika poveca
za 1 iznosi priblizno 232 609 jedinica.
Potrebno je izraCunati pripadnu relativnu promjenu u odnosu na a) zadatak. Ta
je promjena definirana izrazom:

L |0(43,86)— 0(43,85)| 4

. 00.
0(43,85)

U novi redak programa Maxima utipka se:
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r2=((Q(43,86)-0(43,85))/Q(43,85))*100;

Pritisne se tipka Enter. Maxima Ce ispisati:

100¢-1.286%7%+1.385% 212774, 0

r2
230872.133 -1.385°/2

Da bi se dobio decimalni zapis broja r», u novi redak se utipka:
float (%)

Pritisne se tipka Enter. Maxima Ce ispisati:
r2=1.199011819891001

(vidjeti Sliku 4.29.)

Slika 4.29. Izracun vrijednosti r> u Primjeru 5.

i@ wxMaxima 13.04.2 [ unsaved* ]

File Edit Cel M™axima Equations Algebra Calculus  Simplify  Plob Mumeric  Help
. [ F3 -:E'k —
(&3 &# « B & O 0] ©

7 isim) Q43,86 :

(%08 233646.133-1.3 586372

7 15100 float (%) :
(509) 232609.3424522036
7 %110y rz=((Q(43,56)-Q(43,85))/0(43,85) ) *100;
100(-1.386% %+1.385% 2427740}

i%0l0) rz
230872.133-1.3 85°7 %

[ (%i11) float (%) :
{%01l] pe=1.199011819891001

Interpretacija dobivenoga rezultata je: ako se sadas$nji broj nekvalificiranih

radnika povecéa za 1, tjedni output ¢e se povecati za priblizno 1.2 %.
Relativne promjene u zadatcima d) i e) jednake su vrijednostima koeficijenata

parcijalne elasticnosti Eq x i Eq y za x = 43 i y = 85. Ti su koeficijenti definirani

izrazima:
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43
E =FE, (43,85)=——0 (43,85
1= Ep L ( ) 0(@3.85) 0.( )

85

— Q.4
0(43,85) 0,458

E,:=E, (43,85 =

Da bi se izraCunali ti koeficijenti, potrebno je odrediti obje parcijalne derivacije
funkcije Q. Neka su Qx i Q, redom parcijalna derivacija funkcije Q po varijabli x,
odnosno varijabli y.

d)
Najprije se odreduje Qx. U novi redak programa Maxima utipka se:
diff (Q(x,vy),x);
Pritisne se tipka Enter. Maxima Ce ispisati:
2xy-5.4*x+1.731
Dakle,
QX Y)=2-x-y-54-x+1.731.
Potom se raCuna koeficijent E; prema gore navedenoj formuli. U novi redak
programa Maxima utipka se:
E1=43/Q(43,85) *at (%, [x=43,y=85]);
Pritisne se tipka Enter. Maxima Ce ispisati:

304419.333
Eil=

z30872.133-1.3853/2

lzraz E, treba zapisati kao decimalni broj. U novi redak programa Maxima utipka se:
float (%) ;
Pritisne se tipka Enter. Maxima Ce ispisati:
E1=1.324408811495026

(vidjeti Sliku 4.30.)
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Slika 4.30. Izracun vrijednosti E; u Primjeru 5.

@ wxMaxima 13.04.2 [ unsaved* ]

File Edit Cell Maxima Equations Algebra Calculus  Simplify  Plob Mumeric  Help
= ! E 3, =
D 7 % = @é oo E] E}@ @ [] @'

7 isil2) ALfE(QIX, W), %) ;
(%012 2 xy—5.% z+1.731

7 1%i13) E1=43/Q(43,85) *at (%, [x=43, y=85]) ;
304419, 833

[%0l3) E1

230872.133-1.385%/%

7 (%i14) float (%) :
{%0l4) E1=1.324408511495026

Interpretacija dobivenoga rezultata je: Ako se broj kvalificiranih radnika povecéa
za 1%, tjedni output ¢e se oCekivano povecati za priblizno 1.32 %.
e)
U nastavku se odreduje Q,. U novi redak programa Maxima utipka se:
diff (Q(x,y),¥);
Pritisne se tipka Enter. Maxima Ce ispisati:

~1.95,[y +x2+925

Dakle,
0, (x,y)==-1.95\[y +x* +925.

Potom se raCuna koeficijent E, prema gore navedenoj formuli. U novi redak
programa Maxima utipka se:

E2=85/Q(43,85) *at (%, [x=43,y=85]);
Pritisne se tipka Enter. Maxima Ce ispisati:

B5(Z774-1.95+85

230872.133-1.3853/2

EZ2=

lzraz E, treba zapisati kao decimalni broj. U novi redak programa Maxima utipka se:
float (%) ;
Pritisne se tipka Enter. Maxima Ce ispisati:
E2=1.019179562626049
(vidjeti Sliku 4.31.)
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Slika 4.31. Izra€un vrijednosti E» u Primjeru 5.

@ wxMaxima 13.04.2 [ unsaved* |

File Edit Cell Maxima Equations Algebra Calculus  Simplify  Plok Mumeric Help

IF: | ¥ L -
(@¥ & « VB 6O >0 J— @
7 (%i15) AifE(QIx, ¥, V)
(5015) —1.954)y +x° +925

7 (%il6) E2=85/Q(43,85] *at (%, [x=43,y=85]] ;
85 (2774-1.95~)85

[¥0lG) E2

230872.133-1.3 85%/2

[ %i17) floatis):
{%017) E2=1.01917956262 6049

Interpretacija dobivenoga rezultata je: ako se broj nekvalificiranih radnika

poveca za 1%, tjedni output ¢e se ocekivano povecati za priblizno 1.02 %.
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5. ZAKLJUCAK

U procesu poslovnoga odlucivanja vrlo Cesto je potrebno izvrsiti kvalitetnu
analizu funkcija tro8kova, prihoda, profita i potraznje. U toj je analizi nuzna primjena
diferencijalnoga racuna vise varijabli. U tim se procesima vrlo Cesto pojavljuje i
problem odredivanja lokalnih ekstrema neke od spomenutih funkcija. lako se taj
problem u nekim posebnim slu¢ajevima moze rijesiti i analiti¢ki (,klasi€no®), najéesce
ga je nuzno priblizno rijeSiti nekom od numeric¢kih metoda za rjeSavanje algebarskih
jednadzbi ili sustava algebarskih jednadzbi. Da bi se izbjegli komplicirani izraCuni koji
se pojavljuju u tim metodama, korisno je primijeniti pogodne racunalne programe koji
¢e napraviti te izraCune umjesto ovjeka — donositelja odluke.

U ovom je radu pokazana primjena racunalnoga programa Maxima na
rieSavanje nekih tipi€nih problema kvantitativne analize spomenutih ekonomskih
funkcija i problema odredivanja lokalnih ekstrema tih funkcija. Program Maxima je
odabran jer na relativno jednostavan i brz nacin omogucuje priblizno izraunavanje
lokalnih ekstrema realne funkcije dviju realnih varijabli.

Razvoj tehnologije i drustva opcéenito uzrokuje sve veéu potrebu za kvalitetnim
i, za korisnike relativno jednostavnim racunalnim programima koji ¢e omoguditi
kvalitetnu analizu tehnoloskih procesa i donoSenje optimalnih odluka. Treba istaknuti
da nitko, pa ni najbolji racunalni programi ne mogu zamijeniti Covjeka kao donositelja
konacne odluke u procesu odlu€ivanja, ali mogu posluZiti kao vrlo korisni alati u svrhu
smanjenja trajanja procesa odlu€ivanja i analize osjetljivosti donijetih odluka. Zbog
toga je vrlo prikladno nauciti osnove rada s rac¢unalnim programima kao alatima u
poslovhom odlu€ivanju, pri ¢emu nije potrebno znati kako program ,tehnicki*
funkcionira (tj. znati sadrzaj kodova kojima su implementirane programske funkcije).
Racunalni program Maxima jedan je od takvih vrlo korisnih alata, pa se moze

oCekivati njegova sve veca buduca primjena u procesima odlucivanja.
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6. POPIS KRATICA | AKRONIMA

tj. — to jest
itd. — i tako dalje
n.j. — nov¢€anih jedinica

d.d. — dionicko drustvo
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