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I. ZADATCI VISESTRUKOGA IZBORA

1. B.1mima 100 cm, pa 1 m* ima 100> = 10 000 = 10" cm®. Stoga je 9.25 - 10° m* =9.25 - 10~ -
+10*=9.25-107**=9.25-10'=9.25 - 10 =92.5 cm™.

2. D.Zadanu jednadZbu napiSimo u sljede¢em obliku:

9=3-x"+7-y"
3-x°+7-y°=9 /9
2 2
3-x +7-y —1
9 9
xZ y2
?+?—1
7

2 2

1z posljednje jednadZbe vidimo da smo dobili krivulju ¢ija jednadZba ima oblik x_2+%
a

=1, gdje
su a’=9ib’ =2. Ta krivulja je elipsa sa srediStem u ishodistu pravokutnoga koordinatnoga
sustava u ravnini. Duljina njezine velike poluosi je a = 3, a duljina njezine male poluosi b = T7 .

3. C. Bilo koji jednakostranic¢an trokut ima sve kutove medusobno sukladne i mjera svakoga od njih
je 60°. Prema poucku K—K—K, dva trokuta su medusobno sli¢na ako se podudaraju u svim trima
kutovima (primijetimo da je za utvrdivanje sli¢nosti dovoljno da se trokutovi podudaraju u dvama
kutovima). Bilo koja dva jednakostrani¢na trokuta se doista podudaraju u svim trima kutovima, pa
zakljuCujemo da su bilo koja dva jednakostrani¢na trokuta sli¢na.

4. B. Primijenit ¢emo sinusov poucak. Iz jednakosti

a b
sinag  sinf

mnoZenjem s sin o - sin B slijedi
a-sinf=b-sina

sinff =

b-sinx

a

U ovu jednakost uvrstimo o0 = 74° i a = 2 - b (jer je stranica a, prema uvjetu zadatka, dvostruko
dulja od stranice b), pa dobijemo:
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. b-sin74°
sinf=———
P 2-b

. sin 74°
sin B =
p 2

sin 8 = 0.480630848

Ova trigonometrijska jednadzba u intervalu (0°, 180°) ima dva rjeSenja: 3, = 28°43'36" i 3, = 180°
— B1 = 180° — 28°43'36" = 151°16"24". RjeSenje B, ne dolazi u obzir jer kut nasuprot stranice b
mora biti strogo manji od kuta nasuprot stranice a, tj. od kuta o = 74° bududi da je stranica a dulja
od stranice b, a znamo da se nasuprot vece stranice trokuta nalazi i veéi kut. Stoga je jedino
rjeSenje zadatka f = 26°43'36".

5. A.Imamo redom:

k-(a+b)=c

k-at+tk-b=c

k-b=c—k-a

bzc—k-a=c—a-k
k k

6. D. Oznacimo s [ duljinu lokomotive, ¢ duljinu jednoga vagona cisterne, a s # duljinu jednoga
vagona hladnjace. Iz podatka da je vagon hladnjace za 5 m kraci od vagona cisterne slijedi:

h=c-5.

Nadalje, iz podatka da je duljina lokomotive jednaka zbroju duljina jednoga vagona cisterne i
jednoga vagona hladnjace slijedi:

l=c+h.

Napokon, duljina cijeloga vlaka dobije se tako da se zbroje duljina lokomotive, duljina svih 40
vagona cisterni, duljina svih 30 vagona hladnjaca, te ukupna duljina svih razmaka medu
elementima kompozicije vlaka. Duljina lokomotive jednaka je /, duljina svih 40 vagona cisterni
jednaka je 40 - ¢, duljina svih 30 vagona hladnjaca jednaka je 30 - A, a ukupna duljina svih
razmaka medu elementima kompozicije vlaka iznosi 70 metara (zbog jednakosti razmaka izmedu
lokomotive i prvoga vagona i razmaka izmedu pojedinih vagona moZemo zamisliti da kompozicija
ima ukupno 1 + 40 + 30 = 71 vagon medu kojima ima ukupno 71 — 1 = 70 razmaka duljine 1
metar). Stoga mora vrijediti jednakost:

[+40-¢c+30-h+70="T779.

Tako smo dobili sustav triju linearnih jednadzbi s tri nepoznanice:
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h=c-5
l=c+h
[+40-¢c+30-h+70="779.

Oduzmemo li drugu jednadZbu od prve, dobit ¢emo:
h—1=-5-h,
a odatle je
2-h=1-5,
odnosno mnoZenjem s 15
30-h=15-(-5).
Nadalje, zbrojimo li prvu i drugu jednadZbu, dobit ¢emo:
h+[1=2-c-5+h,
odnosno
2-c=1+5,
a odatle mnoZenjem s 20 slijedi
40-¢=20-(I+5).
Preostaje uvrstiti dobivene jednakosti

30-h=15-(I-5)
40-¢=20-(1+5)

u jednadzbu
[+40-c+30-h+70="779.
Dobivamo:

[+20-(I+5)+15-(I-5+70="779,
[+20-14+100+15-1-75+70="T79.
36-1=779-100+75-"170,

36 -1 =684.

Odatle je I = 19. Dakle, duljina lokomotive jednaka je 19 metara.

7. B. Oznaimo zadane prirodne brojeve s x;, X, ..., X¢. Bez smanjenja opcenitosti moZemo
pretpostaviti da vrijede stroge nejednakosti x; < x; < ... < x5 < x¢. [z podatka da je aritmeticka
sredina tih Sest brojeva jednaka 6 dobivamo:
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X+ X, + x4+ x, + X+ X
6
X +x,+x,+x,+x,+x,=6-6

=6

X+ X, + X+ x, + X5+ x, =36

Najmanja moguca vrijednost broja x; je x; = 1. Zbog toga je najmanja moguca vrijednost broja x,
jednaka x, = 2. Analogno zakljucujemo da je za svaki i = 1, 2, 3, 4, 5 najmanja moguca vrijednost
broja x; jednaka i, tj. x; = 1, x, =2, x3 =3, x, =4 i x5 = 5 (jer su svi zadani brojevi prirodni i
medusobno razliciti). Stoga je najve¢a moguca vrijednost broja xg jednaka

Xe=36-(1+2+3+4+)5)
X¢ =36 -15,
x6=21.

8. A. Cjelobrojno podijelimo zadani broj s 2 - T. Dobivamo:

_gﬂ':(_S)Zﬂ'_éﬂ-
6 6

Dakle, da dobijemo tocku jedini¢ne brojevne kruZnice kojoj odgovara zadani broj, moramo krenuti
iz tocke (1, 0) u smjeru kazaljke na satu (to nam govori predznak — ispred broja 5), napraviti 5

punih krugova i jo§ % ispruZenoga kuta opet u smjeru kazaljke na satu (to nam govori predznak —

ispred broja %7[ Kad iz tocke (1, 0) krenemo u smjeru kazaljke na satu i napravimo 5 punih
krugova, opet ¢emo do¢i u tocku (1, 0). Potom iz te tocke kreCemo u smjeru kazaljke na satu

. . . 1 . o . "
praveci ,,koracaje* ,,duge* gﬂ' U prvom ,,koracaju* do¢i ¢emo u tocku C, u drugom u toc¢ku B, u

. " y . . . 4 S
tre¢em u tocku (0, —1), u cetvrtom u tocku koja odgovara kutu mjere —g-ﬂ' , a u posljednjem,
petom, ,,koracaju®, do¢i ¢emo u tocku A. Ta je tocka ujedno i rjeSenje zadatka.

9. B. Jednakost Iz — il =2 zadovoljavaju svi kompleksni brojevi ¢ije su pripadne to¢ke u Gaussovoj
ravnini za d = 2 udaljene od tocke (0, 1) (koja odgovara broju #). Interpretiramo li tu ¢injenicu u
,»obicnom* pravokutnom sustavu u ravnini, zakljucit ¢emo da prvu jednakost zadovoljavaju sve
tocke koje su za d = 2 udaljene od tocke (0, 1). Te tocke tvore kruZnicu X+ - 1)* = 4.
Analogno, jednakost Iz — 4 - il = 1 zadovoljavaju svi kompleksni brojevi €ije su pripadne tocke u
Gaussovoj ravnini za d = 1 udaljene od tocke (0, 4) (koja odgovara broju 4 - i). U ,,obi¢cnom*
pravokutnom sustavu u ravnini radi se o tockama koje su za d = 1 udaljene od tocke (0, 4), a te
to¢ke tvore kruznicu x> + (y — 4)* = 1. Nacrtamo li obje kruZnice u pravokutnom koordinatnom
sustavu u ravnini, dobit ¢emo (vidjeti Sliku 1.; crvenom bojom nacrtana je kruznica x* + (y — 1)* =
=4, a plavom kruznica X+ (y—4)7=1):
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x
05 1 1% 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 75 8 85 9 95

Slika 1.

Zakljucujemo da se dobivene kruznice sijeku u to¢no jednoj tocki (7(0, 3)), odnosno da jedino
kompleksni broj z = 3 - i zadovoljava obje zadane jednakosti.

10. C. Imamo redom:

log,24 =log,(3 - 8) = log,3 + log,8 = log,3 + log,(2*) =log,3 +3 - log.2=y+3-x=3 - x+y.

11. C. Polumjer osnovke valjka r jednak je polumjeru pravilnom peterokutu upisane kruznice, dok je
visina valjka h jednaka visini prizme, tj. # = 8 cm. Neka je a duljina osnovice pravilnoga
peterokuta. Znamo da je a = 6. Sredi$nji kut pravilnoga peterokuta jednak je 0(:3—20 =72°.1z
karakteristicnoga trokuta pravilnoga peterokuta (krakovi toga trokuta jednaki su polumjeru
peterokutu opisane kruznice, kut koji zatvaraju ti krakovi jednak je o, duljina osnovice trokuta
jednaka je a, a duljina visine na osnovicu jednaka je r) dobivamo:

cagZ="L
g2—g
2
r—g-ct a
g2
a odatle je
2
r2=a— ctgzg.
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Tako je konac¢no:

‘/valjka = rz T h

2

_a »

‘/valjka —T'Ctg Eﬂ:l’l

2 o

2
Vvaljka :?Ctg 78
Vit = 1270 Ctg*36°
e = 42850933531 em’ = 428.51 cm’

Napomena: To¢na vrijednost obujma valjka jednaka je V = 5 5+2- \/g) -7 cm’. Naime, lako se vidi da za o = 18° vrijedi identitet

2-00=90°-3-q,
odnosno
cos(2 - o) =cos(90 ° -3 - o).
Primjenom adicijskoga poucka za funkciju kosinus dobiva se
cos(2 - o) = sin(3- o),
a primjenom identiteta (koji vrijede za svaki o € R)

cos(2-a)=1-2-sin’a,
sin(3- o) =3 - sin o — 4 - sin’ot

dobiva se jednadzba
4 -sin’a—2 - sin0—3-sino+ 1 =0.
Tu jednadzbu mozemo faktorizirati ovako:
4 -sin*a—4 - sinoi+2 - sin’ol—2-sino —sino + 1 =0.
4. sin®o- (sinot—1)+2-sino- (sino—1)— (sina—1) =0,
(sina—1)- (4 -sino+2-sinot—1)=0.
Za o= 18° ocito ne vrijedi jednakost sin o = 1, pa slijedi da je o = 18° rjeSenje trigonometrijske jednadzbe
4-sin*a+2-sino—1=0.
Uz zamjenu ¢ = sin o dobivamo kvadratnu jednadzbu

4.7+2-1-1=0.

-1-+5 . _—1+\/§
4

Rjesenja te jednadzbe su ¢, = it, . Rjesenje #, je strogo negativan realan broj, a rjeSenje #, strogo pozitivan realan

broj. Budu¢i da je o = 18° kut u prvom kvadrantu, njegov je sinus strogo pozitivan realan broj, pa je jedino moguce

—1++/5
—

sin 18° =
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Sada se lako dobiva

cos36°= 1-2-sin?18°= 12| YO TU] oy 5 572541 4445 1445
4 16 16 4

ﬂ} 1424545  6+2:45

1ago_ €OS36°  cos’36° ( 4

ctg’36 - 16 1664245 2.3+5) _3+V5
g sin?36°  1-cos’36° 1 [1‘*\/5}2 1_1+2,\/§+5 10-25 10-2+5 2-:5-45) 5-5
g 16 16

_3+45)-(5++5) _20+85 _4-(5+2-4/5) _5+2:45

T (5-5)-(5+5)  25-5 20 5

Stoga je

Vuita =72-n-ctg236°=7—52-(5+2-ﬁ)-;rcm%

12. A. Koristeci formule za razliku kvadrata, odnosno kub zbroja, imamo redom:

[4.(a+b)_ 1 }[ a’ . b ]:[4-(a+b)_ 1 }.az.(a+3~b)+b2.(3.a+b):
(a-by} a-b |\3-a+b a+3b (a-b)> (a-b)-(a+b) (3-a+b)-(a+3-b)
_4@+bP-(a=b) @' +3-a>b+3a-b*+b _[2:(a+b)] —(a-b)] (a+b)’ _
"~ (a=b)-(a+b) (3-a+b)-(a+3-b)  (a=bY-(a+b)  (3-a+b)-(a+3-b)
[2-(a+b)—(a-b)]-[2-(a+b)+(a-b)] (a+b)> _(2-a+2:b—a+b)-(2-a+2-b+a-b)
B (a—by "B-a+b)-(a+3-b) (a—b)

(a+b) _(a+3-b)-(3-a+b) (a+b) _(a+by
(B-a+b)-(a+3b) (a—b)y’ "3-a+b)-(a+3-b) (a—b)

3ox=2 _ 46 x4 3ox-2_ 46 x4

13. D. Prvu jednadZbu moZemo zapisati u obliku 9 , odnosno (32) , odnosno

6-x—4

6x—4 0
30 ¥4 =74 odnosno (7j =1, odnosno (%) = (%) . IzjednaCavanjem eksponenata

dobivamo jednadZbu 6 - x — 4 = 0 &ije je jedinstveno rjeSenje x zg 1 ono nije negativno.

Drugu jednadzbu najbrze i najlakse je rijeSiti geometrijski. Trazimo sve tocke brojevnoga pravca
koje su od tocke 7(5) udaljene za 4. Te tocke su ocito tocke pridruZene brojevima5S-4=1i15+4
= 9, pa su sva rjeSenja druge jednadzbe x; = 1 i x, = 9. Niti jedno od njih nije negativan realan
broj.

Iz treée jednadZbe kubiranjem dobivamo x + 4 = 2, odnosno x + 4 = 8, a otuda je x = 4. Stoga niti
ova jednadZba nema negativno rjeSenje.
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Iz Getvrte jednadzbe kvadriranjem i mnoZenjem slijedi 5 =x" -2 - x+ 1 —x* =3 - x, odnosno 5 - x
= —4. Odatle je x=—%, pa Cetvrta jednadZzba ima to¢no jedno (a samim tim i barem jedno)

negativno rjesenje.

B. Zadani razlomak transformirajmo na sljedec¢i nacin:
2-n°+1 2-(n°=D+2+1 2-(n’-1 3 3
2 = ( 2 ) = (2 )+ 2 :2+ 2 :
n -1 n —1 n —1 n —1 n —1

Stoga ¢e vrijednost zadanoga razlomka biti cjelobrojna ako i samo ako vrijednosti izraza n* — 1
bude neki djelitelj broja 3. Svi cjelobrojni djelitelji broja 3 tvore skup {-3, -1, 1, 3}, pa
zakljuCujemo da n* mora pripadati skupu {-3+ 1,-1+ 1, 1 + 1, 3 + 1}, odnosno skupu {-2, 0, 2,
4}. Buduéi da je, prema pretpostavci, n cijeli broj, jednakosti n* = -2 i n* = 2 nisu moguée, pa
preostaju jednakosti n* = 0 i n* = 4. Ukupno tri cijela broja zadovoljavaju barem jednu od tih
jednakosti: tosu -2, 01 2.

C. Oznacimo s P, prvotnu povrsinu otoka, s V; prvotni broj vrsta na otoku, s P; povrSinu otoka
preostalu nakon izgaranja, s V| broj vrsta preostalih na otoku nakon izgaranja, te s p traZeni
postotak. Uz te je oznake

Vi
=21.100
P=y

jer trazimo koliko postotaka iznosi broj V; u odnosu na broj V.

Ako je 50% otoka izgorjelo, onda je povr§ina preostaloga dijela otoka jednaka

100
1
P=P——.p
2
plp
2

Prema pretpostavci zadatka moraju vrijediti jednakosti:

log V=Ilogc+k-logP.
log Vi=logc+k-logP;.

Oduzmemo li drugu jednakost od prve, dobit ¢emo:
logV,—log V=k- (log P, —log P),

odnosno
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V P
log—t =k -log—+
gV gP

1,
2

P

1

Vv
loe—L=k-lo
gV g

1

Vv 1
log—L =k-log—
gV g2

v, 1Y
log— =log| —

e g(zj
jk

-100=27"-100

|
=~

1l
[\ 7\
N | —

-100=27".2%.25

100=2"".25

<= <= <= <= <=

p=2"".25
UvrStavanjem k = 0.323 dobijemo:
p=2"""%.25~=79.940583.

Odatle slijedi da je procijenjeni postotak prvotnoga broja vrsta (u odnosu na prvotni broj vrsta)
nakon §to je izgorjelo 50% otoka priblizno jednak 79.94%.

I1.ZADATCI KRATKIH ODGOVORA

16. 2 **®, Imamo redom:

85»a+2=(23)5<a+2=23»(5<a+2)=215<a+6‘

17. (x = 4)* + (y — 5)* = 16. Iz &injenice da kruZnica dira os ordinata u to¢ki A(0, 5) slijedi da je pravac
na kojemu lezi promjer kruZnice p... y = 5. (Trazimo pravac okomit na os y koji sijeCe tu os u
tocki A.) Budu¢i da se srediSte kruZnice nalazi u prvom kvadrantu koordinatne ravnine, do njega
¢emo do¢i tako da se iz tocke A(0, 5) pomaknemo udesno po pravcu y = 5 za r = 4 jedinice. Tako
¢emo do¢i u tocku S(4, 5) i ta to€ka je srediSte kruznice. (Vidjeti Sliku 2.)

Preostaje napisati jednadzbu kruZnice sa srediStem u tocki S(4, 5) i polumjerom 4. Ona glasi:

k...(x=4)Y +(y-57=16.
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x

95 9 85 8 75 7 65 -6 55 5 45 4 35 3 25 2 -15 -1 05 05 1 15 & I8 3 35 4 45 5 55 & €5 1 J5 B 85 9 95
0.5

Slika 2.
18. 1.) 5. Pomnozimo polaznu jednadzbu najmanjim zajednickim visekratnikom svih algebarskih

razlomaka koji se pojavljuju u njoj, tj. s 4 - (x + 1). Dobivamo redom:

S5 (x+D)=12-(x+1)—4-(x-2)
5.x+5=12-x+12—-4-x+8
5.x—12-x+4-x=12+8-5
(-3)-x=15

Dijeljenjem ove jednakosti s (=3) dobivamo x =-5.

2)) §~7Z'. Prema pretpostavci je x € (0, 2 - &), pa je %+xe <§, 7Tﬂ-> U intervalu <§, 7Tﬂ->

jednadzba cos o = 1 ima jedinstveno rjeSenje o = 2 - 7. Stoga redom dobivamo:

Tix=21x
3
x=2-7[—£
3
5
X==-T
3

19. 1.) Vidjeti Sliku 3. Graf zadane funkcije je parabola. Koeficijent uz x* jednak je 1, pa ée parabola
imati oblik L.
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Za crtanje parabole dovoljno je odrediti tri razlicite tocke parabole, od kojih je jedna nuzno tjeme
parabole. Odredimo koordinate toga tjemena (oznac¢imo ga s 7). ,,O¢itamo* koeficijente u
kvadratnoj funkciji:

a=1,b=2,¢c=-3,

pa racunamo koordinate tjemena:
7l b ’ 4-a-c-b*
2-a 4.-a

2 413)-2° _(_2 —12—4)_(_2 —_16j
2.1 4.1 27 4 27 4

T(-1,-4)

Bududi da se tjeme nalazi u tre¢em kvadrantu, a parabola ima oblik U, zaklju¢ujemo da pripadna
kvadratna funkcija sigurno ima dvije realne nultocke. Odredimo te nultocke. RjeSavamo
jednadzbu f (x) = 0:

X+2-x-3=0.

Tu jednadZbu najbrze rjeSavamo koriste¢i Vieteove formule: traZimo dva realna broja koja
zbrojena daju —2, a pomnozena —3. Ti su brojevi o€ito x; = -3 i x, = 1. Stoga parabola sijece os x u
to¢kama S,(-3, 0) i S5(1, 0). Time smo odredili sve tri razli¢ite to¢ke potrebne za crtanje parabole.

y

Slika 3.
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2.) Vidjeti Sliku 4. Iz podatka da je A tocka lokalnoga minimuma, tj. da se minimum postiZe za x =
= —1 zakljuCujemo da polinom p strogo pada na intervalu (-2, —1). Iz podatka da je C tocka
lokalnoga maksimuma, tj. da se maksimum postiZze za x = 1 zakljuujemo da polinom p strogo
raste na intervalu (-1, 1) i strogo pada na intervalu (1, 4). Njegov graf sijece os y u tocki B, a os x
u tocki D. Navedeni zakljucci dovoljni su za skicu grafa polinoma.

Slika 4.

Napomena: Tocke oznacene bijelim kruzi¢em ne pripadaju trazenom grafu. Nije teSko pokazati da je p(x) = —i X+ % X +% . Naime,

pretpostavimo li da je p(x) =a - x> + b - ¥ + ¢ - x + d, onda iz zadanih podataka dobivamo sustav &etiri jednadZbe s Getiri nepoznanice:

—a+b—c+d=4
a=2
2

a+b+c+d=5
27-a+9-b+3-c+d=0

(1309
Cije rjeSenje je (u,b,c,d)—( e 0, g 2).

20. 1.) 80.50. Cijenu kod placanja dobijemo tako da osnovnu cijenu povecamo za 23% njezine
vrijednosti:

c=c+2.c
100

C = 65.45+£-65.45
100
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Stoga je C; = 80.5035. Budu¢i da je najmanja novcana jedinica u RH 1 lipa = 0.01 kn, dobiveni
rezultat moramo zaokruZiti na dvije decimale. Dakle, C; = 80.50 kn.

2.) 1.12. Neka su C osnovna cijena proizvoda, P iznos PDV-a i § cijena proizvoda kod placanja.
Tada vrijedi jednakost:

p=2.
100
iz koje je
c=190
23

Cijena kod placanja (S) jednaka je zbroju osnovne cijene proizvoda (C) i iznosa PDV-a (P):

S=C+P.

Uvrstimo li izraz C = % P u ovu jednakost, dobit ¢emo:

s=19 p,p
23
S:P(E@+q
23
g—p.123 123
23 23
p=2
123

Za S = 6.00 kn dobivamo trazeni iznos PDV-a (zaokruZen na dvije decimale zbog razloga kao u

1.)):

p=26

P=1.121951=1.12
Dakle, iznos PDV-a jednak je 1.12 kn.

1.) 10. Koeficijent uz x u bilo kojoj kvadratnoj jednadzbi ¢iji je vodeci koeficijent (koeficijent uz
x%) jednak 1, prema Viéteovim formulama, jednak je broju suprotnom od zbroja svih rjeSenja te
kvadratne jednadzbe. Dakle,

b=—(x;+x)=-(-5-5)=-(-10) = 10.
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2.) xe <—oo,%> ) <4, +oo> . Zadanu nejednadZbu moZemo zapisati u obliku

2-x-7-x-4>0.

Kvadratna funkcija f (x) =2 - x° = 7 - x — 4 ima vode¢i koeficijent (koeficijent uz x*) jednak 1 i taj
je broj strogo pozitivan. To znaci da funkcija f poprima strogo pozitivne vrijednosti na intervalu
koji se dobije kad se iz skupa R ,jizbaci“ segment kojega odreduju realne nultocke funkcije f.
Rijesimo li jednadzbu

2-x-7-x-4=0,

dobit ¢emo:
_7J_r\/(—7)2—4-2-(—4)_7J_r\/49+32_7J_r\/ﬁ_7i9:> _7-9_2_ 1 _7+9_16_,
b2 2.2 4 4 4 o4 4 2777 4 4

Dakle, rjeSenje polazne nejednadzbe je skup S = R\{%, 4] Taj skup, zapisan kao unija dvaju

intervala, glasi: S = <—oo,%> U <4, +<>o> .

22. 1) % y—6. U prvu jednakost uvrstimo drugu, pa dobijemo:

5-[(z+8)-2] .5

Y 4 "4
%-y=z+8—2
%-y=z+6

Z=%~y—6

2)) <%, %} . Iz prve nejednadZbe odmah dobivamo

x>1+l
2

x>=
2
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a iz druge redom slijedi:
2-x+10=26-x-1
2-x=6-x2-1-10
(—4)-x=-11 /:(-4)
x< E
(Oprez: Prigodom dijeljenja nejednakosti strogo negativnim realnim brojem znak > mijenja se u

znak < i obrnuto.) Dakle, rjeSenje zadanoga sustava su svi realni brojevi strogo veci od % i
. . .. mn .. .. . 311
jednaki ili manji od i Ti brojevi tvore interval >l

23. 1.) —a, -1, 1. Lijevu stranu jednadZbe najprije rastavimo u faktore na sljede¢i nacin:
Y+a-X-x-—a=x-x+a)-(x+a)=@x+a)- C-D=(x+a) - x—1)- (x+1).

Umnozak triju realnih brojeva jednak je nuli ako i samo ako je barem jedan od njih jednak nuli. Iz
jednadzbe x + a = O slijedi x = —a. 1z jednadzbe x — 1 = O slijedi x = 1. Iz jednadzbe x + 1 = 0
slijedi x = —1. Prema tome, skup svih realnih rjeSenja polazne jednadzbe je S = {—a, —1, 1}.

2.) (12, +oo). Logaritamska funkcija f (x) = log(x — 2) definirana je za sve realne brojeve x takve da
jex—2>0,tj. za sve x > 2. Stoga u nastavku rjeSavamo nejednadzbu pretpostavljajuci daje x>
2. Funkcija f je strogo rastuca realna funkcija, pa se antilogaritmiranjem (tj. potenciranjem lijeve i
desne strane s bazom 10) znak nejednakosti ne¢e promijeniti. Stoga je:

x—2>10",

x—-2>10,

x>10+2,
x>12.

Svaki realan broj strogo ve¢i od 12 ujedno je i strogo veéi od 2, tj. pripada prirodnom podrucju
definicije funkcije f. Prema tome, rjeSenje zadatka je skup S = (12, +c0).

24. 1.) a; =2 - p — 2. Prvi ¢lan zadanoga niza dobit ¢emo uvrstimo li n = 1 u formulu za op¢i ¢lan niza.
Tako dobivamo:

a=2-(1+p)-4,
a=2+2-p-4,
Cll=2'p—2.

2.) 5. Izraz za op¢i €lan zadanoga niza transformirajmo na sljede¢i nacin:

an=2'(n+p)_4s
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a,=2-n+2-p-4,
a, =2 -p-2)+2-n-2.
a,=2-p-2)+(mn-1)-2.

Odatle zakljuc¢ujemo da je zadani niz aritmeticki niz ¢iji je prvi ¢lana; =2 - p — 2, arazlikad = 2.
Izrazimo zbroj prvih n ¢lanova toga niza pomocu varijabli n i p:

Sn=§~[2-al+(n—1)~d]

Sn=§~[2-(2~p—2)+(n—l)-2]

Sn=§-(4-p—4+2-n—2)

S =2.(4-p+2-n-6)
2
Prema uvjetu zadatka, za n = 5 mora biti S, = 60. UvrStavanjem tih podataka u posljednju

jednakost dobijemo:

5

5
60==-(4-p+2-5-6) /:=
2( p ) 2

60%=4~p+10—6

24=4.-p+4
24-4=4.p
4.-p=20

Odatle je p = 5. Dakle, za p = 5 je zbroj prvih pet €lanova zadanoga niza jednak 60.

25.1.) = 28°29'44" ili = 0.49734271 radijana. Ocitajmo najprije koordinate svih triju vrhova
zadanoga trokuta: A(3, —3), B(2, 1), C(=3, 2). Odredimo vektore CA i CB :

CA=(x,=x0) i+ (3, = ye) = [3=(B)i+(=3-2)-j=6:i =5,
CB=(x; = x) i+(y; = yo) j=[2= (D] i+(1-2)- j=5i~ .
IzraCunajmo skalarni umnozak tih dvaju vektora, te duljinu svakoga od njih:
CA-CB=(6-i-5-))-(5i— j)=6-5+(=5)-(-1) =30+5 =35,
(G = 67+ (57" = V3625 = V61,
[CB|= /5" + (-1 =25+1=+26.
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Kosinus traZenoga kuta jednak je koli¢niku skalarnoga umnoska vektora CA i CB i umnoska
duljina tih dvaju vektora:
osQ = —@ CB
4} 2|
J61-+26
cosp =261 /26

35
=3 /1586
€089 = 1586

C

Jedino rjesenje ove trigonometrijske jednadzbe u intervalu (0, 180°) je ¢ = 28.4956386° =
28°29'44" ili @ = 0.49734271 radijana.

2.) = 2.43 cm. Izracunajmo najprije povrsinu trokuta ABC pomoc¢u koordinata vrhova toga trokuta:
1
PABC :E'|XA'(yB _yc)+x3 '(yc —yA)+Xc '(yA_y3)|
1
Py =5-|3~(1—2)+2~[2—(—3)]+(—3)~(—3—1)|
1
Pue =5 (=D +2:5+(=3) (-4
Py =%-|—3+ 10+12]
1
Pawe =7 [19]
Py _B kv. jed.
2
Duljina stranice AC jednaka je udaljenosti tocaka A i C:
[4B| = (e 5,7+ G =32 =(3-3 +[2- (3T = -6 +5* =36+25 =61

Tako iz

P=l-‘ﬁ‘-v
2

slijedi
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__=g-£z2.4327 cm.

NV N GEN

3.) AB=(-1)-i+4- j..Odmah imamo:
AB=(x,—x,)-i+(y;—y,) j=Q2=3)-i+[1-(=3)]- j=—i+4-].

26. 2; —%. Primijetimo odmah da za vrijednosti varijabli A i C vrijede nejednakosti A > 01 C <0.

Naime, A je vrijednost amplitude zadane harmonijske funkcije i ona je uvijek strogo pozitivan
realan broj. C je pomak u fazi zadane harmonijske funkcije, tj. vrijednost za koju smo osnovnu
sinusoidu pomakli po osi x ulijevo ili udesno. Ovdje je osnovna sinusoida o¢ito pomaknuta udesno
jer umjesto u tocki (0, 0) sijece os x u tocki Cija je apscisa strogo veca od nule. Zbog toga je
vrijednost varijable C strogo manja od nule. (Da smo osnovnu sinusoidu pomaknuli po osi x
ulijevo, vrijednost varijable C bila bi strogo vec¢a od nule.)

Vrijednost amplitude A jednaka je najvecoj vrijednosti koju poprima zadana funkcija. Sa slike se
vidi da je ta najveca vrijednost jednaka 2. Dakle, A = 2.

Nadalje, graf zadane funkcije ocito prolazi tockom 7(0, —1). U propis funkcije uvrstimo x = 0,
fx)=11A =2, padobijemo:

—1=2-5in(0 + O).

Odatle je sin C = —% . Najvece strogo negativno rjesenje ove jednadzbe je C = —%. Dakle, A = 2,

Napomena: Uz zadane uvjete zadatak nema jedinstveno rjesenje. Jos neka rjeSenja zadatka

sunpr.A =2,C = 1—61~7r, tj. f(x)=2-sin(x+l—61-7[), teA=-2,C= %-ﬂ', tj. f(x)=(=2)-
- sin (x +%7£j . Da bi se dobilo sluzbeno rjesenje, treba dodati uvjete A > 0 i npr. C € {(-x, &).

Primjedba: Pretpostavimo da je zadana harmonijska funkcija f (x) = A - sin(® - x + ¢), pri ¢emu, bez smanjenja opcenitosti, mozemo
pretpostaviti da vrijede nejednakosti A, ® > 0. Doista, ako vrijede nejednakosti A < 0 ili ® < 0, onda primjenom svojstva neparnosti
funkcije sinus i identiteta sin x = sin(® — x) moZemo posti¢i da oba parametra A i ® budu pozitivna. Neka je xy najveca strogo negativna
toc¢ka u kojoj funkcija f poprima lokalni ekstrem, a x; najmanja strogo pozitivna tocka u kojoj funkcija f poprima lokalni ekstrem.
(Takve tocke sigurno postoje, Sto slijedi iz aksiomatike definiranja skupa R u koju ovdje ne¢emo ulaziti.) Tvrdimo da tada funkcija f

sy . X, + X . .. . P . X, + X
sijece os x u tocki T(%,OJ i da se za vrijednost parametra ¢ moZe uzeti vrijednost izraza —@- % .
Bez smanjenja opéenitost moZemo pretpostaviti da vrijede jednakosti f (xo) = A, f (x1) = —A. To znaci da vrijede jednakosti:

A=A-sin(o®- xy+c),
-A=A"-sin(® - x; +c¢).
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Zbrajanjem ovih jednakosti dobijemo:
0=A " [sin(® - xo + ¢) + sin(® - x; + ¢)].
Prema pretpostavci je A > 0, pa dijeljenjem posljednje jednakosti s A dobijemo:
sin(® - xp + ¢) + sin(® - x; + ¢) = 0.

Primjenom formule za pretvorbu zbroja sinusa u umnozak dobivamo:

2.sin[w'x°+w2'x1+2'CJ.cos(w.x°;w'x1)=O,

odnosno

2-sin(w-%+cj-cos(%j:0 .

Izjednacimo li prvi faktor s nulom, dobijemo:
+
sin(w-u+ cj =0
2
020 mpn
2

+
c=k-7z—a)-%, keZ

X, + X,

Stoga za vrijednost parametra ¢ moZemo uzeti bilo koji broj oblika k-7 -—w- ,keZ. Posebno, za k = 0 dobivamo

o

+ + +
c=-w Tx‘ To znaci da je f(x):A-sin[w-(x—%ﬂ, pa za x:% dobivamo f(%):o, Sto znaci da graf

funkcije fsijece os x u tocki T{%,Oj . Time je tvrdnja dokazana.

27. 1.) <193 Trokut AED je pravokutan trokut s pravim kutom u vrhu A. Duljine njegovih kateta su
JAEl = |ABl + IBEl=7 +5 =12 cm i |AD| = 7 cm. TraZimo duljinu njegove hipotenuze IDEI. Prema

Pitagorinu poucku je

|DE| = \|AE|" +|AD[" =412 +7* =144 +49 =193 cm.

2.) 7 : 5. Trokutovi BEH i AED su sli¢ni prema poucku K — K (imaju jedan zajednicki Siljasti kut
kod vrha D i to¢no jedan pravi kut). Stoga mozemo postaviti razmjer:

.

IBE| : IBHI = |AEl : IAD\.
Odavde je

_|BE|-|AD]

|BH|
|AE|
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Stoga je
1HG]| =BG [,
|BE|-|AD|

|HG|=|BG|-
|AE|

Sto zbog jednakosti IBG| = IBE| (stranice istoga kvadrata) moZemo zapisati u obliku

116 = ||~ [PEL1AP]
AE
BE
|Hc|—} '|<|AE| 1AD))
] =122 '|(|AB| 1BE[-|AD)).

a ta je jednakost, zbog jednakosti IABl = IADI (stranice istoga kvadrata) ekvivaletna s

_|BEf
|HG|= TaE"
Tako konacno dobivamo:
|BE|-|AD|
|BH|  |AE|
|HG| ~ |BE]
|AE]|
|BH| |AD|
1G] [BE]

Buduéi daje IADI =7, IBEl = 5, traZeni je omjer jednak 7 : 5.

28. 1.) . Odredimo najprije sjeciSte zadanih pravaca, tj. rijeSimo sustav dviju linearnih jednadzbi s
dvije nepoznanice:

3-x+4-y-24=0,
.X y -1

2 3
PomnoZimo drugu jednadZbu sustava s 6. Dobivamo:

3.x-2-y=6,
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a odavde je
3-x=2-y+6.
Ovu jednakost uvrstimo u prvu jednadzbu sustava, pa dobijemo:

2-y+6+4.y-24=0,

6-y=18.
Odavde dijeljenjem s 6 dobivamo y = 3. Uvrstimo tu vrijednost u izraz 3 - x =2 - y + 6, pa
dobijemo:
3-x=2-3+6,
3.-x=12,

a odavde je x = 4. Stoga je sjeciSte zadanih pravaca tocka S(4,3).

Preostaje napisati jednadzbu pravca koji prolazi tockama 7’1 S:

T®TTOT

Dakle, traZeni pravac je p... y = 3.

2)) (—12~\/§ ,0); (12- \/E, 0) . Podijelimo lijevu i desnu stranu zadane jednadZbe hiperbole sa 144,
pa dobijemo:

2 2

X Y

— =1.
144 144

Odatle ocitamo kvadrat duljine velike, odnosno kvadrat duljine male poluosi hiperbole:
a>=b"=144.

Stoga su ZariSta hiperbole:

F(—Ja® +b*,0) = (/144 +144,0) = (—/2-144,0) = (—/144 -/2,0) = (-12-4/2,0),
F,(Na® +b*,0) = (144 + 144,0) = (72 144,0) = (\144 -+/2,0) = (12-/2,0).

Dakle,

F,=(+12:v2.0)
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3.) 5.21553 - 10" Neka je a duljina velike poluosi elipse, a e njezin linearni ekscentricitet. Iz
podatka o numerickom ekscentricitetu slijedi:

£-0967.
a

Najkraca udaljenost neke tocke na elipsi od Zarista te elipse postize se kad se ta tocka nalazi na
onom kraju male poluosi elipse kojoj pripada doti¢no Zariste'. Tada je ta udaljenost jednaka razlici
duljine velike poluosi elipse i linearnoga ekscentriciteta elipse (tj. razlici duljind duZina |OB i
|OFl, gdje je O ishodiste pravokutnoga koordinatnoga sustava, OB velika poluos elipse, a F; ono
zarisSte elipse koje pripada duzini OB). U naSem je slucaju:

a-e=8.75-10".
Najveca udaljenost tocke na elipsi od doti¢noga ZariSta postiZe se kad je tocka na drugom kraju
velike osi elipse kojoj pripada to Zariste”. Preciznije, ako je AB velika os elipse (Cije je poloviite u
ishodistu O koordinatnoga sustava) i ako je F; € OB, onda se najveca udaljenost tocke na elipsi od

zarista Fy postiZe kad je ta tocka jednaka tocki A i tada je trazena udaljenost jednaka

d=AF,| =I0Al + |OF|| = a +e.
Iz jednakosti < =0.967 slijedi
a

e=0.967 - a,
pa uvritavanjem u jednakost a — e = 8.75 - 10'° dobijemo:

a-0967-a=8.75-10",
0.033-a=8.75-10".

Stoga je konacno

d=a+e,
d=a+ 0967 -a,
d=1967 - a,
d =ﬂ~(0.033~a)
0.033
1967 10 10 2 10 12
d=——-875-10"=521.553-10" =5.21553-10°-10" =5.21553-10" m.

0.033

" Dokaz ove tvrdnje vidjeti u Dodatku.
? Dokaz ove tvrdnje vidjeti u Dodatku.
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III. ZADATCI PRODUZENIH ODGOVORA

29. 1) Dy = R, x = 3, -7.969. Eksponencijalna funkcija 2" definirana je za svaki realan broj x.
Konstantna funkcija 8 definirana je za svaki realan broj x. Stoga je i razlika f (x) = 2* — 8
definirana za svaki realan broj x, pa je traZeno prirodno podrucje definicije skup R.

Nadalje, sve realne nultocke zadane funkcije su realna rjeSenja jednadzbe f (x) = 0. Imamo redom:
2'-8=0,
2" =3,
=2,

pa izjednacavanjem eksponenata dobivamo x = 3. Stoga je jedina realna nulto¢ka zadane funkcije
x=3.

Napokon, f (-5) = 27 - 8 = %—8=i—8 _12328 7255 5 96875, Zaokruzimo 1i ovaj
2 32 32 32
broj na tri decimale, dobivamo f{(-5) = —7.969. (Tre¢u decimalu moramo povecati za 1 jer je

Cetvrta decimala (to je znamenka 7) jednaka ili ve¢a od 5.)

2.) sin x + x - cos x. Zadanu funkciju deriviramo prema pravilu za deriviranje umnoska dviju
funkcija:

') =) -sinx+x-(sinx) =1-sinx+x-cosx=sinx+x-CcosXx.

3.) 1. Odredimo najprije stacionarne tocke zadane funkcije. Izracunajmo njezinu prvu i drugu
derivaciju primjenom pravila za deriviranje zbroja funkcija i pravila za deriviranje umnoska
konstante i funkcije:

o =L.oy-L o2y —(6)
f(x)—3 (x) 2 (x7)—(6)
f’(x)=%-3-x3"—%-Z-xz’l—o
fl(x)=x"—x'

Flo=x"—x

[l =)=y
frx)=2-x""-1.-x"
f'(x)=2-x'-1-x°

f'(x)=2-x—-1
Tako smo dobili:
f'(x) = x2 - -xs
f'x)=2-x-1.
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Stacionarne tocke zadane funkcije su ona rjeSenja jednadzbe f '(x) = O koja pripadaju prirodnu
podrucju definicije funkcije f. Buduc¢i da je f polinom tre¢ega stupnja, njezino prirodno podrucje
definicije je skup R (jer je prirodno podrucje definicije svakoga polinoma skup R). Stoga su
stacionarne to¢ke funkcije f realna rjeSenja jednadZbe f'(x) = 0.

Iz f'(x) = 0 slijedi

¥ -x=0,

x-(x-1)=0.

UmnoZak dvaju realnih brojeva jednak je nuli ako i samo ako je barem jedan od tih brojeva jednak
nuli. Tako odmah dobivamo x; = 0, dok iz x — 1 = O slijedi x, = 1. Stoga su stacionarne tocke x; =
=01 Xy = 1.

IzraCunajmo vrijednosti druge derivacije funkcije fu stacionarnim tockama:

f10)=2-0-1=-1,
f'h=2-1-1=1.

Bududi da je f"(0) = -1 < 0, zakljucujemo da funkcija f postize lokalni maksimum za x = 0. Taj
maksimum jednak je f (0) = —6. Analogno, iz f "(1) = 1 > 0 slijedi da funkcija f postiZe lokalni

minimum za x = 1. Taj minimum jednak je f (1) = —%.

4.) [-3, +o0). Prirodno podru¢je definicije (D;) zadane funkcije je skup R, tj. funkcija je definirana
za svaki realan broj x. Nadalje, za svaki x € R vrijedi nejednakost lx + 11 > 0, pri ¢emu se znak
jednakosti postize za x = —1. Od lijeve i desne strane ove nejednakosti oduzmemo 3, pri cemu se
znak nejednakosti nece promijeniti. Dobijemo:

x+11-3 20-3,
a odatle izravno slijedi:
f(x)=-3, zasvaki x € R,
tj.
f(x)=-3, zasvaki x € Dy.

To znaci da sliku funkcije f tvore svi realni brojevi jednaki ili veéi od —3. Ti realni brojevi tvore
interval [-3, 4+00). Dakle, Im(f) = [3, +o0).

5.) 125 J5 =279.508497 . Imamo redom:

(feo)x)=f[g(x)]= f(logsx)=2-log;x.
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Iz uvjeta (f o g)(x)=7 slijedi:
2-logsx=1,

log, x = z,

2

x =52,
x=+/5" =+/5°.5 =/5° .5 =57 /5 = 125.4/5,

x =279.508497.

30. = 58.5217. Neka je r polumjer unutras$nje (manje) kruznice kruznoga vijenca, a o srediSnji kut
naznacenoga kruZnoga isjecka. Tada ocito vrijede jednakosti:

rro
bo180°
/ _(r+d) 7«
? 180°
Dijeljenjem tih jednakosti dobijemo:
l_l_ r
L, r+d’
(r+d)-l,=r-1,,
r-li+d-l,=r-1,,
rl,—r-l,=d-1,
r-(l,=1)=d-1l,
d-l
r=—->=:.
lz_ll
Sada iz prve jednakosti slijedi:
180°-/,
o=——->=~,
r-r
o= 180°-/,
S del
T
lz_ll
a:180°~(lz—ll)‘
d-7w

Najveci mogudi broj etiketa koje mozemo izrezati jednak je
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" _{360°J_ 360° | 2d7
max o 1800'(12 _ll) l2 —ll ’
d-z

gdje je s L J oznacena funkcija ,,najvece cijelo koja svakom realnom broju x pridruZuje najveci

cijeli broj jednak ili manji od x.

Povrsina jedne etikete iznosi

1 1
= (rtd)l=—rd,

LN AU LU |
2 [\, L1,

pol|(dl+dl—dL) dil
2 -1 -1

p=L dl_di|
2\ L—1, 1,-,
p_1d:E-E)
2 -
pol d=b) i+l
2 L1,
1
Po=d (L)

Povrsina cijeloga recikliranoga kartona jednaka je

P =(r+d)y -zm-rx,
P=r-z+2-rd-zx+d -7-r-x,
P =2-rd-z+d 7,
P =Q-r+d)d-r,
Pk=[2-ﬂ+d)d-7z,

lz_l

P - 2-d-l+d-1,—d -, A,
lz_ll
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P = d-h+d-l) o
lz_ll

E, _hrh g
lz_ll

Stoga je traZena povrSina ostatka jednaka:
P = I)k - nmax : I)e’

P:M.dz.ﬂ-_ 2d-x7 ~l~d~(lz+ll),
lz_ll lz_l 2

P dz 1|2dx -, +1y),
L=l 2] L-]

[ 93z 1] 293x
|21.6-146 2 [21.6-14.6

937 l 18.6-7 93362,
7 2 7
1

p= -

P 93-7 {18.6-7£J 193362,
7 2 7

(937 1

7 2

(%J—l-SJ-9.3-36.2,
7 2

(9.3%_4)9,3. 36.2 ~ 58.52168852

H -9.3-(14.6 +21.6),

-L8.35J]9.3-36.2,

P
Dakle, P = 58.5217 cm”.

pripremio:
mr.sc. Bojan Kovacic, predavac
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DODATAK

Poucak 1: Neka je O ishodiste pravokutnoga koordinatnoga sustava u ravnini. Neka je E
sredi$nja elipsa3 takva da su toc¢ke A i B vrhovi njezine velike osi, a tocke C i D vrhovi njezine

male osi. Neka je F ZariSte elipse koje pripada duZini OB . Tada je to¢ka B tocka na elipsi
koja je najbliZa ZariStu F, a tocka A tocka na elipsi koja je najudaljenija od Zarista F.

Dokaz: Neka su a = ‘ﬁ‘ duljina velike poluosi elipse, b = ‘%‘ duljina male poluosi elipse i e =

= ‘ﬁ‘ linearni ekscentricitet elipse. Bez smanjenja opc¢enitosti moZemo pretpostaviti da je A(—a, 0),

B(a, 0), C(0, — b) 1 D(0, b). Primijetimo da, prema definiciji elipse, vrijede sljedece jednakosti:

a>b>0 (D
a>e>0 (2)

Naime, duljina velike poluosi teoretski nije manja od duljine male poluosi. Medutim, u slucaju a = b
elipsa prelazi u sredi$nju kruZnicu polumjera a. Tada se Zariste elipse podudara sa srediStem kruznice,
tj. s ishodiStem O, a svaka to€ka kruZnice je, prema definiciji kruZnice, jednako udaljena od njezina
srediSta, pa nema smisla govoriti o ZariStu najbliZzoj, odnosno od ZariSta najudaljenijoj tocki.
Nejednakost a > e npr. slijedi iz €injenice da to¢ke O, C i F tvore pravokutan trokut (s pravim kutom u
vrhu 0) ¢&ije duljine kateta su [OC| = b i IOF! = e, a duljina hipotenuze ICFl = a.*

1z pretpostavke da je E sredis$nja elipsa slijedi da njezinu jednadZbu moZemo zapisati u obliku

2

2
+%=1. 3)

QN|><

Neka je T(xy, yr) proizvoljna tocka elipse. Odmah primijetimo da za vrijednosti xy 1 yr vrijede
nejednakosti:

—-a<xr<a, 4
-b<yr<bh. (5)

Naime, apsolutna vrijednost apscise niti jedne tocke elipse ne moZe biti strogo veca od duljine velike
osi i, analogno, apsolutna vrijednost ordinate niti jedne toc¢ke elipse ne moZe biti strogo veca od
duljine male osi.

? Elipsa sa sredistem u to¢ki O takva da su koordinatne osi njezine osi simetrije.

* Tvrdnja ICF| = a lagano se dokazuje koristeci definiciju elipse. Naime, ako je F; € OA drugo Zariite elipse,
onda su trokutovi OFC i OF,C sukladni prema poucku S — K — S (oba trokuta su pravokutna i imaju sukladne
katete). Stoga vrijedi jednakost ICFl = ICF,l. Budu¢i da je C tocka elipse, prema definiciji elipse, zbroj
udaljenosti te tocke od obaju ZariSta elipse mora biti jednak duljini velike osi, tj. 2 - a. Tako iz ICFl = ICFyl i
ICF| + ICFl =2 - a odmah slijedi ICF| = a.
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Tocka F, tj. ZariSte elipse koje pripada duZini OB, ima koordinate F(e, 0). Prema formuli za
udaljenost dviju toaka u pravokutnom koordinatnom sustavu u ravnini, udaljenost tocke 7" od ZariSta

F jednaka je:
d=4(x,—e)+y; . (6)

Tocka T pripada elipsi E, pa njezine koordinate moraju zadovoljavati jednadzbu (3). To znaci da
vrijedi jednakost:

2 2
xT yT
g, 7
e (7

Izrazimo li iz jednakosti (7) veli¢inu y;, dobit ¢emo:

y§=b2-[ —x—zj : ()

a

Uvrstimo li jednakost (8) u jednakost (6), dobit ¢emo:
x2
d= (xT—e)2+b2(1—a—§]. 9)

a=b+é (10)

Primjenom jednakosti

koja slijedi izravnom primjenom Pitagorina poucka na pravokutan trokut OCF, odnosno toj jednakosti
ekvivalentne jednakosti

b*=a’ - ¢, (11)

izraz (9) tranformiramo na sljede¢i nacin:

bZ
dz\/x§—2~xr~e+e2+b2—?-x§,

2 2
a —e 2

d=,|x;-2-x,-e+te’+(a’—e’)— = X,

2
_ 2 2 2, € 2
d=,x;-2-x,-e+ta —xr+y-xr,

2
a'=\/xi—2-xT-e+ez+a2—ez—(1—€—2)-x§,
a
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2
e 2 2
dz\/—2~xT—2~xT-e+a ,
a

d=<. X;—a
a
1z nejednakosti (2) slijedi
0<<<1 ,
a

e e e
—a-—<—-x;<a-—,
a a a
odnosno
e
—e<—-x,<e
a
Zbog nejednakosti a > e, iz (15) slijedi
e
—x,<a.
a
Stoga je
e e
—- X, —al=a——-Xx,
a a

jer je izraz pod apsolutnom vrijedno$¢u strogo negativan. Prema tome, jednakost (12) prelazi u

Buduéi da iz (13) slijedi
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funkcija f(x;)= —E-xT +aje strogo padajuca linearna funkcija. Prema (4), ta je funkcija definirana
a

na segmentu [—a, a]. Poznato je da svaka strogo padajuca funkcija definirana na segmentu postize
najvecu vrijednost u pocetnoj tocki segmenta, a najmanju vrijednost u krajnjoj tocki segmenta. To

znaci da funkcija f(x,) =—£-xr +a postiZze najvecu vrijednost f,., za xr = —a 1 ta je vrijednost
a
jednaka
fmax=f(—a)=—£-(—a)+a=a+e, (20)
a

te da ista funkcija postiZe najmanju vrijednost f,,;, za xr = a i ta je vrijednost jednaka

foo=fl@)=—%-a+a=a—e. 1)
a

No, jedina tocka elipse ¢ija je prva koordinata jednaka —a je upravo tocka A, a jedina tocka elipse Cija
je prva koordinata jednaka a je upravo tocka B. Stoga je odabranom ZariStu F najbliza tocka elipse
upravo tocka B (i udaljenost tih dviju tocaka je a — ¢), a od toga ZariSta najudaljenija tocka elipse
upravo tocka A (i udaljenost tih dviju to¢aka jednaka je a + ). Time je poucak dokazan. u
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