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I. ZADATCI VISESTRUKOGA IZBORA

1. B. Kubiramo zadanu nejednakost, §to smijemo jer je funkcija f (x) = x’ bijekcija s R u R.

Dobivamo nejednakost:

l<a<s8.
Ovu nejednakost zadovoljavaju prirodni brojevi 2, 3, 4, 5, 61 7. Njih ima to¢no 6.
A. Koriste¢i identitete
log,(b-c)=1log, b+log,c,

log,a=1,

log. b = logh

a

loga

za sve dozvoljene realne vrijednosti a, b, ¢, imamo redom:

log,3+log,6 log,3+log,(3-2) log,3+log,3+log,2 2-log,3+1 _ 2-10g23+ 1
log,9 log,(3%) 2-log, 3 2-log,3  2-log,3 2-log,3
1 1 1 1 10g2_1+1' 030103

=1+ =1+—-log,2=1+—- —

—- =1.315464 =1.3155
2 log,3 2 2 log3 2 047712

B. Suprotni brojevi su a i —a, pa je njihov zbroj jednak 0, dok je lal = I-al. Stoga su tvrdnje A i C
1] 1

— . Stoga je
a

toc¢ne. Reciproc¢ni brojevi su a 1 1 , pa je njihov umnoZak jednak 1, dok je lal =
a

tvrdnja D tocna, a tvrdnja B nije (osim u posebnom slu€ajua € {-1, 1}).

D. 1z prve jednadZbe sustava odmah slijedi

X
y=—
a
pa uvrstavanjem u drugu jednadzbu dobijemo:
3-x-2-—=5,
a
(3-2]x=s1:(3-2)
a a
= 5 5  5a
;.2 3a-2 3.4-2
a a
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5. C. Pr1mJ enom identiteta
(2ij 52 x (sz x (Sjlx
4 22 2 2 ’

polaznu nejednadzbu mozemo zapisati u obliku

3 <
3G

Usporedbom eksponenata, pri ¢emu se znak nejednakosti ne mijenja (jer je baza potencije g

odnosno, u obliku

strogo veca od 1)), dobivamo linearnu nejednadzbu:

2-x<l1.

Dijeljenjem s 2 slijedi x < % Tocno Cetiri elementa zadanoga skupa su strogo manja od %, ito
su: —6, -5, -110.

6. B. Tocku u kojoj graf zadane funkcije sijece os x dobit ¢emo tako da rijesimo jednadzbu f (x) = 0
po nepoznanici x, a tocku u kojoj graf zadane funkcije sijee os y dobit ¢emo tako da u propis
zadane funkcije uvrstimo x = 0. Krenimo redom:

f(x)=0,
3.-2°-6=0,
3.2°=6/:3
2" =2,

2" =2,

a odatle usporedbom eksponenta izravno slijedi x = 1. Dakle, graf zadane funkcije sijece os x u
tocki (1, 0). Odredimo sjeciste s osi y:

f(0)=3-2"-6=31-6=3-6=-3.

Stoga graf zadane funkcije sijece os y u tocki S»(0, —3). Prema tome, traZena sjecista su S;(1, 0), i
S,(0, =3).

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, predavac 2



TVZ

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

ELEKTROTEHNICKI ODJEL

RJESENJA ZADATAKA 1Z MATEMATIKE NA DRZAVNOJ MATURI
U KOLOVOZU 2012. - VISA RAZINA

7. A.Primijenit ¢emo identitete:

3-x*=GB-x-G+x),
(x+3Y=x"+6-x+9,
X +8 - x+12=(x+2)- (x+6).

Imamo redom:

(4-x+12 by j x+3 5 4-(x+3) X x+3 5

x=3x 9-x*) x+6 x-3 |x-(x=3) F¥—-x*| x+6 x-3
[4:(x+3) x x+3 5 [4(x+3) x x+3 5
| x-(x=3) (B-x)-B+x)| x+6 x+3 x(x=3) (x=-3)-(x+3)| x+6 x-3
__4-(x+3)-(x+3)—x-x}x+3_ 5 _{4-(x2+6-x+9)—x2}x+3_ 5

x-(x=3)-(x+3) x+6 x-3 x-(x=3)-(x+3) x+6 x-3
(45" +24-x+36-x" | x+3 5 [3:x7+24-x+36| x+3 5 _
x-(x=3)-(x+3) x+6 x-3 x-(x=3)-(x+3)| x+6 x-3
__3-(x2+8-x+12) 'x+3_ 5 |3:(x+2)(x+6) 'x+3_ 5 _3(x+2) 5
_x-(x—3)-(x+3) x+6 x-3 x(x=3)(x+3)| x+6 x-3 x-(x-3) x-3
_3-(x+2)—5-x_3-x+6—5-x_—2-x+6_—2-(x—3)__g
x-(x=3) x(x=3) x(x=-3) x(x=3) x

8. A. Oznalimo sa s udaljenost izmedu gradova. Vrijeme potrebno za prevaljivanje puta s

prosjecnom brzinom od 80 km/h iznosi ¢, = % sati , dok vrijeme potrebno za prevaljivanje puta s

prosjecnom brzinom od 75 km/h iznosi t, =7—S5 sati. Zbroj tih dvaju vremena mora biti jednak

ukupnom vremenu, tj.

{41, =6 sati i 12 minuta = 6+ = = 4= &1 _31
60 5 s

sati.

UvrStavanjem izraza za t, i t, dobivamo linearnu jednadzbu:

s s 31

80 75 5

1 1 31 11
—t—|s=— /| —+—
(80 75j 5 (80 75)

Najbrze ¢emo je rijesiti ovako:
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31 31
5 5 31-80-75 80-75 80-75
s = = = = = =80-3=240
L1 80+75 5-155 5-5 25
80 75 80-75

Dakle, udaljenost izmedu gradova iznosi 240 km, pa je autobus preSao ukupno 240 + 240 = 480
km.

9. D. U 900 litara morske vode ima ukupno %-900=0.4-9=3.61itara soli. Taj obujam mora

tvoriti 1% obujma otopine nastale isparavanjem vode. Ozna¢imo li s V obujam te otopine, onda
mora vrijediti jednakost:

L-V=3.6.
100

Odatle je V = 3.6 - 100 = 360 litara. Stoga mora ispariti ukupno AV =900 — 360 = 540 litara vode.

10. B. Iz slike o¢itamo da je f (1) =2, paje (fo f)(1) = f[f(D]= f(2) =—1. (Grafu zadane funkcije
pripadaju tocke T'y(1, 2) i T»(2, —1).)

11. C. Zadatak se rijesi primjenom pojma potencije tocke s obzirom na kruZnicu. Podsjetimo, ako je E
unutarnja tocka kruZnice, onda se potencija tocke E s obzirom na kruZnicu dobije tako da se

povule bilo koja tetiva AB kruZnice koja prolazi kroz E, te izracuna umnozak duljina IAE! i |IBEI.
Moze se pokazati da vrijednost toga umnoska ne ovisi o izboru tetive AB. Stoga odmah imamo:

|AE| - |IBE| = |CEl - IDE],

x-6=3-7.
Odatle dijeljenjem s 6 dobijemo x = % = % = % =35cm.

12. A. Obujam tetraedra €iji su svi bridovi jednake duljine dan je formulom

12
Uvrstimo li u tu formulu a = 5, dobit ¢emo:
3
1% =15—2-ﬁ =%-ﬁ ~14.731391 ~14.73 cn’.

Napomena: Navedena formula za obujam dobije se ovako: Osnovka tetraedra je jednakostrani¢an trokut Cija stranica ima duljinu a.
. . " a’ - . o
Njegova je povrsina B = e V3. Ortogonalna projekcija osnovki nasuprotnoga vrha tetraedra na osnovku je teZiste osnovke. Stoga se

promatra pravokutan trokut Cija je jedna kateta visina tetraedra A, druga kateta spojnica teZista i jednoga vrha osnovke, a hipotenuza
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jedan bocni brid. Iz poucka o teZiStu i ¢injenice da se u svakom jednakostrani¢nom trokutu teZiSnica povucena na bilo koju stranicu
podudara s visinom povufenom na istu stranicu slijedi da je duljina druge katete jednakab:%-t:%-(%-ﬁ]:%-ﬁ. Prema

Pitagorinu poucku, duljina visine tetraedra jednaka je h=, a’ _(%\Bj =,la’ —% =, 2;“ =% -a . Tako sada lagano dobivamo

1 1 a* NG a
V=--B.h=="2322.,=L 2.
3 3 4 V3 NE) “

B. Kvadriranjem prve jednakosti dobijemo:
(x—y)” =36,
odnosno
¥ -2-x-y+y =36
Buduéi da je x* + y* = 22, slijedi:
22-2-x-y=36,
odnosno

—2-x-y=36-22,
-2-x-y=14,

a odatle je x - y =—7. Koriste¢i formulu za razliku kubova dobivamo:
Y=y =(x-y) - @+x-y+)y)=6-(22-7)=6-15=90.
B. Jednadzba ima smisla ako i samo ako istodobno vrijede sljedece nejednakosti:

x—2>0,
x+3>0,
2-x-3>0.

Iz prve nejednakosti dobijemo x > 2, iz druge x > -3, a iz trece x > % Presjek tih triju uvjeta je

prvi uvjet, tj. x > 2. Dakle, ako polazna jednadZba uopc¢e ima rjesenje, onda to rjeSenje mora
zadovoljavati nejednakost x > 2.

Transformirajmo polaznu jednadZbu na sljedeci nacin:

logy(x — 2) +loga(x + 3) =2 + logy(2 - x —3),
loga(x — 2) + loga(x + 3) = 10g2(22) +logx(2 - x—3),
logr(x — 2) + logy(x + 3) = log,4 +10g,(2 - x - 3),
log[(x—2) - (x + 3)] = logy[4 - (2 - x—3)].

Izjednacavanjem logaritmanada dobivamo:
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(x=2)-(x+3)=4-(2-x-3),
X-2-x+3-x-6=8-x—12,
X-2-x+3-x-6-8-x+12=0,
¥-7-x+6=0.

RjeSenja posljenje kvadratne jednadzbe su x; = 1 i x, = 6. Uvjet x > 2 zadovoljava samo x, = 6, pa
polazna jednadZba ima jedinstveno rjeSenje x = 6.

C. Transformirajmo broj N na sljede¢i nacin:
N=1-a+2-d"+3-’+4-a’+5-a+6=0@+2)-a"+B-a+4)-a°+5-a+6.
Prema pretpostavci je b = a”, odnosno b” = a*, pa je:
N=@+2)-b’+B-a+4)-b+5-a+6.

Lako se provjeri da za a = 10101 vrijede nejednakosti a +2<a’ - 1,3-a+4<a’-1i5-a+6<
<da’-1.StogajeA=a+2=10101+2=10103i C=5- 10101 + 6 = 50505 + 6 = 50511.

II. ZADATCI KRATKIH ODGOVORA

35. Pretpostavimo da je manji broj jednak 2 - n — 1, za neki n € N. Tada se prvi sljedec¢i neparan
broj dobije tako da se manji broj uveca za 2. Dakle, ve¢i je broj jednak 2 -n—-1)+2=2-n+1.
Prema uvjetima zadatka mora vrijediti jednakost:

3-2-n-1)=2-2-n+1)+31.
Rijesimo ovu jednadZbu:

3-2-n=-1)=2-Q2-n+1)+3l1,
6-n-3=4-n+2+31,
6-n-4-n=2+31+23,
2-n=736.

Odatle dijeljenjem s 2 dobivamo n = 18. Dakle, manji broj jednak je 2 - 18 -1 =36 -1 =35.

ZTP — B . Imamo redom:

b+B

P= “h 12

2.P=(b+B)-hl:h.

2'—P=b+B
h
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9=5-x"-15-x
5-x-15-x-9=0, /:5
X —3-x—2=0.
5

Tako smo dobili normiranu kvadratnu jednadZbu (onu u kojoj je koeficijent uz x* jednak 1). Prema
Vieteovim formulama, zbroj obaju rjeSenja te jednadZbe jednak je suprotnoj vrijednosti
koeficijenta uz x, tj. —(-3) = 3.

2) S= [—%,%} . Zadanu nejednadZbu moZemo zapisati u obliku:

6-xX*-5-x-4<0.

Na lijevoj strani te nejednadZbe je polinom 2. stupnja (kvadratna funkcija). Njezin vodeci

koeficijent je 6 > 0, pa njezin graf ima oblik U. Stoga je vrijednost te funkcije nepozitivna na
segmentu odredenom realnim nultockama te funkcije. RijeSimo li kvadratnu jednadzbu

6-x-5-x-4=0,
dobit ¢emo:

5+ 52—4-6-(—4)_5J_rx/25+96_5i11:>x_5—11 6 1x 5+11 16 4
26 12 12 12 2 2277 12 12 3

Ao =

)

Dakle, skup svih rjeSenja polazne nejednadzbe je S = [—% %}

19. Znamo da za n = 2 dana i m = 160 km treba platiti najam C, = 866 kn. Stoga mora vrijediti
jednakost:
866=2-D+ 160 - K.

Nadalje, znamo da za n = 3 dana i m = 120 km treba platiti najam C, = 723 kn. Stoga mora
vrijediti jednakost:

723=3-D+ 120 K.

Tako smo dobili sustav dviju linearnih jednadZbi s dvije nepoznanice:
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866=2-D+160- K
723=3-D+120-K

RijeSimo taj sustav npr. metodom suprotnih koeficijenata. PomnoZimo prvu jednadZzbu s 3, a
drugu s (=2). Dobivamo:

2598 =6- D +480 - K
~1446 = -6 - D240 - K.

Zbrojimo li dobivene jednadzbe, dobit ¢emo:
240 - K=1152.

Odatle dijeljenjem s 240 slijedi K = 4.8. Uvrstimo li tu vrijednost npr. u prvu jednadzbu sustava,
dobivamo:

866=2-D+ 160 - 4.8,
866 =2-D + 768,
2-D=2866-768,

2-D=098.

Odatle dijeljenjem s 2 dobivamo D = 49.
1.) 49. TrazZeni je iznos vrijednost nepoznanice D, a taj je D = 49.

2.) 1348. Trazeni iznos dobit ¢emo tako da u formulu za izracun cijene C uvrstimo n =4, D = 49,
m=2401 K =4.8. Slijedi:

C=4-49+240-48=196 + 1152 =1348 kn.

20. 1.) 26°33'54"'. Najmanji kut x nalazi se nasuprot najmanjoj kateti, tj. kateti duljine 6 cm. Njegov je
tangens jednak

t Jc—i—l
g 2 2

Jedino rjesenje ove jednadzbe u intervalu <0,§> jex=26.565051177078° = 26°33'54".

2.) 10.98. Odredimo najprije mjere svih kutova toga trokuta. 1z podatka da se kutovi odnose kao
3 :4: 5 slijedi da postoji strogo pozitivan realan broj k > 0 takav daje =3 -k, B=4-kiy=5-
- k. Zbroj tih triju kutova mora biti jednak 180°, pa dobivamo jednadzbu:

3-k+4-k+5-k=180°,
12 - k=180°.

Odatle dijeljenjem s 12 slijedi k = 15°. Stoga je mjera najmanjega kut trokutaoe =3 - k=3 - 15°=
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=45°, a mjera najvecega kuta trokutay=5-k=5-15°="75°
Najkraca stranica trokuta nalazi se nasuprot najmanjem kutu, a najdulja stranica trokuta nasuprot
najvecem kutu trokuta. Oznacimo li nepoznatu stranicu s x, primjenom sinusova poucka dobijemo:

x _ sin45°

15 sin75°

Izracunajmo zasebno brojnik i nazivnik razlomka na desnoj strani gornje jednakosti:

sin45°=£,
2
sin75°=sin(45°+30°)=sin45°cos30°+cos45°sin30°=£-—3+—2-l=—2- £+1
2 2 2 2 2 2

Tako je konacno:

NG
s1n45°.15_ 2 15= 1 __2 15= 2'(\/5_1) 15=
sin 75° 72 [34_1] 734_1 \/§+1 (\/§+1) (\/5—1)
2 12 "2 2 2
- 2(3-1) 15=15-(\3-1) 109807621~ 10.98

21. 1.)-2-2-a-i.Oc¢itojei' =i - =1 (—i) =i, paje:

2=2- (<) (@-i)==2-a-i+2-f=-2-a-i+2-(-)=—2-2-qa-i.

2.). 2-(cos%+i-sin5%j. Kompleksni brojevi zapisani u trigonometrijskom obliku mnoZe se

tako da im se apsolutne vrijednosti pomnoze, a argumenti zbroje. Tako odmah dobivamo:
(2 j (2-% z} . (2-% z) (4-% zj . (4-% zj
2,2, =|=:3||cos| —+— |+i-sin| —+—||=2-| cos| —+— |[+i-sin| —+—||=
3 3 6 3 6 6 6 6 6
( 57 . . 5%}
=2 coS——+i-sin—
6 6

22. 1) x,=2-k+1) 7w k € Z. Zamijenimo ¢ = cos x, pa dobijemo kvadratnu jednadzbu
r—t-2=0.

Njezina su rjeSenja t; = —1 i , = 2. Potonje rjeSenje zanemarujemo jer mora biti Izl = Icos x| < 1.
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Stoga mora biti  =—1, pa dobivamo trigonometrijsku jednadzbu:
cos x =—1.

Jedino rjesenje te jednadzbe u osnovnom segmentu [0, 2 - 7] je x = 7. Stoga su sva rjeSenja
polazne jednadzbe xy =+ k-2 -w=(2-k+ 1) 7, pricemujek € Z.

2.) Vidjeti Sliku 1. Zadanu funkciju f moZemo zapisati u obliku:
f(x)= 2-sin(x—§j = 2-(sinx-cos§—cosx-sin§j =—-2-COSX.

Racunajuéi vrijednosti f (x) za xe {0,%,71’,3'77[,2-7[} i ucrtavajuéi pripadne tocke u pravokutni

koordinatni sustav u ravnini dobivamo graf prikazan na Slici 1.

¥

/Z | 3\”
-1
-

Slika 1.

23. 1.) 15. U trenutku ¢ broj komaraca iznosi
B = 500 000 . 2—()1)6667 -t
= .

Zelimo odrediti koliko vremena (od pocetka primjene pesticida) treba proteci dok broj komaraca

ne bude jednak % B;. Oznacimo s x vrijeme u kojemu ¢e broj komaraca biti upola manji nego u

. e 1 9 . N
trenutku 7. Broj komaraca u trenutku x treba biti jednak 5 B;, $to znaci da mora vrijediti jedna-
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kost:

%' Bt — 500 000 - 2—()()6667 X )

Tako smo dobili jednakosti:

B = 500 000 . 2—()1)6667 -t
= s
%' Bt — 500 000 . 2—()1)6667 - X .

Dijeljenjem druge jednakosti prvom dobivamo:

l — 9~0.06667-(x~1)

2

91 _ 9006667 -(x—1)

Izjednacavanjem eksponenata slijedi:

-0.06667 - (x —1) = -1,
1
0.06667

~14.99925 =15 godina.

Dakle, od trenutka 7 do trenutka x treba proéi 15 godina.
2.) 257 941. Nakon 20 godina broj komaraca na jezeru iznosi
Byy= 500000 - 27%%%"" % ~ 198 416.
U godini u kojoj pesticidi nisu primjenjeni broj komaraca povecao se za 30%. Stoga je traZeni broj

jednak:

30 30
B, =B,,+—B,,=| 1+—
21 20 100 20 ( 100

B, =1.3-198416 = 257940.75 = 257941.

j-Bm =(1+0.3)-B,, =13-B,,

1.) 60. Prema binomnu je poucku trazeni koeficijent jednak:

6 .
a,= .26*4.14=£.22.1=£.4=60.
2 1-2 2

2.) 6028. Neka je trazeni broj x. Prema pretpostavci, x pri dijeljenju sa 136 daje koli¢nik jednak
ostatku, pa primjenom poucka o dijeljenju s ostatkom zakljucujemo da postoji n € N takav da je
1<n<135ix=136-n+n= 137 n. Stoga trazimo vrijednost broja n takvudaje 1 <n <1351

6000 <137 - n< 6100.
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Dijeljenjem posljednje nejednakosti sa 137 dobijemo:
43.8<n<445.
Odavde je n = 44, pa je trazeni broj x = 137 - 44 = 6028.

Napomena: Poopcenjem postupka navedenoga u rjeSenju ovoga zadatka dobiva se sljedeca
tvrdnja: Ako neki prirodan broj x pri dijeljenju s prirodnim brojem y daje koli¢nik z i ostatak z,
ondajex=(y+1)-z tj. xje djeljiv s y + 1. Tako je ovaj zadatak zapravo zahtijevao da odredimo
visekratnik broja 136 + 1 = 137 koji se nalazi izmedu 6000 i 6100. To je upravo broj 6028.

1.) 5 - cos(5 -x). Zadanu funkciju deriviramo prema pravilu deriviranja kompozicije funkcija.
Derivacija funkcije sin x je cos x, dok je derivacija funkcija 5 - x konstanta 5. Stoga je:

f'x)=cos(5-x)-(5-x)=5-cos(5 - x).
2.) -5. Odredimo najprije g'(x). Uocimo da je

s=S+ 2=t 2o,
X x x x

pa primjenom osnovnih pravila za deriviranje i tablice derivacija elementarnih funkcija dobivamo:
g'x)=(xH+2-(x)'=(=D-x"7+2:(=2) x ' =—x"—-4-x.
TraZeni koeficijent smjera tangente jednak je vrijednosti funkcije g '(x) za x = 1. Stoga je:
gH=-1"-4.1"=-1-4=-5 .

3.) 1. Odredimo najprije prve dvije derivacije funkcije h. Primjenom osnovnih pravila za
deriviranje i tablice derivacija elementarnih funkcija dobivamo redom:

() =(=1)-3 " +9.2. X —15+0=(=3)- x> + 18- x—15,
h'(x)=(=3)-2-x*" +18=0=(=6)-x+18

Uocimo da je h"(x) > 0 ako i samo ako je

(-6)-x+18>0,
odnosno
(-6) - x>-18,
odnosno
x<3.

© mr.sc. Bojan Kovacié¢, predavac 12
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Stoga trazimo onu stacionarnu tocku zadane funkcije Cija je prva koordinata strogo manja od 3.
RijeSimo li jednadZzbu A'(x) = 0, tj. kvadratnu jednadZzbu

(-3) ¥ +18-x-15=0,
odnosno, nakon dijeljenja s (=3),
X—6-x+5=0,
dobit ¢emo x; = 1, x, = 5. Potonje rjeSenje zanemarujemo zbog uvjeta x < 3, pa zadana funkcija
postiZe lokalni minimum za x = 1. Taj minimum je jednak A(1)=—1>+9- 1> =15 - 1+ 2 =-5.
(2, 2). Vidjeti Sliku 2. Iz propisa zadane funkcije oc¢itamo a = —%, b =2, c=0, pauvrstimo te

podatke u formulu za izra¢unavanje tjemena grafa kvadratne funkcije:

ottt T e

@ 44 jz ‘2(_3’ 4_(_3 2 ) (™

Budu¢i da je vodeci koeficijent a = —% strogo manji od nule, graf zadane funkcije je parabola

oblika M. Za njezino jednoznacno definiranje (jer je svaki graf polinoma 2. stupnja jednoznac¢no
odreden zadavanjem bilo kojih triju razlicitih to¢aka toga grafa) odredimo jos realne nultocke

zadane funkcije:
(—lj-x2+2-x=0
2

(—%)-x-(x—@=O:>x=0ilix—4=0:>xl=O,x2=4

Stoga trazeni graf prolazi tockama 7(2, 2), O(0, 0) i S»(4, 0). On je prikazan na Slici 2.

Slika 2.
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1) Dy = [—%ﬁoo}\{l} . Drugi korijen koji se pojavljuje u propisu funkcije f definiran je za
nenegativni radikand, dok nazivnik razlomka treba biti razlicit od nule. Tako dobivamo sustav:

2-x+120
x—120

Iz prve nejednadzbe je x > —% , aiz druge x # 1. Svi realni brojevi koji istodobno nisu manji od

—% i razliciti su od 1 tvore skup § = [—%ﬁoo}\{l}. Stoga je taj skup trazena domena zadane

funkcije.

1.) 1300. ZapisSimo formulu za op¢i ¢lan niza u sljede¢em obliku:
a,=6-n+2=6-n-1)+6+2=8+(m-1)-6.

Odatle slijedi da je niz (a,),n aritmeticki niz kojemu je prvi ¢lan a; = 8, a razlika d = 6. Zbroj
prvih n = 20 ¢lanova toga niza jednak je:

Sm=?-[2-8+(20—l)-6]=10-(16+19-6)=10-(16+114)=10-130=1300

2)) % = 1.25. Neka su a, b i ¢ tri uzastopna Clana geometrijskoga niza. Prema definiciji

geometrijskoga niza, mora vrijediti jednakost: b = a - ¢, a prema podatcima iz zadatka moraju
vrijediti jednakosti:

b=a+4,
c=b+5.

Tako smo dobili sustav triju jednadzbi s tri nepoznanice:

b=a-c
b=a+4
c=b+5.

Uvrstimo li drugu jednadzbu sustava u trecu dobit ¢emo:

c=a+?9.

Uvrstavanjem druge jednadZbe sustava i gornje jednadZbe u prvu jednadzbu sustava dobijemo:

(a+4)Y’=a-(a+9),

© mr.sc. Bojan Kovacié¢, predavac 14
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odnosno

a+8-a+16=a*>+9-aq,
8- a-9-a=-16,

—a=-16.
Odatle je a = 16. 1z druge jednadzbe sustava slijedi b = a + 4 = 20, pa je koli¢nik geometrijskoga
niza jednak ¢ b0 5. 1.25.
a 16 4

3.) 128. Promjer prve upisane kruZnice jednak je stranici kvadrata, tj. d = 8 cm. Dijagonala
kvadrata upisanoga u kruZnicu promjera d jednaka je promjeru kruZnice, pa slijedi:

al-\/i=8:>al=i-80m.

NG

Nastavljajuéi analogno dalje, uz oznaku a, = duljina stranice n — toga upisanoga kvadrata, dobili
bismo

i opéenito

odnosno

1
a, 2
Odatle slijedi da povriine svih kvadrata tvore beskona¢an geometrijski niz &iji je prvi ¢lan Py = 8°

= 64, a koli¢nik ¢ =% . Zbroj svih ¢lanova toga niza jednak je

64

P
S=_=_1=
l-¢q 1-—
2

=64-2=128cm>

l\)\>—~|i
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III. ZADATCI PRODUZENIH ODGOVORA

29. 1.) 242 . Koeficijent smjera pravca kojemu pripada duzina AB jednak je:

a poloviste te duZine je tocka

Pz(xA+xB’yA+yBj=(9+5’2+6j=(ﬂ §j=(7’4).

2 2 2 2 272

Simetrala duZine AB je pravac okomit na pravac kojemu pripada duZina AB i koji prolazi
tockom P. Koeficijent smjera te simetrale je

AB

pa primjenom formule za jednadZbu pravca kojemu su zadani koeficijent smjera i jedna tocka
dobivamo jednadZbu te simetrale:

s...y—4=1-(x-17),
s...x=y+4-7=0,
s...x—y=-3=0.

Primjenom formule za udaljenost tocke od pravca izraCunamo traZenu udaljenost tocke C od
pravca s:

-3-(-2)- -3+2- —4
g B3 3423 444 V2 4 5, 5
JesEy Vi 2 2 V242 2
2.) i+5- } . Primijetimo najprije da vrijedi jednakost:
MN +NP = MP.
Stoga imamo redom:

MN +NP=MP=(x,—x,)-i+(y,—yy)-j=[-1-(-D]-i+[2=(-3)]- j =
=(—142)-i+(2+3)-j=1-i+5-j=i+5]

3)¢t...4-x-3-y+ 14 = 0. Iz slike ocitamo koordinate tocaka Si A: S=(5,3)iA = (1, 6).
Kvadrat udaljenosti tocaka A i S jednak je kvadratu polumjera kruZnice, pa je:

© mr.sc. Bojan Kovacié¢, predavac 16



TVZ

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

ELEKTROTEHNICKI ODJEL

RJESENJA ZADATAKA 1Z MATEMATIKE NA DRZAVNOJ MATURI
U KOLOVOZU 2012. - VISA RAZINA

ISAP = (x4 —x5)" + (a—ys) = (1 =5 + (6 =3) = (-4’ + 3* =16+ 9 =25.
Stoga je jednadZba kruZnice:
(x=57%+(y-3) =25
TraZenu jednadZbu tangente povucene na kruZnicu u tocki A dobit ¢emo iz izraza:
(=35 (x=35+(a—-3)- (v-3)=25,
pa uvrStavanjem xs = 1 1 y4 = 6 slijedi:

1-5)-x=5+(©6-3)-(y-3)=25,
-4 -(x-5+3-(y-3)=25,
—4-x+20+3.-y-9=25,
—4-x+3-y+20-9-25=0,
—4-x+3-y-14=0/:(-1),
4.-x-3-y+14=0.

4.) y* = 2 - x. Vidjeti Sliku 3. Op¢enito, skup svih to¢aka jednako udaljenih od tocke T = (z, 0) i
pravca x = —t je parabola ¢ije je ZariSte toCka 7, a ravnalica pravac x = —. Njezina jednadZba u
opéem slucaju je y* =4-¢-x. U naSem je slucaju ¢ = 4, pa dobivamo parabolu ¢&ija je jednadzba
y* = 16 - x. Ona je prikazana na Slici 3. (Za crtanje parabole uzmite x € {0, 1} i radunajte pripadne
vrijednosti varijable y.)

5

Slika 3.
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4.) = 3.3995 m. Postavimo pravokutni koordinatni sustav u ravnini tako da os y bude os simetrije
nadvoznjaka, te da se razina ceste podudara s osi x.

Duljina velike osi elipse jednaka je Sirini nadvoZnjaka. Dakle, 2 - a=7, paje a= % =35m.

Iz podatka o najvecoj tocki nadvoznjaka slijedi da je duljina male poluosi elipse 4.2 m, tj. b =4.2
m. Dakle, jednadZba cijele elipse je

x2 2

2 + y 2

3.5 42

)

pri ¢emu, prema prirodi problema, promatramo samo dio te elipse iznad osi x.

Promatrajmo poprecni presjek nadvoZznjaka i kamiona. Kamion moZemo zamiSljati kao
pravokutnik ¢ija je duZina 2.6 m. Kamion se nalazi u razini ceste, pa su dva vrha pravokutnika na
osi x. Zbog simetrije s obzirom na os y, ti vrhovi nuzno moraju biti tocke (1.3, 0) i (-1.3, 0).
Odredimo tocke poluelipse ¢ija je apscisa 1.3. Imamo:

1.3° + yr _
3.5 4.2°
i —1- 1.3°
4.2* 3.5°
y:=42°. [1— 1.3 j = 42" (3.5°-1.3%) = (ﬁjz (3.5-1.3)-(3.5+1.3) = (éjz 2248
! 3.5 ) 3.5 35 5

yr=12%.22-48=152064
vy =+/15.2064 = 3.8995384
Dakle, udaljenost izmedu dna kamiona i nadvoZnjaka iznosi (priblizno) 3.8995 metara. Zbog

uvjeta na razmak izmedu krova kamiona i nadvoZnjaka, sama visina kamiona je za 0.5 metara
manja od udaljenosti izmedu dna kamiona i nadvoZnjaka, pa iznosi (priblizno) 3.3995 metara.

ae R\[—%,é} . ,,Kritiéne* tocke su x = —1 1 x = 3, tj. vrijedi:
x+1, zax=>-1, x—3,zax2>3,
|x+1|= . ,|3—x|= .
—(x+1), inace 3—x, inace.
Stoga funkciju razmatramo na intervalima (—eo, —1], (~1, 3] i (3, +o0). Dobivamo:

—(x+1)—(B3—-x), zax<—1;
f(x)={x+1-(3-x), zaxe (-1,3];

x+1-(x=3), zaxe (3,+);
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—4, zax<-1;
f(x)=42-x-2, zaxe(-1,3];

4, zaxe <3,+<>o>.

Skiciramo 1i graf funkcije fu pravokutnom koordinatnom sustavu u ravnini, dobit ¢emo Sliku 4.

Slika 4.
Tako vidimo da ¢e zadana jednadZba imati tocno jedno rjeSenja ako i samo ako vrijedi
nejednakost:

—4<1—l<4
a

jer svaki pravac y = b presijeca graf zadane funkcije u to¢no jednoj tocki ako i samo ako je
b € (-4, 4). Oduzmemo 1i 1 od svakoga ¢lana ove nejednakosti i potom pomnoZimo dobivenu
nejednakost s (—1), dobit cemo:

—3<l<5.
a

Ovu nejednadzbu najlakse je i najbrze rijesiti graficki. Nacrtamo hiperbolu y = 1 ipravce y=-31i
a
y =5, palako vidimo da se vrijednosti funkcije 1 nalaze izmedu brojeva -3 i -5 ako i samo ako je

a

11 11
ae R\|——,—|. Stoga je rjeSenje zadatka skup R\| ——,—|.
[ 3 5} ga je 1) \ p [ 3 5}

pripremio:
mr.sc. Bojan Kovaci¢, dipl.ing., predavac
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y=5

y=1x

5
Slika 5.
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