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T™VZ - Matematika 1 | Zadaci za 3. demonstrature
grupe Ei F

(preddiplomski strucni 3.11.2017.

 POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE studij elektrotehnike)

Elektrotehnicki odjel

Zadani su vektori a=a-i—k i b=i+ } Odredite vrijednost &¢€ R tako da povrSina

paralelograma razapetoga zadanim vektorima bude jednaka 3- J3 kv. jed.

Zadani su vektori a=i i E:}—; Izracunajte volumen paralelepipeda razapetoga
b

vektorima l;+c3, b—a i ax

Zadani su vektori a=i— i b=k—j. S totnoféu od 107 izratunajte oplogje

paralelepipeda razapetoga vektorima a+2-b,2-a-b i axb.

Zadani su vektori a= (1,0,-1)i b= (x,1,0). Odredite x>0 tako da volumen
paralelepipeda razapetoga vektorima a, b iaxb bude jednak 6 kub. jed.

Zadani su vektori a=i—k i B=}+12. IzraCunajte volumen prizme razapete vektorima

axb, (a-b)-ai (b-a)b.
Zadani su vektori 21:(—1,2,1) i l;:(?a, 2,—1). Odredite vektor ¢ tako da vrijede
jednakosti: a-c= 4, axc=b.

Zadani su vektori Zz:(—l,l,O) 1 Z):(0,0,l). Odredite sve jedini¢ne vektore c koji su
okomiti na zadane vektore.

Zadani su vektori a= (1,1,4), b= (-La,0)1 c= (-3,3,-4). Odredite ae R tako da
zadani vektori pripadaju istoj ravnini.

Vrhovi trokuta su A =(0,1,4), B=(-3,4,1) i C =(2,3,6). Odredite tocku D na osi aplikata
tako da volumen tetraedra ABCD bude jednak 2 kub. jed.

— LT Ly . . .. . vee - . T .. v .
Neka su m i n jedini¢ni vektori koji zatvaraju kut ¢ija je mjera 3 radijana. IzraCunajte

povrsinu trokuta odredenoga vektorima a=m+5nib=7-m-n.
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TV Matematika 1 | Zadaci za 3. demonstrature
N v (preddiplomski stru¢ni %nirie;; 117F
B RN ICOM S studij elektrotehnike) o :
REZULTATI ZADATAKA
1. ae{-55}.
2. V =2 kub. jed.
3. 0=2-(5V3+42+3:42)=38.76727 kv. jed.
4. x=2.
S. V =1 kub. jed.
6. ¢=(0,1,2).
7. Z:Q.(l,l,()), g:—ﬁ-(l,w) .
2 2
8. a=2

9. D, =(0,0,3), D, =(0,0,5).

10. P =9 kv. jed.
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T™VZ - Matematika 1 | Zadaci za 3. demonstrature
grupe Ei F

(preddiplomski strucni 3.11.2017.

it il studij elektrotehnike)

DETALJNIJA RJESENJA ZADATAKA

1. PovrSina paralelograma kojega razapinju vektori aib jednaka je duljini njihova
vektorskoga umnoska. Primijetimo da vrijede jednakosti:

a=(a,0,-1), b=(1,1,0).

Stoga imamo redom:

i j ok - L
- = / . j k i j
axb=|aa 0 -1|=(razvoj po 2. retku) = (—)- —(=1)- =
11 0 1 0 11

=(-a)-(j-0-1-k)+(i-1-1-j)=a-k+i- j=(-lLa)=

P=‘5x5‘=\/12+(—1)2+a2 —VI+1+a& =2+,

Prema zahtjevu zadatka, vrijednost te povrSine mora biti jednaka 3.4/3 . Tako dobivamo
jednadZzbu:

V2407 =343,
RijeSimo tu jednadZbu:
V2+a? =33

2+a*=9-3,
o’ =25.

Odatle je o€ {-5,5}.

2. Volumen paralelepipeda jednak je apsolutnoj vrijednosti mjeSovitoga umnoSka vektora
koji razapinju taj paralelepiped. ZapiSimo zadane vektore kao uredene trojke:

a=i=(1,00), b= j—i=(-110).
Tako redom ra¢unamo:

b+a=(-1,1,0)+(1,0,0) = (-1+1,1+0,0+0) = (0,1,0),
b—a=(-1,1,0)—(1,0,0) = (-1-1,1-0,0—0) = (-2,1,0),

ik Lo
axb=|1 0 0|=(razvoj po 2. retku) = (=1)-|’ k=(—1)-(}'-0—1-1€)=1€=(0,0,1),
10
-1 1 0
0 10 -
V=‘M(B+21,B—;1,ZI><B)‘= -2 1 0=(razv0jp03.retku)=1-‘ 5 1‘=
0 0 1

=[1-[0-1-(=2)-1] =[1-2| =2 kub. jed.
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T™VZ - Matematika 1 | Zadaci za 3. demonstrature
grupe Ei F

w0 v (preddiplomski stru¢ni 3.11.2017.

Elektrotehniéki :;rel; e Studl_] elektrOtehnlke)

3. Izracunajmo najprije vektore koji razapinju paralelepiped. Primijetimo da vrijede
jednakosti

a=(1,-1,0)ib=(0,-1,1).

Stoga je:

ik
e=axb=|1 -1 0|=—i—j—k=(-1,-1,-1)
0 -1 1

Trazeno oplo$je jednako je zbroju povrSina to¢no Sest paralelograma. Oni tvore tri para
medusobno sukladnih paralelograma. Paralelograme koji tvore prvi par razapinju vektori

cid. Paralelograme koji tvore drugi par razapinju vektori cie,a paralelograme koji
tvore tre¢i par razapinju vektori die.

PovrSina svakoga od dvaju paralelograma koji tvore prvi par jednaka je ‘EXZZ ‘ Povrsina

svakoga od dvaju paralelograma koji tvore drugi par jednaka je ‘E X e

, a povrSina svakoga

od dvaju paralelograma koji tvore treci par jednaka je ‘;l X 2‘ . Tako redom imamo:

i j ok
exd=[1 =3 2|=5-i+5-j+5-k=(55,5),
2 -1 -1

exd|=v5?+52+5* =+/3-5 =5./3,
[exd|

ik

cxe=|1 =3 2|=5i-j-4-k=(5-1-4),
-1 -1 -1

[oxe[ =[5+ (=1)* + (~4)" =25+1+16 =42,
ik

dxe=[2 -1 —=1=0-i+3-j-3-k=(0,3,-3),
-1 -1 -1

‘:1><Z‘=\/02+32+(—3)2 =23 =3.42.

Konacno je:

0:2-(‘Ex3‘+‘2x2‘+‘3x2‘):2-(5-x/§+ 42 +3-42) =38.76727 kub. jed.
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T™VZ - Matematika 1 | Zadaci za 3. demonstrature
grupe Ei F

(preddiplomski strucni 3.11.2017.

 POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE studij elektrotehnike)

Elektrotehnicki odjel

4. Odredimo najprije vektor axb . Imamo:

i k
B T e
axb=1 0 -1=i Sk +k- =i—x-j+k=(1,—x1).
1 0 x 0 x 1
x 1 0
MjeSoviti umnoZak vektora a, b i axb jednak je:
1 0 -1
0 -1 -1
M=x 1 O0O|=—x +1- =x"+2.
-x 1 1
1 —x

Primijetimo da je x*+2>0, Vxe R, §to znaci da je volumen paralelepipeda razapetoga
vektorima a, b i axb jednak mjesovitom umnosku tih vektora, tj. x*+2 kub. jed. Stoga

preostaje odrediti strogo pozitivno rjeSenje jednadzbe x*>+2 = 6. Lako se dobije x=2.

5. ZapiSimo zadane vektore u koordinatnom obliku: a=(1,0,—1), 5b=(0,1,1). Raunamo:

0 -1
1 1

i
axb=|1 0 —1=i-
01 1

—j- +k =i—j+k=(1,-11),
o 1 0 117 (1,-LD

1 —1‘ 4‘1 0

(a-B)-a=[(1.0.~D)-(.L]-(1.0.~) =[1-0+0-1+(=1)-1]- (L0.1) = (=1)- (1,0, ~)) =(~10.1),
(E-Zz)-E:(&B)@:(—l)-(o,l,l):(0,—1,—1).

Volumen prizme razapete izraCunanim vektorima jednak je

1 -1 1
V—l- 1 0 1 _1._(_1)._1 1_1.1 -l —l-|2—(—1)|—1kub jed.
0 1 -1 -1 jo -1 3 R

6. Nekaje c=(c,c,,c;). Tada je:
a-c=(=1,2,1)-(c;,c,,¢;) =—¢, +2-¢, + ¢,
pa iz prvoga uvjeta dobivamo jednadzbu:
-, +2-¢c,+c; =4

Nadalje,

ij ok
1

axc=|-1 2 =(2-c;—c,, cy+¢;,—c,—2-¢),

G G G
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T™VZ - Matematika 1 | Zadaci za 3. demonstrature
grupe Ei F

(preddiplomski strucni 3.11.2017.

studij elektrotehnike)

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

pa iz drugoga uvjeta dobivamo sustav triju linearnih jednadzbi s tri nepoznanice:

2-¢;—c, =3, —C,+2-¢; =3,

(2-¢c;—c,, ¢;+¢,—c,—2-¢))=(3,2,-1) & ¢, +¢, =2, S0+, =2,
—c,—2-¢,=-1 2-¢,+c, =1

Dobivene jednadzbe nisu medusobno nezavisne jer se lako vidi da je druga jednadZzba

jednaka poluzbroju prve i tre¢e jednadZzbe. Stoga odbacujemo npr. prvu jednadZbu
gornjega sustava i umjesto nje uvr§tavamo jednakost —c, +2-c, +c¢, =4. Tako dobivamo

sustav:

-, +2-¢c,+c, =4,

¢ te, =2,

2:¢,+c,=1.
Taj se sustav najbrZe rijeSi tako da se zbroje prva i tre¢a jednadzba, pa se od toga zbroja
oduzme druga jednadzba. Tako se dobiva 3-c, =3, a odatle je ¢, =1. Iz tre¢e jednadZbe

odmabh slijedi ¢, =0, a potom iz druge ¢, =2. Dakle, ¢=(0,1,2).

7. Svi vektori okomiti na zadane vektore su nuzno kolinearni s vektorom axb jer je taj
vektor (uvijek) okomit na zadane vektore. [zraCunamo:

ijok L -
axb=-1 1 0/=1 =i+ =0,1,0).
0 0 1 -

Duljina toga vektora jednaka je:
‘szfy‘ =V +12 =2

Budu¢i da mnoZenje vektora skalarom mijenja samo duljinu vektora, prvi traZeni vektor je

- 1 : — = Y . e .
¢ = —2 (1,1,0). No, i vektor ¢, =—c, ima traZena svojstva (razlika je jedino u orijentaciji

NG

vektora koja ne utjece ni na duljinu vektora, ni na okomitost), pa zadatak ima ukupno dva

%.(1,1,0), ¢, = ‘5-(1,1,0).

rjeSenja: ¢, = ==

Napomena: Zadatak je moguce rijeSiti 1 tako da se vektor ¢ odredi iz jednakosti
a-c=a-b=0,

tvore dvije linearne jednadzbe i jedna kvadratna jednadZba.

E‘ =1. Taj nacin je neSto sporiji jer zahtijeva rjeSavanje sustava kojega

8. Zadani vektori ¢e pripadati istoj ravnini ako i samo ako vrijednost njihova mjeSovitoga
umnoska bude jednaka nuli. Stoga najprije odredimo mjeSoviti umnoZak zadanih vektora
(u bilo kojem poretku). Imamo:
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T™VZ - Matematika 1 | Zadaci za 3. demonstrature
e . | (preddiplomski stru¢ni %nifiezlg‘ 117F
Ee,f;;fe, e studij elektrotehnike) e :
1 1 4
1 1 4
M=-1 x 0|=—(-1)- +x- =8-x—16.
3 4 -3 4
-3 3 4
Tako iz jednadzbe 8-x—16=0 slijedi x=2.
9. Pretpostavimo da je D =(0,0,d). Tada su:
AB=(-3,3,-3),
AC=(2,2,2),

AD =(0,—1,d —4).

Volumen tetraedra ABCD je Sest puta manji od apsolutne vrijednosti mjeSovita umnoska
gornjih vektora:

-3 3 -3
v=il2 2 2 |=1 ~(=1)| 3+(d 4)-| 3—l-|(—12)-(d—4)|—
6 2 2| 6
0 -1 d-4

1 1
_g.|(—12)|.|d—4|_6.12.|d—4|_2-|d—4|.

Tako iz jednadzbe 2:|d —4|=2 slijedi |d—4/=1, odnosno ili d—4=-1 ili d—4=1.
Odatle su d, =3, d, =5, pa su traZene to¢ke D, =(0,0,3), D, =(0,0,5) .

10. Trazena povrsina jednaka je polovici duljine vektorskoga umnoska vektora kop odreduju
trokut. Stoga odredimo tu duljinu, pri ¢emu koristimo jednakosti mxm=nxn=0 i

svojstvo antikomutativnosti vektorskoga umnoska nxm=— (mx n) . Dobivamo:

‘5x5‘=‘(171+5-ﬁ)x(7-;1—ﬁ)‘: %x(7-171)+(5-ﬁ)x(7-ﬁ)+@i}+(5-ﬁ)x(_ﬁ) =

‘36 nxm)‘ 36:[|- | -sin  £(n.m)) =

=17 (mxm}+5 7- (nxm)+n><m 5- (an]
—— ——
=0

=0

=36-1-1- sm( j 36- l:18
6 2

Dakle, traZzena povrSina iznosi:

P=l-‘21><l3‘=l-18=9 kv. jed.
2 2
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