™G . Matematika 1 Zadaci za demonstrature
. . . EiF
(preddiplomski stru¢ni glr; Ifz()ll&

studij elektrotehnike)

1. Izracunajte grani¢ne vrijednosti nizova:

11-[(2-;1—1)2—(n+1).(3-n—2)]
a)a, = 5 ;
(3-n-2)+mn+1)-(2-n-1)

b) b”:14-n-1n(1+ij.

7-n
2. Odredite a, fe R tako da realna funkcija g:R — R definirana pravilom

tgw——'w’ zaw <0,
2-(w—sinw)

gw)=<a-w+p, zawe|[0,2],
In(w—1)

,zaw>?2
2—w

bude neprekidna na R.

3. Odredite najmanju i najvecu vrijednost funkcije g¢: [—6, 2] — R definirane pravilom
gle)=€-75-¢.
e x=t+sint, . y
4. U tocki krivulje K... odredenoj parametrom ¢ =0 povucene su tangenta
y=2-(t—cost)
inormala na krivulju K. Izracunajte povrSinu lika kojega ti pravci zatvaraju s osi apscisa.

5. lIzraCunajte povrSinu lika kojega s objema koordinatnim osima zatvaraju tangenta i
normala povucene na krivulju K...y=-x’—x"+x utocki T = (-1, y,).

1
6. Ispitajte tijek i nacrtajte graf funkcije f definirane pravilom f(x)=x-e*.
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™G . Matematika 1 Zadaci za demo.nstrature
P o S (pred@iplomskj str}léni gir; Ii?;gllslf‘
P Hekurotehnicki odiel studij elektrotehnike)
REZULTATI ZADATAKA
1. a)l;
b) 2.

2. (a,fp)=(-11)

3. Najmanja vrijednost funkcije g jednaka je —142. Najveca vrijednost funkcije g jednaka je
250.

4. P=4 kv.jed.
5. P=1 kv.jed.

6. D, =R\{0}, ne sije¢e nijednu koordinatnu os, neprekidna na D,, nije ni parna, ni
neparna, ni periodi¢na, intervali rasta:(—eo,0) i (I,4e0), interval pada:(0,1), tocka
lokalnoga minimuma: 7 =(l,e), interval konveksnosti:(O, +oo>, interval konkavnosti:
<—oo,0>, asimptote: x=0 1 y=x+1. Graf funkcije f prikazan je na slici 1. (Crveni

crtkani pravac je kosa asimptota.)

Slika 1.
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™G . Matematika 1 Zadaci za demonstrature
. . . . EiF
(preddiplomski stru¢ni glr; Ifzml&

PoLvTECCUM ZAGRABIENSE studij elektrotehnike)

RABIE
Elektrotehnicki odjel

DETALJNIJA RJESENJA ZADATAKA

[ @-n-1y7 —(n+l)~(3~n—2)]}:1m{11~(4~n2 —4-n+1-3-1° —3~n+2-n+2)}:

a) [, =lima, =lim 5 > 5
n Bn=-2"+n+1)-2-n-1) 9-n=12-n+4+4+2-n"+2-n—n-1

n

55,3
(% =5- .n?=55. ) -
i) 11 (n2 Sn+3)|_. (11 w S5 n+33)_ | p et | 112040 _11_
P =1n43 | e =13 )| 13 T 11-040 11
2
n n

n

1
n — 1
b) L, =limb, =lim| l4~n-1n(l+1j =lim{14-1In (l+1] =14-1n< lim| l+l =14-In| ¢’ =l4~l=2.
n n T-n n T-n n n 7

2. ,Kriticne“ tocke su w=0 1 w=2.Za w=0 imamo:

1
-1

- t - 2

L = lim g(w) = 1imtgw—f”:{9}: lim_(EWTW) o costw
w—0- w=0-72 . (w—sin w) 0] xo0- [2 -(w—sin w)] x—0- 1. ( 1=cos w)

1-cos™w
coslw .. (I=cosw)-(I+cosw) .. l+cosw 1+1 2

+0-2.(1—cosw) +0- 2-(1—cosw)-cos’w +02.cos’w 2-1 2
L = lirgl glw)= lirg(a.w+,3):a.0+,8:,3,
gO)=a-0+p3=2,

pa izjednacavanjem odmabh slijedi S =1.

il

Za w=2 imamo:

L = lim g(w)= lim (@-w+ §) =2-a+ J,

1 .
_ -l —(w=1
L= lirgg(w): hmm:{g}: hmmz lim»=l_

w—2+ 2 —-W 0 w—2+ (2 _ W)' w—2+ 0 _1
Lo 11
=lim ¥l —fim—=— =1,
w—2+ _1 w—2+ 1_ w 1_ 2

g)=a2+p=2-a+p.

pa izjednacavanjem desnih strana dobijemo 2-a+ f# =—1. Tako smo dobili sustav:
B=1,
2-a+p=-1

Cije rjesenje je (o, f)=(-L1).
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™G . Matematika 1 Zadaci za demonstrature
. . . . EiF
(preddiplomski stru¢ni glr; Ifzml&

PoLvTECCUM ZAGRABIENSE studij elektrotehnike)

RABIE
Elektrotehnicki odjel

3. Uocimo da je D(g) =[—6,2]. Odredimo stacionarne tocke funkcije ¢. Imamo redom:
q(€)=0
3.£2-75=0,
£ =25.
Jedino rjeSenje ove jednadZbe koje pripada skupu [—2, 6] je &€=-5. Preostaje izraCunati:

q(=6) = (=6)’ —75-(~6) =234,

q(=5) = (=5 ~75-(-5) = 250,

q(2)=2"-75-2=-142.

Dakle, najmanja vrijednost funkcije g iznosi —142 i postiZze se za £=2. Najveca
vrijednost funkcije g iznosi 250 i postiZe se za £ =—5.

4. Izracunajmo koordinate tocke krivulje K koja odgovara parametru ¢ =0. Imamo:

x=0+sin0=0+0=0,
y=2-(0—cos0)=2-(0—-1)=-2,

paje T =(0,-2). Koeficijent smjera tangente povucene na krivulju K u tocki 7 jednak je:

k:(i} {2-(¢—cosz)1 :[2-(1—(—sint))} =[2-(1+sint)} _2:(1+sin0) _
t=0 =0 t=0 =0

"olx (t+sint)' 1+cost 1+cost 1+cos0
_2-(1+0) —ﬂ—l
1+1 2

Stoga je jednadzba te tangente zapisana u segmentnom obliku:
y=1-(x-0)-2,
y=x—2,
—x+y=-2, /:(=2)
XY

fo. =—=
2 2

Koeficijent smjera normale povucene na krivulju K u tocki 7 jednak je

pa jednadZzba te normale zapisana u segmentnom obliku glasi:

y=(E=D-(x-0)-2,

y=—x—2,

x+y=-2, /:(=2)

n... i+l=1
-2 2
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studij elektrotehnike)

Nacrtajmo oba pravca u pravokutnom koordinatnom sustavu u ravnini. Dobivamo sliku 2.
Iz slike vidimo da oba pravca s osi apscisa zatvaraju trokut ¢iji su vrhovi tocka 7, tocka
(-2, 0) i tocka (2, 0). Duljina jedne osnovice toga trokuta jednaka je udaljenosti izmedu
tocaka (-2, 0) i (2, 0). Ta udaljenost iznosi 4 jed. Duljina visine povucene na tu osnovicu
jednaka je udaljenosti ishodiSta 1 tocke 7. Ta udaljenost iznosi 2 jed. Stoga je traZena
povrsina jednaka:

P:%-4-2:4 kv. jed.

Slika 2.

5. Nepoznatu ordinatu to¢ke T dobivamo tako da u jednadzbu krivulje K uvrstimo x=-I.
Lako izracunamo T =(-1,—1). Koeficijent smjera tangente ¢ povucene na krivulju K u

tocki 7 jednak je:

k=|(—f-+x) | =[3-x-2x41] =-3-(=1*=2-(-)+1=0.
[ )| -l 1.

t =
x==1 *

Stoga su jednadZbe tangente ¢, odnosno normale 7, povu€enih na krivulju K u tocki 7:
t.y=—1 n.x=-1

Nacrtajmo pravce ¢ i n u pravokutnom koordinatnom sustavu u ravnini. Dobivamo sliku 3.
1z slike vidimo da pravci ¢ i n zajedno s objema koordinatnim osima zatvaraju kvadrat ¢iji
su vrhovi (-1, 0), O, (0, 1) i T. Duljina stranice toga kvadrata iznosi a =1. Stoga je traZena
povrsina jednaka

P=a’=1kv. jed.

Slika 3.

© mr.sc. Bojan Kovacié¢, visi predavac 5



™G . Matematika 1 Zadaci za demonstrature
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Elektrotehnicki odjel

6. Prirodna domena: Iz uvjeta x # 0 slijedi D(f)=R\{0}.

Nulto€ke i sjeciSte s osi ordinata: Iz jednadzbe f(x)=0 slijedi x=0 jer je
1

e*>0,Vxe D(f). No, 0¢ D(f), pa zakljutujemo da graf funkcije f ne sije¢e nijednu
koordinatnu os.

Tocke prekida, parnost, neparnost, periodi¢nost: Funkcija f je umnoZak polinoma 1.
stupnja ( p,(x) =x) i kompozicije eksponencijalne funkcije e(x)=e" i racionalne funkcije

fix)= l Sve te funkcije su neprekidne na D(f). Stoga je i zadana funkcija neprekidna
X

na D(f).

_r 1
Takoder, f(—x)=(-x)-e * #tx-e* =% f(x), pafnije ni parna, ni neparna. Budu¢i da je
fumnozak funkcija od kojih nijedna nije periodi¢na, ni f nije periodi¢na funkcija.

Intervali monotonosti i lokalni ekstremi: Odredimo f . Imamo:

, o1 L N 2 N B SR !
f =) -ex+x-(exj =l-e*+x-e* (—j =e*+x-e* '(—7J=e~”——-ex z(l——)ex.
X X X X

1

Rijesimo jednadzbu f '(x) =0. Zbog e* >0,Vxe D( f), mora vrijediti 1—l =0, odnosno
X

x—1=0. Odatle je x=1. Dakle, stacionarna tocka je x=1. Izborom x=-1, x=— 1

N |~

x =2 zakljucujemo da je f'(x) >0 za xe <—oo,0> iza xe <1,+<>0>, a daje f'(x) <0 za
XE <0,1>. Dakle, intervali rasta su<—oo,0> 1 <1,+oo>, a interval pada je <0,1>. Tocka
T=(,f(1)=(,e) je tocka strogoga lokalnoga minimuma funkcije f.

Intervali konkavnosti i konveksnosti, prijevojne tocke: Odredimo f " Imamo:

ol 1 ' 1 1 1 1 1 1
f"(x):(l—lj e +(1—1j-[exJ :iz'ex +(l—lj-ex '(—izj:iz-ex —iz-ex +i3.ex :ix.ex.
X X X X X X X X X

1

Zbog e* >0,Vxe D( f),jednadzba f "(x)=0 nema realnih rjeSenja. Dakle, graf funkcije

Jfnema nijednu prijevojnu tocku. Izborom x=-1 1 x=1 zakljucujemo da je f "(x)>0 za
xe <O, +oo> ,adaje f "(x) <0 za xe <—oo,0> . Dakle, funkcija fje konveksna na intervalu

<0, +<><>> , a konkavna na intervalu <—00, 0> .

Asimptote: Najprije provjerimo je li pravac x=0, tj. os ordinata, asimptota na graf
funkcije f. RaCunamo grani¢ne vrijednosti:

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 6



™G . Matematika 1 Zadaci za demonstrature
. . . - grupe Ei F
RV o (pred@plomslq struéni 19.1.2018.
i oger | studij elektrotehnike)
i zamjena:
1 t t
. . - . e 1 . e 0 . e 0
L =g |-~ e
x |kadx—0- ondat ——oo
. |zamjena
1 x ' ¢
L =lim f(x)=1lim| x-e* =lim< = t:l, =tim& = deo —lim& = 4o
x—0+ x—0+ x—0+ 1 X t—>too f —+oo t—teo |
x |kadx—0+ ondat —+oo

Odatle slijedi da je pravac x =0 uspravna asimptota na graf funkcije f.

Ispitajmo ima li graf funkcije f kose asimptote. Ra¢unamo grani¢ne vrijednosti:

1

x 1
k=lim 2D < fim | X = tim e = =1,

x>t x Xx—>too X x—>too

| zamjena:
- - e —1 1
l=lim[f(x)—k'x]zlim(me*—x}zlim{x-(e* —1)}=lim =<t=—, =
X—too X—teo X—teo X—teo X
X kad x — 30, ondat —0
:hme_—lzl
=0t

Dakle, obostrana kosa asimptota je pravac y=x+1.

Graf: Na temelju prethodnih podataka crtamo graf funkcije f. Dobivamo sliku 1.
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