“TAEE

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

ELEKTROTEHNICKI ODJEL

MATEMATIKA 1

zadatci namijenjeni rjeSavanju na demonstraturama (grupe D i E)

poglavlje: KOMPLEKSNI BROJEVI

Napomena: U svim zadacima koristi se skra¢ena oznaka: cis ¢ := cos ¢ + i - sin .

. o1 3 n 137
1. Zadani su kompleksni brojevi zlzzx—?-y-z, zzz(—\/g-l—l) 173=|2-cis THE

Odredite x, y € R tako da vrijedi jednakost z; = L .
<3

Rjesenje: Korak 1. ZapiSimo broj z; := —/3-i—1 u trigonometrijskom obliku.

Korak 1.a) Apsolutna vrijednost (modul) broja z4 jednaka je

re= [Re(zp] +[Im(z)] =y(=1)? +(—3) =143 =4 =2.

Korak 1.b) Broju z4 pridruZena tocka kompleksne (Gaussove) ravnine je Z, = (Re(z4),Im(z4)), odnosno

Z,= (—1,—\/5 ) . Ona se nalazi u tre¢em kvadrantu kompleksne (Gaussove) ravnine.

Korak 1.c) Rjesenje trigonometrijske jednadzbe

_|Im(z,)
Re(z,)|
.
N
tgx=——-o,
-1
tj.
tgx=A3

u prvom kvadrantu je kut x = 60°. Budu¢i da iz Koraka 1.b) znamo da se tocka pridruZena broju z4 nalazi u
tre¢em kvadrantu, argument (p, toga broja dobit ¢emo tako da na 180° dodamo mjeru kuta x:

4 =180° + x,
@4 = 180° + 60°,
g = 240°.
Korak 1.d) Trigonometrijski zapis broja z4 dobivamo koriste¢i rezultate Koraka 1.a) i 1.d):
74 =2 - (cos 240° + i - sin 240°)

ili skraéeno:
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74 =2 - cis 240°.

Korak 2. Racunamo broj z, koriste¢i de Moivréovu formulu za potenciranje kompleksnoga broja
zapisanoga u trigonometrijskom obliku, te rezultat dobiven na kraju Koraka 1.

Korak 2.a)

2, =(z,) =(2-cis 240°)" =27 -¢is(240°-7) = 27 -cis(1680°)

Korak 2.b) Kut od 1680° ne pripada intervalu [0°, 360°), pa ga moramo svesti na neki kut iz toga intervala.
To radimo tako da taj kut cjelobrojno podijelimo s 360° i pogledamo cjelobrojni ostatak dobiven pri tom
dijeljenju:

1680 : 360 = 4 i ostatak 240°.
Ovu jednakost krace piSemo kao:
1680° = 240° (mod 360°).
Dakle,
7, =27 -cis(240°).

Korak 2.c) Prigodom konjugiranja kompleksnoga broja zapisanoga u trigonometrijskom obliku njegova
apsolutna vrijednost ostaje nepromijenjena, dok se novi argument racuna iz izraza:

novi argument = 360° — stari argument.
U naSem slucaju je:
z, =27 -cis(360°—240°),
odnosno
2 =2"-cis(120°).

Korak 3. Racunamo vrijednost broja z3. Taj broj je ve¢ zapisan u trigonometrijskom obliku, pa odmah
mozemo primijeniti de Moivreovu formulu za potenciranje kompleksnoga broja.

6
Korak 3.a) z, = 2~ci513'ﬁ =2%.cis 13—'ﬂ-~6 :26~ci513'7[.
18 18 3

Korak 3.b) Kut od 13-7 radijana izrazimo u stupnjevima. Pretvorbu radimo tako da kut iskazan u

o " 180 o . .
radijanima pomnoZimo sa — . U naSem slucaju dobivamo:
V2

——=13-60="780°.

13-z 180
3 V.4
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Korak 3.c) Kut od 780° ne pripada intervalu [0°, 360°), pa ga moramo svesti na neki kut iz toga intervala.
To radimo tako da 780 cjelobrojno podijelimo s 360 i pogledamo cjelobrojni ostatak pri tome dijeljenju:

780° : 360° = 2 i ostatak 60°,
Sto krace zapisujemo kao:
780° = 60° (mod 360°).
Korak 3.d) Koriste¢i rezultat dobiven na kraju Koraka 3.c) zakljuCujemo da je
z3=2°- cis 60°.

Korak 4. Podijelimo brojeve z, i z3. Prilikom dijeljenja dvaju kompleksnih brojeva zapisanih u
trigonometrijskom obliku, njihove apsolutne vrijednosti se podijele, a a argumenti se oduzmu. Dobivamo:

7 . o 7
3 :%:%ciS(IZW—m% =2-cis 60°.
% - cis

Korak 5. Da bismo mogli usporediti kompleksne brojeve z; (zapisanoga u algebarskom obliku) i L

%
(zapisanoga u trigonometrijskom obliku), potonji kompleksan broj moramo zapisati u algebarskom obliku,
$to je bitno jednostavnije negoli zapisati broj z; u trigonometrijskom obliku. Imamo:

5 2. ¢is60° =2 - (cos 60° + i - sin 60°) = 2‘{%”‘%}1%@4.
25

Korak 6. Kompleksni brojevi z; i %2 bit ée medusobno jednaki ako i samo ako istodobno budu medusobno
23

jednaki realni dijelovi tih brojeva, odnosno medusobno jednaki imaginarni dijelovi tih brojeva.

Korak 6.a) Realni dio broja z; je Re(z,) = %x , a imaginarni dio broja z; je Im(z,) = g y.

Korak 6.b) Realni dio broja L je Re[ﬁJ =1, aimaginarni dio broja z; je Im[z—z) =43.
23 3 )

Korak 6.c) Izjednacavanjem realnih, odnosno imaginarnih dijelova dobivamo:

Iz prve jednadzbe slijedi x = 2, a iz druge y = 3. Dakle, traZeni brojevisux =21y =3.
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12
2. Zadani su kompleksni brojevi z; = (x + ¥) + (x — ) - i, 2, Z(%-Cis 4;17[) iz3 =

15
= (\/5 — i) . Odredite x, y € R tako da vrijedi jednakost z; = 25 - z3.

Naputak i rezultat: Primjenom de Moivreove formule za potenciranje kompleksnoga broja dobiva se 7z, =

= ZL cis 90° . Budud¢i da je V3-i=2-cis 330°, slijedi da je z3 = 2" - cis 270°. Stoga je z, - z3 =

12

=8 - cis 360° = 8 - cis 0° = 8. Tako dobivamo sustav dviju linearnih jednadZbi s dvije nepoznanice

{x+y=8 o
Cije rjeSenje je x=y =4.
x—y=0

3. Skicirajte u Gaussovoj ravnini skup S = {z € C:Re(z)=-2-Im (2)}

Rjesenje: Pretpostavimo da je z = x + y - i, pri ¢emu su x, y € R. Zelimo prona¢i vezu imedu brojeva x i y,

odnosno kako vrijednost broja y ovisi o vrijednosti broja x. U tu svrhu koristimo uvjet kojim je definiran
skup S.

Korak 1. Realni dio kompleksnoga broja z =x + y - i jednak je Re(z) = x.

Korak 2. Konjugat kompleksnoga broja z =x + y - i jednak je z=x— yi.
Korak 3. Imaginarni dio konjugata kompleksnoga broja z=x + y - i jednak je Im (E) =-y.

Korak 4. Prema uvjetu kojim je definiran skup S, mora vrijediti jednakost Re(z) = -2 - Im(g) . Uvrstimo u

tu jednakost rezultate dobivene na kraju Koraka 1. i Koraka 3.:

x=-2- (=),

otkuda je
R
y >

Dakle, traZeni skup tocaka tvore sve tocke pravcap... y = % -x (vidjeti Sliku 1.).

Slika 1.
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4. Skicirajte u Gaussovoj ravnini skup S = {z eC:Im(-2-2)+ Re(—g) > 0} .

Naputak i rezultat: Pretpostavimo da je z=x+y - i, pri¢emusux,y € R. Tada je Im(-2 - z) =-2 -y, a

Re (—z) = —x, pa uvrstavanjem u uvjet kojim je definiran skup S dobivamo nejednakost

2.y-x2>0,

otkuda je

~
IN
|
N | =

. - y . . 1 S
Stoga traZeni skup tocaka tvore sve toCke poluravnine ogranicene odozgo s pravcem y = —;x (vidjeti

Sliku 2.)

Slika 2.

5. Neka su zy, z; 1 zo medusobno razlicita rjeSenja jednadZbe 2=2+2-i S to¢noséu od 107
izradunajte vrijednost izraza z, - z,- 2, + 2, 21 * 2 + 20" 2y * Za -

Rjesenje: Koriste¢i de Moivréovu formulu za korjenovanje kompleksnoga broja, izracunat ¢emo sve trece
korijene (zapisane i u algebarskom i u trigonometrijskom obliku) iz kompleksnoga broja z =2 + 2 - i. Potom
¢emo te korijene uvrstiti u navedeni izraz.

Korak 1. Zapisimo kompleksan broj z; :=2 + 2 - i u trigonometrijskom obliku.

Korak 1.a) Apsolutna vrijednost (modul) kompleksnoga broja z; jednaka je

ry= J[Re(z)] +[Im(z))] =27 42> =Ja+4 =+8.

Korak 1.b) Broju z; pridruZena to¢ka kompleksne (Gaussove) ravnine je
Z;3 = (Re(z3), Im(z3)) = (2, 2).
Ta tocka nalazi se u prvom kvadrantu kompleksne (Gaussove) ravnine.

Korak 1.c) Rjesenje trigonometrijske jednadzbe
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u prvom kvadrantu je kut x = 45°. Budu¢i da iz Koraka 1.b) znamo da se broju z; pridruzena tocka
kompleksne (Gaussove) ravnine nalazi u prvom kvadrantu, dobiveni kut ujedno je i argument kompleksnoga
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Im(z,)
Re(z;)

bl

tgx=1

broja z;. Dakle,

Korak 1.d) Koriste¢i rezultate dobivene na kraju Koraka 1.a) i 1.c) zaklju€ujemo da je zapis kompleksnoga

P 1= arg z; = x = 45°.

broja z; u trigonometrijskom obliku

Korak 2. Prema de Moivreovoj formuli za korjenovanje kompleksnoga broja, sva rjeSenja algebarske
jednadzbe

2, =~/8-cis 45°.

=242

dana su izrazom

odnosno

odnosno

Stoga je:

— zak=0: z,=~/2-cis(15°+0-120°) = /2 -cis 15° = /2 - (cos15°+i -sin15°) = 1.36603+0.36603- i

7, = 3&-015(%), zak=0, 1, 2,

7, =V2" -cis 4 +k~360 ,zak=0,1, 2,
, 3 3

7, =2 -cis(15°+k -120°), zak =0, 1, 2.

— zak=1: z =~/2cis(15°+1-120°) = /2 -cis 135°=+/2-(c0s135°+i-sin135°) = —1 +i
— zak=2: 7, =~/2-cis(15°+2-120°) = /2 -cis 255° =+/2 - (c0s 255° +i - 5in 255°) =
~-0.36603—1.36603 i
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Korak 3. Transformirajmo izraz ¢iju vrijednost Zelimo izracunati tako da iz svakoga ¢lana izlu¢imo faktor
Zy° %, * Z, - Dobivamo:

% U LT L Lt G =50 0) (g +2).
Izra¢unajmo zasebno svaki od tih dvaju faktora:
222, = (V2 cis 15°) (V2 cis 135°)- (V2 -cis 255°) = (V2 /2 /2 -cis(15° +135°+255°) = 2-4/2 - cis(405°)
Broj 405 pri dijeljenju s 360 daje ostatak 45, tj. vrijedi kongruencija 405° = 45° (mod 360°). Stoga je:

20°2 "2, =22 cis 45°.
Korak 4. Koristec¢i algebarski zapis svakoga rjeSenja zadane jednadZbe dobivamo:
20+ 21 + 22 = (1.36603 + 0.36603 - i) + (-1 + i) + (-0.36603 — 1.36603 - i) = (1.36603 — 1 — 0.36603) + i -
(036603 + 1 -1.36603)=0+0-i=0.

Korak 5. Koriste¢i rezultate dobivene na krajevima Koraka 3. i 4. dobivamo:
2 2 2 _ _ 4 o —
202 2%+22 5+ 2 22 =(2,°2,2,) (2, + 24 +z2)—(\/§-015 45°)-0=0.
6. Odredite ukupan broj svih medusobno razli¢itih rjeSenja algebarske jednadzbe z° = —i koja
. o T 4z o . . o :
pripadaju intervalu <g, T} . ZapiSite u algebarskom obliku umnozak najmanjega i
najvecega od tih rjesenja.

Naputak i rezultat: Trigonometrijski oblik broja z;3 = —i je zj3 = cis 270°. Stoga su sva rjeSenja zadane
jednadzbe dana izrazom

. (270°+k~360°
Zx =Cis| ————

5 J =cis(30° + k- 40°),zak=0,1,...,8,9.

Budué¢i da vrijede jednakosti

7 rad=30°
6

4’7” rad = 240°

trazimo ukupan broj cijelih brojeva iz skupa {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} koji zadovoljavaju nejednakost
30° < 30° + k - 40° < 240°,
tj. nejednakost
0° < k-40°<210°,

odnosno nejednakost
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0<k<525.

Ukupno je 5 takvih cijelih brojeva: to su 1, 2, 3, 4 i 5. Najmanji od njih — to je broj 1 — daje i najmanje

rjeSenje polazne jednadZbe koje pripada zadanom intervalu:

x1 = cis(30° + 1 - 40°) = cis 70°.

Najve¢i od njih — to je broj 5 — daje 1 najvece rjeSenje polazne jendadZzbe koje pripada zadanom intervalu:

x5 = ¢is(30° + 5 - 40°) = cis 230°.

Stoga je traZeni umnoZak jednak

L 3

x1 - x5 = cis(70° + 230°) = cis 300° = cos 300° + i - sin 300° = E_ 2 Q.

poglavlje: SUSTAVI LINEARNIH JEDNADZBI

1. Za koje vrijednosti realnoga parametra a € R sustav jednadzbi

a-x=3-y=1-a
12-x—a-y=-12

a) nema rjesenja;
b) ima jedinstveno rjeSenje (i koje je to rjesenje);
¢) ima beskona¢no mnogo medusobno razlicitih rjeSenja?

Rjesenje: Zadani sustav je sustav dviju linearnih jednadzbi s dvije nepoznanice.

determinantu sustava D, te dvije pomo¢ne determinante D, i D,

Korak 1. Determinanta sustava D je determinanta reda 2. To je shema oblika

a a

11 12
D:

bl

4y Ay
gdje su:

— ay =koeficijent uz nepoznanicu x u 1. jednadzbi;

— ayp =koeficijent uz nepoznanicu y u 1. jednadzbi;

—  ay =koeficijent uz nepoznanicu x u 2. jednadzbi;

—  ap =koeficijent uz nepoznanicu y u 2. jednadzbi.

U naSem je slucaju:

an=a,ap=-3,a, =12, ap,=-a

pa dobivamo:
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a -3

b =a-(-a)-12-(-3)=36-d".

D=

Korak 2. Prvu pomo¢nu determinantu D, dobijemo tako da prvi stupac determinante D zamijenimo
stupcem u kojemu se nalaze slobodni €lanovi sustava. Drugim rijeima, determinanta D, je je shema
oblika

gdje su:

— by =slobodni ¢lan u 1. jednadzbi;

— ay, =koeficijent uz nepoznanicu y u 1. jednadzbi;
— by =slobodni €lan u 2. jednadzbi;

—  ay =koeficijent uz nepoznanicu y u 2. jednadzbi.
U naSem je slucaju:

bl = l—a, a12=—3, bz =—12, ayy =—a

pa dobivamo:

3 2
-12 —a‘z(l_“)'(_“)‘(‘lz)'(—3)=a —a-36.

Korak 3. Drugu pomo¢nu determinantu D, dobijemo tako da drugi stupac determinante D zamijenimo
stupcem u kojemu se nalaze slobodni ¢lanovi sustava. Drugim rije¢ima, determinanta D, je je shema
oblika

gdje su:

— ay =koeficijent uz nepoznanicu x u 1. jednadzbi;
— by = slobodni ¢lan u 1. jednadZzbi;

—  ap) = koeficijent uz nepoznanicu x u 2. jednadzbi;
— by =slobodni ¢lan u 2. jednadzbi.

U naSem je slucaju:

a“=a,b1=1—a,a21= 12,b2=—12

pa dobivamo:
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a l-a
12 -12

y

=a-(-12)-12-(1-a)=—12 .

Korak 4. Vrijednosti nepoznanica x i y raCunamo iz izraza

UvrStavanjem izraza dobivenih na krajevima prethodnih triju koraka dobivamo:

a*—a-36
X=——
36—a’
12
Y a’-36

a) Polazni sustav nema rjeSenja za one vrijednosti realnoga parametra a € R takve da je D = 0, a

barem jedna od pomo¢nih determinanti D, i D, razli¢ita od nule. Odredimo a € R za koje je D = 0.
1z jednadzbe

D=0,
odnosno
36-a>=0
slijedi a, = -6, a, = 6. Za a = —6 je D, = (—6)” —(~6) — 36 =6 >0iDy=-12<0,azaa=6je D, = 6>

-6-36=-6<01iD,=-12<0. Dakle, polazni sustav nema rjeSenja za a € {-6, 6}.

b) Polazni sustav ima jedinstveno rjeSenje za one vrijednosti a € R takve da je D = 0. U a)

podzadatku smo utvrdili da je D = 0 ako i samo ako je a € {6, 6}. Stoga je rjeSenje zadatka skup
svih realnih brojeva razli¢itih od -6 i 6. Kratko pisemo:

ac R\ {-6,6}.
To jedinstveno rjesenje dano je izrazom
_a’-a-36
36-a’
12
YT 36
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¢) Polazni sustav ima beskonacno mnogo medusobno razli¢itih rjeSenja ako i samo ako su glavna i
obje pomo¢ne determinante istodobno jednake nuli (za neki a € R). Medutim, D, = —12 = 0

neovisno o vrijednosti a € R, pa zakljucujemo da ni za jedan a € R sustav nema beskona¢no
mnogo medusobno razlicitih rjeSenja.

2. Pokazite da je za bilo koje vrijednosti realnoga parametra o € R sustav linearnih
jednadzbi

[cos(2010 - )] - x + [sin(2010 - )] - y = cos(2010 - o)
[sin(2010 - a)] - x — [c0s(2010 - )] - y = sin(2010 - o)

Cramerov i rijeSite ga.

Naputak i rezultat: Zadani sustav je Cramerov sustav ako i samo ako istodobno vrijede sljedece tvrdnje:
—  Ukupan broj jednadzbi sustava (m) jednak je ukupnom broju medusobno razli¢itih nepoznanica (7).
— Determinanta sustava je razli¢ita od nule.

Polazni sustav linearnih jednadzbi je sustav dviju linearnih jednadzbi s dvije nepoznanice. Stoga vrijedi
prva tvrdnja (m = n = 2). Determinanta sustava jednaka je

c0s(2010-@)  sin(2010- @)
sin(2010- @) —cos(2010- @)
=—[ cos*(2010- @) +sin’ (2010-@) | = -1

=—c0s*(2010- &) —sin*(2010- &) =

Budu¢i da je D = -1 = 0 neovisno o vrijednosti realnoga parametra o, vrijedi i druga tvrdnja. Time
smo pokazali da je polazni sustav Cramerov sustav. Vrijednosti dviju pomoc¢nih determinanti su:

X

bl

cos(2010- @)  sin(2010- )
sin(2010- @) —cos(2010- )
c0s(2010- @) cos(2010~0{)‘

sin(2010- )  sin(2010- o)

= R p—— 1
VI D -1
Stoga je rjeSenje polaznoga sustava D o ,
= Y — = 0
Y D 1

4. (x, y) = (1, 0).
3. Iskljucivo koriste¢i metodu determinanti odredite vrijednost realnoga parametra t € R

tako da sustav

x+t-y+3-2=0

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, predavac 11
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~t-x+4-y+2-2=0
3-x=-5-y+z=0

a) nema rjesenja;
b) ima toc¢no jedno rjeSenje (i odredite to rjesenje);
¢) ima beskona¢no mnogo medusobno razli¢itih rjeSenja.

RjeSenje: Zadani sustav je sustav triju linearnih jednadzbi s tri nepoznanice. Formirajmo determinantu
sustava i tri pomoc¢ne determinante.

Korak 1. Determinanta sustava je determinanta reda 3. To je shema oblika

a,  ap 4
D=|a,, a, ay,

ay Ay Ay
gdje su:

— ay; =koeficijent uz nepoznanicu x u 1. jednadZbi;
— app =koeficijent uz nepoznanicu y u 1. jednadzbi;
— a3 = koeficijent uz nepoznanicu z u 1. jednadzbi;
—  ay =koeficijent uz nepoznanicu x u 2. jednadzbi;
—  ay =koeficijent uz nepoznanicu y u 2. jednadzbi;
—  ao3 = koeficijent uz nepoznanicu z u 2. jednadzbi;
— a3 =koeficijent uz nepoznanicu x u 3. jednadzbi;
—  as =koeficijent uz nepoznanicu y u 3. jednadzbi;
— a3 = koeficijent uz nepoznanicu z u 3. jednadzbi;

U naSem je slucaju:

an=1lap=taz=3,a=—t,an=4a3=2,a3 =3,an=-5, a3 =1,
pa dobivamo:
1 3
D=-t 4
3 =51

Ovu determinantu najbrze ra¢unamo Saarusovim pravilom. Pokraj determinante nadopiSemo njezina
prva dva stupca. Izracunamo zbroj svih umnoZaka trojki elemenata koje se nalaze na dijagonalama
»sjeverozapad — jugoistok®. Potom izra¢unamo zbroj svih umnoZaka trojki elemenata koje se nalaze na
dijagonalama ,,jugozapad — sjeveroistok*. Naposljetku, od prvoga zbroja oduzmemo drugi.

Korak 1.a) Formiramo shemu
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I ¢ 31
-t 4 2t 4
3 =5 1|3 -5

Korak 1.b) Trojke elemenata na dijagonalama ,,sjeverozapad — jugoistok™ su (1, 4, 1), (¢, 2, 3) i (3, -,
-5), pa racunamo zbroj:
1-4-1+¢-2-3+3-(=t)-(-5=4+6-1t+15-¢r=21-t+4.

Korak 1.c) Trojke elemenata na dijagonalama ,,jugozapad — sjeveroistok™ su (3, 4, 3), (-5, 2, 1)i (1, -,
1), pa raCunamo zbroj:

3:4-3+(=5-2-1+l-(-0)-t=36-10-1=26-7.
Korak 1.d) Determinanta sustava D jednaka je razlici izraza dobivenih na krajevima Koraka 1.b) i 1.c):
D=21-t+4-26-)=r+21-1-22.

Korak 2. IzraCunajmo vrijednosti svih pomo¢nih determinanti D,, D, i D,. Svaku od tih determinanti
dobijemo tako da odgovarajuci stupac determinante D zamijenimo sa stupcem koji tvore slobodni
koeficijenti (zapisani u istom poretku kao i jednadzbe sustava). No, stupac koji tvore slobodni
koeficijenti je nulstupac (0, 0, 0), pa svaka od pomo¢nih determinanti ima jedan stupac jednak
nulstupcu (determinanta D, ima prvi stupac jednak nulstupcu, determinanta D, ima drugi stupac jednak
nulstupcu, a determinanta D, ima tre¢i stupac jednak nulstupcu). Laplaceovim razvojem svake
determinante upravo po tom nulstupcu (to smijemo napraviti jer determinantu uvijek smijemo razviti po
bilo kojem retku ili stupcu) dobivamo da su sve tri pomo¢ne determinante jednake 0:

D,=D,=D,=0.

(MoZemo Kkoristiti i svojstvo determinante: Ako je jedan redak/stupac determinante jednak
nulretku/nulstupcu, vrijednost determinante jednaka je 0.)

a) Zadani sustav nece imati niti jedno rjeSenje ako i samo ako je determinanta sustava D jednaka 0, a
barem jedna od triju pomoc¢nih determinanti razli¢ita od nule. Medutim, na kraju Koraka 2. vidjeli smo
da su sve tri pomo¢ne determinante jednake 0 neovisno o vrijednosti realnoga parametra ¢. Prema tome,

ne moZemo odabrati realan parametar ¢+ € R tako da determinanta sustava D bude jednaka nuli, a da
barem jedna od pomoc¢nih determinanti bude razli¢ita od nule.

b) Zadani sustav ima jedinstveno rjeSenje ako i samo ako je determinanta sustava D razli¢ita od nule.
Stoga ¢emo najprije utvrditi za koje je vrijednosti realnoga parametra ¢ determinanta D jednaka nuli.

D=0=1+21-1-22=0=1,=-22, =1
Dakle, za t € {-22, 1} determinanta sustava D jednaka je 0. Za sve ostale vrijednosti realnoga
parametra ¢ determinanta sustava D je razlicita od 0. Stoga za t moZemo odabrati bilo koji realan broj

razli¢it od —22 i razli€it od —1. To kratko piSemo ovako:

re R\{-22, 1}.
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U tom slucaju jedinstveno rjeSenje sustava je

D, 0
=t=— — =0
D t+21-t-22
_D}’_ 0 —
YT T rPva-2

D 0
Z:_Z——z :0
D t+21-t-22

.x=y=z=0.

¢) Zadani sustav ¢e imati beskonacno mnogo medusobno razli¢itih rjeSenja ako i samo ako su
determinanta sustava D i sve tri pomo¢ne determinante D,, D, i D, istodobno jednake 0. Na kraju
Koraka 2. vidjeli smo da vrijedi jednakost

D,=D,=D_.=0,zasvakitc R.

Stoga treba utvrditi za koje ¢+ € R je determinanta sustava D jednaka nuli. To smo ve¢ napravili u
rjeSenju b) podzadatka i dobili smo

re{-22,1}.

Dakle, polazni sustav ima beskonacno mnogo medusobno razlicitih rjeSenja za r € {-22, 1}.

4. Iskljucivo koriste¢i metodu determinanti pokaZzite da je sustav linearnih jednadZzbi

X+y+z=6
2-x-y+2-z=6
xX-2-y-z=-6

Cramerov i rijeSite ga.

Naputak i rezultat: Sustav linearnih jednadzbi ¢e biti Cramerov ako i samo ako istodobno vrijede
sljedece tvrdnje:

—  Ukupan broj jednadzbi sustava (m) jednak je ukupnom broju medusobno razli¢itih nepoznanica (n).
—  Determinanta sustava je razli¢ita od nule.

Zadani sustav je sustav triju linearnih jednadZbi s tri nepoznanice, pa vrijedi prva tvrdnja (m = n = 3).
Determinanta sustava D jednaka je

1 1 1
D=2 -1 2|=6=0,
1 -2 -1

pa vrijedi i druga tvrdnja. Stoga je zadani sustav Cramerov. Pripadne pomoc¢ne determinante su:
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6 1 1 1 6 1 1 1 6
D =6 -1 2|=6D =2 6 2/=12iD,=2 -1 6|=18.
-6 -2 -1 1 -6 -1 1 -2 -6

Stoga je rjeSenje polaznoga sustava

D6
Xx=—=xt=—=1
D 6
D, 12
e B
"D 76
D6

4. (x, y,2)=(L,2,3).

5. Zadan je sustav

97 - x+173-y-29-7=18
—101 - x-43-y+11-z=80
85 -x+563-y-83-z=a+311

pri Cemu je a € R realan parametar. Iskljucivo koriste¢i metodu determinanti odredite
vrijednosti realnoga parametra a za koje taj sustav ima beskonacno mnogo medusobno
razlicitih rjeSenja. Koje od tih rjeSenja ima zbroj svih komponenti jednak 2? Sve svoje
tvrdnje precizno obrazloZite.

Naputak i rjesenje: Determinanta sustava D, te sve tri pomo¢ne determinante Dy, D, i D; jednake su:

97 173 -29
D=|-101 -43 11|=0,
85 563 -83

18 173 =29

D, =| 80 -43 11 |=656-a-656,
a+311 563 -83

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, predavac 15



“TAEE

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

ELEKTROTEHNICKI ODJEL

MATEMATIKA 1

zadatci namijenjeni rjeSavanju na demonstraturama (grupe D i E)

97 18 =29
D, =|-101 80 11 [=1862-a-1862,
8 a+311 -83

97 173 18
D,=-101 -43 80 [=13302-a-13302.
85 563 a+3l11

Sustav ¢e imati beskona¢no mnogo medusobno razlicitih rjesSenja ako i samo ako istodobno vrijedi D =
D, = D, = D; =0. Odatle slijedi

656 -a—-656=0
1862 -a—-1862=0
13302 - a—-13302=0

Zajednicko rjeSenje svih triju jednadzbi je a = 1. Prema tome, za a = 1 polazni sustav ima beskonacno
mnogo medusobno razlicitih rjeSenja.

Nadalje, iz beskonacnoga skupa kojega tvore sva rjeSenja sustava za a = 1 trebamo izdvojiti ono
rjeSenje za koje je zbroj svih njegovih komponenti jednak 2. Odaberemo bilo koje dvije jednadZbe
polaznoga sustava (najbolje prvu i drugu), te im dopiSemo uvjet x + y + z = 2. Tako dobivamo novi
sustav:

97 -x+173-y-29-z=18,
-101 -x-43-y+11-z=280,
x+y+z=2

¢ije rjesenje je (x, y, 2) = (-1, 1, 2).

6. Zadan je sustav
73-x-97-y+29.-7=38

43 - x+37-y-13-z=10
a-x+ 19-y+11-z=7-a+5

pri ¢emu je a € R realan parametar. Isklju€ivo koriste¢i metodu determinanti odredite

vrijednosti realnoga parametra a za koje je zbroj svih triju komponenti rjeSenja sustava
jednak 0. Koje rjeSenje odgovara toj vrijednosti parametra a? Sve svoje tvrdnje
precizno obrazloZite.

Naputak i rjesenje: Determinanta sustava D, te sve tri pomo¢ne determinante Dy, D, i D; jednake su:
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73 97 29
D=|-43 37 -13=188-a-21832,
a 19 11
38 =97 29

D, =| 10 37 -13(=1316-a+41972,
7-a+5 19 11
73 38 29
D, =|-43 10 —13|=-2870-a +24514,
a T-a+5 11

73 =97 38
D,=|-43 37 10 |=-12666-a—52266 .
a 19 7-a+5

Rjesenje sustava je

1316-a+41972 —2870-a+24514 —12666-a—52266
(x,y,2)= )

188-a—21832 " 188-a-21832 ~ 188-a—21832
1z uvjeta da zbroj svih triju komponenti toga rjeSenja treba biti jednak 0 slijedi

1316-a+41972 + —2870-a+24514 + —12666-a—52266
188-a—21832 188-a—21832 188-a—21832

bl

odnosno

—14220-a +14220 _
188-a—21832

Vrijednost razlomka je jednaka nuli ako i samo ako je vrijednost njegova brojnika jednaka nuli. Odatle
dobivamo jednadzbu

—14220 - a + 14220 =0,

iz koje je a = 1. UvrStavanjem a = 1 u izraz za rjeSenje sustava dobijemo pripadno rjeSenje:

(x )= (1316~1+41972 —2870-1+24514 —12666-1—52266

> > =(-2,-1, 3).
188-1-21832  188-1-21832 188-1-21832

poglavlje: VEKTORI
1. Zadane sutocke A=(1,0,-2),B=(0,-1,2)i C= (-1, -2, 0).
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a) Pokazite da je skup S = {O—AO—BOT‘} baza prostora VA(0).
b) Izracunajte (0—A+0—B)X%+ (O—B +0—C) X OA + (E4+ 07) XOB.

Sve svoje tvrdnje precizno obrazloZite.

Rjesenje: a) Prema definiciji, neki skup S je baza prostora radijvektora V(0) ako se svaki vektor iz
skupa V3(0) moze prikazati kao linearna kombinacija svih elemenata skupa S (pri ¢emu neki

koeficijenti u toj linearnoj kombinaciji mogu biti jednaki nula). Formalno, ako je S = {;1 a—za}l ako

Zelimo provijeriti je li S baza prostora V3(0), onda za svaki radijvektor be V?(0) moramo traZiti realne

brojeve (tj. skalare) oy, ay, ..., o, tako da vrijedi jednakost b=q,-a,+@,-a,+..+a,-a, . Takav
kriterij je potpuno nepraktican jer radijvektora ima beskonacno mnogo i nemoguce je za svaki od njih
provjeriti postojanje navedenih realnih brojeva (a svaki od njih ima posebnu "kombinaciju" skalara, tj.
ne postoje dva razlicita radijvektora koja imaju isti prikaz pomocu radijvektora iz skupa S). Stoga

Na predavanjima i vjezbama pokazano je da je skup S baza za prostor V3(0) ako i samo je S linearno
nezavisan troclani podskup prostora V3(0), tj. ako i samo ako istodobno vrijede sljede¢a dva uvjeta:

1.) Skup S se sastoji od to¢no tri razli¢ita elementa.
2.) Skup S je linearno nezavisan, tj. niti jedan od elemenata koji tvore skup S ne moZe se prikazati kao
linearna kombinacija svih preostalih elemenata toga skupa.

Za konkretan skup S uvjet 1.) je vrlo lako provjeriti: treba prebrojati koliko razli¢itih elemenata sadrzi
taj skup. Ako je taj broj razlicit od tri, gotovi smo s provjerom jer S sigurno nije baza. Ako je taj broj
jednak tri, nastavljamo provjeru.

Provjera linearne nezavisnosti tro¢lanoga skupa (tj. provjera uvjeta 2.) iskljuéivo u prostoru V*(0) svodi
se na izraCunavanje mjeSovitoga umnoSka svih elemenata toga skupa u bilo kojem poretku. Tocnije,
vrijedi sljedeci kriterij:

Troclani skup S C V*(0) je linearno nezavisan ako i samo ako je mjeSoviti produkt svih radijvektora

koji tvore taj skup razlicit od nule. U suprotnom, tj. ako je mjeSoviti umnozak svih radijvektora koji
tvore skup S jednak nuli, skup S je linearno zavisan, tj. barem jedan od elemenata skupa S moZe se
prikazati kao linearna kombinacija svih preostalih elemenata skupa S.

Sto treba napraviti u zadatku ovakvoga tipa? Najprije prebrojati koliko elemenata ima skup S i izravno
ih napisati. Ako skup S nema tri elementa, zadatak je gotov. Ako skup S ima to¢no tri elementa, treba
izraCunati njihov mjeSoviti umnozak. Bude li taj umnozak jednak nuli, skup S je linearno zavisan i nije
baza prostora V3(0). Bude li taj umnozak razlicit od nule, skup S je linearno nezavisan i predstavlja
bazu prostora V3(0).

Korak 1. PopiSimo toc¢no sve elemente skupa S. Na predavanjima smo rekli da radijvektore (tj. vektore
koji pocinju u ishodiStu koordinatnoga sustava) poistovje¢ujemo ili identificiramo s njihovom krajnjom
to¢kom jer su svi elementi potrebni za odredivanje vektora (duljina i smjer) jednoznac¢no zadani ako
zadamo krajnju tocku vektora. U naSem je slucaju:
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0A=(1,0,-2), 0B =(0,-1,2) i OC =(-1,-2,0).
Dakle, skup S za koji Zelimo pokazati da predstavlja bazu prostora V3(0) izgleda ovako:
§ ={0A,0B,0C}={(1,0,-2),(0,-1,2),(-1,-2,0)}
Taj se skup ocito sastoji od tri razli¢ita radijvektora, pa je prvi uvjet iz definicije baze ispunjen.

Korak 2. Preostaje provijeriti linearnu nezavisnost skupa S. U tu svrhu izra¢unajmo mjeSoviti umnozak
svih radijvektora koji tvore skup S. Podsjetimo se da je mjeSoviti umnoZak triju radijvektora

a= (a,,a,,a), b= (b,b,,by) 1 c= (¢,,c,,c;) realan broj M odreden izrazom:

a, a4, 4a
M:=(axb)sc=|b b, b
G G G

(Simbol := treba Ccitati "po definiciji", x je simobl za vektorski umnoZzak, a e simbol za skalarni
umnoZzak dvaju vektora). U naSem je slucaju:

1 0 -2
M::(mxo—B)-o—c: 0 -1 2|.
-1 =2 0

(Iskljucivo u slucajevima kad provjeravamo linearnu nezavisnost skupa S smijemo zamijeniti poredak
radijvektora, pa npr. izraCunati mjeSoviti umnozak M = (O—B xOC )OO—A iliM = (O—AX%)O@ iiz

njega izvesti zakljucak, ali to nam nepotrebno komplicira izracun: jednostavnije je radijvektore
smjesStati u determinantu redoslijedom kojim su navedeni u zapisu skupa S§).

Izra¢unajmo navedenu determinantu koriste¢i Sarrusovo pravilo:

1 0 -2(1 O
M=[0 -1 2(0 -1=[1-(-D-04+0-2-(-D+(-2)-0-2]-[(-D- (=D (-2)+(-2)-2:1+0-0-0] =
-1 =2 0|-1 -2
=0-(2-4+0)=0-(-6)=6
Dakle, mjeSoviti umnozak radijvektora koji tvore skup S jednak je 6. Budu¢i da je 6 = 0, prema ranije
navedenom kriteriju zakljucujemo da je skup S linearno nezavisan.

Tako smo zakljuéili da je skup S linearno nezavisan tro¢lani podskup skupa V*(0), a to znaéi da je S
baza toga prostora. Time je tvrdnja a) dokazana.

b) U rjesenju a) podzadatka ve¢ smo izracunali radijvektore OA, OB i OC, te dobili:

OA=(1,0,-2), OB =(0,-1,2) i OC =(-1,-2,0).
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Racunamo redom sve radijvektore koji su nam potrebni u rjeSavanju ovoga zadatka.

Korak 1. Izracunajmo najprije sve zbrojeve navedene u okruglim zagradama. Podsjetimo se, dva
radijvektora zbrajamo tako da posebno zbrojimo njihove prve komponente, posebno druge, a posebno
tre¢e. Imamo redom:

OA+0B =(1,0,-2)+(0,~1,2) = (1+0,0+(=1),(~2)+ 2) = (1,-1,0)
OB+0C =(0,-1,2)+(~1,-2,0) = (0+ (=1), (=) +(-2),2+0) = (—1,-3,2)
OA+0C =(1,0,-2) +(~1,-2,0) = (1+(=1),0+(=2),(-2) + 0) = (0,2, -2)
Korak 2. Racunamo svaki od triju vektorskih umnoZzaka koji se pojavljuju u navedenom izrazu.

Podsjetimo se da je vektorski umnozak radijvektora a= (a,,a,,a;) ib= (b,,b,,b,) opet radijvektor (za
razliku od skalarnoga i mjeSovitoga umnoska koji kao rezultat daju realne brojeve) formalno odreden

determinantom
i j ok
ax b= a, a, a,.
bl b2 b3

(Ovdje treba jako pripaziti jer zamjena redoslijeda radijvektora ili "promijesanje” (tocnije, permutiranje)
redaka determinante dovodi do pogresnoga rezultata: dobije se radijvektor suprotan trazenom.) Ovu
determinantu u pravilu raCunamo koriste¢i Laplaceov razvoj determinante po 1. retku osim ako neki
redak ili stupac determinante ne sadrzi dvije nule (tada determinantu razvijamo po tom retku ili

stupcu). Tako ¢emo traZeni radijvektor ax b zapravo prikazati kao linearnu kombinaciju radijvektora

i= (1,0,0), ; =(0,1,0)1 k= (0,0,1), a iz te je kombinacije vrlo lako "ocitati" krajnju tocku radijvektora
ax b: kako smo pokazali na vjezbama, ona je jednaka koeficijentima uz radijvektore
i= (1,0,0), } =(0,1,0) i k= (0,0,1) napisanima u istom poretku kao i ti radijvektori.

Istaknimo jo§ da pri Laplaceovu razvoju navedene determinante uz radijvektor; uvijek treba nadopisati

predznak +, uz radijvektor ; predznak —, a uz radijvektor k opet predznak +.

Tako redom dobivamo:
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ik

(OA+0B)xOC=|1 -1 0|= (treéi stupac sadrZi dvije nule, pa determinantu razvijamo po tom stupcu) =
-1 -2 0

- - - - -

=+k- 1 2:+k~[1~(—2)—(—1)~(—1)]:+k~[—2—1]:—3~k:(0,0,—3)
i j ok

(OB +0C)x0A=|-1 =3 2|=+i> *|-3" e[ 7 i[(=3)-(=2)-0-2]- ]

=|— = =47- — 7. +k- =+4i-|(— Y —0. — 7.

R I L I L R PR /

=1 (=2)=1-2]+k-[(=1)-0~1-(=3)] = 6-i—0- j+3-k = (6,0,3)

i j ok
(OA+0C)xOB=|0 -2 -2|= (prvi stupac sadrZi dvije nule, pa determinantu razvijamo po tom stupcu) =
0 -1 2
-2 2 - -
=+i- L a2lT +i-[(2)-2=(=1)-(-2)] =-6-i =(-6,0,0)

Korak 3. Preostaje nam zbrojiti sve radijvektore dobivene u Koraku 2. Dobivamo:

(OA+OB)xOC + (0B +0C)x0A+(0A+0C)xO0B = (0,0,-3)+(6,0,3) + (—6,0,0) = (0+ 6+ (—6),0+ 0+ 0,
—3+3+0)=(0,0,0)=0

Zakljucujemo da je traZeni radijvektor jednak nulvektoru.

2. Zadane sutockeA=(2,0,-1),B=(0,1,-1)iC=(1,2,0).

a) Pokazite da je skup S = {6745555} baza prostora V3(0).
b) Izradunajte OAX(OB +OC)+OBx(0A+0C)+OC x(OA+OB).
Sve svoje tvrdnje precizno obrazloZite.

Naputak_i_rezultat: a) Skup S ={0A,0B,0C}={(2,0,-1).(0,1,=1).(1.2.0)}je otito troclani skup, a

2 0 -1
bududi da je mjeSoviti umnoZak radijvektora OA, OB i 0C jednak M =|0 1 -1j=5=0, skup S je
1 2 0

linearno nezavisan. Time su ispunjena oba uvjeta iz definicije baze, pa slijedi tvrdnja.
b) Vrijede sljedece jednakosti:

OB+0C =(1,3,—1), OA+0C = (3,2,—1), OA+ OB = (2,1,-2);
OAX(OB+0C) = (3,1,6), OBX(0OA+0C) =(1,-3,-3), OCX(OA+OB) = (~4,2,-3)
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Stoga je OAX(OB+O0C)+ OB x(0A+0C)+0C x(0OA+OB)=(0,0,0)=0.

3. Zadane sutocke A=(1,a,2),B=(0,-1,1)i C=(1, -1,-1), pri ¢emu je a € R realan
parametar. Odredite vrijednost realnoga parametra a tako da tocke O, A, B i C tvore
Cetverokut, pa izracunajte povrSinu toga Cetverokuta. Sve svoje tvrdnje precizno
obrazlozite.

Rjesenje: Tocke O, A, B i C Ce tvoriti Cetverokut ako i samo ako sve Cetiri toc¢ke budu pripadale istoj
ravnini (tj. ako sve Cetiri tocke budu komplanarne) i nikoje tri od njih ne budu kolinearne. To znaci da
trebamo provjeriti sljedecih pet uvjeta:

1. Sve Cetiri tocke pripadaju istoj ravnini, tj. sve Cetiri tocke su komplanarne.
2. Tocke O, A i B nisu kolinearne.
3. Tocke O, A i C nisu kolinearne.
4. Tocke O, B i C nisu kolinearne.
5. ToCke A, B i C nisu kolinearne.

Uvjet 1. zamjenjujemo njemu ekvivalentnim uvjetom da mjeSoviti umnozak radijvektora OA, OBi0C
(sli¢no kao u prethodnim dvama zadatcima) treba biti jednak nuli. Naime, prema prethodnim dvama

zadatcima znamo da ¢e to znaciti da su radijvektori OA, OB i OC linearno zavisni, odnosno da se

barem jedan od njih moze izraziti kao linearna kombinacija preostalih dvaju radijvektora. No, takvo §to
je moguce jedino ako sve Cetiri tocke pripadaju istoj ravnini jer linearna kombinacija dvaju radijvektora
uvijek pripada ravnini odredenoj tim radijvektorima.

Korak 1. Odredimo radijvektore 54, OB i OC . Imamo:
OA=(l,a,2), 0B =(0,-11), OC =(,-1,-1).

Korak 2. IzraCunajmo mjeSoviti umnozak radijvektora OA, OBi0C (u navedenom poretku).
Dobivamo:

1 a 2 1 a 2|1 a

M=0 -1 1[=[0 -1 1]0 —1=[1-(-D-(-D+a-1-1+2-0-(=-D]-[1-(-1)-2+(=1)-1-1+(=1)-0-a] =
I =1 =1 |1 -1 =11 -1

=l+a—-(2-1)=1+a+3=a+4

Korak 3. Izjedna¢imo mjeSoviti umnoZzak izra¢unan u prethodnom koraku s nulom. Dobivamo linearnu
jednadzbu

a+4=0
¢ije je rjeSenje a = —4. Dakle, moguc¢i vrhovi Cetverokuta su sljedece Cetiri tocke:

0=(0,0,0,A=(1,-4,2),B=(0,-1, )i C=(1,-1,-D.
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Korak 3. U nastavku provjeravamo da nikoje tri od gore navedenih Cetiriju tocaka ne pripadaju istom
pravcu, tj. da nikoje tri od navedenih tocaka nisu kolinearne. To ¢emo uciniti koriste¢i radijvektore ili
vektore.

Korak 3.a) Najprije provjerimo pripadaju li to¢ke O, A i B istom pravcu. Te tocke pripadaju istom
pravcu ako i samo ako su radijvektori OA = 1,-4,2) i OB = (0,-1,1) kolinearni. (Mogli smo promatrati
i neki drugi par vektora, npr. OAi AB, ali ovaj nacin je kraéi jer ne moramo zasebno odredivati niti
jedan drugi vektor.) Niti jedan od tih radijvektora nije nulvektor (koji je kolinearan sa svakim

radijvektorom), pa ¢emo primijeniti definiciju kolinearnosti dvaju radijvektora u slucaju kad niti jedan
od njih nije nulvektor. Prema toj definiciji, ti radijvektori kolinearni su ako i samo postoji realan broj k

takav da je OA =k - OB (ili obrnuto, svejedno je), odnosno ako i samo ako postoji realan broj k takav da
je (1,-4,2)=k-(0,—1,1), odnosno ako i samo ako postoji realan broj k takav da je
(1,-4,2) =(0,—k, k) . Odmah vidimo da, ma koji god realan broj odabrali za vrijednost k, lijeva i desna
strana nikad nece biti jednake jer se ne podudaraju u prvoj komponenti (a moraju se podudarati u svim
trima komponentama). Stoga radijvektori OA= 1,-4,2) 1 OB = (0,—1,1) nisu kolinearni, tj. tocke O, A
i B ne pripadaju istom pravcu.

Korak 3.b) Provjerimo pripadaju li tocke O, A i C istom pravcu. Te tocke pripadaju istom pravcu ako i
samo ako su radijvektori OA= 1,-4,2)1 OC = (1,—1,-1) kolinearni. Niti jedan od tih dvaju vektora nije
nulvektor, pa ponovno primijenjujemo definiciju kolinearnosti dvaju radijvektora u slucaju kad niti

jedan od njih nije nulvektor. TraZimo postoji li realan broj k takav da je OA=k-OC , odnosno postoji li
realan broj k takav da je (1,-4,2)=k-(1,—1,—-1), odnosno postoji li realan broj k takav da je
(1,-4,2) = (k,—k,—k) . Izjednacavanjem prve komponente lijeve strane s prvom komponentom desne

strane dobivamo k = 1, a izjednaavanjem druge komponente lijeve strane s drugom komponentom
desne strane dobivamo k = 4. Nemoguce je da jedna te ista varijabla istovremeno poprima dvije razlicite
vrijednosti (k = 1 i k = 4), pa zaklju€ujemo da traZeni realan broj k ne postoji. To znaci da radijvektori

OA i OC nisu kolinearni, odnosno da tocke 0, A i C ne pripadaju istom pravcu.

Korak 3.c) Provjeravamo pripadaju li tocke O, B i C istom pravcu. Te tocke pripadaju istom pravcu
ako i1 samo ako su radijvektori OB = O,-LD i OC = (1,-1,1) kolinearni. Niti jedan od tih dvaju vektora
nije nulvektor, pa ponovno primijenjujemo definiciju kolinearnosti dvaju radijvektora u slucaju kad niti

jedan od njih nije nulvektor. TraZimo postoji li realan broj k takav da je OB =k -OC , odnosno postoji li
realan broj k takav da je (0,1,-1)=k-(1,—1,—1), odnosno postoji li realan broj k takav da je
(0,1,-1) = (k,—k,—k) . Izjednacavanjem prve komponente lijeve strane s prvom komponentom desne

strane dobivamo k = 0, a izjednacavanjem druge komponente lijeve strane s drugom komponentom
desne strane dobivamo k = —1. Nemoguce je da jedna te ista varijabla istovremeno poprima dvije
razliCite vrijednosti (k = 0 i k = —1), pa zakljuujemo da traZeni realan broj k ne postoji. To znaci da

radijvektori OB i OC nisu kolinearni, odnosno da to¢ke O, B i C ne pripadaju istom pravcu.

Korak 3.d) Preostaje provijeriti pripadaju li tocke A, B i C istom pravcu. Te toCke pripadaju istom
pravcu ako i samo ako su radijvektori

AB=(0,-1,1)=(1,-4,2) = (0— 1,4 —(=1),2—1) = (-1,-3,1) i
AC=(1,-1,-1)=(1,-4,2) = (1= 1,4 — (=1),2— (1)) = (0,-3,3)
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kolinearni. (Opet smo mogli gledati i bilo koju drugu dvoclanu kombinaciju vektora, npr. ACiBC))
Niti jedan od tih dvaju vektora nije nulvektor, pa ponovno primijenjujemo definiciju kolinearnosti dvaju
radijvektora u slucaju kad niti jedan od njih nije nulvektor. TraZimo postoji li realan broj k takav da je

AB=k-AC , odnosno postoji li realan broj k takav da je (—1,-3,1)=k-(0,-3,3), odnosno postoji li
realan broj k takav da je (—1,-3,1)=(0,(-3)-k,3-k). Odmah vidimo da, ma koji god realan broj

odabrali za vrijednost k, lijeva i desna strana nikad nece biti jednake jer se ne podudaraju u prvoj
komponenti (a moraju se podudarati u svim trima komponentama), pa zakljucujemo da traZeni realan

broj k ne postoji. Dakle, radijvektori AB i AC nisu kolinearni, odnosno tocke A, B i C ne pripadaju
istom pravcu.

Ovime smo provijerili svih pet uvjeta potrebnih za zakljucak da tocke O, A, B i C odreduju Cetverokut.
Preostaje izracunati povrSinu toga Cetverokuta. Koristit ¢emo jednu od geometrijskih interpretacija
duljine vektorskoga umnoska dvaju radijvektora: polovica duljine vektorskoga umnoska dvaju
radijvektora jednaka je povrsini trokuta kojemu su dvije stranice odredene tim radijvektorima.
Cetverokut OABC jednom od njegovih dijagonala, npr. dijagonalom OC, podijelimo na dva trokuta:
OAB i OBC. (To sigurno moZemo uciniti jer smo u prethodnom dijelu zadatka pokazali da tocke O, A i
B, odnosno O, B i C nisu kolinearne.) Tada je povrSina Cetverokuta OABC jednaka zbroju povrSina
trokutova OAB i OBC, tj.

Poussc = Poas + Posc.

Izra¢unajmo zasebno svaku povrsinu na desnoj strani te jednakosti.

Korak 4. DuZine OAiOB su dvije stranice trokuta OAB. Prema gornjoj interpretaciji duljine
vektorskoga produkta, povrSina toga trokuta jednaka je polovici duljine vektorskoga produkta

radijvektora OA = (L,4,2) i OB = (0,—1,1) . IzraCunajmo najprije taj vektorski umnoZak:

4 . -
=i [-4-1-(=1)-2]-j-(1-1-2-0)+

OAx OB = ‘
0 -1

<42 -2 -
_J. +
-1 1] 7o 1

+k-[1-(=1)=0-(=4)] = (=2)-i =1 j=1-k = (=2,-1,~1)

Stoga je povrsina trokuta OAB jednaka

Fous =%~|E4>< 5§|=%-\/(—2)2 +(—1)2 'i‘(—l)2 =%\/g kv jed.

Korak 5. Duzine OBiOC su dvije stranice trokuta OBC. Prema gornjoj interpretaciji duljine
vektorskoga produkta, povrSina toga trokuta jednaka je polovici duljine vektorskoga produkta

radijvektora OB = 0,-1L1)1 oC = (1,—1,-1) . Izracunajmo najprije taj vektorski umnozak:
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OBx OC (l) jl R e NN R P +i-[(=1)- (=)= (=1)-1]
X = — =4 — . . =+i-[(=D-(-D=(=D-1l=-
L g ST I PR I TR | I

—j[0- (=D =11]+k-[0- (=) =1-(=D] =2-i +1- j+1-k =(2,1,1)
Stoga je povrSina trokuta OBC jednaka

P

2 s :%4|@x o] =%4\/22 +1P 41 =%4\/€ kv.jed.
Korak 6. Povr§ina ¢etverokuta OABC jednaka je

1 1 .
Poapc = Poas + Popc = 5\/6 +E~\/g=\/gkv.Jed.

4. Zadane sutocke A =(0,a,-1),B=(1,0,1)i C= (-1, 1, 0), pri ¢emu je a € R realan

parametar. Odredite vrijednost realnoga parametra a tako da tocke O, A, B i C tvore
Cetverokut, pa izraCunajte opseg i povrSinu toga cCetverokuta. Sve svoje tvrdnje
precizno obrazloZite.

Naputak i rezultar: 1z zahtjeva da mje3oviti umnozak radijvektora OA, OB i OC treba biti jednak nuli

0 a -1
dobiva se jednadzba |1 0 1|=0, tj. =x — 1 = 0 ¢ije rjeSenje je x = —1. Dakle, A = (0, -1, -1), B =
-1 1 0

=(1,0,1)i C= (-1, 1, 0). Lako se provjeri da svaki od skupova {O, A, B}, {0, A, C}, {O, B, C} i {A,
B, C} ne sadrzi kolinearne tocke. Stoga je OABC cetverokut. Njegov opseg jednak je zbroju duljina
vektora koji odreduju njegove stranice:

OA=(0,-1,-1), AB=(1,0,1)—(0,—-1,-1) = (1,1,2), BC =(~1,1,0)—(1,0,1) =(-2,1,—-1) i OC = (~1,1,0)
Stoga je opseg Cetverokuta OABC jednak
0 =|0A|+[B|+[BC|+|0C| =2:v2 (V3 +1) jed.

PovrSina toga cetverokuta jednaka je zbroju povrSina trokutova OAB i OBC. Vektorski umnosci
radijvektora OA i OB , odnosno OB i OC su:
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ik
OAXOB=0 -1 —l=(=D-i+(-1-j+1l-k=(-1,-11)
1 0 1
ik ’
OBxOC=|1 0 1|=(=1-i+(-1)-j+1-k=(-1-11)
110

pa je povrsina ¢etverokuta OABC jednaka

Pospc = Poap + Popc = %|@Xﬁ|+%|@xw|=%ﬁ +%-\/§=x/§kv.jed.

5. Zadane sutocke A=(0,-1,1),B=(0,1,0)i C=(1, -1, 0).

a) Pokazite da su tocke O, A, B i C vrhovi tetraedra.
b) Izracunajte oplos$je i obujam tetraedra OABC.
¢) Izracunajte duljinu najkrace visine tetraedra OABC.

Sve svoje tvrdnje precizno obrazloZite.

RjeSenje: a) Za razliku od prethodnih dvaju zadataka, ovdje trebamo pokazati da tocke O, A, B i C nisu
komplanarne, tj. da ne pripadaju jednoj ravnini. Naime, tocke O, A, B i C tvore tetraedar ako i samo ako
sve Cetiri tocke nisu komplanarne, odnosno ako i samo ako sve Cetiri tocke ne pripadaju istoj ravnini.

Stoga ¢emo izraCunati mjeSoviti umnozak radijvektora OA, OBi0C (u navedenom poretku) i
usporediti ga s nulom. Bude li taj umnoZak jednak nuli, tocke O, A, B i C su komplanarne i ne odreduju

tetraedar. U suprotnom, tj. bude li mjeSoviti umnozak radijvektora OA, OBiOC (u navedenom
poretku) razlicit od nule, tocke O, A, B i C nisu komplanarne i odreduju tetraedar.

Dakle, mjesSoviti umnoZzak radijvektora OA, OBi0C jednak je:

0 -1 1
-1 1
M =0 1 0= (razvoj npr. po 1. stupcu) = +1- ) 0‘:1-[(—1)0—1-1]:l~(—1)=—1
1 -1 0

Bududi da je M = -1 = 0, navedene Cetiri tocke nisu komplanarne i odreduju vrhove tetraedra, $to je i
trebalo pokazati.

b) Korak 1. Prema jednoj od geometrijskih interpretacija mjesovitoga umnoska radijvektora, obujam

tetraedra kojega odreduju radijvektori OA, OB i0C jednak je jednoj Sestini apsolutne vrijednosti
mjeSovitoga umnoska tih radijvektora. Taj mjeSoviti umnoZak ve¢ smo izraunali u a) podzadatku i
dobili da je M = =-1. Stoga je obujam tetraedra OABC jednak
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1 1 1
V, =—:|M|=—|-1|=— kub.jed.
oasc = ¢ | | 6 | | 6 ]

Korak 2. Oplo§je tetraedra jednako je zbroju povrSina cetiriju trokutova: OAB, OAC, OBC i ABC. U
prethodnim dvama zadatcima vidjeli smo da se povrsina svakoga takvoga trokuta izracunava kao jedna
polovica duljine vektorskoga umnoska bilo kojih dvaju vektora koje odreduju stranice trokuta (uz nuzZan
dodatni uvjet da oba ta vektora imaju istu pocetnu tocku).

Korak 2.a) IzraCunajmo najprije poviSinu trokuta OAB. Ta je povrSina jednaka polovici duljine
vektorskoga umnoska radijvektora OA= 0,-1,D i OB = (0,1,0) . Stoga redom imamo:

i J ok
_ —_— = |= 1 _
OAXOB=|0 -1 1|= (razvojpo 1. stupcu) = +i- | 0‘:(—1)1':(—1,0,0)
0 1 0
L = 1 \/ﬁ_ 11 .
POAB_E'|0AXOB|_E' =D"+0"+0 —5'1—5 kv.jed.

Korak 2.b) Izracunajmo povrsinu trokuta OAC. Ta je povrsina jednaka polovici duljine vektorskoga
umnoska radijvektora OA= 0,-1,1 i oC = (1,—-1,0) . Stoga redom imamo:
ij ok
OAXOC=(0 —1 1|=+i-
1 -1 0

+k- =+i-[(=1)-0=(=1)-1]=j-(0-0—1-1)+

1 -1

-1 1‘

o1
-1 0

oo

a‘o -1

+k-[0-(=1)=1-(=D] =1-i+1- j+1-k =(1,1,1)

P, =%~|0—Ax0—c|=%~\/12 +1 41 =%~\/§ kv.jed.

Korak 2.¢) Izracunajmo povrsinu trokuta OBC. Ta je povrSina jednaka polovici duljine vektorskoga
umnoska radijvektora OB = (0,1,0) i OC = (1,-1,0) . Stoga redom imamo:

i j ok
. ~o 1] - B}
OBxOC=|0 1 0/= (razvoj po 3. stupew) = +k-| 1‘:k~[0~(—1)—1~1]:(—1)~k:(0,0,—1)
1 -1 0
[ e R
POBC—E~|OB><0C|—E~«/O HOT (1) = 1= kvjed.

Korak 2.d) Izracunajmo povrSinu trokuta ABC. Ta je povrSina jednaka polovici duljine vektorskoga
umnoska vektora AB =(0,1,0)—(0,-1,1) = (0—0,1—(=1),0—1) = (0,2,~1) i vektora
AC = (1,-1,0)—(0,-1,1) =(1-0,-1-(-1),0—-1) =(1,0,—1) Stoga redom imamo:
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i ok Lo
Y -2 -1 i -
ABXAC=|0 2 -l1|= (razvoj po 1.stupcu)=+i-0 1+1-é k =+i-[2-(-1)-0-(-D]+
0 -1 -1
AL J (-2 = (= i-1-j -2k
Ny v 2 2 71, 3 .
POAB_5'|ABXAC|—E'\/(_2) +(=D"+(-2) —5‘3—5 kv.jed.

Korak 3. Oplosje tetraedra OABC jednako je

5+J§

3 kv.jed.
2 2

11 1

O = Pous + Pous + Posc + Papc = —+= 3 +=

2 2 2

¢) Podsjetimo se da je obujam tetraedra jednak jednoj trecini umnoSka povrSine osnovke tetraedra i
duljine visine tetraedra povucene na tu osnovku. Osnovka tetraedra moze biti bilo koja strana tetraedra,

pa — bududi da tetraedar ima ukupno 4 razlicite strane — imamo ukupno 4 razlicite visine tetraedra koje
se razlikuju po vrhu iz kojega su povucene, ali ne nuzno i po duljini. Vrijedi sljedece pravilo:

Povrsina osnovke tetraedra i duljina pripadne visine tetraedra su obrnuto razmjerne velicine. Sto je
veca povrsina osnovke, to je manja duljina pripadne visine i obrnuto. Najkraca visina tetraedra je
visina povucena na osnovku najvece povrsine, a najdulja visina tetraedra je visina povucena na
osnovku najmanje povrsine.

Iz toga pravila zakljucujemo sljedece: Neka je S bilo koja strana tetraedra odredena (struéni naziv je:

razapeta) vektorima a i b, te neka je Ps povrSina te strane. Tada je duljina visine tetraedra povucene
na tu stranu jednaka

S

3~V_3%‘|M|: M|
Py l.|;l><j,| |c—z><l—)|'
2

(Oprez: U brojniku je s | | oznacena apsolutna vrijednost realnoga broja M, dok je u nazivniku s | |

oznacena duljina vektorskoga umnoska axb . Iako je oznaka ista, rijec je o bitno razli¢itim veli¢inama.)
U naSem slucaju trazimo duljinu najkrace visine tetraedra OABC. Ta visina povucena je na stranu
tetraedra koja ima najvecu povrSinu. Buduéi da su strane tetraedra trokutovi OAB, OAC, OBC i ABC,
najprije utvrdimo koji od tih trokutova ima najvecu povrsinu. O¢ito vrijedi nejednakost

1 1 3

—<—3<2,

2 2 2
.

Poap = Popc < Poac < Pagc,
pa najvecu povrsinu ima strana ABC. Stoga je duljina pripadne visine tetraedra
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Ml _1

Bype = W = Jed

6. Zadane sutocke A =(—4,2,0)i B =(a, 8, 6), gdje je a realan parametar.

a) Odredite vrijednost realnoga parametra a tako da radijvektori OAi OB razapinju
pravokutnik, pa odredite koordinate svih vrhova toga pravokutnika.
b) Izracunajte oplo§je i obujam paralelepipeda kojemu je osnovka pravokutnik

razapet radijvektorima OAiOB,a jedna stranica radijvektor OAxOB.
Sve svoje tvrdnje precizno obrazloZite.

RjesSenje: a) Radijvektori OA i OB razapinju dvije stranice pravokutnika ako i samo ako su ti

radijvektori okomiti. Znamo da su radijvektori OA i OB okomiti ako i samo ako je njihov skalarni
umnoZzak jednak nuli. Prema tome, vrijednost parametra a odredit ¢emo iz zahtjeva da skalarni umnozak

radijvektora OA i OB bude jednak nuli. Buduéi da je
OA®OB =(~4,2,0)#(a,8,6) = (—4)-a+2-8+0-6=—4-a+16,
(pri ¢emu je s @ oznacen skalarni umnoZak), iz zahtjeva

OA*0OB=0,
tj. iz jednadzbe
—4.a+16=0
slijedi @ = 4. Dakle, tri vrha pravokutnika su O = (0,0,0), A = (-4, 2, 0) i B = (4, 8, 6). Cetvrti vrh
pravokutnika odredit ¢emo koriste¢i ¢injenicu da dijagonale bilo kojega usporednika, pa posebno i
pravokutnika, imaju isto poloviste. Oznac¢imo li nepoznati, Cetvrti vrh pravokutnika s C = (x¢, y¢, 2¢), to

znaci da dijagonale pravokutnika OC i AB imaju isto poloviSte. Stoga istodobno moraju vrijediti
sljedece tri jednakosti:

x0+xC=.xA +.xB,
Yot Yc=Yat)s
Zo+2c=2a+ 2.
Uvrstavanjem koordinata to¢aka O, A i B dobivamo:
0+xc=-4+4,
O+yc=2+38,

O0+zc=0+6.

odnosno
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Xc= 0,
ye=10,
ic= 6

Dakle, svi vrhovi pravokutnika OABC su: O = (0,0,0),A =(—4,2,0), B=(4,8,6)1 C= (0, 10, 6).

b) S predavanja znamo da je vektorski umnoZak dvaju radijvektora uvijek okomit i na jedan i na drugi
radijvektor (to¢nije, na ravninu odredenu tim dvama radijvektorima). U naSem slucaju, to znaci da je

vektorski umnoZak OAxOB okomit na ravninu odredenu radijvektorima OA i OB . Pravokutnik OABC
pripada ravnini odredenoj radijvektorima OAi OB, pa iz uvjeta zadatka proizlazi da je jedna stranica

paralelepipeda okomita na pravokutnik razapet radijvektorima OA i OB koji je ujedno i jedna od
ukupno Sest razli¢itih osnovki paralelepipeda. Jedini paralelepiped koji ima to svojstvo (da je jedna
stranica paralelepipeda okomita na jednu osnovku paralelepipeda) je kvadar. Stoga ovaj podzadatak

zapravo trazi da izraunamo oploSje i obujam kvadra ¢iju osnovku odreduju radijvektori OAiOB, a
¢ija je visina na tu istu osnovku jednaka OAXOB .

Korak 1. Izra¢unajmo najprije vektorski umnoZak OAXOB . Imamo redom:

i
OAXOB =|-4
4

Ol=+i-

20
8 6

iy 4 8:i-(2-6—0-8)—j-[(—4)-6—4-0]+

[o <IN \S I

-4 0‘ _‘—4 2
+k-

+k-[(—4)-8—4-2] =12-i+24- j—40-k = (12,24,-40)

Korak 2. Obujam paralelepipeda, tj. obujam kvadra jednak je mjeSovitom umnoSku radijvektora
54, OB i OAxOB . Tmamo redom:

-4 2 0|4 2 ol]4 2

M(OA,0B,0OAXOB)=|4 8 6 |=4 8 6|4 8 =[(—4)-8-(-40)+2-6-12+0-4-24]-
12 24 —40| (12 24 -40/12 24

—[12-8-0+24-6-(—4) +(—40)-4-2] = 1280+ 144+ 576 + 320 = 2320

pa je obujam kvadra

V =Ml = 2320 kub.jed.

Korak 3. Oplosje kvadra jednako je dvostrukom zbroju povrsina sljedecih strana kvadra:

—  strana razapeta radijvektorima OAiOB;
—  strana razapeta radijvektorima OA i OAXOB;
—  strana razapeta radijvektorima OB i OAXOB .

Sve navedene strane su pravokutnici, odnosno, op¢enito, usporednici. Kako znamo s predavanja, jedna
od geometrijskih interpretacija vektorskoga umnoska je i sljede¢a: Duljina vektorskoga umnoska dvaju
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radijvektora jednaka je povrsini usporednika razapetoga tim radijvektorima. Prema tome, povrSinu

svake strane izracunat ¢emo kao duljinu vektorskoga umnpsSka radijvektora koji razapinju tu stranu.
Imamo redom:

Korak 3.a) Strana razapeta radijvektorima OA i OB je upravo pravokutnik OABC. Vektorski umnoZak
OAXOB ve¢ smo izradunali u Koraku 1. i on je jednak OAXOB = (12,24,-40) . Stoga je povrSina
pravokutnika OABC jednaka

Pouue =|[OAXOB| =12’ +24" +40° =/2320 = 4-/145 kv jed.

Korak 3.b) Izracunajmo povrsinu P, strane razapete radijvektorima OA i OAxOB . Imamo redom:

i j k
U “l2 o] =4 of -|4 2| -
OAX(OAXOB)=|-4 2 0 |=+i- —-j- +k- =+i-[2-(—40)-24-0]-
24 —40 12 —40 12 24
12 24 —40

—j-[(~4)-(~40)=12-0] +k -[(—4)-24-12-2] =—80-i +160- j —120-k = (-80,~160,~120)
P :|0—A><(0—A><O—B)| = J(=80)* +(~160) +(—120)* =+/46400 = 40-/29 kv.jed.

Korak 3.c¢) Izra¢unajmo povrSinu P, strane razapete radijvektorima OB i OAxOB . Imamo redom:

i j ok
—_ -8 6| -4 6| -|4 8 -
OBX(OAxXOB)=|4 8 6 |=+i- —Jj- +k- =+i-[8-(—40)—24-6]-
24 40 12 40 12 24
12 24 —40

—j[4-(—40)=12-6]+k-[4-24—12-8] = (~464) -1 +232- j+0-k = (—464,232,0)
P, =|0B x(0Ax OB = /(=464 +232* +0" = 269120 = 2325 kvjed.

Korak 3.d). Oplosje kvadra iznosi:

Izraunajmo povrSinu P, strane razapete radijvektorima OA i OAXOB . Imamo redom:

0=2:(Pypye+ B +P)=2-(4:/145+40-429 +232-/5) =8-(v/145+10-29 +58 /5 ) kv jed.
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RJESENJA ZADATAKA
S 1. KOLOKVIJA - GRUPA 1.

1. Neka su zp, z; 1 22 medusobno razlicita rjeSenja jednadzbe =i IzraCunajte zo - z;
+20-22+21" 2.

RjesSenje: Najprije ¢emo zapisati broj z; = i u trigonometrijskom obliku, pa primijeniti de
Moivreovu formulu za korjenovanje kompleksnoga broja.

Korak 1. Broju z; = i u kompleksnoj ili Gaussovoj ravnini pridruZena je tocka Z; = (0, 1).
Nacrtamo li tu tocku, iz slike ¢emo odmah uociti da je njezina udaljenost od ishodiSta Gaussove
ravnine jednaka r = 1, a da je kut koji spojnica te tocke i ishodiSta Gaussove ravnine zatvara s

realnom osi jednak @ = 90° + 90° + 90° = 270°: Prema tome, zapis kompleksnoga broja z; u
trigonometrijskom obliku glasi:

z3=1"-cis 270°.

Korak 2. Koriste¢i de Moivreovu formulu za korjenovanje kompleksnoga broja, izraCcunavamo
vrijednosti brojeva zg, z; i zo. Sva rjeSenja jednadzbe z° = i dana su formulom

Zk :%Acis(wj, zak=0,1,2,
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a tu formulu moZemo jednostavnije zapisati kao
z, =cis(90°+k -120°), za k =0,1,2
Uvrstavanjem k =0, k=1 i k =2 dobijemo:

Z, =¢is(90°+0-120°) = cis 90
z, =¢is(90°+1-120°) = cis 210°%
Z = cis(90°+2-120°) = cis 330°.

Korak 3. UvrStavanjem gore izraCunanih vrijednosti u izraz ¢iju vrijednost traZimo dobijemo:

2y°2,+ 2y 2, + 2,2, =cis 90°-cis 210° +cis 90°-cis 330°+cis 210° - cis 330° = cis (90°+210°) +
+ cis (90° +330°) +cis (210°+330°) = cis 300° +cis 420° +cis 540° = (420 pri dijeljenju sa 360
daje ostatak 60, a 540 pri dijeljenju s 360 daje ostatak 180) = cis 300°+cis 60°+cis 180° =
=c0s300°+i-sin 300° +cos 60° +i - sin 60° +cos 180°+i-sin 180° =

=(c0s300°+cos60° +cos180°) +i - (sin 300° + sin 60° +sin 180°) =

:F+l+(—1)}+i~|:(—£J+£+0}:0+i-0:0
2 2 2 2

2. Iskljucivo koriste¢i metodu determinanti dokazite da je za svaki a € R sustav

X +a-1)-y =l-a
(a+1)-x -2y =2
Cramerov sustav.

Rjesenje: Dovoljno je dokazati da je determinanta sustava D razlicita od nule. (Vrijednosti
pomocnih determinanti D, i D, nisu bitne za rjeSenje zadatka i ne treba ih racunati.)

Korak 1. Determinanta sustava D jednaka je

1 a—1
a+l -2

‘z1-(—2)—(a+1)~(a—1)=—2—(a2—1)=—a2—1.

Korak 2. Za svaki realan broj a vrijedi nejednakost a* > 0. MnoZenjem te nejednakosti s (1)
dobijemo:

—a*<0.

Oduzmemo li 1 od lijeve i desne strane dobivene nejednakosti, dobit ¢emo:
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a’-1<0-1,
odnosno
@ -1<-1,
tj.
D <-1.

Odatle izravno slijedi da je za svaki a € R vrijednost determinante sustava D razli¢ita od nule (jo§
preciznije, ta je vrijednost manja ili jednaka —1), ¢ime je dokazana tvrdnja zadatka.

3. Iskljucivo koriste¢i metodu determinanti odredite vrijednost parametra a € R tako

da sustav
17-x —-15-y +23.z = 56
21-x +43.-y 31z = 14
9-x —131-y +131-z = a+139

ima beskona¢no mnogo medusobno razlicitih rjeSenja. Koje od tih rjeSenja ima
zbroj svih komponenti jednak 67

RjeSenje: Prvi dio zadatka rijeSit ¢emo tako da izraCunamo vrijednosti determinante sustava D i
svih triju pomo¢nih determinanti Dy, D, i D3, pa sve Cetiri dobivene vrijednosti izjedna¢imo s

nulom. Vrijednost parametra a € R za koju su sve Cetiri navedene determinante jednake nuli bit ¢e
traZena vrijednost.

Korak 1. Determinanta sustava D jednaka je:

17 —-15 23| @17 -15 23[17 -15
D=1 43 -31|=21 43 31|21 43 =[17-43-131+(-15)-(-31)-9+23-21-(-131)] -

9 —131 131] |9 -131 131/9 -131
—[9-43-23+(-131)-(=31)-17+131-21-(-15)] = 3667336673 = 0

Korak 2. Prva pomoc¢na determinanta D, jednaka je:
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56 -15 23 56 -15 23| 56 -15
D =| 14 43 -31|=| 14 43 31| 14 43 =

a+139 —131 131 |a+139 -131 131{a+139 -131
=[56-43-131+(~15)-(-31)-(a+139)+23-14- (-131)] -[(a +139)-43-23+ (—131)- (-31)- 56 +131-14- (-15)] =
=(465-a+337901)—(989-a +337377) = —524-a + 524

Korak 2. Druga pomoc¢na determinanta D, jednaka je:

17 56 23| 17 56 23|17 56
D,=[21 14  =31=[21 14 3121 14 =

9 a+139 131| |9 a+139 131|9 a+139
=[17-14-131456-(-31)-9+23-21-(a+139)] -[9-14- 23+ (a +139) - (-31)-17 +131-21-56]
=(483-a+82691)—[(—527)-a +83701] =1010-a —1010

Korak 3. Tre¢a pomo¢na determinanta D; jednaka je:

17 -15 56 17 -15 56 |17 -15
D,=|21 43 14 =21 43 14 |21 43 =

9 -131 a+139] |9 -131 a+139|9 -131
=[17-43-(a+139)+(-15)-14-9+56-21-(=131)] -[9-43-56 + (=131) - 14- 17+ (a +139) - 21- (=15)]
=(731-a—54337)—[(-315)-a—53291] =1046-a — 1046

Korak 4. Izjednacavanjem svih Cetiriju izraCunanih determinanti s nulom dobivamo:

(D, Dy, D,, D3)=(0, 0,0, 0) = (0, =524 - a + 524, 1010 - a — 1010, 1046 - a — 1046) = (0, 0, 0, 0)
-524-a+524=0 a=1

= <1010-a-1010=0&Ja=1.
1046-a—-1046=0 a=1

Dakle, vrijednost svih triju pomo¢nih determinanti jednaka je nuli ako i samo ako je a = 1, dok je
vrijednost determinante sustava D uvijek jednaka nuli i ne zavisi o vrijednosti parametra a € R.

Stoga je traZena vrijednost a = 1.
U drugom dijelu zadatka iz skupa kojega tvore sva rjeSenja zadanoga sustava kad je a = 1 (a tih
rjeSenja ima beskona¢no mnogo) trebamo izdvojiti ono rjeSenje za koje je zbroj svih njegovih
komponenti jednak 6. Taj dodatni zahtjev moZemo zapisati u obliku jednadzbe

X+y+z=6.
TraZeno rjeSenje moZemo odrediti tako da bilo koju od jednadzbi koje tvore polazni sustav

zamijenimo s jednadZbom x + y + z = 6. Opredijelimo se npr. za tre¢u jednadZbu. Dakle, rjeSavamo
metodom determinanti rjeSavamo novi sustav triju linearnih jednadZzbi s tri nepoznanice:
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17-x -15-y +23-z = 56
21.x +43-y 31z = 14
x +y +z = 6

Korak 4. Determinanta navedenoga sustava D jednaka je

17 -15 23| 17 -15 23[17 -I5
D=1 43 31=[21 43 31|21 43 =[17-43-14(-15)-(-31)-1+23-21-1] -
1 1 1|t 1 1|1 1
—[1-43-23+1-(=31)-17+1-21-(=15)] = 1679 - 147 = 1532

Korak S. Prva pomoc¢na determinanta D, jednaka je:

56 —-15 23| |56 -15 23|56 -I15
D =14 43 -31|=|14 43 -31j14 43 =

6 1 1 6 1 116 1
=[56-43-1+(=15)-(-31)-6+23-14-1]—[6-43-23+1-(-31)- 56 +1-14 - (-15)] = 5520— 3988 = 1532

Korak 6. Druga pomoc¢na determinanta D, jednaka je:

17 56 23| |17 56 23|17 56
D,=21 14 =31|=21 14 -=-31|21 14=

1 6 1 1 6 1|1 6
=[17-14-1+56-(=31)-14+23-21-6] - [1:14-23+6-(=31)-17 +1-21-56] = 1400 — (~1664) = 3064

Korak 7. Tre¢a pomo¢na determinanta D; jednaka je:

17 -15 56| (17 -15 56(17 -15
D,=121 43 14|=[21 43 14{21 43 =
1 1 6 1 1 6]1 1

=[17-43-6+(-15)-14-1+56-21-1] -[1-43-56+1:14 17+ 6-21- (—-15)] = 5352 = 756 = 4596
Korak 8. TraZeno rjeSenje dobit ¢emo primjenom Cramerova pravila:

(x,y,z)=(&,&,& —(@,@,i%jza,z,s).
D D D 1532 1532 1532

Dakle, rjeSenje polaznoga sustava takvo da je zbroj svih njegovih komponenti jednak 6 glasi:
xy,20=(1,2,3).

4. ZadanesutockeA=(-1,0,2),B=(2,0,1)i C=(1,1,1).
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a) DokaZite da je uredeni skup S = (54,@,%) baza prostora V>(0).

b) Izracunajte duljinu najkrace visine tetraedra OABC.

Rjesenje: a) Svaka baza prostora V’(0) je troClani linearno nezavisan podskup toga prostora i
obrnuto: svaki tro¢lani linearno nezavisan podskup prostora VA(0) je baza toga prostora. Skup S se
ocito sastoji od tocno tri razlicita radijvektora, pa je dovoljno dokazati da je taj skup linearno
nezavisan.

Nadalje, tro¢lani podskup prostora V*(0) je linearno nezavisan ako i samo ako pripadni radijvektori
nisu komplanarni, odnosno ako i samo ako je mjeSoviti umnoZak tih radijvektora (u bilo kojem
poretku tih radijvektora) razli¢it od nule. Stoga ¢e tvrdnja a) zadatka biti dokazana pokaZemo li da
je mjeSoviti umnoZak triju radijvektora koji tvore skup S razlicit od nule.

Korak 1. MjeSoviti umnoZak radijvektora OA,OB i OC (u navedenom poretku) jednak je:

-1 0 2
-1 2
M =|2 0 1|= (razvoj determinante po 2. stupcu) = (—1)~‘ 5 1‘ = (—1)~[(—1)~1—2~2] =5.
1 11

Korak 2. Budu¢i da je M =5 = 0, radijvektori koji tvore skup S nisu komplanarni, pa je skup S
linearno nezavisan. Time je tvrdnja a) zadatka dokazana.

b) Duljina najkrace visine tetraedra OABC jednaka je koli¢niku trostrukoga obujma tetraedra i
najve¢e od Cetiriju povrSina strana tetraedra. Dakle, najprije trebamo izraCunati povrSine svih
Cetiriju strana tetraedra i utvrditi koja od njih je najveca.

Korak 1. Racunamo povrsinu strane OAB, tj. trokuta OAB. Ta je povrsina jednaka polovici duljine
vektorskoga umnoska bilo kojih dvaju vektora koji razapinju taj trokut (i imaju istu pocetnu tocku).

Najlakse i najjednostavnije je odabrati radijvektore OA i OB jer je njihov koordinatni zapis jednak
koordinatama njihovih krajnjih tocaka.

Korak 1.a) Vektorski umnoZak radijvektora OA i OB jednak je:

i ok
I, - -1 2
OAXOB=|-1 0 2|= (razvoj determinante po 2. stupcu) = (=1)- j- 5 1‘ =
2 01

=(=1)-j-[(=1)-1-2-2] =5-j = (0,5,0).
Korak 1.b) Duljina vektorskoga umnoska radijvektora OA i OB jednaka je:
(0Ax0B| =0 +5*+0° =5.

Korak 1.c) Povrsina trokuta OAB, odnosno strane OAB tetraedra OABC, jednaka je:
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I = =5 1 5 .
P,z =E~|0A><OB|=E~5=E kv.jed.

Korak 2. Racunamo povrsinu strane OAC, tj. trokuta OAC. Ta je povrSina jednaka polovici duljine
vektorskoga umnoska bilo kojih dvaju vektora koji razapinju taj trokut (i imaju istu pocetnu tocku).
Najlakse i najjednostavnije je odabrati radijvektore OAiOC jer je njihov koordinatni zapis jednak
koordinatama njihovih krajnjih tocaka.

Korak 2.a) Vektorski umnoZzak radijvektora OAiOC jednak je:

i

k
2

AxOC =|-1
1

2l i K
AECORIME

+(-1)-

—_ O .
— N =

= (razvoj determinante po 2. stupcu) = (—1)- }‘_1

= (=1 - [(=D1=1-2]=1-[ 2:i=(=1) -k | =243+ =1k = (=2,3,-]).

Korak 2.b) Duljina vektorskoga umnoska radijvektora OAiOC jednaka je:
(03x0C| =27 + 3+ T =i

Korak 2.¢) Povrsina trokuta OAC, odnosno strane OAC tetraedra OABC, jednaka je:
P, = %|074><5€‘| =%\/ﬁ kv.jed.

Korak 3. Racunamo povrsinu strane OBC, tj. trokuta OBC. Ta je povrS§ina jednaka polovici duljine
vektorskoga umnoska bilo kojih dvaju vektora koji razapinju taj trokut (i imaju istu pocetnu tocku).

Najlakse i najjednostavnije je odabrati radijvektore OBi0C jer je njihov koordinatni zapis jednak
koordinatama njihovih krajnjih tocaka.

Korak 3.a) Vektorski umnozak radijvektora OBi0C jednak je:

@x&‘: _,_(_1),; k_

= (razvoj determinante po 2. stupcu) = (—1)- }‘1 1

—_— N~
— O .
_ = X

=(=1)-j-[21=11]+(=1)-(1-i=2-k) = (=1)- i+ (=1)- j+2-k = (=1,-1,2).
Korak 3.b) Duljina vektorskoga umnoska radijvektora OB i OC jednaka je:

|51§><56|=«/(—1)2+(—1)2+22 -6.

Korak 3.c¢) Povrsina trokuta OBC, odnosno strane OBC tetraedra OABC, jednaka je:
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l (= == 1 .
Posc =5 0Bx0c]|= > J6 kv.jed.
Korak 4. Racunamo povrSinu strane ABC, tj. trokuta ABC. Ta je povrSina jednaka polovici duljine
vektorskoga umnoska bilo kojih dvaju vektora koji razapinju taj trokut (i imaju istu pocetnu tocku).

Odaberimo npr. radijvektore ABi AC ¢ija je pocetna tocka A.

Korak 4.a) Odredimo koordinatni zapis radijvektora ABiAC. Na vjezbama (Primjer 4. u
poglavlju 3. Vektori) pokazali smo da je vektor AB jednak razlici radijvektora OBiOA, paje:

AB=0B-0A=(2,0,1)~(~1,0,2) =[2—(~1),0-0,1-2] = (3,0,~1) .
Analogno, vektor AC jednak je razlici radijvektora OCiOA, paje:
AC=0C-0A=(1,1,1)~(=1,0,2) =[1=(=1),1-0,1-2] = (2,1,-1) .

Korak 4.b) Vektorski umnoZzak radijvektora ABi AC jednak je:

ij ok ..
. - 13 -1 j
ABxAC=|3 0 -l|= (razvoj determinante po 2. stupcu) = (—1) ~j~‘2 ) +(-1)- ; kl =
2 1 -1 -

= (—1)-}‘-[3-(—1)—2~(—1)]+(—1)-[(—1)~?—3~1€] =1i+1 j-2-k=(L13).
Korak 4.c) Duljina vektorskoga umnoska radijvektora ABi AC jednaka je:
|[ABXAC|=VE+ +3 =11 kv.jed.
Korak 4.d) Povrsina trokuta ABC, odnosno strane ABC tetraedra OABC, jednaka je:

P =%|ﬁxﬁ‘|=%\/ﬁ kv.jed.

Korak S. Usporedimo sve Cetiri izraCunane povrsine, tj. usporedimo pozitivne realne brojeve

NEE NI

51
272

Kvadriranjem dobijemo:

1
4

—

1 —,

25 14
4 4

E R

pa je ocito
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6 11 14 25
4 4 4 4~
odnosno
1\/— 1 1 5
—Jo<—Al1<=A14<=,
2 2 2 2
odnosno

Popc < Papc < Poac < Poas
. v . v . 5 .
Dakle, najvecu povrSinu ima strana OAB i ta povrSina iznosi Ppsp = 5 kv. jed.

Korak 6. Obujam tetraedra jednak je jednoj Sestini apsolutne vrijednosti mjeSovitoga umnoska bilo
kojih triju radijvektora koji razapinju taj tetraedar. U naSem je slucaju najlakSe i najjednostavnije za

tri radijvektora koji razapinju tetraedar OABC odabrati upravo radijvektore OA, OB i OC . Njihov
mjeSoviti umnoZak izracunali smo u a) podzadatku i on je jednak

M=5.

Dakle, obujam tetraedra jednak je

1523 \ubjed.
6 6

Korak 7. Trazena duljina najkrace visine jednaka je koli¢niku trostrukoga obujma tetraedra i
povrsine strane OAB (jer, prema rezultatu Koraka 5., ta strana ima najvecu povrsinu). Dakle,
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