TNE

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

ELEKTROTEHNICKI ODJEL

MATEMATIKA 1

pripremni kolokvijski zadatci namijenjeni rjeSavanju na demonstraturama
poglavlje: KOMPLEKSNI BROJEVI

Napomena: U svim zadacima koristi se skra¢ena oznaka: cis ¢ = cos @+ i - sin .

- 6
7 .
1. Zadani su kompleksni brojevi z, :%-x—g- i, z, :(—«/g-i—l) iz3= (2-cisl318”j .

Odredite x, y € R tako da vrijedi jednakost z; = L
23

Rjesenje: Korak 1. ZapiSimo broj z, :== —/3-i—1 u trigonometrijskom obliku.

Korak 1.a) Apsolutna vrijednost (modul) broja z4 jednaka je

ro= J[Re(z)T +[1m(z)]" =17 + (~v3) =T+3 =4 =2.

Korak 1.b) Broju z4 pridruZena totka kompleksne (Gaussove) ravnine je Z, =(Re(z,),Im(z,)), odnosno

Z,= (—1,—x/§ ) . Ona se nalazi u tre¢em kvadrantu kompleksne (Gaussove) ravnine.

Korak 1.c) RjeSenje trigonometrijske jednadzbe

_|Im(z,)
Re(z,)|”
.
tgx= _—‘ s
.
tgx=\/§

u prvom kvadrantu je kut x = 60°. Budu¢i da iz Koraka 1.b) znamo da se tocka pridruZena broju z4 nalazi u

tre¢em kvadrantu, argument 4 toga broja dobit ¢emo tako da na 180° dodamo mjeru kuta x:

4= 180° +x,
(4 = 180° + 60°,
(4 = 240°.

Korak 1.d) Trigonometrijski zapis broja z, dobivamo koriste¢i rezultate Koraka 1.a) i 1.d):
74 =2 - (cos 240° + i - sin 240°)

ili skrac¢eno:
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74 =2 cis 240°.

Korak 2. Racunamo broj z, koriste¢i de Moivréovu formulu za potenciranje kompleksnoga broja
zapisanoga u trigonometrijskom obliku, te rezultat dobiven na kraju Koraka 1.

Korak 2.a)

2, =(z,) =(2-cis 240°) =27 -¢is(240°-7) = 27 - cis(1680°)

Korak 2.b) Kut od 1680° ne pripada intervalu [0°, 360°), pa ga moramo svesti na neki kut iz toga intervala.
To radimo tako da taj kut cjelobrojno podijelimo s 360° i pogledamo cjelobrojni ostatak dobiven pri tom
dijeljenju:

1680 : 360 =4 i ostatak 240°.
Ovu jednakost krace piSemo kao:
1680° = 240° (mod 360°).
Dakle,
7, =27 -cis(240°).

Korak 2.c) Prigodom konjugiranja kompleksnoga broja zapisanoga u trigonometrijskom obliku njegova
apsolutna vrijednost ostaje nepromijenjena, dok se novi argument racuna iz izraza:

novi argument = 360° — stari argument.
U naSem slucaju je:
7, =27 -¢cis(360°—240°),
odnosno
22=2" - cis(120°).

Korak 3. Racunamo vrijednost broja z;. Taj broj je ve¢ zapisan u trigonometrijskom obliku, pa odmah
mozemo primijeniti de Moivreovu formulu za potenciranje kompleksnoga broja.

6
Korak 3.a) z3=(2-cisl3'”) :2“~cis(13—'”~6):2“~cisl3'”.
18 18 3

Korak 3.b) Kut od 2%

radijana izrazimo u stupnjevima. Pretvorbu radimo tako da kut iskazan u

o Y 180 . ‘o .
radijanima pomnoZimo sa — . U naSem slu¢aju dobivamo:
T

-——=13-60="780°.

13-7 180
3 4
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Korak 3.c) Kut od 780° ne pripada intervalu [0°, 360°), pa ga moramo svesti na neki kut iz toga intervala.
To radimo tako da 780 cjelobrojno podijelimo s 360 i pogledamo cjelobrojni ostatak pri tome dijeljenju:

780° : 360° = 2 i ostatak 60°,
Sto krace zapisujemo kao:
780° = 60° (mod 360°).
Korak 3.d) Koriste¢i rezultat dobiven na kraju Koraka 3.c) zaklju¢ujemo da je
23=2° cis 60°.

Korak 4. Podijelimo brojeve z; i z3. Prilikom dijeljenja dvaju kompleksnih brojeva zapisanih u
trigonometrijskom obliku, njihove apsolutne vrijednosti se podijele, a a argumenti se oduzmu. Dobivamo:

% _ 27 .cis 120° 27

— =—-¢is(120°-60°) =2 -cis 60°.
z; 2°-cis60° 2°

Korak S. Da bismo mogli usporediti kompleksne brojeve z; (zapisanoga u algebarskom obliku) i L

23
(zapisanoga u trigonometrijskom obliku), potonji kompleksan broj moramo zapisati u algebarskom obliku,
Sto je bitno jednostavnije negoli zapisati broj z; u trigonometrijskom obliku. Imamo:

522 ¢is60° =2 (cos 60° +i - sin 60°) = 2-[%+i-?j=l+\/§~i.
23

Korak 6. Kompleksni brojevi z; i %2 bit ée medusobno jednaki ako i samo ako istodobno budu medusobno
23
jednaki realni dijelovi tih brojeva, odnosno medusobno jednaki imaginarni dijelovi tih brojeva.

Korak 6.a) Realni dio broja z; je Re(z,)= % -x , aimaginarni dio broja z; je Im(z,) = ? y.

Korak 6.b) Realni dio broja -2 je Re {ﬁ} =1, aimaginarni dio broja z; je Im{ﬁ} =3.
2, Z3 <5

Korak 6.¢) Izjednacavanjem realnih, odnosno imaginarnih dijelova dobivamo:
L
2
3
% -

Iz prve jednadZzbe slijedi x = 2, a iz druge y = 3. Dakle, traZeni brojevi su x =21y = 3.
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. L 1 437\
Zadani su kompleksni brojevi z1 = (x +y) + x - y) - 1, 2, :(E-ms 34”) 173 =

= (\/5 —i)ls. Odredite x, y € R tako da vrijedi jednakost z; = 25 - z3.

Naputak i rezultat: Primjenom de Moivréove formule za potenciranje kompleksnoga broja dobiva se z, =
= 2—}2 cis 90° . Buduéi da je ~3—i=2-cis330°, slijedi da je z3 = 2'° - cis 270°. Stoga je z, - z3 =
=8 - cis 360° = 8 - cis 0° = 8. Tako dobivamo sustav dviju linearnih jednadZzbi s dvije nepoznanice
{X+y=8 N
Cije rjeSenje jex =y = 4.
x—y=0

Skicirajte u Gaussovoj ravnini skup § = {z € C:Re(z)=-2- Im(g)}

Rjesenje: Pretpostavimo da je z = x + y - i, pri ¢emu su x, y € R. Zelimo pronaéi vezu imedu brojeva x i y,

odnosno kako vrijednost broja y ovisi o vrijednosti broja x. U tu svrhu koristimo uvjet kojim je definiran
skup S.

Korak 1. Realni dio kompleksnoga broja z =x + y - i jednak je Re(z) = x.

Korak 2. Konjugat kompleksnoga broja z =x +y - i jednak je z=x—y-i.
Korak 3. Imaginarni dio konjugata kompleksnoga broja z =x +y - i jednak je Im(z) =-y.

Korak 4. Prema uvjetu kojim je definiran skup S, mora vrijediti jednakost Re(z) = -2 - Im(z) . Uvrstimo u

tu jednakost rezultate dobivene na kraju Koraka 1. i Koraka 3.:

x=-2- (),

otkuda je
y ;7

Dakle, traZeni skup toc¢aka tvore sve tocke pravca p... y = % -x (vidjeti Sliku 1.).

Slika 1.
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Skicirajte u Gaussovoj ravnini skup § = {z e C:Im(-2-2)+ Re(—g) 2 O} .

Naputak i rezultat: Pretpostavimo daje z=x+y - i, priemusux,y € R. TadajeIm(-2 - z)=-2 - y,a

Re (—z) = —x, pa uvrStavanjem u uvjet kojim je definiran skup S dobivamo nejednakost

2-y-x2>0,

otkuda je

5o M . . . 1 N
Stoga traZeni skup tocaka tvore sve tocke poluravnine ogranicene odozgo s pravcem y =—§~x (vidjeti

Sliku 2.)

Slika 2.

Neka su zo, z1 i z2 medusobno razli¢ita rjeSenja jednadzbe z° =2 + 2 - i. S tonoséu od 107
izraCunajte vrijednost izraza z(z, 202+ 7y le “Z,+2y02; zf .

Rjesenje: Koriste¢i de Moivreovu formulu za korjenovanje kompleksnoga broja, izracunat ¢emo sve trece
korijene (zapisane i u algebarskom i u trigonometrijskom obliku) iz kompleksnoga broja z =2 + 2 - i. Potom
¢emo te korijene uvrstiti u navedeni izraz.

Korak 1. Zapi§imo kompleksan broj z3 := 2 + 2 - i u trigonometrijskom obliku.

Korak 1.a) Apsolutna vrijednost (modul) kompleksnoga broja z; jednaka je

ry = [Re(z)] +[Im(z,)] =v2°+2> =J4+4 =+,

Korak 1.b) Broju z; pridruZena to¢ka kompleksne (Gaussove) ravnine je
Z; = (Re(z3), Im(z3)) = (2, 2).

Ta tocka nalazi se u prvom kvadrantu kompleksne (Gaussove) ravnine.
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Korak 1.c) RjeSenje trigonometrijske jednadzbe

_|Im(z,)
Re(z,)|
tj.
-
tj.
tgx=1

u prvom kvadrantu je kut x = 45°. Budu¢i da iz Koraka 1.b) znamo da se broju zz pridruZena tocka
kompleksne (Gaussove) ravnine nalazi u prvom kvadrantu, dobiveni kut ujedno je i argument kompleksnoga
broja z;. Dakle,

3 1= arg 73 = x = 45°.

Korak 1.d) Koristeci rezultate dobivene na kraju Koraka 1.a) i 1.c) zakljuCujemo da je zapis kompleksnoga
broja z3 u trigonometrijskom obliku

2, =~/8 -cis 45°.

Korak 2. Prema de Moivreovoj formuli za korjenovanje kompleksnoga broja, sva rjeSenja algebarske
jednadzbe

2=2+2-i

dana su izrazom

Z =K/§-m(%j, zak=0, 1, 2,

odnosno
7, =¥2° -cis(45 i 300 j zak=0, 1, 2,
odnosno
= ﬁ-cis(15°+k -120°), za k=0, 1, 2.
Stoga je:

— zak=0: 7z, =~/2-cis(15°+0-120°) =2 -cis 15°=+/2 - (cos15°+i -sin15°) = 1.36603+ 0.36603 i
— zak=1: ;=2 cis(15°+1-120°) = /2 -cis 135° =/2 - (cos135° +i-sin135°) = —1 +i
— zak=2: 7, =~/2-cis(15°+2-120°) =~/2 -cis 255° = /2 - (c0s 255° +i -5in 255°) = —0.36603 —1.36603 - i
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Korak 3. Transformirajmo izraz ¢iju vrijednost Zelimo izracunati tako da iz svakoga ¢lana izlu¢imo faktor
2, "%, Z, - Dobivamo:

Zg LT '112'12 RN 'Zz2 =(2)22,)(2y+ 2, +2,).
Izraunajmo zasebno svaki od tih dvaju faktora:
222, =(V/2 cis 15°) (V2 cis 135°) (V2-cis 255°) =(v2 ~\/§~\/§)~cis(15°+ 135°+255%) =2-+/2 -cis(405°)
Broj 405 pri dijeljenju s 360 daje ostatak 45, tj. vrijedi kongruencija 405° = 45° (mod 360°). Stoga je:

202" % =2-x/§-cis45°.
Korak 4. Koriste¢i algebarski zapis svakoga rjeSenja zadane jednadZbe dobivamo:
20+ 21 + 22 = (1.36603 + 0.36603 - i) + (-1 + i) + (-0.36603 — 1.36603 - i) = (1.36603 — 1 — 0.36603) + i -
- (0.36603 +1-1.36603)=0+0-i=0.

Korak 5. Koristeci rezultate dobivene na krajevima Koraka 3. i 4. dobivamo:
27 2 2 2 g = (22 2y) (2o + 2 +2y) = (N2 -cis 45°)-0=0.
6. Odredite ukupan broj svih medusobno razli¢itih rjeSenja algebarske jednadzbe 2 =—i koja
pripadaju intervalu <%, 47”} . ZapiSite u algebarskom obliku umnoZak najmanjega i
najvecega od tih rjeSenja.

Rjesenje: Trigonometrijski oblik broja x = —i je zi3 = cis 270°. Stoga su sva rjeSenja zadane jednadZbe dana
izrazom

. (270°+k-360°
Zx =C1§| —@@@

5 ) =cis(30°+ k- 40°),zak=0,1, ..., 8,9.

Buduc¢i da vrijede jednakosti

z rad = 30°
6

4'7” rad = 240°

trazimo ukupan broj cijelih brojeva iz skupa {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} koji zadovoljavaju nejednakost
30° < 30° + k - 40° <240°,
tj. nejednakost
0° < k- 40°<210°,

odnosno nejednakost
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0<k<525.

Ukupno je 5 takvih cijelih brojeva: to su 1, 2, 3, 4 i 5. Najmanji od njih — to je broj 1 — daje i najmanje
rjeSenje polazne jednadzbe koje pripada zadanom intervalu:

x; =cis(30° + 1 - 40°) = cis 70°.

Najve¢i od njih — to je broj 5 — daje i najvece rjeSenje polazne jendadZbe koje pripada zadanom intervalu:
x5 = cis(30° + 5 - 40°) = cis 230°.

Stoga je traZeni umnoZak jednak

‘i

3
2

X1 - x5 =cis(70° + 230°) = cis 300° = cos 300° + i - sin 300° = %—

Odredite ukupan broj svih medusobno razli¢itih rjeSenja jednadzbe z'* = i koja pripadaju
intervalu <51—2”, 171—2”> . ZapisSite u algebarskom obliku koli¢nik najvecega 1 najmanjega
od tih rjeSenja.

Naputak i rezultat: Trigonometrijski oblik broja x = i je z;3 = cis 90°. Stoga su sva rjeSenja zadane
jednadZzbe dana izrazom:

. (90°+k-360°
Zr =CI§| —M8M8M8M8
12

j:ois(7.5°+k-30°), zak=0,1,...,10, 11.

Buduc¢i da vrijede jednakosti
5—” rad =75°,
12

il

7.7 rad = 255°

trazimo ukupan broj cijelih brojeva iz skupa {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11} koji zadovoljavaju
nejednakost

75° <7.5° + k- 30° <255°.
odnosno nejednakost
2.25<k< 8.25.

Ukupno je 6 takvih cijelih brojeva: to su 3, 4, 5, 6, 71 8. Najmanji od njih je k = 3 i za tu vrijednost broja k
dobivamo x3 = cis 97.5°. Najve¢i od njih je k = 8 1 za tu vrijednost broja k dobivamo xg = cis 247.5°. Stoga je
traZeni koli¢nik jednak

X _Cis 24750 sl V31
x, cis 97.5° 2 2
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poglavlje: MATRICE
1. Napisite sve elemente matrice A reda 3 ¢iji su elementi definirani propisom:

a) a;=2-i+3-jzasvakii,j=1,2,3;
b) a;=2"", zasvakii,j=1,2,3;
¢) a;=cos[n- (i—j)], zasvakii,j=1,2,3.

Rjesenje: a) Imamo redom:

an=2-1+3-1=2+3=5; ap=2-1+3-2=2+6=8§; a3=2-1+33=2+9=11;
ay=2-2+3-1=4+3=7, ap=2-2+3-2=4+6=10; ap=2-2+3-3=4+9=13;
a3 =2-3+31=6+3=09; ap=2-3+3-2=6+6=12; a3=2-3+3-3=6+9=15.
Stoga je
5 8 11
A=|7 10 13
9 12 15

b) Imamo redom:

an=2""1=2>=4; ap=2'"2=2=38; ap=2'"=2"=16;
ay=2"'=2"=8; an=2"2=2'=16;  an=2"""=2=32
ay =22*1=2%=16; ap=2*2=2=32; ap=23"3=2°=64.
Stoga je
4 8 16
A=|8 16 32
16 32 64

¢) Imamo redom:

ajp=cos[t-(1-1)]=cos0=1;

ap=cos[m- (1 —2)] =cos(-w) =cos T=-1;
aiz=cos[n- (1 -3)]=cos(-2-m)=cos(2- 1) =1;
az=cos[mw-2-1)]=cost=-1;
ap=cos[m-(2-2)]=cos0=1;

a3 =cos[n- (2 -3)] =cos(-wt) =cos T =-1;
az=cos[nt- 3-1)]=cos(2-m)=1;
ap=cos[mt-(3-2)]=cost=-1;

ap=cos[mt- (3-3)]=cos 0=1.

Stoga je
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2. Napisite donjetrokutastu matricu B reda 3 odredenu propisom

by=li-2-jl,zai je {1,2,3},i<j.

1
Rezultat: B=|0
1

—_ N O

0
0
3
3. Napisite gornjetrokutastu matricu C reda 3 odredenu propisom
ci=¢ ' zai,je {1,2,3},i>].

1 1 1
Rezultat: C=|0 2 4
00 9

4. Napisite dijagonalnu matricu D reda 3 odredenu propisom

di=i*'+1zai=1,23.

Rezultat: D =

S O N
S o O
o0
\S]

5. Matrica E je simetricna matrica reda 3. NapiSite matricu E ako vrijedi:

ej=j ' —1,zai,je {1,2,3},i<j.

Rezultat: E =

oS O O

00

1 2.

2 8

6. Matrica F je simetricna matrica reda 3. NapiSite matricu F ako vrijedi:

fi= sin{%-(li—j)} zai,je {1,2,3),i2].

1 -1 1
Rezultat: F=|-1 0 0
1 0 -1

7. Matrica G je antisimetri¢na matrica reda 3. NapiSite matricu G ako vrijedi:

glj=10g2(4 iz_j), Zai’je {1’2’3}’ ls j'
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log, 3 1 0
Rezultat: G=| -1 log,14 log,13
0 -log,13 log,33

8. Matrica H je antisimetri¢na matrica reda 3. NapiSite matricu H ako vrijedi:
hij=nQ2-i*—j),zai,je {1,2,3},i> ]

0 -In7 -Inl7
Rezultat: H=| In7 1In6 —Inl6
In17 Inl6 Inl5

9. Izracunajte det(2 - A + 3 - B) ako je zadano:

-1 2 4 -3
a) A= , B= ;
3 A4 -2 1

1 -1 1 2 1 -1
b) A=|1 -2 1|,B=|-1 3 1
31 3 1 -1 1

Rezultati: a) 50; b) 162;

10. Odredite skup svih vrijednosti realnoga parametra a € R za koje je matrica A regularna
ako je:

a)A:a 2};

-3 1-a
[1— 3—
b) A= a a :
lat+]l a+2
_cosﬁ sinﬁ
c) A= 2 2

cosa sina

Naputak i rezultat: Neka je S skup svih realnih rjeSenja jednadzbe det(A) = 0. Tada je skup svih traZenih
vrijednosti jednak S§; = R\ S. Stoga treba izraCunati determinantu zadane matrice, rijeSiti jednadZbu det(A) =
=0 u skupu R, pa skup svih traZenih vrijednosti dobiti ,,izbacivanjem" dobivenih rjeSenja jednadzbe det(A)
= 0 iz skupa R. Dobiva se:

a)ae R\ {-2,3};

b) ae R\{—l};
3

aeR\{2 k- m:ke Z).
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11. Odredite skup svih vrijednosti realnoga parametra x za koje je matrica A singularna ako je:

(1-a a-1 a+1
a) A=| 1 2 3 13

| 2 4 8
a a+l a-2
b) A=|3 2 1 |
15 0 3
a 3 7
¢ A=|2 1 6 |;
8 =5 a+3

d) A=|2—-a a+1 a

Naputak i rezultat: TraZeni skup S je skup svih realnih rjeSenja jednadZbe det(A) = 0. Stoga treba izracunati
determinantu zadane matrice i rijeSiti jednadzbu det(A) = 0 u skupu R.

l1-a a-1 a+l1
a) IzraCunajmo determinantu | 1 2 3 | Laplaceovim razvojem po drugom retku. Iznad elementa
2 4 8

1 stoji znak —, iznad elementa 2 znak +, a iznad elementa 3 znak —. Stoga imamo:

l-a a-1 a+1
1 2 3 |=(-D-1
2 4 8
+2:[8-(1=a)-2-(a+D]-3-[4-A-a)-2-(a-D)]|=—(4-a-12)+2-(-10-a+6)-3-(-6-a+6)=—6-a+6

l1-a a-1

2 4

a—-1 a+l1
4 8

l1-a a+1
2 8

—1-3-‘ ‘:—[8~(a—1)—4~(a+1)]+

Takoiz 6 —6 - a=0slijedia = 1.
b) Postupimo analogno kao u a), ali determinantu razvijemo po tre¢em retku. Iznad elemenata 3 i 5 stoji
znak +, dok element 0 zanemarujemo. Tako odmah imamo:

a a+l a-2

3 2 1 |=5-
5 0 3
=5-(-a+5+3-(—a-3)=-8-a+16

a a+l

3 =5-[1-(a+)-2-(a-2)]+3:[2-a=3-(a+D]=

a+1 a—Z‘
| +3-

Stoga iz 8 - a + 16 = O slijedi a = 2.
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¢) Postupimo analogno kao u a) i b). Determinantu je najbolje razviti po drugom retku. Dobiva se: det(A) =
@’ +27 - a. Tako iz a* + 27 - a = O slijedi a € {27, 0}.

d) Postupimo analogno kao u a) i b). Dobiva se det(A) = -2 - a* + 8 - a. Tako iz — 2 - @* + 8 - a = O slijedi
ae {-4,0}.

12. Ispitajte je li svaka od sljedec¢ih matrica regularna, pa, ako jest, odredite joj inverz:

(3 4
a) A= ;
12 3
(7 =2
b) B= } ;
-4 1
-1 1 1]
¢c) C=|-2 1 3];
|13 2 -1
38 37 35]
d D=|38 41 30/|.
29 28 27|

Naputci i rezultati: a) Korak 1. Najprije izraCunamo det(A) =3 - 3 — 2 - 4 = 1. Determinanta zadane matrice
je razli¢ita od nule, pa zakljuéujemo da je A regularna matrica i da inverz postoji A™".

Korak 2. Racunamo elemente adjunkte polazne matrice:

by; = (u mislima precrtamo prvi redak i prvi stupac) = (-1)'*' - 3 =3;

by, = (u mislima precrtamo prvi redak i drugi stupac) = (-1)'** - 2 = -2;

by = (u mislima precrtamo drugi redak i prvi stupac) = (-1)*" - 4 = —4;

by, = (u mislima precrtamo drugi redak i drugi stupac) = (1) -3 = 3.

Stogaje B=| ©
oga j€ = .
s 4 3

Korak 3. Adjunktu A polazne matrice dobijemo transponiranjem matrice B. Transponirati znaci retke

- 3 4
matrice B pisati kao stupce (ili obratno: stupce matrice B pisati kao retke). Dobiva se: A=B" = { 5 3 } .
. . . 1 - 1|13 -4 3 4
Korak 4. TraZeni inverz jednak je A = CA=—- = .
det(A) 12 3 -2 3

b) Analognim postupkom kao u a) dobiva se da je matrica B regularna i daje B = {_ 7} . Primijetimo

b d -b
da za regularne matrice reda 2 opcenito vrijedi ekvivalencija: A = . S A= . .
c d a-d=b-c|-c a

¢) Korak 1. Laplaceovim razvojem po prvom retku izraCunamo determinantu matrice C. Imamo:
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:; 1 _31——1 S P ] PR ) F [1-(-1)=(-2)-3]-1-[(=2)- (1) - 3-3]+
3_2_1—()_2_1 3_1()3_2—()()() (=2)-(=D

+(=D[(-2)-(-2)=3-1]= (=D (-1+6)-1-(2-9)-1-(4-3) =-5+7-1=1
Dakle, determinanta matrice C je razliita od nule, pa je matrica C regularna i postoji inverz C™.

Korak 2. Ratunamo elemente adjunkte polazne matrice. Polazna matrica je reda 3, pa ¢e adjunkta imati
ukupno 9 elemenata. Imamo redom:

1 3
bnz(_l)m, 5 1‘=1'[1~(—1)—(—2)~3]=—1+6=5;
w2 203
b, =(=1""" 3 1 =(-D[(-2)(-D-3:3]=(-D-2-9=T
w201
by=(D""| 2=1~[(—2)-(—2)—3-1]=4-3=1;
e
by =(=D7"- | D [1-(-D=(-2) (-D]=(-D-(-1-2)=3;
v
by, == 3 _1=1~[(—1)~(—1)—3~(—1)]=1+3=4;
ws 711
by, =(=D7"" 3 =(=D[=D-(-2)-3:1]=(-D-2-3) =L
s |11
b, =(-1) T 3 =1-[1-3-1-(-D]=3+1=4;
w2 |71 -1
bp=(=D"" 3 =D [=D:3-(=2) (-D]= (=D (-3-2)=5;
-1 1
by =(=1)""- 5 1‘=1~[(—1)~1—(—2)~1]=—1+2=1.
5 71 3
Stogaje B=|3 4 1| ,odnosno A=B"=|7 4 5
4 51 1 1
53 4 53 4
Korak 3. TraZeni inverz jednak je A™' = ! ~A=l~ 7 4 5|=|7 4 5].
det(A) 1
1 11 1 11
d) Analognim postupkom kao u ¢) najprije dobivamo (najbolje Laplaceovim razvojem po tre¢em retku)
det(D) = —1. To znadi da je matrica D regularna i da postoji inverz D™' . Uz malo rafuna dobije se
=267 19 325
D= 156 -11 -190
125 -9 -152
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13. Odredite matricu X iz svake od sljedec¢ih jednakosti:

a) X‘l{_z 3};
-3 4
-1 2 0
b) X'={3 -7 21|;
-1 3 -1
S |52
¢ (X7) =_3 _J,
-2 8 -1
d xXH'=3 -13 2|;
-1 6 -1
-1 1 1
e) 2-XH'=[-1 -1 5|
1 1 -3
. L3 1 -
f) (—-XTJ =0 -1 1
3 6 4 -1

Naputci i rezultati: a) Koristimo identitet (X ™)™ = X koji vrijedi za svaku regularnu matricu X. Stoga je
L =237 4 -3
X=(X") = = .
-3 4 3 =2
-1 2 0o [1 2 4
1 2

b) Analogno kao u a) dobijemo X =(X)"'=|3 -7 2| =|1
-1 3 -1 2 11

¢) Koristimo identitete (X)) =X i X ) = X. (Potonji identitet vrijedi za bilo koju realnu matricu X.) Iz
njih proizlazi da je jednakost (X')™ = A ekvivalentna jednakosti X = (A")". Stoga je

-1
-5 27 -5 37 13
X = = = .
3 -1 2 -1 25
d) Analogno kao u ¢) podzadatku zakljuéujemo da je jednakost (X )' = A ekvivalentna jednakosti X =

_1T

2 8 -1 1 237 [115
=AY Stogaje X=|| 3 -13 2 =1 1 1| =21 4].
-1 6 -1 5 4 2 312

e) Analogno kao u ¢) podzadatku slijedi
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T -1 —1 -1

-1 1 1 S -1 -1 1 -1 -1 1 -1 10
X = % -1 -1 5 :(%) 41 -1 1| =211 -1 1| =2 1 1}.
1 1 -3 1 5 -3 I 5 -3 3 21
31 1" 1 2 =2
f) Analogno kao u ¢) podzadatku slijedi X =[3-{0 -1 1 =1 -1 2
6 4 -1 0 1 1

-4 =5 =5 2
14. Zadane su matrice A:{ 4 6} iB :{ 3 1] Odredite matricu X tako da vrijedi

jednakost E, — (2 - X"Y'=A.B.(E, je jedini¢na matrica reda 2.)

Naputak i rezultat: Koristimo identitete iz zadatka 13. 1z jednakosti E; — (2 - X )" = A - B redom slijedi:

2- X' =E,-AB
2-X"'=(E,-A-B) /:2

X‘1=%~(E2—A~B)T

-1

1 EREA -
X =[5~(E2 —A~B)T} =(§J [(E,-A-B) | =2:[(E,-4-B) | .
. . . 1 2
UvrStavanjem zadanih podataka dobivamo X = {3 4} .

9 2 -1
jednakost (E,—2 - X )" = A - B. (E, je jedini¢na matrica reda 2.)

-2 2 -3 2
15. Zadane su matrice A:{ ; } i B:{ } Odredite matricu X tako da vrijedi

Naputak i rezultat: Koristimo identitete iz zadatka 13. Iz jednakosti (E; —2 - X ')" = A - B redom slijedi:

E,-2-X"'=(A-B)
2-X"'=E,—(A-B)

A YrE _apy
X _2[E2 (A-B)" ]

x=(3(amww]) (3] (amwer] 2 {m-we T

4 3
UvrStavanjem zadanih podataka dobivamo X = L J .
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poglavlje: SUSTAVI LINEARNIH JEDNADZBI

1. Zakoje vrijednosti realnoga parametra a € R sustav jednadZbi

a-x=3-y=1-a
12-x—a-y=-12

a) nema rjesenja;

b) ima jedinstveno rjeSenje (i koje je to rjesenje);

¢) ima beskonacno mnogo medusobno razli¢itih rjeSenja?

RjeSenje: Zadani sustav je sustav dviju linearnih jednadzbi s dvije nepoznanice. Formirajmo determinantu
sustava D, te dvije pomo¢ne determinante D, i D,.

Korak 1. Determinanta sustava D je determinanta reda 2. To je shema oblika

— ay = koeficijent uz nepoznanicu x u 1. jednadZbi;
— ay = koeficijent uz nepoznanicu y u 1. jednadzbi;
— ay = koeficijent uz nepoznanicu x u 2. jednadzbi;
— ax = koeficijent uz nepoznanicu y u 2. jednadzbi.

U naSem je slucaju:
an=a,ap=-3,ay =12, anp=-a
pa dobivamo:

a -3

o =a-(-a)-12- (-3)=36-d".

Korak 2. Prvu pomo¢nu determinantu D, dobijemo tako da prvi stupac determinante D zamijenimo stupcem
u kojemu se nalaze slobodni €lanovi sustava. Drugim rije¢ima, determinanta D, je je shema oblika

gdje su:

— by =slobodni ¢lan u 1. jednadZzbi;
— ayp = koeficijent uz nepoznanicu y u 1. jednadzbi;
— by =slobodni ¢lan u 2. jednadzbi;
— ay =koeficijent uz nepoznanicu y u 2. jednadzbi.

U naSem je slucaju:
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bi=l-a,an=-3,by=-12,an=-a

pa dobivamo:

-12 -a

3‘=(1—a)-(—a)—(—12)-(—3)=a2 —-a-36.

Korak 3. Drugu pomoénu determinantu D, dobijemo tako da drugi stupac determinante D zamijenimo
stupcem u kojemu se nalaze slobodni ¢lanovi sustava. Drugim rijeima, determinanta D, je je shema oblika

— ay = koeficijent uz nepoznanicu x u 1. jednadZbi;
— by = slobodni ¢lan u 1. jednadZzbi;
—  ay = koeficijent uz nepoznanicu x u 2. jednadzbi;
— by =slobodni ¢lan u 2. jednadZzbi.

U naSem je slucaju:
ap=a, bl =1 —a, dy = 12, b2=—12
pa dobivamo:

a l-a

=a-(-12)-12-(1-a)=-12.
1 -T2 (I-a)

y

Korak 4. Vrijednosti nepoznanica x i y racunamo iz izraza

DX
X =

D
_D,V
D

UvrStavanjem izraza dobivenih na krajevima prethodnih triju koraka dobivamo:

a*—a-36
xX=—
36—a’
o
Y a*-36

a) Polazni sustav nema rjeSenja za one vrijednosti realnoga parametra a € R takve da je D = 0, a barem

jedna od pomo¢nih determinanti D, i D, razli¢ita od nule. Odredimo a € R za koje je D = 0. Iz
jednadzbe

D=0,
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36-a’=0
slijedi a; = -6, a, = 6. Za a = -6 je D, = (-6)> «(~6) =36 =6>0iD,=—-12<0,azaa=6je D, = 6" - 6

-36=-6<01iD,=-12 <0. Dakle, polazni sustav nema rjeSenja za a € {6, 6}.

b) Polazni sustav ima jedinstveno rjeSenje za one vrijednosti a € R takve da je D = 0. U a) podzadatku

smo utvrdili da je D = 0 ako i samo ako je a € {-6, 6}. Stoga je rjeSenje zadatka skup svih realnih
brojeva razli¢itih od —6 i 6. Kratko piSemo:

a c R\ {-6,6}.
To jedinstveno rjesenje dano je izrazom

a’—a-36
X=—
36-a’
o
Y a*-36

¢) Polazni sustav ima beskona¢no mnogo medusobno razlicitih rjeSenja ako i samo ako su glavna i obje

pomocne determinante istodobno jednake nuli (za neki a € R). Medutim, D, = —12 = 0 neovisno o

vrijednosti a € R, pa zakljucujemo da ni za jedan a € R sustav nema beskonacno mnogo medusobno
razli¢itih rjeSenja.

PokaZite da je za bilo koje vrijednosti realnoga parametra o € R sustav linearnih
jednadzbi

[cos(2012 - )] - x + [sin(2012 - o)] - y = cos(2012 - o)
[sin(2012 - o)] - x — [cos(2010 - 2)] - y =sin(2012 - )

Cramerov i rijeSite ga.

Naputak i rezultat: Zadani sustav je Cramerov sustav ako i samo ako istodobno vrijede sljedeca svojstva:

Svojstvo 1. Ukupan broj medusobno razli¢itih jednadzbi sustava (m) jednak je ukupnom broju medusobno
razli¢itih nepoznanica (n).
Svojstvo 2. Determinanta sustava je razliita od nule.

Polazni sustav linearnih jednadZzbi je sustav dviju linearnih jednadZzbi s dvije nepoznanice. Stoga vrijedi prvo
svojstvo (m = n = 2). Determinanta sustava jednaka je

Do cos(2012- )  sin(2012- @)

=|" =—cos’(2012- @)—sin*(2012- @) = - cos’ (2012- @) +sin*(2012- @) | = -1
sin(2012- ) —cos(2012- )
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Budu¢i da je D = -1 = 0 neovisno o vrijednosti realnoga parametra o, vrijedi i drugo svojstvo. Time smo
pokazali da je polazni sustav Cramerov sustav. Vrijednosti dviju pomo¢nih determinanti su:

cos(2012-) sin(2012- )

sin(2012- ) —cos(2012- @)
cos(2012- ) cos(2012- )
sin(2012- ) sin(2012- @)

v

Stoga je rjeSenje polaznoga sustava:

et L |

s 4. (x5 ) =(1,0).

y

D_
=
D, 0
D 1

y

3. Iskljucivo koriste¢i Cramerovo pravilo odredite vrijednost realnoga parametra ¢ € R tako

da sustav

x+t-y+3-z=0
~t-x+4-y+2-72=0
3-x=5-y+z=0

a) nema rjeSenja;
b) ima to¢no jedno rjeSenje (i odredite to rjeSenje);
¢) ima beskona¢no mnogo medusobno razli¢itih rjeSenja.

RjeSenje: Zadani sustav je sustav triju linearnih jednadzbi s tri nepoznanice. Formirajmo determinantu
sustava i tri pomo¢ne determinante.

Korak 1. Determinanta sustava je determinanta reda 3. To je shema oblika

D=la, a, ay

gdje su:

— ay; = koeficijent uz nepoznanicu x u 1. jednadzbi;
— ayp = koeficijent uz nepoznanicu y u 1. jednadzbi;
— a3 = koeficijent uz nepoznanicu z u 1. jednadzbi;
—  ap; = koeficijent uz nepoznanicu x u 2. jednadzbi;
— ay =koeficijent uz nepoznanicu y u 2. jednadzbi;
—  ap; = koeficijent uz nepoznanicu z u 2. jednadzbi;
— a3 = koeficijent uz nepoznanicu x u 3. jednadzbi;
— ax = koeficijent uz nepoznanicu y u 3. jednadzbi;
— a3z = koeficijent uz nepoznanicu z u 3. jednadzbi;
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U naSem je slucaju:

an=l,ap=tas=3,a=-t,an=4,a3=2,a3 =3,an=-5, a3 =1,
pa dobivamo:
1t 3
D=|-t 4
3 51

Ovu determinantu najbrZe raCunamo Saarusovim pravilom. Pokraj determinante nadopi§emo njezina prva
dva stupca. IzraCunamo zbroj svih umnoZaka trojki elemenata koje se nalaze na dijagonalama ,,sjeverozapad
— jugoistok®. Potom izracunamo zbroj svih umnoZaka trojki elemenata koje se nalaze na dijagonalama
,jugozapad — sjeveroistok*. Naposljetku, od prvoga zbroja oduzmemo drugi.

Korak 1.a) Formiramo shemu

1t 31 ¢
-t 4 2—t 4
3 5 1|3 -5

Korak 1.b) Trojke elemenata na dijagonalama ,,sjeverozapad — jugoistok* su (1, 4, 1), (¢, 2, 3) i (3, -, -5),
pa racunamo zbroj:

1-4-1+1t-2-3+3-(-0)-(5)=4+6-t+15-¢t=21-1+4.

Korak 1.c¢) Trojke elemenata na dijagonalama ,,jugozapad — sjeveroistok* su (3, 4, 3), (-5,2, )i (1, =, 9,
pa racunamo zbroj:

3-4-3+(5)-2-1+1-(-1)-t=36-10-F =261~
Korak 1.d) Determinanta sustava D jednaka je razlici izraza dobivenih na krajevima Koraka 1.b) i 1.c):
D=21-1+4-26-)=r+21-1-22.

Korak 2. IzraCunajmo vrijednosti svih pomo¢nih determinanti D,, D, i D,. Svaku od tih determinanti
dobijemo tako da odgovaraju¢i stupac determinante D zamijenimo sa stupcem koji tvore slobodni
koeficijenti (zapisani u istom poretku kao i jednadzbe sustava). No, stupac koji tvore slobodni koeficijenti je
nulstupac (0, 0, 0), pa svaka od pomo¢nih determinanti ima jedan stupac jednak nulstupcu (determinanta D,
ima prvi stupac jednak nulstupcu, determinanta D, ima drugi stupac jednak nulstupcu, a determinanta D, ima
tre¢i stupac jednak nulstupcu). Laplaceovim razvojem svake determinante upravo po tom nulstupcu (to
smijemo napraviti jer determinantu uvijek smijemo razviti po bilo kojem retku ili stupcu) dobivamo da su
sve tri pomo¢ne determinante jednake 0:

D,=D,=D,=0.

(MoZemo koristiti i svojstvo determinante: Ako je jedan redak/stupac determinante jednak
nulretku/nulstupcu, vrijednost determinante jednaka je 0.)

a) Zadani sustav nece imati niti jedno rjeSenje ako i samo ako je determinanta sustava D jednaka 0, a barem
jedna od triju pomoc¢nih determinanti razli¢ita od nule. Medutim, na kraju Koraka 2. vidjeli smo da su sve tri
pomoc¢ne determinante jednake O neovisno o vrijednosti realnoga parametra ¢. Prema tome, ne moZemo
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odabrati realan parametar ¢+ € R tako da determinanta sustava D bude jednaka nuli, a da barem jedna od
pomocnih determinanti bude razli¢ita od nule.

b) Zadani sustav ima jedinstveno rjeSenje ako i samo ako je determinanta sustava D razli¢ita od nule.
Stoga ¢emo najprije utvrditi za koje je vrijednosti realnoga parametra ¢ determinanta D jednaka nuli.

D=0=7 +21-1-22=0=>1=-221,=1.

Dakle, za t € {-22, 1} determinanta sustava D jednaka je 0. Za sve ostale vrijednosti realnoga parametra ¢

determinanta sustava D je razli¢ita od 0. Stoga za t moZemo odabrati bilo koji realan broj razlicit od —22 i
razlicit od —1. To kratko piSemo ovako:

t € R\{-22, 1}.
U tom slucaju jedinstveno rjeSenje sustava je

D

X:—X:#:O
D t+21-t-22
D, 0

y: - :2—: S
D " +21-t-22
D 0

it S ——
Tp P22

. x=y=2z=0.
¢) Zadani sustav ¢e imati beskonacno mnogo medusobno razlicitih rjeSenja ako i samo ako su determinanta
sustava D i sve tri pomo¢ne determinante D,, D, i D, istodobno jednake 0. Na kraju Koraka 2. vidjeli smo da
vrijedi jednakost

D,=D,=D,=0,zasvaki t € R.

Stoga treba utvrditi za koje ¢ € R je determinanta sustava D jednaka nuli. To smo ve¢ napravili u rjeSenju b)
podzadatka i dobili smo

te{-221}.
Dakle, polazni sustav ima beskonacno mnogo medusobno razlicitih rjeSenja za r € {-22, 1}.

Iskljucivo koriste¢i Cramerovo pravilo pokaZite da je sustav linearnih jednadZbi

X+y+z=6
2-x—y+2-2=6
x=2-y-7=-6

Cramerov i rijeSite ga.

Naputak i rezultat: Analogno kao u Zadatku 2., treba provjeriti vrijede li Svojstvo 1. i Svojstvo 2.
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Zadani sustav je sustav triju linearnih jednadZbi s tri nepoznanice, pa vrijedi prvo svojstvo (m = n = 3).
Determinanta sustava D jednaka je

1 1 1
D=2 -1 2|=6=0,
1 -2 -1

pa vrijedi i drugo svojstvo. Stoga je zadani sustav Cramerov. Pripadne pomoc¢ne determinante su:

6 1 1 1 6 1 1 1 6
D =6 -1 2|=6,D,=2 6 2/=12iD,=|2 -1 6|=18.
-6 -2 -1 1 -6 -1 1 -2 -6

Stoga je rjeSenje polaznoga sustava

x=—-=>=—=1
D 6
D, 12
= ":—:2’
"D 6
D. 1
Z:—Z:—8:3
D

tj. (x, y,2) = (1, 2, 3).
Zadan je sustav

97 - x+173-y-29-z=18
-101-x-43-y+11-2z=80
85 -x+563-y-83-z=a+311

pri ¢emu je a € R realan parametar. Iskljucivo koriste¢i Cramerovo pravilo odredite

vrijednosti realnoga parametra a za koje taj sustav ima beskona¢no mnogo medusobno
razli¢itih rjeSenja. Koje od tih rjeSenja ima zbroj svih komponenti jednak 2? Sve svoje
tvrdnje precizno obrazloZite.

Naputak i rjesenje: Determinanta sustava D, te sve tri pomo¢ne determinante D, D, i D3 jednake su:

97 173 -29
D=|-101 —43 11|=0,
85 563 -83

18 173 -29

D, = 80 -43  11|=656-a-656,
a+311 563 -83
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97 18 =29
D, =|-101 80 11|=1862-a-1862,
8 a+311 -83
97 173 18
D, =|-101 -43 80 |=13302-a—-13302.
85 563 a+3l1

Sustav ¢e imati beskona¢no mnogo medusobno razli¢itih rjeSenja ako i samo ako istodobno vrijedi D = D, =
D, = D; = 0. Odatle slijedi

656 - a—656=0
1862 - a—-1862=0
13302 - a—13302 =0

ZajedniCko rjeSenje svih triju jednadZzbi je a = 1. Prema tome, za a = 1 polazni sustav ima beskonacno
mnogo medusobno razli¢itih rjeSenja.

Nadalje, iz beskona¢noga skupa kojega tvore sva rjeSenja sustava za a = 1 trebamo izdvojiti ono rjeSenje za
koje je zbroj svih njegovih komponenti jednak 2. Odaberemo bilo koje dvije jednadZbe polaznoga sustava
(najbolje prvu i drugu), te im dopiSemo uvjet x + y + z = 2. Tako dobivamo novi sustav:

97 - x+173-y-29-z=18,
-101-x-43-y+11- z=280,
xX+y+z=2
Cije rjeSenje je (x, y, 2) = (-1, 1, 2).
6. Zadan je sustav

73-x-97-y+29.7=38
43 .- x+37-y-13-z=10
a-x+ 19-y+11.-z=7-a+5

pri ¢emu je a € R realan parametar. Iskljucivo koriste¢i Cramerovo pravilo odredite

vrijednosti realnoga parametra a za koje je zbroj svih triju komponenti rjeSenja sustava
jednak 0. Koje rjeSenje odgovara toj vrijednosti parametra a? Sve svoje tvrdnje precizno
obrazloZite.

Naputak i rjesenje: Determinanta sustava D, te sve tri pomo¢ne determinante D;, D, i D; jednake su:

73 97 29

D=-43 37 -13=188-a-21832,
a 9 11
38 -97 29

D =| 10 37 -13]=1316-a+41972,
7-a+5 19 11
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73 38 29
D, =|-43 10 —13|=-2870-a +24514,
a T-a+5 11
73 97 38
D, =|-43 37 10 [=-12666-a—52266 .
a 19 7-a+5

RjeSenje sustava je

1316-a+41972 —-2870-a+24514 —12666-a—52266
(x, y,z)=( j

188-a—21832 " 188-a—-21832 ° 188-a—21832
Iz uvjeta da zbroj svih triju komponenti toga rjeSenja treba biti jednak O slijedi

1316-a+41972 + —2870-a+24514 + —12666-a—52266
188-a—21832 188-a—21832 188-a—21832

]

odnosno

—14220-a +14220 _
188-a—21832

Vrijednost razlomka je jednaka nuli ako i samo ako je vrijednost njegova brojnika jednaka nuli. Odatle
dobivamo jednadzbu

—14220 - a + 14220 =0,
iz koje je a = 1. UvrStavanjem a = 1 u izraz za rjeSenje sustava dobijemo pripadno rjeSenje:

1316-14+41972 -2870-1+24514 —12666~l—52266J_(_2 _13)

(x,y,z)=( ,
188-1-21832 188-1-21832 188-1-21832
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poglavlje: RADIJVEKTORI
1. Zadane sutocke A =(1,0,-2),B=(0,-1,2)i C=(-1,-2,0).

a) Pokazite da je skup S = {O—AO—BR’} baza prostora VA(0).
b) IzraCunajte (a+ FB)X%+(@+%)X&+(@+%)XFB.

Sve svoje tvrdnje precizno obrazloZite.

Rjesenje: a) Prema definiciji, neki skup S je baza prostora radijvektora V *(O) ako se svaki vektor iz skupa
V’(0) moze prikazati kao linearna kombinacija svih elemenata skupa S (pri ¢emu neki koeficijenti u toj

linearnoj kombinaciji mogu biti jednaki nula). Formalno, ako je § = {a—l,a—z,...,a}i ako Zelimo provijeriti je li
S baza prostora V *(0), onda za svaki radijvektor be V?(0) moramo traZiti realne brojeve (tj. skalare) a,

g, ..., o, tako da vrijedi jednakost b = a, ~a—1 +a, ~a—2 +..+a, ~Z . Takav kriterij je potpuno nepraktican jer
radijvektora ima beskona¢no mnogo i nemogude je za svaki od njih provjeriti postojanje navedenih realnih
brojeva (a svaki od njih ima posebnu "kombinaciju" skalara, tj. ne postoje dva razli¢ita radijvektora koja
imaju isti prikaz pomoc¢u radijvektora iz skupa S). Stoga navedenu definiciju moramo zamijeniti prakti¢no
korisnijim i primjenjivijim kriterijem.

Na predavanjima i vjezbama pokazano je da je skup S baza za prostor V *(0) ako i samo je S linearno
nezavisan tro¢lani podskup prostora V *(0), tj. ako i samo ako istodobno vrijede sljede¢a dva uvjeta:

1.) Skup S se sastoji od tocno tri razlicita elementa.
2.) Skup S je linearno nezavisan, tj. niti jedan od elemenata koji tvore skup S ne moZe se prikazati kao
linearna kombinacija svih preostalih elemenata toga skupa.

Za konkretan skup S uvjet 1.) je vrlo lako provjeriti: treba prebrojati koliko razlic¢itih elemenata sadrZzi taj
skup. Ako je taj broj razlicit od tri, gotovi smo s provjerom jer S sigurno nije baza. Ako je taj broj jednak tri,
nastavljamo provjeru.

Provjera linearne nezavisnosti tro¢lanoga skupa (tj. provjera uvjeta 2.) iskljuéivo u prostoru V *(0) svodi se
na izracunavanje mjeSovitoga umnoska svih elemenata toga skupa u bilo kojem poretku. Tocnije, vrijedi
sljedeci kriterij:

Troclani skup S C V(0) je linearno nezavisan ako i samo ako je mjeSoviti umnozak svih radijvektora koji
tvore taj skup razlic¢it od nule. U suprotnom, tj. ako je mjeSoviti umnoZak svih radijvektora koji tvore skup S
jednak nuli, skup S je linearno zavisan, tj. barem jedan od elemenata skupa S moZe se prikazati kao linearna
kombinacija svih preostalih elemenata skupa S.

Sto treba napraviti u zadatku ovakvoga tipa? Najprije prebrojati koliko elemenata ima skup S i izravno ih
napisati. Ako skup S nema tri elementa, zadatak je gotov. Ako skup S ima to¢no tri elementa, treba
izracunati njihov mjeSoviti umnoZak. Bude 1i taj umnoZak jednak nuli, skup S je linearno zavisan i nije baza
pr305t0ra V*(0). Bude li taj umnoZak razli¢it od nule, skup S je linearno nezavisan i predstavlja bazu prostora
V(0).

Korak 1. PopiSimo to¢no sve elemente skupa S. Na predavanjima smo rekli da radijvektore (tj. vektore koji
pocinju u ishodiStu koordinatnoga sustava) poistovjecujemo ili identificiramo s njihovom krajnjom to¢kom
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jer su svi elementi potrebni za odredivanje vektora (duljina i smjer) jednoznacno zadani ako zadamo krajnju
to¢ku vektora. U naSem je slucaju:

0A=(1,0,-2), 0B=(0,-1,2)i 0C =(-1,-2,0).
Dakle, skup S za koji Zelimo pokazati da predstavlja bazu prostora V*(0) izgleda ovako:

$ ={0A.0B.0C}={(1,0.-2).(0.-1,2).(-1,-2,0)}

Taj se skup ocito sastoji od tri razli¢ita radijvektora, pa je prvi uvjet iz definicije baze ispunjen.

Korak 2. Preostaje provjeriti linearnu nezavisnost skupa S. U tu svrhu izraCunajmo mjeSoviti umnozak svih
radijvektora koji tvore skup S. Podsjetimo se da je mjeSoviti umnoZak triju radijvektora

a= (al,az,a3),7) =(b,b,,b)) 1 = (¢,,c,,c;) realan broj M odreden izrazom:

a, a, 4a;
M :=(axb)ec=|b b, b,|.
C C C

1 2 3

(Simbol := treba citati "po definiciji", X je simobl za vektorski umnozak, a e simbol za skalarni umnozak
dvaju vektora). U naSem je slucaju:

1 0 =2
M::((ﬂx(ﬁ)-o—c:: 0 -1 2|.
-1 =2 0

(Iskljucivo u slucajevima kad provjeravamo linearnu nezavisnost skupa S smijemo zamijeniti poredak
radijvektora, pa npr. izraCunati mjeSoviti umnozak M = ((73 X()—C)O(TL\ iliM = ((74><0—C)°(73 i iz njega

izvesti zakljucak, ali to nam nepotrebno komplicira izraCun: jednostavnije je radijvektore smjeStati u
determinantu redoslijedom kojim su navedeni u zapisu skupa S).

Izraunajmo navedenu determinantu koriste¢i Sarrusovo pravilo:

1 0 21 0

M=[0 -1 2[0 —1=[1-(=1)-040-2-(=1)+(=2)-0-2]=[(=1)-(=1)-(=2) +(=2)-2-1+0-0-0] =
-1 =2 0]-1 =2

=0-(2-4+0)=0—-(-6)=6

Dakle, mjeSoviti umnoZak radijvektora koji tvore skup S jednak je 6. Budu¢i da je 6 = 0, prema ranije
navedenom kriteriju zakljucujemo da je skup S linearno nezavisan.

Tako smo zakljuéili da je skup S linearno nezavisan tro¢lani podskup skupa V*(0), a to znaéi da je S baza
toga prostora. Time je tvrdnja a) dokazana.

b) U rjeSenju a) podzadatka ve¢ smo izracunali radijvektore OA, OB i OC , te dobili:
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0A=(1,0,-2), 0B=(0,-1,2)i 0C =(-1,-2,0).
Racunamo redom sve radijvektore koji su nam potrebni u rjeSavanju ovoga zadatka.

Korak 1. Izratunajmo najprije sve zbrojeve navedene u okruglim zagradama. Podsjetimo se, dva
radijvektora zbrajamo tako da posebno zbrojimo njihove prve komponente, posebno druge, a posebno trece.
Imamo redom:

OA+0B =(1,0,-2)+(0,-1,2) = (1+0,0+(=1),(-2) +2) = (1,-1,0)

0B+0C =(0,-1,2)+(~1,-2,0) = (0+(-1),(-D) +(-2),2+0) = (-1,-3,2)

OA+0C =(1,0,-2) +(~1,-2,0) = (1+(=1),0+ (=2),(=2) + 0) = (0,-2,-2)
Korak 2. Ra¢unamo svaki od triju vektorskih umnoZaka koji se pojavljuju u navedenom izrazu. Podsjetimo

se da je vektorski umnozak radijvektora a= (a,,a,,a;) ib= (b,,b,,b,) opet radijvektor (za razliku od
skalarnoga i mjeSovitoga umnoska koji kao rezultat daju realne brojeve) formalno odreden determinantom

i j k
[—l X 7) = [ll [12 [13 .
bl b2 b3

(Ovdje treba jako pripaziti jer zamjena redoslijeda radijvektora ili "mijeSanje" (to¢nije, permutiranje) redaka
determinante dovodi do pogreSnoga rezultata: dobije se radijvektor suprotan traZzenom.) Ovu determinantu u
pravilu ra¢unamo koriste¢i Laplaceov razvoj determinante po prvomu retku osim ako neki redak ili stupac
determinante ne sadrz dvije nule (tada determinantu razvijamo po tom retku ili stupcu). Tako ¢emo

traZeni radijvektor ax b zapravo prikazati kao linearnu kombinaciju radijvektora i =(1,0,0), j=(0,1,0)i

"X

k =(0,0,1), a iz te je kombinacije vrlo lako "oitati" krajnju tocku radijvektora ax b: kako smo pokazali

na vjerbama, ona je jednaka koeficijentima uz radijvektore i=(1,0,0), j=(0,1,0) i k =(0,0,1) napisanima

u istom poretku kao i ti radijvektori.

Istaknimo jo§ da pri Laplaceovu razvoju navedene determinante uz radijvektor; uvijek treba nadopisati

predznak +, uz radijvektor j predznak —, a uz radijvektor k opet predznak +.

Tako redom dobivamo:

ik

(OA+0B)xOC=|1 -1 0|= (treéi stupac sadrZi dvije nule, pa determinantu razvijamo po tom stupcu) =
-1 2 0

e B | R - -

=+k- ) =+k-[1-(-2)= (=D (-D] =+k-[-2-1] =-3-k =(0,0,-3)
i j ok

(©B+0C)x0A=|-1 -3 2|=+i[> 2|7 |4 =i (3 2-02-F

X =|— — =4i- — 7. +k - =+i-[(=3)-(-2)-0-2|—7-

L 0 = 0 -2 Tl 2 1 0 /
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=D (=2)=1-2]+k-[(=1)-0~1:(=3)] =6-i —0- j+3-k = (6,0,3)

i j k
(OA+OC)xOB=|0 -2 —2|= (prvi stupac sadrZi dvije nule, pa determinantu razvijamo po tom stupcu) =
0 -1 2
-2 =2 - -
=+i- L 2 =+i-[(-2)-2—-(-1)-(-2)] =—6-i =(-6,0,0)

Korak 3. Preostaje nam zbrojiti sve radijvektore dobivene u Koraku 2. Dobivamo:

(OA+OB)XOC + (0B +0C)xO0A+(0OA+0OC)xOB = (0,0,-3) +(6,0,3) + (—6,0,0) = (0+ 6+ (—6),0+ 0+ 0,
—3+3+0)=(0,0,0)=0

Zakljutujemo da je trazeni radijvektor jednak nulvektoru.
2. Zadane suto¢ke A =(2,0,-1),B=(0,1,-1)i C=(1,2,0).

a) Pokazite da je skup S = {&@%} baza prostora VA (0).

b) Izraunajte OAX(OB +OC)+OBx(0OA+OC)+0C x(OA+OB).

Sve svoje tvrdnje precizno obrazloZite.

Naputak i rezultat: a) Skup S ={0A,0B,0C}={(2,0,-1).(0,1.=1).(1,2.0)} je otito trotlani skup, a buduéi

2 0 -1
da je mjeSoviti umnoZak radijvektora OA, OB i OC jednak M =0 1 -1=5#0, skup S je linearno
1 2 0

nezavisan. Time su ispunjena oba uvjeta iz definicije baze, pa slijedi tvrdnja.
b) Vrijede sljedece jednakosti:
OB+0C = (1,3,~1), 0OA+0C = (3,2,-1), OA+OB =(2,1,-2);
OAX(0B+0C) =(3,1,6), OBX(0A+0C) = (1,-3,-3), OCx(OA+O0B) = (-4,2,-3)

Stoga je OAX (OB +0C)+O0Bx(0A+0C)+O0C x(0OA+OB) =(0,0,0)=0.

3. Zadane su tocke A =(1,a,2), B=0,-1,1)i C=(1, -1, —1), pri ¢emu je a € R realan

parametar. Odredite vrijednost realnoga parametra a tako da tocke O, A, B i C tvore
cetverokut, pa izraCunajte povrSinu toga Cetverokuta. Sve svoje tvrdnje precizno
obrazloZite.

Rjesenje: Tocke O, A, B i C Ce tvoriti Cetverokut ako i samo ako sve Cetiri tocke budu pripadale istoj ravnini
(tj. ako sve cetiri tocke budu komplanarne) i nikoje tri od njih ne budu kolinearne. To znaci da trebamo
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provjeriti sljede¢ih pet uvjeta:

1. Sve Cetiri tocke pripadaju istoj ravnini, tj. sve Cetiri tocke su komplanarne.
2. ToCke O, A i B nisu kolinearne.
3. Tocke O, A i C nisu kolinearne.
4. ToCke O, B i C nisu kolinearne.
5. ToCke A, B i C nisu kolinearne.

Uvjet 1. zamjenjujemo njemu ekvivalentnim uvjetom da mjeSoviti umnoZak radijvektora OA, OB i OC
(slicno kao u prethodnim dvama zadatcima) treba biti jednak nuli. Naime, prema prethodnim dvama

zadatcima znamo da ¢e to znaciti da su radijvektori OA, OB i OC linearno zavisni, odnosno da se barem

jedan od njih moZe izraziti kao linearna kombinacija preostalih dvaju radijvektora. No, takvo §to je moguce
jedino ako sve Cetiri tocke pripadaju istoj ravnini jer linearna kombinacija dvaju radijvektora uvijek pripada
ravnini odredenoj tim radijvektorima.

Korak 1. Odredimo radijvektore OA, OB i OC . Imamo:
OA=(1,a,2), OB=(0,~1,1), OC =(1,—-1,-1).
Korak 2. Izratunajmo mjeSoviti umnoZak radijvektora OA, OB i OC (u navedenom poretku). Dobivamo:

1 a 2| |11 a 2|1 a

M=0 -1 1[=[0 -1 1|0 =1=[1-(=D)-(=D+a-1-14+2:0-(=D]=[1-(=1)- 2+ (=1)-1-1+(=1)-0-a] =
1 -1 -1 (1 -1 -1j1 -1

=l+a—-(2-1)=1+a+3=a+4

Korak 3. Izjedna¢imo mjeSoviti umnoZak izra¢unan u prethodnom koraku s nulom. Dobivamo linearnu
jednadzbu

a+4=0
¢ije je rjeSenje a = —4. Dakle, mogu¢i vrhovi Cetverokuta su sljedece Cetiri tocke:
0=(0,0,0,A=(1,-4,2),B=(0,-1,)iC=(,-1,-1).

Korak 3. U nastavku provjeravamo da nikoje tri od gore navedenih Cetiriju tocaka ne pripadaju istom
praveu, tj. da nikoje tri od navedenih toCaka nisu kolinearne. To ¢emo uciniti koriste¢i radijvektore ili
vektore.

Korak 3.a) Najprije provjerimo pripadaju li toc¢ke O, A i B istom pravcu. Te tocke pripadaju istom pravcu
ako i samo ako su radijvektori OA =(1,—4,2) i OB = (0,~1,1) kolinearni. (Mogli smo promatrati i neki drugi
par vektora, npr. OAi AB , ali ovaj nacin je kraci jer ne moramo zasebno odredivati niti jedan drugi vektor.)

Niti jedan od tih radijvektora nije nulvektor (koji je kolinearan sa svakim radijvektorom), pa ¢emo
primijeniti definiciju kolinearnosti dvaju radijvektora u slu¢aju kad niti jedan od njih nije nulvektor. Prema

toj definiciji, ti radijvektori kolinearni su ako i samo postoji realan broj k takav da je OA=k-OB (ili
obrnuto, svejedno je), odnosno ako i samo ako postoji realan broj k takav da je (1,-4,2)=k-(0,-1,1),
odnosno ako i samo ako postoji realan broj k takav da je (1,-4,2) =(0,—k,k). Odmah vidimo da, ma koji
god realan broj odabrali za vrijednost k, lijeva i desna strana nikad nece biti jednake jer se ne podudaraju u
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prvoj komponenti (a moraju se podudarati u svim trima komponentama). Stoga radijvektori
OA=(1,-4,2) i OB =(0,—1,1) nisu kolinearni, tj. totke O, A i B ne pripadaju istom pravcu.

Korak 3.b) Provjerimo pripadaju li tocke O, A i C istom pravcu. Te tocke pripadaju istom pravcu ako i
samo ako su radijvektori OA =(1,—4,2) i OC = (1,—1,—1) kolinearni. Niti jedan od tih dvaju vektora nije
nulvektor, pa ponovno primijenjujemo definiciju kolinearnosti dvaju radijvektora u slu¢aju kad niti jedan od
njih nije nulvektor. TraZimo postoji li realan broj & takav da je OA=k-OC , odnosno postoji li realan broj k
takav da je (1,-4,2)=k-(1,—1,—1), odnosno postoji li realan broj k takav da je (1,-4,2)=(k,—k,—k).
Izjednacavanjem prve komponente lijeve strane s prvom komponentom desne strane dobivamo k = 1, a

izjednaCavanjem druge komponente lijeve strane s drugom komponentom desne strane dobivamo k = 4.
Nemoguce je da jedna te ista varijabla istovremeno poprima dvije razlicite vrijednosti (k =11 k = 4), pa

zakljucujemo da traZeni realan broj k ne postoji. To znaci da radijvektori OA i OC nisu kolinearni, odnosno
datocke O, A i C ne pripadaju istom pravcu.

Korak 3.c) Provjeravamo pripadaju li tocke O, B i C istom pravcu. Te tocke pripadaju istom pravcu ako i
samo ako su radijvektori OB =(0,—1,1) i OC =(1,—1,1) kolinearni. Niti jedan od tih dvaju vektora nije
nulvektor, pa ponovno primijenjujemo definiciju kolinearnosti dvaju radijvektora u slu¢aju kad niti jedan od
njih nije nulvektor. TraZimo postoji li realan broj & takav da je OB =k-OC , odnosno postoji li realan broj k
takav da je (0,1,—1)=k-(1,—1,—1), odnosno postoji li realan broj k takav da je (0,1,-1)=(k,—k,—k).
Izjednacavanjem prve komponente lijeve strane s prvom komponentom desne strane dobivamo k = 0, a

izjednaCavanjem druge komponente lijeve strane s drugom komponentom desne strane dobivamo k = —1.
Nemoguce je da jedna te ista varijabla istovremeno poprima dvije razlicite vrijednosti (k = 01 k = —1), pa

zakljucujemo da traZeni realan broj k ne postoji. To znaci da radijvektori OB i OC nisu kolinearni, odnosno
da tocke O, B i C ne pripadaju istom pravcu.

Korak 3.d) Preostaje provjeriti pripadaju li tocke A, B i C istom pravcu. Te tocke pripadaju istom pravcu
ako i samo ako su vektori

AB=(0,-1,1)—(1,-4,2) = (0—1,—4—(=1),2-1) = (-1,-3,1) i
AC =(1,-1,-1) = (1,~4,2) = (1- 1,4 —(=1),2 = (=1)) = (0,-3,3)

kolinearni. (Opet smo mogli gledati i bilo koju drugu dvo¢lanu kombinaciju vektora, npr. AC i BC .) Niti
jedan od tih dvaju vektora nije nulvektor, pa ponovno primijenjujemo definiciju kolinearnosti dvaju
radijvektora u slucaju kad niti jedan od njih nije nulvektor. TraZimo postoji li realan broj k takav da je
AB=k-AC , odnosno postoji li realan broj & takav da je (—1,-3,1)=k-(0,-3,3), odnosno postoji li realan
broj k takav da je (—1,-3,1)=(0,(=3)-k,3-k). Odmah vidimo da, ma koji god realan broj odabrali za
vrijednost k, lijeva i desna strana nikad nece biti jednake jer se ne podudaraju u prvoj komponenti (a moraju
se podudarati u svim trima komponentama), pa zakljuujemo da traZeni realan broj k ne postoji. Dakle,
radijvektori AB i AC nisu kolinearni, odnosno tocke A, B i C ne pripadaju istom pravcu.

Ovime smo provjerili svih pet uvjeta potrebnih za zakljucak da tocke O, A, B i C odreduju cetverokut.
Preostaje izracunati povr§inu toga Cetverokuta. Koristit ¢emo jednu od geometrijskih interpretacija duljine
vektorskoga umnoska dvaju radijvektora: polovica duljine vektorskoga umnoska dvaju radijvektora jednaka
je povrsini trokuta kojemu su dvije stranice odredene tim radijvektorima. Cetverokut OABC jednom od
njegovih dijagonala, npr. dijagonalom OC, podijelimo na dva trokuta: OAB i OBC. (To sigurno moZemo
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uciniti jer smo u prethodnom dijelu zadatka pokazali da toc¢ke O, A i B, odnosno O, B i C nisu kolinearne.)
Tada je povrSina cetverokuta OABC jednaka zbroju povrSina trokutova OAB i OBC, tj.

Poasc = Poap + Posc.

Izra¢unajmo zasebno svaku povr§inu na desnoj strani te jednakosti.

Korak 4. Duzine OAi OB su dvije stranice trokuta OAB. Prema gornjoj interpretaciji duljine vektorskoga
umnoska, povrSina toga trokuta jednaka je polovici duljine vektorskoga umnoska radijvektora

OA=(1,4,2) i OB = (0,~1,1). Izratunajmo najprije taj vektorski umnoZak:

OAx OB i 142 Al A Aer +i[-4-1-(=1)-2]-j-(1-1-2-0)+
X = — =4 —q. . =4 dA-=D2l-7-1-1-2-
0 11 e o T o | T /

+k -1 (=1)=0- (-] = (=2)-i =1 j—1-k = (=2,~1,~1)

Stoga je povrSina trokuta OAB jednaka

Poup Z%'|O—AX ﬁ|Z%'\/(—z)z4‘(—1)24'(—1)2 =%\/€ kv.jed.

Korak 5. Duzine OB i OC su dvije stranice trokuta OBC. Prema gornjoj interpretaciji duljine vektorskoga
umnoska, povrSina toga trokuta jednaka je polovici duljine vektorskoga umnoska radijvektora

OB =(0,-1,1)i OC =(1,—1,-1) . Izratunajmo najprije taj vektorski umnoZak:

OBx OC (l) 11 R N O Pl L +H[(=1) - (=)= (=1)-1]
X = — =4 — . . =+ (=D (-D=(=1D-11-
L g ST R PR I RS | I

—j-[0-=D=11]+k-[0-(-D)=1-(=D] =2-i +1- j+1-k =(2,1,1)
Stoga je povrSina trokuta OBC jednaka

Py =l-|@x R|=l-\/22+12+12 — L /6 kv jed.
2 2 2

Korak 6. Povr§ina cetverokuta OABC jednaka je
1 1 .
Pospc = Poap + Posc = 5\/6 +5-\/€=\/€kv._]ed.
Zadane su tocke A = (0, a,-1), B=(1,0,1)i C = (-1, 1, 0), pri ¢emu je a € R realan

parametar. Odredite vrijednost realnoga parametra a tako da tocke O, A, B i C tvore
cetverokut, pa izraCunajte opseg i povrsinu toga Cetverokuta. Sve svoje tvrdnje precizno
obrazlozite.
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Naputak i rezultat: 1z zahtjeva da mjeSoviti umnoZak radijvektora OA, OBi0OC treba biti jednak nuli

0 a -1
dobiva se jednadzba |1 0 1|=0,tj.—a—1=0 ¢ije rjeSenje je a =—1. Dakle, A = (0, -1, -1), B=(1, 0,
-1 1 0

1)i C = (-1, 1, 0). Lako se provjeri da svaki od skupova {O, A, B}, {0, A, C}, {O, B, C} i {A, B, C} ne
sadrzi kolinearne tocke. Stoga je OABC cetverokut. Njegov opseg jednak je zbroju duljina vektora koji
odreduju njegove stranice:

OA=(0,-1,-1), AB=(1,0,1)~(0,-1,-1) = (1,1,2), BC = (-1,1,0)— (1,0,1) = (-2,1,-1) i OC = (~1,1,0)
Stoga je opseg Cetverokuta OABC jednak
0 =|0A| +|AB| +[BC| +[0C| =2 V2 (V3+1) jed.

PovrSina toga Cetverokuta jednaka je zbroju povrSina trokutova OAB i OBC. Vektorski umnoSci radijvektora
OA i OB, odnosno OB i OC su:

ik
OAXOB=[0 -1 —l=(=1)-i+(-D-j+1-k=(-1,-L1)
1 0 1
i j ok |
OBxOC=|1 0 1=(=D-i+(--j+1-k=(-1,-11)
-1 10

pa je povrsina Cetverokuta OABC jednaka
l = — 1l == == 1 1 .
Poagc = Poap + Popc = 3 |0A><OB|+5-|OB><OC| = 5\/5 +5\/§ =3 kv.jed.

Zadane su tocke A=(0,-1,1),B=(0,1,0)1C=(1,-1, 0).

a) PokaZite da su tocke O, A, B i C vrhovi tetraedra.
b) Izracunajte oplo§je i obujam tetraedra OABC.
¢) Izracunajte duljinu najkrace visine tetraedra OABC.

Sve svoje tvrdnje precizno obrazloZite.

RjesSenje: a) Za razliku od prethodnih dvaju zadataka, ovdje trebamo pokazati da tocke O, A, B i C nisu
komplanarne, tj. da ne pripadaju jednoj ravnini. Naime, to¢ke O, A, B i C tvore tetraedar ako i samo ako sve
Cetiri tocke nisu komplanarne, odnosno ako i samo ako sve Cetiri tocke ne pripadaju istoj ravnini.

Stoga ¢emo izraCunati mjeSoviti umnozak radijvektora OA, OB i OC (u navedenom poretku) i usporediti ga
s nulom. Bude li taj umnoZak jednak nuli, tocke O, A, B i C su komplanarne i ne odreduju tetraedar. U
suprotnom, tj. bude li mjeSoviti umnoZzak radijvektora OA, OB i0C (u navedenom poretku) razli¢it od
nule, tocke O, A, B i C nisu komplanarne i odreduju tetraedar.
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Dakle, mjeSoviti umnoZak radijvektora OA, OB i OC jednak je:

0 -1 1
-1 1
M =0 1 O0|= (razvoj npr. po 1. stupcu) = +1- . 0‘=1-[(—1)-0—1-1]=1-(—1):—1
1 -1 0
Budu¢i da je M = -1 = 0, navedene cetiri tocke nisu komplanarne i odreduju vrhove tetraedra, $to je i

trebalo pokazati.

b) Korak 1. Prema jednoj od geometrijskih interpretacija mjesovitoga umnoska radijvektora, obujam

tetraedra kojega odreduju radijvektori OA, OB i OC jednak je jednoj Sestini apsolutne vrijednosti

mjeSovitoga umnoska tih radijvektora. Taj mjeSoviti umnoZak ve¢ smo izracunali u a) podzadatku i dobili
daje M =—1. Stoga je obujam tetraedra OABC jednak

1 1 1 .
Voasc = glMl = g : |—1| = g kub.jed.

Korak 2. Oplo§je tetraedra jednako je zbroju povrSina Cetiriju trokutova: OAB, OAC, OBC i ABC. U
prethodnim dvama zadatcima vidjeli smo da se povrSina svakoga takvoga trokuta izracunava kao jedna
polovica duljine vektorskoga umnoSka bilo kojih dvaju vektora koje odreduju stranice trokuta (uz nuZan
dodatni uvjet da oba ta vektora imaju istu pocetnu tocku).

Korak 2.a) IzraCunajmo najprije povrSinu trokuta OAB. Ta je povrSina jednaka polovici duljine vektorskoga
umnoska radijvektora OA = 0,-1,) 1 OB = (0,1,0) . Stoga redom imamo:

i j ok
[, ~ -1 1 -
OAXOB=|0 -1 1|= (razvojpo l.stupcu) = +i- ) 0‘:(—1)1’:(—1,0,0)
01 0

L = 1
P, =5-|0A><OB|=5~1/(—1)2+02+02 =

Korak 2.b) IzraCunajmo povrSinu trokuta OAC. Ta je povrSina jednaka polovici duljine vektorskoga

1 1= 1 kv.jed.
2 2

umnoska radijvektora OA = 0,-1,1) 1 oC = (1,-1,0) . Stoga redom imamo:

k
0Ax0C (l) 111 AP e +i-[(=1)-0=(=1)-1]=j-(0-0—-1-1)+
X = — = — . . —+47-[=D-0=(=D-11-=7-(0-0-1-
U o S R TR VS | I /

+k-[0-(=D)=1-(=D]=1-i+1- j+1-k =(1,1,1)

P, =%~|c71><0—c|=%~\/12+12+12 =%~\/§ kv.jed.

Korak 2.c) IzraCunajmo povrSinu trokuta OBC. Ta je povr§ina jednaka polovici duljine vektorskoga
umnoska radijvektora OB = 0,1,0) i oC = (1,-1,0) . Stoga redom imamo:
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j ok

i
S —— -0 1| - -
OBXxOC=|0 1 0|= (razvoj po 3. stupcu) = +k - | 1‘:Ic~[0~(—1)—1~1]:(—1)~k:(0,0,—1)
1 -1 0

_Loaendl 2 2 _2_1 1 .
Pose =5 |OBXOC| =207 +0° 4 (-1 == 1= kvijed.

Korak 2.d) Izracunajmo povrSinu trokuta ABC. Ta je povr§ina jednaka polovici duljine vektorskoga
umnoska vektora AB = 0,1,0)—(0,-1,1)=(0-0,1-(-1),0—-1) =(0,2,-1) i vektora
AC = (1,-1,0)—(0,-1,1) = (1-0,—-1—=(=1),0—1) = (1,0,—1) Stoga redom imamo:

i j ok .o

- . -2 - i -

BXAC=|0 2 -l|= (razvojpol.stupcu):+i-0 1+1~J k =+i-[2:(-D)-0-(-D]+
1 0 -1 -1

+1[ - (=D)=2:k |=(=2)-i-1-j-2-k

P :l~|ﬂ9xA—c|:l~\/(—2)2+(—1)2+(—2)2:l~3:§kvjed

o 2 27 2 T

Korak 3. Oplo§je tetraedra OABC jednako je

O =Posp + Poap + Popc + Papc = %+%\/§ +%+§= 5+2\/§ kv.jed.

¢) Podsjetimo se da je obujam tetraedra jednak jednoj tre¢ini umnoSka povrSine osnovke tetraedra i duljine
visine tetraedra povucene na tu osnovku. Osnovka tetraedra moZe biti bilo koja strana tetraedra, pa — buduci
da tetraedar ima ukupno 4 razli¢ite strane — imamo ukupno 4 razli¢ite visine tetraedra koje se razlikuju po
vrhu iz kojega su povucene, ali ne nuzno i po duljini. Vrijedi sljedece pravilo:

Povrsina osnovke tetraedra i duljina pripadne visine tetraedra su obrnuto razmjerne velicine. Sto je veca
povrsina osnovke, to je manja duljina pripadne visine i obrnuto. Najkraca visina tetraedra je visina
povucena na osnovku najvece povrsine, a najdulja visina tetraedra je visina povucena na osnovku najmanje
povrSine.

Iz toga pravila zakljuCujemo sljedece: Neka je S bilo koja strana tetraedra odredena (strucni naziv je:

razapeta) vektorima a i b , te neka je Ps povrSina te strane. Tada je duljina visine tetraedra povucene na tu
stranu jednaka

1
3V 3o M|y

B l.|;lxj,| _|z—1xl—)| .
2

)

(Oprez: U brojniku je s | | oznacena apsolutna vrijednost realnoga broja M, dok je u nazivniku s | | oznacena

duljina vektorskoga umnoska axb . Tako je oznaka ista, rijec je o bitno razli¢itim veli¢inama.)

U naSem slucaju traZimo duljinu najkrace visine tetraedra OABC. Ta visina povucena je na stranu tetraedra
koja ima najvecu povrSinu. Buduéi da su strane tetraedra trokutovi OAB, OAC, OBC i ABC, najprije utvr-
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dimo koji od tih trokutova ima najvecéu povrSinu. O¢ito vrijedi nejednakost
11 R3
2 2 2

tj.
Pous = Popc < Poac < Pyse,

pa najvecu povrSinu ima strana ABC. Stoga je duljina pripadne visine tetraedra

h |M| _1 jed.

ABC ~ |EBXR| 3
Zadane su toc¢ke A = (—4,2,0)1 B = (a, 8, 6), gdje je a realan parametar.

a) Odredite vrijednost realnoga parametra a tako da radijvektori OAi OB razapinju
pravokutnik, pa odredite koordinate svih vrhova toga pravokutnika.
b) IzraCunajte oplo§je i obujam paralelepipeda kojemu je osnovka pravokutnik razapet

radijvektorima OA i OB, a jedna stranica radijvektor OAX OB .
Sve svoje tvrdnje precizno obrazloZite.

Rjesenje: a) Radijvektori OAiOB razapinju dvije stranice pravokutnika ako i samo ako su ti radijvektori

okomiti. Znamo da su radijvektori OA i OB okomiti ako i samo ako je njihov skalarni umnoZak jednak nuli.
Prema tome, vrijednost parametra a odredit ¢emo iz zahtjeva da skalarni umnoZak radijvektora

OA i OBbude jednak nuli. Budu¢i da je
OA®OB =(~4,2,0)#(a,8,6)=(—4)-a+2-8+0-6=—4-a+16,
(pri Cemu je s e oznacen skalarni umnoZzak), iz zahtjeva

OA*0OB=0,
tj. iz jednadzbe
—4-a+16=0

slijedi @ = 4. Dakle, tri vrha pravokutnika su O = (0,0,0), A = (-4, 2, 0) i B = (4, 8, 0). Cetvrti vrh
pravokutnika odredit ¢emo koriste¢i Cinjenicu da dijagonale bilo kojega usporednika, pa posebno i
pravokutnika, imaju isto poloviste. Oznacimo li nepoznati, Cetvrti vrh pravokutnika s C = (x¢, yc, 2¢), to
znaci da dijagonale pravokutnika OC i AB imaju isto poloviSte. Stoga istodobno moraju vrijediti sljedece tri
jednakosti:

Xo + Xc=X4 + Xp,
Yo+ Yc=Ya+Ys,
Zo+2c=24 t 7B

Uvrstavanjem koordinata to¢aka O, A i B dobivamo:
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O+xc=-4+4,

O+yc=2+38,

0+Zc=0+6.
odnosno

xc=0,

yc=10,

c=

Dakle, svi vrhovi pravokutnika OABC su: O = (0,0,0), A =(+4,2,0),B=(4,8,6)1 C=(0, 10, 6).

b) S predavanja znamo da je vektorski umnozak dvaju radijvektora uvijek okomit i na jedan i na drugi
radijvektor (to¢nije, na ravninu odredenu tim dvama radijvektorima). U naSem slucaju, to znaci da je
vektorski umnozak OAxOB okomit na ravninu odredenu radijvektorima OA i OB. Pravokutnik OABC
pripada ravnini odredenoj radijvektorima OAiOB, pa iz uvjeta zadatka proizlazi da je jedna stranica

paralelepipeda okomita na pravokutnik razapet radijvektorima OA i OB koji je ujedno i jedna od ukupno
Sest razlicitih osnovki paralelepipeda. Jedini paralelepiped koji ima to svojstvo (da je jedna stranica
paralelepipeda okomita na jednu osnovku paralelepipeda) je kvadar. Stoga ovaj podzadatak zapravo traZi da

izraCunamo oploSje i obujam kvadra ¢iju osnovku odreduju radijvektori OAiOB,a ¢ija je visina na tu istu
osnovku jednaka OAXOB .

Korak 1. Izratunajmo najprije vektorski umnoZak OAXOB . Imamo redom:
i
OAXOB =|-4

4

2 0
8 6

=47

i, g, m @ e-08)=j[-4)-6-4.0]+

[o <IN \S BEL
N O =

—4 0‘ _‘—4 2
+k-

+k-[(~4)-8—4-2] =127 +24- j—40-k = (12,24,-40)
Korak 2. Obujam paralelepipeda, tj. obujam kvadra jednak je mjeSovitom umno$ku radijvektora OA, OB i

OAxOB . Imamo redom:

4 2 0| |4 2 o0]4 2
M(OA,OB,OAxOB)=|4 8 6 |=|4 8 6|4 8 =[(—4)-8-(-40)+2-6-12+0-4-24]-
12 24 —40| |12 24 —40{12 24
~[12-8-0+24-6-(=4) +(—40) - 4-2] = 1280+ 144+ 576 + 320 = 2320
pa je obujam kvadra

V =I1M1 =2320 kub.jed.

Korak 3. Oplo§je kvadra jednako je dvostrukom zbroju povrSina sljede¢ih strana kvadra:

—  strana razapeta radijvektorima OAiOB;

—  strana razapeta radijvektorima OAi OAXOB;
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—  strana razapeta radijvektorima OB i OAXOB .

Sve navedene strane su pravokutnici, odnosno, opc¢enito, usporednici. Kako znamo s predavanja, jedna od
geometrijskih interpretacija vektorskoga umnoSka je i sljede¢a: Duljina vektorskoga umnoska dvaju
radijvektora jednaka je povrsini usporednika razapetoga tim radijvektorima. Prema tome, povrsinu svake
strane izracunat ¢emo kao duljinu vektorskoga umnpska radijvektora koji razapinju tu stranu. Imamo redom:

Korak 3.a) Strana razapeta radijvektorima OA i OB je upravo pravokutnik OABC. Vektorski umnozak
OAxOB ve¢ smo izratunali u Koraku 1. i on je jednak OAXOB = (12,24,—40) . Stoga je povriina
pravokutnika OABC jednaka

Py =|[0AXOB| =127 + 247 + 40> = /2320 = 4145 kv jed.

Korak 3.b) Izraunajmo povr§inu P, strane razapete radijvektorima OA i OAxOB . Imamo redom:

ik
OAX(OAXOB)=|-4 2 0 |=+i-
12 24 —40

2 0
24 —40

-4 0
12 —40

- - 2 -
-3 +k = +7[2-(~40)—24.0] -
! ‘ ‘12 2 =12 (40 -24-0)

—j-[(~4)-(~40)=12-0]+ k- [(~4)-24~12-2] =—80-i +160- j —120- k = (~80,~160,~120)
P, =[04x(04xOB)| = /(=80 + (=160)" +(=120)" = /46400 = 40-+/29 kv.jed.

Korak 3.c¢) Izratunajmo povrSinu P; strane razapete radijvektorima OB i OAXOB . Imamo redom:

i j ok
S -8 6| -4 6| -4 8| -
OBx(OAXOB)=|4 8 6 |=+i- - +k- =+i-[8-(-40)—24-6]-
24 —40 12 —40 12 24
12 24 —40

—j-[4-(-40)=12-6]+k [4-24—12-8] = (—464)-i +232 j+0-k = (—464,232,0)
P, =|c79x(c7\xcﬁ)| = J(—464)> +232% +07 =/269120 = 232-+/5 kv.jed.

Korak 3.d). Oplosje kvadra iznosi:

0=2-(Pypye +B+P)=2:(4-/145+40-429 +232-/5) =8- (/145 +10-+/29 +58-/5 ) kv.jed.
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RIJESENI PRIMJER 1. KOLOKVIJA
1. Neka su zo, 71 i 22 medusobno razlicita rjeSenja jednadZbe =i IzraCunajte zo - 71 + 20 * 22
+ 271 2.

RjesSenje: Najprije ¢emo zapisati broj zz = i u trigonometrijskom obliku, pa primijeniti de Moivreovu
formulu za korjenovanje kompleksnoga broja.

Korak 1. Broju z; = i u kompleksnoj ili Gaussovoj ravnini pridruZena je to¢ka Z; = (0, 1). Nacrtamo li tu
tocku, iz slike ¢emo odmah uociti da je njezina udaljenost od ishodista Gaussove ravnine jednaka r = 1, a da
je kut koji spojnica te tocke i ishodiSta Gaussove ravnine zatvara s realnom osi jednak @ = 90° + 90° + 90°
=270°: Prema tome, zapis kompleksnoga broja z; u trigonometrijskom obliku glasi:

zz=1"-cis 270°.

Korak 2. Koriste¢i de Moivreovu formulu za korjenovanje kompleksnoga broja, izratunavamo vrijednosti
brojeva zo, z; i z,. Sva rjedenja jednadzbe z* = i dana su formulom

Z =%ﬁ~cis(wj, 2a k=012,

a tu formulu moZemo jednostavnije zapisati kao
7, =cis(90°+k-120°), zak =0,1,2
UvrStavanjem k =0, k=11 k =2 dobijemo:

Z, =¢is(90°+0-120°) = cis 90°;
z, =cis(90°+1-120°) = cis 210
Z, =¢is(90°+2-120°) = cis 330°.
Korak 3. UvrStavanjem gore izracunanih vrijednosti u izraz ¢iju vrijednost traZimo dobijemo:
2,72, 242, + 2,2, =cis 90°-cis 210° +cis 90°-cis 330° +cis 210° - cis 330° = cis (90°+210°) +
+ cis (90°+330°) +cis (210°+330°) = cis 300° +cis 420° +cis 540° = (420 pri dijeljenju sa 360
daje ostatak 60, a 540 pri dijeljenju s 360 daje ostatak 180) = cis 300° +cis 60°+cis 180° =

=¢08300°+1i-sin 300° +cos60°+i -sin 60° +cos180°+i -sin180° =
=(c0s300°+cos 60° +cos 180°) +i - (sin 300° + sin 60° +sin 180°) =

:[l+l+(—l)}+i~ —ﬁ +£+0 =0+4+i-0=0
2 2 2 2
2. Iskljucivo koriste¢i metodu determinanti dokazite da je za svaki a € R sustav

x +a-1)-y =l-a
(a+1)-x 2.y =2
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Cramerov sustav.

Rjesenje: Dovoljno je dokazati da je determinanta sustava D razliCita od nule. (Vrijednosti pomoénih
determinanti D, i D, nisu bitne za rjeSenje zadatka i ne treba ih raunati.)

Korak 1. Determinanta sustava D jednaka je

B 1 a—1

a+l =2

‘:1-(—2)—(a+1)-(a—1):—2—(a2—1)=—a2—1.

Korak 2. Za svaki realan broj a vrijedi nejednakost a* > 0. MnoZenjem te nejednakosti s (—1) dobijemo:
—a*<0.

Oduzmemo li 1 od lijeve i desne strane dobivene nejednakosti, dobit ¢emo:

-a’-1<0-1,
odnosno

-’ -1<-1,
tj.
D <-1.

Odatle izravno slijedi da je za svaki a € R vrijednost determinante sustava D razli¢ita od nule (jo§
preciznije, ta je vrijednost manja ili jednaka —1), ¢ime je dokazana tvrdnja zadatka.

Iskljuéivo koriste¢i metodu determinanti odredite vrijednost parametra a € R tako da

sustav
17-x -15-y 423z = 56
21-.x +43-y 31z 14
9-x —-131-y +131-z = a+139

ima beskonacno mnogo medusobno razli¢itih rjeSenja. Koje od tih rjeSenja ima zbroj svih
komponenti jednak 67

Rjesenje: Prvi dio zadatka rijeSit ¢emo tako da izracunamo vrijednosti determinante sustava D i svih triju
pomoc¢nih determinanti Dy, D, i Ds, pa sve Cetiri dobivene vrijednosti izjedna¢imo s nulom. Vrijednost

parametra a € R za koju su sve cetiri navedene determinante jednake nuli bit ¢e traZena vrijednost.

Korak 1. Determinanta sustava D jednaka je:
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17 -15 23| 17 -15 23]17 -15
D=[21 43 -31=[21 43 3121 43 =[17-43-131+(=15)-(-31)-9+23-21-(-131)] -
9 —131 131] |9 -131 131/9 -131
~[9-43-23+ (=131)-(=31)-17+131-21-(~15)] = 36673 - 36673 =0

Korak 2. Prva pomoc¢na determinanta D, jednaka je:

56 -15 23 56  —-15 23| 56  -I5
D= 14 43 3ll=| 14 43 31| 14 43 =

a+139 131 131 |a+139 -131 131|a+139 -131
=[56-43-131+(—15)-(-31)-(a +139) +23-14- (—131)] - [(a +139) - 43-23+ (—131) - (-31)- 56 +131- 14 (-15)] =
=(465-a+337901)—(989-a+337377) =524 -a+524

Korak 3. Druga pomoc¢na determinanta D, jednaka je:

17 56 23| 17 56 23|17 56
D,=[21 14 -31l=]21 14 3121 14 =

9 a+139 131 |9 a+139 131|9 a+139
=[17-14-131+56-(=31)-9+23-21-(a +139)] - [9-14-23+ (a +139)- (=31)-17 +131-21-56]
= (483-a +82691)—[(-527)-a +83701] =1010-a — 1010

Korak 4. Tre¢a pomo¢na determinanta D; jednaka je:

17 -15 56 | 17 -15 56 |17 -15
D,=[21 43 14 |=|21 43 14 |21 43 =

9 —131 a+139 |9 —131 a+139(9 -131
=[17-43-(a+139) +(~15)-14-9+56-21-(=131)] =[9-43-56 + (=131) - 1417 + (a +139) - 21-(~15)]
= (731-a—54337)~[(-315)-a—53291] = 1046 -a — 1046

Korak S. Izjednacavanjem svih cetiriju izraCunanih determinanti s nulom dobivamo:

(D, Dy, Dy, D3) = (0, 0, 0, 0) = (0, —=524 - a + 524, 1010 - a — 1010, 1046 - a — 1046) = (0, 0, 0, 0) =
—524-a+524=0 a=1
1010-a-1010=0¢Ja=1.
1046-a-1046=0 a=1

Dakle, vrijednost svih triju pomo¢nih determinanti jednaka je nuli ako i samo ako je a = 1, dok je vrijednost
determinante sustava D uvijek jednaka nuli i ne zavisi o vrijednosti parametra a € R. Stoga je traZena
vrijednost a = 1.

U drugom dijelu zadatka iz skupa kojega tvore sva rjeSenja zadanoga sustava kad je a = 1 (a tih rjeSenja ima

beskonac¢no mnogo) trebamo izdvojiti ono rjeSenje za koje je zbroj svih njegovih komponenti jednak 6. Taj
dodatni zahtjev moZemo zapisati u obliku jednadzbe
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X+y+z=6.

TraZeno rjeSenje mozemo odrediti tako da bilo koju od jednadZbi koje tvore polazni sustav zamijenimo s
jednadzbom x + y + z = 6. Opredijelimo se npr. za tre¢u jednadZbu. Dakle, rjeSavamo metodom determinanti
rjeSavamo novi sustav triju linearnih jednadZzbi s tri nepoznanice:

17-x —-15-y +23-z = 56
21-x +43-y 31z 14
X +y +z = 6

Korak 6. Determinanta navedenoga sustava D jednaka je

17 -15 23| 17 -15 23|17 -I5

D=21 43 -31=[21 43 31|21 43 =[17-43-1+(-15)-(-31)-1+23-21-1] -
1 1 1|1 1 1|1 1

—[1-43-23+1-(=31)-17+1-21-(~15)] = 1679 - 147 = 1532

Korak 7. Prva pomoc¢na determinanta D, jednaka je:

56 -15 23| |56 -15 23|56 -15
D =14 43 =31=[14 43 -=3114 43 =

6 1 1 6 1 116 1
=[56-43-1+(-15)-(-31)-6+23-14-1]-[6-43-23+1-(-31)-56 +1-14 - (-15)] = 5520 - 3988 = 1532

Korak 8. Druga pomoc¢na determinanta D, jednaka je:

17 56 23| |17 56 23|17 56
D,=21 14 -31j=21 14 -31]21 14=

1 6 1 1 6 1|1 6
=[17-14-1+56-(-31)-1+23-21-6]—[1-14-23+6-(—31)- 17 +1-21-56] = 1400 — (—1664) = 3064

Korak 9. Tre¢a pomo¢na determinanta D; jednaka je:

17 -15 56| (17 -15 56|17 -15
D, =21 43 14|=[21 43 1421 43 =
1 1 6 1 1 6|1 1

=[17-43-6+(~15)-14-1+56-21-1]-[1:43-56+1-14-17+ 6-21-(-15)] = 5352 - 756 = 4596

Korak 10. TraZeno rjeSenje dobit ¢emo primjenom Cramerova pravila:

D, D, D 1532 4 4
(x,y,2)=| =L, =2,= z(i,&,s_%)z(l,z,g)_
D D D 1532 1532 1532

Dakle, rjeSenje polaznoga sustava takvo da je zbroj svih njegovih komponenti jednak 6 glasi:

(x5, 20=(1,2,3).
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4. Zadane sutocke A =(-1,0,2),B=(2,0,1)iC=(1,1,1).

a) Dokazite da je uredeni skup S = (074@%‘) baza prostora V(0).
b) Izracunajte duljinu najkrace visine tetracdra OABC.

Rjesenje: a) Svaka baza prostora V*(0) je tro¢lani linearno nezavisan podskup toga prostora i obrnuto: svaki
tro¢lani linearno nezavisan podskup prostora V*(0) je baza toga prostora. Skup S se oéito sastoji od toéno tri
razlicita radijvektora, pa je dovoljno dokazati da je taj skup linearno nezavisan.

Nadalje, tro¢lani podskup prostora V*(0) je linearno nezavisan ako i samo ako pripadni radijvektori nisu
komplanarni, odnosno ako i samo ako je mjeSoviti umnoZzak tih radijvektora (u bilo kojem poretku tih
radijvektora) razlicit od nule. Stoga ¢e tvrdnja a) zadatka biti dokazana pokaZemo li da je mjeSoviti
umnoZak triju radijvektora koji tvore skup S razli¢it od nule.

Korak 1. MjeSoviti umnoZak radijvektora OA,OB i OC (u navedenom poretku) jednak je:

-1 0 2
-1 2
M =|2 0 1|= (razvoj determinante po 2. stupcu) = (—1) ‘ 5 l‘ =(-D-[(-D-1-2-2]=5.
1 1 1

Korak 2. Budu¢i da je M =5 = 0, radijvektori koji tvore skup S nisu komplanarni, pa je skup S linearno
nezavisan. Time je tvrdnja a) zadatka dokazana.

b) Duljina najkrace visine tetraedra OABC jednaka je koli¢niku trostrukoga obujma tetraedra i najvecée od
Cetiriju povrSina strana tetraedra. Dakle, najprije trebamo izraCunati povrSine svih Cetiriju strana tetraedra i
utvrditi koja od njih je najveca.

Korak 1. Racunamo povrSinu strane OAB, tj. trokuta OAB. Ta je povrSina jednaka polovici duljine
vektorskoga umnoska bilo kojih dvaju vektora koji razapinju taj trokut (i imaju istu poCetnu tocku). Najlakse
i najjednostavnije je odabrati radijvektore OAi OB jer je njihov koordinatni zapis jednak koordinatama

njihovih krajnjih tocaka.

Korak 1.a) Vektorski umnoZak radijvektora OA i OB jednak je:

i
OAxXOB=|-1 0
2 0

= (razvoj determinante po 2. stupcu) = (-1)- } _2 1‘

—_— N =

=(=1)-j-[(=1)-1-2-2] =5-j=(0,5,0).
orak 1. uljina vektorskoga umnogka radijvektora OA i OB jednaka je:
Korak 1.b) Dulji ktorskog Ska radijvek OAi OB jednaka j
[0Ax0B|=0*+5° +0° =5.

Korak 1.¢) Povrsina trokuta OAB, odnosno strane OAB tetraedra OABC, jednaka je:
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1 — — 1 5 .
P, _5-|0A><OB|—5-5—5 kv.jed.

@

Korak 2. Racunamo povrSinu strane OAC, tj. trokuta OAC. Ta je povrSina jednaka polovici duljine
vektorskoga umnoska bilo kojih dvaju radijvektora koji razapinju taj trokut (i imaju istu pocetnu tocku).

NajlakSe i najjednostavnije je odabrati radijvektore 0OAi0C jer je njihov koordinatni zapis jednak
koordinatama njihovih krajnjih tocaka.

Korak 2.a) Vektorski umnozak radijvektora 0OAi0C jednak je:

i
O0AXOC =|-1 0
11

= (razvoj determinante po 2. stupcu) = (—1)- ; -

—_— N =

=(—1)~}~[(—1)~1—1~2]—1-[2~E—(—1)~1§]=—2~E+3~}—1~1€=(—2,3,—1).

Korak 2.b) Duljina vektorskoga umnoska radijvektora 0Ai0C jednaka je:
(03x0C| =27 + 3+ =i

Korak 2.¢) Povrsina trokuta OAC, odnosno strane OAC tetraedra OABC, jednaka je:
Pc= %|0—A>< R‘| = %\/ﬁ kv.jed.

Korak 3. Racunamo povrSinu strane OBC, tj. trokuta OBC. Ta je povrSina jednaka polovici duljine
vektorskoga umnoska bilo kojih dvaju vektora koji razapinju taj trokut (i imaju istu poCetnu tocku). Najlakse

i najjednostavnije je odabrati radijvektore OBi0C jer je njihov koordinatni zapis jednak koordinatama
njihovih krajnjih tocaka.

Korak 3.a) Vektorski umnozak radijvektora OBi0C jednak je:

k

OBxOC = _

1 i
+(=1)-
1 2

= (razvoj determinante po 2. stupcu) = (—1)- ; )

_— N o~
—_— O .}
—_— = X

=(=D-j [21-11]+ (=) -(1-i=2-k) = (=D -i+(=1)- j+2-k = (-1,-1,2).
ora B uljina vektorskoga umnoska radijvektora O—BIO—C .6 naka .62
Korak 3.b) Duljina vektorskog ska radijveki jednaka j
|0—B><0—C|=\/(—1)2 +(=1)’+2> =+/6.
Korak 3.c) Povrsina trokuta OBC, odnosno strane OBC tetraedra OABC, jednaka je:
i i

Fope = %|(73><R‘| = % \/g kv.jed.
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Korak 4. Racunamo povrSinu strane ABC, tj. trokuta ABC. Ta je povrSina jednaka polovici duljine
vektorskoga umnoska bilo kojih dvaju vektora koji razapinju taj trokut (i imaju istu pocetnu tocku).

Odaberimo npr. radijvektore AB i AC Gija je poetna tocka A.

Korak 4.a) Odredimo koordinatni zapis radijvektora ABi AC. Na vjezbama (Primjer 4. u poglavlju 3.
Radijvektori) pokazali smo da je vektor AB jednak razlici radijvektora OB i OA, pa je:

AB=0B-0A=(2,0,1)~(~1,0,2)=[2—=(~1),0-0,1-2] = (3,0,-1) .
Analogno, vektor AC jednak je razlici radijvektora OCiOA, pa je:
AC=0C-0A=(1,1,1)~(=1,0,2) =[1-(=1),1-0,1-2] = (2,1,-1) .

Korak 4.b) Vektorski umnoZak radijvektora ABi AC jednak je:

ij ok ..
. ~l3 =
BxAC=|3 0 -l1|= (razvoj determinante po 2. stupcu) = (-1)- j- 5 1 +(=1) ! kl =
2 1 -1 B

= (—1)~}'~[3~(—1)—2~(—1)]+(—1)[(—1).?—3.12]: i+l j—2-k=(11,3).
Korak 4.c) Duljina vektorskoga umnoska radijvektora ABi AC jednaka je:
|ﬂ3xﬁ| = m =J11 kv.jed.
Korak 4.d) Povrsina trokuta ABC, odnosno strane ABC tetraedra OABC, jednaka je:
P, =%|EXR‘| I%\/ﬁ kv.jed.

Korak S. Usporedimo sve Cetiri izracunane povrsine, tj. usporedimo pozitivne realne brojeve

Kvadriranjem dobijemo:

25146, 11

4’4’4 4~
pa je ocito

6 .11 14 25

4 4 4 4°

odnosno
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o<t i<t yiz<l,
2 2 2 2

odnosno

Popc < Papc < Poac < Poas.
. v . v . 5 .
Dakle, najvecu povrSinu ima strana OAB i ta povr§ina iznosi Pop = 5 kv. jed.

Korak 6. Obujam tetraedra jednak je jednoj Sestini apsolutne vrijednosti mjeSovitoga umnoska bilo kojih
triju radijvektora koji razapinju taj tetraedar. U naSem je slucaju najlakSe i najjednostavnije za tri

radijvektora koji razapinju tetraedar OABC odabrati upravo radijvektore OA, OB i0C . Njihov mjeSoviti
umnoZzak izra¢unali smo u a) podzadatku i on je jednak

M=5.
Dakle, obujam tetraedra jednak je

4 =l~|M|=l~5=§ kub jed.
6 6 6

Korak 7. TraZena duljina najkrace visine jednaka je koli¢niku trostrukoga obujma tetraedra i povrSine strane
OAB (jer, prema rezultatu Koraka 5., ta strana ima najvecu povrSinu). Dakle,

5
.3 e |
m POAB é .
2
11 1 6 -18 7
Zadane su matrice A={1 2 3|iB=|-7 35 -12].Rijesite (po X) jednadzbu:
322 2 -15 5

3.E5-2-X)'=A-B.
Napomena: E; je jedini¢na matrica reda 3.

RjesSenje: Zadatak ¢emo rijeSiti tako da iz zadane jednadZbe najprije izrazimo X kao ,.funkciju argumenata
A, B1i E;, a potom izratunamo ,,vrijednost™ dobivenoga izraza. Pritom ¢emo koristiti sljede¢a svojstva:

1.) Za svaku regularnu matricu A vrijedi jednakost: (A™)™" = A.
2.) Za bilo koji realan broj o # 0 i svaku regularnu matricu A vrijedi jednakost: (o.- A) ' =o' - A™".
3.) Za svaku matricu A (bilo kojega tipa!) vrijedi jednakost: An’ = A.

Korak 1.Dakle, iz zadane jednakosti najprije izrazimo X. Imamo redom:

3-E5-2-X"%'=A-B
Q- x"Y=3.E;-A-B /"
[2-x"Y1" =3 E;—A - B)" (sad primijenimo svojstvo 3)
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2-X'=3-Es-A-B)'/"!

Q2 -XYH"'=[3 E;—A-B)"" (sad primijenimo svojstvo 2)
27 (XY ' =[(3 - Es—A - B)"|"! (sad primijenimo svojstvo 1)
27N X=[3-Es-A-B)T"' /2

X=2-[3-E3-A-B)T.

Korak 2. Izratunajmo matricu 3 - E5— A - B. Imamo redom:

1 00} |1 1 1]|]6 -18 7 300/ (1 2 O 2 -2 0

3-E,—~A-B=3-/0 1 O0—|1 2 3|-7 35 -12|=/0 3 0|-|-2 7 =2|={2 -4 2
0

00 1| (3 2 2|2 -15 5 0 3 8 —-14 7 -8 14 —4
Korak 3. Izracunajmo matricu (3 - Ez —A - B)". Odmah imamo:
2 2 0] [2 2 38
B E-AB"'=2 -4 2| =2 -4 14

-8 14 -4 0o 2 4

Uocimo da broj 2 dijeli svaki element ove matrice. Stoga taj broj moZemo ,.izlu¢iti“ iz cijele matrice, pa

dobijemo:
1 1 -4
B E,-AB" =2 |-1 =2 7
0o 1 =2
Korak 4. Uvrstimo dobiveni izraz u izraz za X:
1 11 -4 s (S Ty o T T
X=2[B3E-AB] =2:{2|-1 22 7 = 221 =2 7| =[-1 =2 7
0o 1 =2 0o 1 -2 0o 1 =2
1 1 -4
Korak 5. Da bismo odredili inverz matrice |—-1 -2 7 |, najprije moramo izraCunati njezinu
0o 1 =2

determinantu. MoZemo je izraCunati Laplaceovim razvojem po prvom retku, ali lakSe i brZze je iskoristiti
svojstvo determinante koje kaZe da se determinanta ne mijenja ako neki njezin redak dodamo nekom
drugom retku (i rezultat zapiSemo u taj drugi redak). Stoga ¢emo zbrojiti prva dva retka determinante
promatrane matrice, rezultat zapisati u drugi redak determinante, pa cijelu determinantu razviti po njezinu
prvom stupcu. Imamo redom:

l l _4 I redak + II. 1‘}6_22\1( —1I. redak l l _4 ;“Z\;;l(lj?)glo —l 3
-1 =2 7 = 0 -1 3| = l-‘l 2‘=(—l)-(—2)—3-l=2—3=—l.
0 1 =2 0 1 -2

Korak 6. Racunamo elemente adjunkte matrice iz Koraka 5. Ozna¢imo pomo¢u matricu (pomocu koje for-
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miramo adjunktu) s C. Imamo redom:

(:“:(—1)1“~_12 _72:1~[(—2)~(—1)—1~7]:4—7:—3;
-1 7
¢, =(=D"* 0 = =(=D-[=D)-(-2)=0-7]=(-1)-(2-0) =-2;
1-*-3._1 - = . _— . _— o — = - — —_
a3 =(=1) 0 1 =1-[(-1)-1-0-(-2)]=-1-0=-1;
4
¢, = (=D | _2‘:(—1){1.(—2)—1.(—4)]: (=D (2+4)=-2;

622 — (_1)2+2 .

-4
_2‘:1.[1.(-2)-0.(—4)]:-2-0:-2;

0
11
623:(_1)2”.‘0 1‘:(—1)~[1~1—0~1]:(—1)~(1—0)=—l;
1 -4
ey = (=" =1-[117-(=2)-(-4)]=7-8=-1;
-2 7
1 -4
e =DM =D 1T ()] = (DT -4 =5,
1
Cy = (=1 | 2:1~[1~(—2)—(—1)~1]:—2+1:—1.
-3 -2 -1 11 4] [-3 2 -1
Dakle, C=|-2 -2 -1|,pajeZeljenaadjunkta | -1 -2 7 |=|-2 -2 -1
-1 -3 -1 0 1 =2 -1 -1 -1

Korak 7. Sad imamo sve potrebno za

1 1 -4 -3 2 -1 321
X ! 1—27=i~2—2—1=221
1 1 -4 -1
0 1 =2 -1 -1 -1 1 1 1
det| -1 -2 7
0o 1 =2

racunanje matrice X. Jednostavno je:

Na raspolaganju su nam tri otpornika. Spojimo li serijski sva tri otpornika, dobit ¢emo

otpor od 19 Q. Spojimo i serijski prvi i drugi otpornik, dobit ¢emo otpor za 1 veci od
otpora trec¢ega otpornika. Spojimo li usporedno prvi i drugi otpornik, dobit ¢emo otpor od
2.1 Q. Odredite otpore tih otpornika.

RjeSenje: Neka su R, R, i Rs traZeni otpori, pri ¢emu je, za svaki i = 1, 2, 3, R; otpor i — toga otpornika.
Spojimo li serijski sva tri otpornika, ukupan otpor bit ¢e jednak zbroju otpora spojenih otpornika. Prema
uvjetu zadatka, taj je otpor jednak 19 Q, pa mora vrijediti jednakost:
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Ri+R,+R3;=19.
Nadalje, spojimo li serijski prvi i drugi otpornik, ukupan otpor bit ¢e ponovno jednak zbroju otpora spojenih

otpornika. Prema uvjetu zadatka, taj ukupan otpor mora biti za 1 veci od otpora treega otpornika, Sto znaci
da mora vrijediti jednakost:

Ri+R,=R;+ 1.
Spojimo 1i usporedno prvi i drugi otpornik, ukupan otpor R u tom slu¢aju raCunamo prema izrazu
1 1 1 . . T
— =—+— . Prema uvjetu zadatka je R = 2.1, pa mora vrijediti jednakost:
R R R,
1
—t—=—
R, R, 21

1 2

Tako smo dobili sljedeci sustav triju jednadZbi s tri nepoznanice:

R +R,+R,=19
R +R,=R,+1
1 1 1
—_—=—
R R, 21

Uvrstimo li drugu jednakost u prvu, dobit ¢emo:
R;+1+R;=19,
odnosno
2-R;=18.

Odatle dijeljenjem s 2 slijedi R; = 9 Q. Tako polazni sustav triju jednadZzbi s tri nepoznanice svodimo na
sustav dviju jednadzbi s dvije nepoznanice:

R +R, =10
111
_—t =
R R, 21

Taj sustav moZemo pisati u ekvivalentnom obliku:

R +R, =10
R+R, _ 1,
R-R, 21

odnosno invertiranjem obiju strana druge jednadzbe

© mr.sc. Bojan Kovacié¢, visi predavac 49



TNE

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

ELEKTROTEHNICKI ODJEL

MATEMATIKA 1

pripremni kolokvijski zadatci namijenjeni rjeSavanju na demonstraturama

R +R,=10
ReR 54
R +R,

Uvrstimo li prvu jednakost u drugu, dobit ¢emo:

R-R sy,
10
a odavde mnoZenjem s 10 slijedi R, - R, = 21. Tako smo dobili novi sustav dviju jednadzbi s dvije
nepoznanice:
R +R,=10
R ‘R, =21

Prema Vieteovim formulama, R; i R, su rjeSenja kvadratne jednadzbe
¥ =10-x+21=0.

RjeSavanjem te jednadZbe dobijemo:

10+4 14
105410 =4-21 10++/100-84 10416 10+4 o 2 2 7
X, = = = = = = (x,,x,)=(7,3)
' 2-1 2 2 2 10-4 6
X, =——=—=3
2 2

Dakle, R; =7 Qi R, = 3 Q (ili obratno). Stoga su traZeni otpori promatranih otpornika (sloZeni kao uredeni
strogo rastuéi niz) 3 Q, 7 Q19 Q.

7. Zadani su kompleksni brojevi z, = —3-ii 2, zé-cis (%ﬂj Izradunajte (z1 - z2)™'2 i

zapiSite rezultat u eksponencijalnom obliku.

Naputak i_rjeSenje: Odmah je |z,|=(—/3)*+(-1)) =3+1=4=2, a iz jednadibe tg p=+3 i

¢injenice da tocka koja pripada broju z; leZi u tre¢em kvadrantu Gaussove ravnine slijedi ¢ = % -7 . Tako je

7
L
6

ajun

i T
z,=2-e iz,=—-e® ,pakona¢no imamo:

; S 2012 7 s O
(z .12)2012 - |:{2 . ei'ﬂ'”}(% . ei'ﬁ'”J:| = |:(2 . %) . el'[6I”+6I”):| _ (ei-2-7r)2[)12 _ (ei-())Z()IZ — 02012 _ ,i0

Napomena: Argument kompleksnoga broja uvijek mora pripadati intervalu [0, 2 - ). Ako to nije slucaj,
onda argument jednak ili ve¢i od 2 - @ treba podijeliti s 2 - T, te kao novi argument uzeti ostatak pri tom
dijeljenju. U ovome slucaju (2 - m) : (2 - @) =1 i ostatak 0, pa je argument broja e jednak 0, tj. vrijedi

i-2-7
127 = ¢"0 pa smo tu jednakosti iskoristili u pretpredzadnjem koraku racuna.

N | =

e
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poglavlje: FUNKCIJE
1. Zadana je funkcijaf: R — R, fix) =5 - x — 8. Rijesite jednadzbu f(x) :fl(x).
Rjesenje: Na vjeZbama smo pokazali (Primjer 3. u tocki 4.1.) da je svaka funkcijaf: R >R, fix)=a-x+b
bijekcija. Stoga sigurno postoji inverz f'. Zadatak ¢emo rijesiti tako da najprije odredimo propis inverza
zadane funkcije, a potom rijeSimo navedenu jednadzbu.

Korak 1. Odredimo inverz zadane funkcije. Najprije zapiSimo:

y=5-x-8.
Zamijenimo x i y, pa dobijemo:
x=5-y-8.
1z ove jednakosti izrazimo y:
x+8=5-y,
1
y= g (x+38).

Preostaje zamijeniti y s £ (x):

f'l(x)=%~(x+8).

Korak 2. U jednadzbi f(x) = f'(x) umjesto f(x) zapi§imo 5 - x — 8, a umjesto f'(x) zapi§imo é~(x+8).

Dobivamo jednadzbu:
5-x-8 —l~(x+8)
5 .

MnoZenjem te jednadZbe s 5 dobivamo:
25-x-40=x+38,
odnosno
24 - x=48,

a odavde je x = 2. Budu¢i da je skup R domena i funkcije f i funkcije £, x = 2 jest rjeSenje navedene
jednadZzbe.

Napomena: Da je npr. domena funkcije f bio segment [3, 4], x = 2 ne bi bilo rjeSenje zadane jednadZbe.
Naime, rjesenje jednadzbe u kojoj se pojavljuju funkcije uvijek mora pripadati domeni svake funkcije koja
se pojavljuje u jednadzbi, pa zbog toga na kraju zadatka uvijek valja provjeriti je li taj zahtjev ispunjen.

2. Zadana je funkcijaf: R > R, fix) =a - x + b, pri ¢emu su a = 0 i b realni parametri. Uz
koji uvjet na vrijednosti a i b jednadzba f(x) = f 1(x):
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a) ima jedinstveno rjeSenje (i koje je to rjesenje);
b) nema realnih rjesenja;
¢) ima beskonacno mnogo razli¢itih realnih rjeSenja?

Naputak i rezultat: Funkcija f je bijekcija i njezin je inverz (Primjer 3. iz tocke 4.1.)

o= l.x_é.
a a
Rjesavanjem jednadzbe f(x) = ' (x), odnosno jednadzbe
a-x+b=—-x— 2
a a
dobijemo
_=b-a-b
a-1"
odnosno
-b-(a+1)

X=——"".
(a-1)-(a+1)

Odatle slijedi da za a = —1 jednadZba f(x) = f'(x) ima beskona¢no mnogo razlicitih realnih rjefenja, za a = 1

Dakle,

ta jednadZba nema realnih rjeSenja, a za a € R\{-1, 1} jednadZba ima jedinstveno rjeSenje x = 1 b .
—a
odgovori na postavljena pitanja su redom:
b

a) a € R\{-1, 1}1iu tom slucaju rjesenje je x = ! ;
—-a

b) a=1;
¢) a=-1 (lako se provjeri da u tom slucaju za svaki x € R vrijedi jednakost f{x) = f ')).

3. Zadana je funkcija f: R — (1, +00), fix) = €' + 1. Odredite propis neparne funkcije g ako
je zadano:
D, =R\[-L1];
g(x) = f7'(x), za svaki x € (1,+o0).
Rjesenje: Najprije éemo odrediti propis funkcije £ postupkom opisanim u zadatcima 1. i 2.
Korak 1. ZapiSemo
y=¢e"+1.

Korak 2. Zamijenimo x i y u gornjoj jednakosti:
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x=e+1.

Korak 3. Iz dobivene jednakosti izrazimo y pomocu x:

x=e+1,
x—1=¢,
y=In(x-1).

Korak 4. Propis funkcije /' je
Fl=In(x-1.

Korak 5. Budu¢i da je nepoznata funkcija g definirana na skupu D, = R\ [-1, 1], tj. na skupu D, = (-o0, —1)
U (1, +00), preostaje nam odrediti propis funkcije g na skupu (-oo, —1). Naime, propis funkcije g na skupu

(1, +00) ve¢ znamo: on je jednak propisu funkcije £, tj. vrijedi:
g(x) =In(x - 1), za svaki x € (1, +00).
Da nema uvjeta koji kaze da g mora biti neparna funkcija, njezin propis na intervalu (oo, —1) mogli bismo

definirati bilo kojom formulom koja ima smisla za svaki x iz toga intervala. No, u ovom slucaju je, zbog
uvjeta da g mora biti neparna funkcija, ta formula jednoznacno odredena.

Koristimo osnovno svojstvo neparne funkcije:

g(—x) =—g(x), za svaki x € D,
kojega mnoZenjem s —1 mozemo napisati kao:

g(x) = —g(—x), za svaki x € D,.

Ovaj oblik omogucava nam iskazivanje algoritma za odredivanje nepoznatoga propisa koji vrijedi na

intervalu (oo, —1). On glasi:

Korak I. U propisu funkcije g na intervalu (1, +00) zamijeniti x s (—x).
Korak II. Rezultat dobiven u Koraku I. pomnoziti s (-1).

Korak III. UmnoZak dobiven u Koraku II. je traZeni propis funkcije g na intervalu (—oo, —1).

(Da smo zahtijevali da funkcija g bude parna, u gornjem algoritmu bismo izostavili Korak II. i rezultat bi bio

izraz dobiven u Koraku I. Algoritam vrijedi za bilo koji od sljedeéih parova intervala: {{a, b), (b, —a)}, {la,

b), (-b, —al}, {{a, b], [-b, —a)} i {[a, b], [-b, —al}, gdje su a, b € R U {-00, +00}, tj. za bilo koji par
intervala koji je simetri¢an s obzirom na nulu.)

U naSem slucaju odmah dobivamo:
g(x) = —In(=x - 1), za svaki x € (-0, —1).

Korak 6. Iz Koraka 5. slijedi da je traZeni propis funkcije g : R\[-1, 1] — R jednak
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In(x-1), zax>1;
g(x)=
—In(—x-1), zax<-1.

Graf funkcije g prikazan je na Slici 3. (Uo¢imo da je taj graf centralno simetrian s obzirom na ishodiSte
koordinatnoga sustava, Sto je jedno od osnovnih svojstava grafa bilo koje neparne realne funkcije.)

Slika 3.

Zadana je funkcija f: (-1, +o0) = R, f(x) = In(x + 1) — 1. Odredite propis parne funkcije
g 1 nacrtajte njezin graf ako je zadano:

D = R;

g(x)= f'(x), zasvaki xe [0, +oo).
Naputak i rezultat: Najprije odredimo propis funkcije £ ':

Ly=In(x+1)-1
ILx=In(y+1)-1

x+1=In(y+1)
y+1:ex+l
y:eerl_l

IOL ') = - 1.
Preostaje odrediti propis funkcije g na intervalu R \ [0, +00) = (o0, 0). Koristeci zahtjev da g mora biti
parna funkcija, algoritmom opisanim u rjeSenju 3. zadatka (bez Koraka IL, tj. jedino treba x zamijeniti s —x)
dobivamo:

g(x) ="'~ 1, za svaki x € (—o0, 0),
odnosno

g(x) = e — 1, za svaki x € (o0, 0).

Dakle, trazeni propis funkcije g je
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et =1, zax =0
gx)=9
e =1 zax<0.

Graf funkcije g prikazan je na Slici 4. (Uo¢imo da je graf funkcije g simetrican s obzirom na os Oy, tj. s
obzirom na os ordinatu, §to je jedno od osnovnih svojstava bilo koje parne realne funkcije.)

Slika 4.

5. Zadan je polinomp : R > R, p(x) =x* —x’ =2 - x* + 6 - x — 4. Ako je x = | + i jedno
rjeSenje jednadZbe p(x) = 0, odredite skup svih nultocaka zadanoga polinoma. Sve svoje
tvrdnje detaljno obrazloZite.

Rjesenje: Na predavanjima (tocka 4.2.) smo istakli sljedeci poucak:

Neka je p polinom ciji su koeficijenti realni brojevi. Ako je kompleksan broj z rjesenje jednadZbe p(x) = 0,

onda je i broj zrjesvenje iste jednadzbe.
U ovom slucaju znamo jedno rjeSenje jednadzbe p(x) = 0: to je x = 1 + i. Prema gornjem poucku, rjeSenje
iste jednadzbe je i kompleksan broj x=1-i.To znati da je polinom p(x) djeljiv s polinomom

p(x)=[x—A+D)] [x-1-D]=x"-2-x+2.

(Polinom p; moZemo odrediti i tako da — koriste¢i Vietéove formule — napiSemo kvadratnu jednadZbu ¢ija su
rjeSenja 1 +i1i 1 — i . Zbroj tih rjeSenja jednak je 2, a umnoZak 1% — i* = 1 — (~1) = 2, pa kvadratna jednadzba
glasi x* —2 - x + 2 = 0. Lijeva strana te jednadZbe je polinom p;(x) = x* — 2 - x + 2. Buduéi da je skup svih
rjeSenja jednadZbe p,(x) = 0 podskup skupa svih rjeSenja jednadZbe p(x) = 0, to upravo znaci da je polinom p
djeljiv s polinomom p;.)

Iz upravo navedene €injenice izravno slijedi da postoji polinom p, takav da je
P =D po.

Polinom p, odredit ¢emo tako da podijelimo polinom p s polinomom p;:
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(= -2 +6-x-4):(P-2-x+2)=xX"+x-2

& =2.8+2. 4

X —4-+6-x-4

£=2-+2-x

-2 P+4-x-4
-2 X+4-x-4
0

Dakle, p,(x) = x* + x — 2. Buduéi da polinom p; nema nultoéaka (jer su jedini kandidati za nultocke rjesenja
jednadzbe p;(x) =0, atosux; =1 +iix,=1—ikoji nisu realni brojevi), skup svih nultocaka polinoma p
jednak je skupu svih nulto¢aka polinoma p,. Njih ¢emo odrediti tako da rijeSimo jednadZbu p»(x) = 0 i
pogledamo samo ona njezina rjesenja koja su realni brojevi.

1z jednadzbe
Y+x-2=0
slijedi x; =21 x4 = 1. Ta dva rjeSenja su realni brojevi, pa zakljucujemo da je traZeni skup jednak
N(p) = {2, 1}.

Odredite sve nultocke polinomap :R > R, p(x) =p(x)=x*+4 - X’ -6- -4 -x—-5, pa
rastavite taj polinom na faktore.

Naputak i rezultat: Polinom p je polinom s cjelobrojnim koeficijentima kojemu je vodeéi koeficijent (tj.
koeficijent uz x*) jednak 1. Stoga su svi kandidati za nulto¢ke svi cjelobrojni djelitelji slobodnoga ¢lana toga
polinoma, odnosno svi cjelobrojni djelitelji broja —5. Ukupno su 4 takva djelitelja: -5, —1, 1 i 5. Izravnim
uvritavanjem se provjerava da je p(=5) = p(-1) = p(1) =01 p(5) = 960, pa slijedi da je skup svih nultocaka
polinoma p(x) jednak

N(p) ={-5,-1, 1}.
Stoga p moZemo zapisati u obliku:
p)=@+5)- (x+ 1D (x=1)-pi(x).

Polinom p;(x) odredit ¢emo tako da polinom p(x) podijelimo polinomom px(x) = (x +5) - (x + 1) - (x = 1),
odnosno polinomom py(x) = x> + 5 - x* — x — 5. Tim dijeljenjem se dobije pi(x) = x — 1. Stoga je traZeni
rastav jednak

p)=(x+5) - (x+1) (x= DA
Zadana je prava racionalna funkcija

x2=3-x+2
X=6-x>+8-x

fx)=

Odredite domenu, nultocke i polove zadane funkcije. Klasificirajte polove s obzirom na
red i uklonjivost, pa skicirajte kvalitativni graf zadane funkcije.

RjeSenje: Moramo rijesiti dvije algebarske jednadzbe:
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LX-3-x+2=0
ILS-6-2+8-x=0.

Jednadzba L. je kvadratna jednadZba. Njezinim rjeSavanjem dobijemo x; = 1, x, = 2.
Jednadzba II. je kubna jednadZba. Budu¢i da je slobodni ¢lan na lijevoj strani jednak nuli, iz svakoga od
¢lanova na toj strani jednadZbe moZemo izluciti x. Tako dobijemo jednadZbu:

x-(*-6-x+8)=0.

UmnoZak dvaju realnih brojeva jednak je nula ako i samo ako je bar jedan od njih jednak nuli. Stoga imamo
dvije mogucnosti:

a)x=0;

b) X~ 6-x+8=0.

Iz a) trivijalno slijedi x = 0, a rjeSavanjem kvadratne jednadZbe u mogucénosti b) dobijemo x; =21 x, = 4.
Prema tome, skup svih rjeSenja jednadZbe I. je N, = {1, 2}, a skup svih rjeSenja jednadZbe II. je N, = {0, 2,

4}. Sada moZemo prijeci na odredivanje traZenih skupova.

Domena funkcije f je skup koji se dobije kad se iz skupa R ,,izbace* nultocke nazivnika te funkcije. Stoga je
Dy =R\ N, =R\{0, 2, 4}. (Ovaj skup je najpodesnije zapisati u navedenom obliku, a ne npr. kao unija triju
intervalai sl.)

Skup svih nultocaka zadane funkcije jednak je skupu N\V,, tj. skupu svih realnih brojeva koji su nultocke
brojnika funkcije f, a nisu nultocke njezina nazivnika. O¢ito je N(f) = N,\N, = {1} jer je x = 2 nultocka i
brojnika i nazivnika funkcije f, pa ne moZe biti nultocka funkcije f. (Za x = 2 vrijednost funkcije f nije
definirana.)

Skup svih polova funkcije f jednak je skupu N,, tj. P(f) = N, = {0, 2, 4}. (Taj skup se uvijek podudara sa
skupom N,.) Klasificirajmo svaki pol s obzirom na red i uklonjivost. Znamo da kubna jednadZba, odnosno
jednadZba 3. stupnja uvijek ima tocno tri rjeSenja (koja opéenito pripadaju skupu kompleksnih brojeva C).
No, rjeSavajuci tu jednadZbu mi smo odredili sva tri rjeSenja: x; = 0, x, = 2 i x3 = 4, pa zakljuCujemo da se
svako od tih rjeSenja u ispisu svih rjeSenja javlja to¢no jednom. To znaci da se radi o polovima 1. reda ili
polovima reda 1. (Da se u ispisu svih rjeSenja npr. x; = 0 pojavio dva puta, taj pol bi bio pol 2. reda itd.)

Nadalje, neki pol je uklonjiv ako je ujedno i nultocka brojnika funkcije f i ako se u ispisu svih nultocaka
brojnika funkcije f pojavljuje tocno onoliko puta koliko se pojavljuje u ispisu svih nultocaka nazivnika
funkcije f. Budu¢i da je Ny N N, = {2}, jedini kandidat za uklonjiv pol je x = 2. Preostaje provjeriti da se u
ispisu svih rjeSenja jednadzbe L. x = 2 pojavljuje jednako mnogo puta kao i u ispisu svih rjeSenja jednadzbe
II. Lako vidimo da je ta tvrdnja tocna jer se x = 2 pojavljuje po jednom i u ispisu svih rjeSenja jednadzbe I. i
u ispisu svih rjeSenja jednadZzbe II. Stoga zakljucujemo:

x =2 je uklonjiv pol 1. reda, a x= 01 x =4 su neuklonjivi polovi 1. reda.

Preostaje skicirati kvalitativni graf zadane funkcije. U to¢kama x = 0, x = 2 i x = 4 povucemo pravce

usporedne s osi ordinata (tj. s osi Oy). Potom gledamo funkciju na intervalima (—oo, 0), (0, 2), (2, 4) i

(4, +00). (U svakom tom intervalu odaberemo dvije-tri tocke i izraunamo vrijednost funkcije f u tim
to¢kama.) Dobivamo graf prikazan na Slici 5. (Crveno oznaceni pravci su praveix=0,x=21ix=4.)
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8. Zadana je prava racionalna funkcija

x*=2-x-3

X =3-x"—x+3’

f(x)=

Odredite domenu, nultocke i polove zadane funkcije. Klasificirajte polove s obzirom na
red i uklonjivost, pa skicirajte kvalitativni graf zadane funkcije.

Naputak i rezultat: Nultocke nazivnika zadane funkcije odredujemo rjesavajuéi jednadzbu x’ — 3 - x* — x +
+ 3 = 0. Tu jednadbu moZemo rijeiti kao jednadzbu u zadatku 6., ali brze je izlu¢iti x* iz prvih dvaju
Clanova, a (-1) iz treega i Cetvrtoga ¢lana. Tako dobijemo:

X (@x=3)+ (=D (x=-3)=0,
odnosno
(=3)-(*-1)=0.
Stoga su sva rjeSenja navedene jednadZbe x; = —1, x, = 1 ix3 = 3. Odatle zakljucujemo:

— domena zadane funkcije je skup Dy = R\{-1, 1, 3};
- zadana funkcija nema nulto¢aka (jedini kandidati za nulto¢ke su realna rjesenja jednadzbe x* — 2 - x

—-3=0,t.x =-11x,=3, ali ti brojevi su ujedno i nultocke nazivnika, pa ne mogu biti i nultocke
zadane funkcije);

—  skup svih polova zadane funkcije je P(f) = {—1, 1, 3}. Sva tri pola su 1. reda, a jedino pol x = 3 nije
uklonjiv.

Graf zadane funkcije prikazan je na Slici 6.
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1

Slika 6.
9. Zadana je prava racionalna funkcija
4-x*+4-x-3
)=—p——.
AL X =3 x+2

Odredite domenu, nultocke i polove zadane funkcije. Klasificirajte polove s obzirom na
red i uklonjivost, pa skicirajte kvalitativni graf zadane funkcije.

Naputak i rezultat: Rjesavanjem jednadzbe 4 - x* + 4 - x — 3 = 0 dobijemo X, = —é, X, = 1 . Jednadzbu x* —

— 3 - x4+ 2 =0 rjeSavamo tako da najprije ispiSemo sve djelitelje broja 2. To su -2, —1, 1 i 2. Izravnim
uvrStavanjem u jednadzbu provjeravamo da su x; = -2 i x, = 1 sva rjeSenja navedene jednadzbe, pa je
potrebno utvrditi koje od njih se pojavljuje dva puta. Naime, ako kubna jednadzba s cjelobrojnim
koeficijentima ima dva cjelobrojna rjeSenja, onda je i tre¢e njezino rjeSenje cijeli broj. U ovom slucaju to
mora biti jedan od brojeva -2 i 1. Podijelimo li polinome x* — 3 - x + 2 i x + 2, dobit ¢emo koli¢nik x* -2 - x
+ 11 ostatak 0, pa vrijedi jednakost

X3 x+2=(x+2)- P -2-x+1),
odnosno, zbog P2 x+1= (x— 1)2,
X=3 x+2=x+2) - (x=1)>~
Prema tome, x, = 1 je dvostruko rjesenje jednadzbe x’ — 3 - x + 2 = 0, tj. sva rjeSenja te jednadzbe su x, = -2,

Xop=X3 = 1.

il

Domena zadane funkcije je skup Dy = R\{-2, 1}, skup svih nultocaka je N; = {—% l} , a skup svih polova

P; = {-2, 1}. Oba pola su neuklonjiva. Prvi pol (-2) je reda 1, a drugi (1) je reda 2. Graf zadane funkcije
prikazan je na Slici 7.
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Slika 7.
10. Zadana je prava racionalna funkcija
2-x7—x—1
X)=——7—.
J) X =3-x"+4

Odredite domenu, nultocke i polove zadane funkcije. Klasificirajte polove s obzirom na
red i uklonjivost, pa skicirajte kvalitativni graf zadane funkcije.

Naputak i rezultat: Rjesavanjem jednadzbe 2 - x* — x — 1 = 0 dobijemo X, =—%, x, =1. JednadZbu X -
-3 - x> + 4 = 0 rjeSavamo tako da najprije ispiSemo sve djelitelje broja 24. To su —4, -2, —1, 1, 21 4.
Izravnim uvrstavanjem u jednadZbu provjeravamo da su x; = —1 i x, = 2 sva rjeSenja navedene jednadZbe, pa
je potrebno utvrditi koje od njih se pojavljuje dva puta. U ovom slucaju to mora biti jedan od brojeva —1 1 2.

Podijelimo li polinome x> — 3 - x* + 4 i x + 1, dobit ¢emo koli¢nik x* — 4 - x + 4 i ostatak 0, pa vrijedi
jednakost

X3 +4=(x+1)- (P-4 -x+4),
odnosno, zbog identiteta P-4 x+4= (x—2)2,
-3 P+d=(x+1)- x-2>~

Prema tome, x, = 2 je dvostruko rjeSenje jednadzbe x* — 3 - x* + 4 = 0, tj. sva rjefenja te jednadzbe su
X1 =—1,X2=X3=2.

Domena zadane funkcije je skup D, = R\{-1, 2}, skup svih nulto¢aka je N; = {—%,l} , a skup svih polova

P; = {-1, 2}. Oba pola su neuklonjiva. Prvi pol (-1) je reda 1, a drugi (2) je reda 2. Graf zadane funkcije
prikazan je na Slici 8.
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Slika 8.

11. Zadana je neprava racionalna funkcija
3
x=3-x=-2
X)=————
f) 2-x* =2

Odredite domenu, nultocke i polove zadane funkcije. Klasificirajte polove s obzirom na
red i uklonjivost, pa skicirajte kvalitativni graf zadane funkcije.

Naputak i rezultat: RjeSavanjem jednadzbe x’ — 3 - x — 2 = 0 dobije se x; = x = -1, x3 = 2, a rjeSavanjem
jednadZbe 2 - x* — 2 = 0 dobije se x; =—1, x, = 1. Domena zadane funkcije je skup Dy = R\{-1, 1}, skup svih
nultoc¢aka je Ny = {2}, a skup svih polova Py = {-1, 1}. Prvi pol (1) je reda 1 i uklonjiv je, a drugi (1) je
reda 1 i neuklonjiv je. Graf zadane funkcije prikazan je na Slici 9.

12. Zadana je racionalna funkcija

Odredite domenu, nultocke i polove zadane funkcije. Klasificirajte polove s obzirom na
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red i uklonjivost, pa skicirajte kvalitativni graf zadane funkcije.

Naputak i rezultat: Rje$avanjem jednadzbe x* + 3 - x* — 4 = 0 dobije se x; = x, =2, x3 = 1, a rjeSavanjem
jednadzbe 2 - x* — 8 = 0 dobije se x; =—2, x, = 2. Domena zadane funkcije je skup Dy = R\{-2, 2}, skup svih
nultocaka je Ny = {1}, a skup svih polova P; = {-2, 2}. Prvi pol (-2) je reda 1 i uklonjiv je, a drugi (2) je
reda 1 i neuklonjiv je. Graf zadane funkcije prikazan je na Slici 10.
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Slika 10.

13. Odredite amplitudu, kruZnu frekvenciju, fazni pomak, temeljni period i najmanju
pozitivnu nultocku harmonijske funkcije f : R — R definirane formulom

g xa 37
f(x)—s1n[x+ 1 j

Rjesenje: Op¢i oblik harmonijske funkcije je
f(x)=A-sin(w x+¢),

gdje su A amplituda, ® kruZna frekvencija i ¢ fazni pomak. Pritom nuZno vrijede nejednakosti A, ® > 0, tj.
amplituda i kruZna frekvencija nuZno moraju biti strogo pozitivni realni brojevi. Takoder, uvijek se moZe
postic¢i da za fazni pomak vrijedi nejednakost ¢ € (-7, ). U naSem slu¢aju odmah ,,o¢itamo“A=w=1, ¢ =

= % . Temeljni period P harmonijske funkcije f jednak je

2.

P=—:.
[

UvrStavanjem o = 1 dobivamo P =2 - T, i to je temeljni period zadane funkcije.

Graf zadane funkcije nacrtat ¢emo koriste¢i ukupno sedam karakteristicnih tocaka. Najprije ¢emo na osi
apscisa nacrtati pet toaka: Ty, T}, T, T51 Ty ¢ije su koordinate definirane formulom:

n=(-5e 0] misoaas
o 4
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Tako redom imamo:

s s
1= -4 227 =(—3'—”,0); 1= -4 +L127 =(—f,0),
1 4 4 1 4 4
sx £
1= -4+ 222 =(f,oj, (S R E S =(3—”,oj,
1 4 4 1 4 4
e
T, = _i+4 2 ”’0 = 5_”’0
1 4 4

Stoga je najmanja pozitivna nultocka zadane funkcije xo = % .

Graf funkcije f prolazit ¢e toc¢kama Ty, T, 1 T4. JoS dvije tocke toga grafa su tzv. ekstremalne tocke, tj. tocke
u kojima funkcija poprima najmanju ili najvecu vrijednost. U naSem slucaju to su tocke T5 i Ty Cije su
apscise redom jednake apscisama tocaka T i T3, a ordinate redom A i —A. Stoga je:

V4 3-
T5 =(-Z,lj, T() Z(T,—lj.

Graf zadane funkcije prikazan je na Slici 11.
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14. Odredite amplitudu, kruZnu frekvenciju, fazni pomak, temeljni period i najmanju
pozitivnu nultocku harmonijske funkcije f : R — R definirane formulom

f(x)z—sin(x+5T”J.

Naputak i rjeSenje: Amplituda i kruZna frekvencija svake harmonijske funkcije nuZno moraju biti strogo
pozitivni realni brojevi, dok fazni pomak treba biti iz intervala (—m, w). Stoga ¢emo primijeniti identitete
(koji vrijede za svaki x € R):

sin(—x) = —sin x,
sin x = sin(T — x),
sin x = sin(x — 2 - ) = sin (x + 2 - 7).

Tako polaznu funkciju transformiramo na sljede¢i nacin:

. ( 5~7r) . [ ( 5~7£ﬂ ) { [ ( 5~7£ﬂ} ) ( 5~7r)
f(x)==sin| x+—— |=sin| —| x+—— | |=sinq 7 —| —=| x+—— || =sin| T+x+— |=
6 6 6 6
. [ 11~7r) . [ 11-7 ) . ( 7:)
=sin| x+ =sin| x+———2-7 |=sin| x——
6 6 6

Odatle oc¢itamo A = 1, @ = 11 ¢ = —%. Temeljni period funkcije f jednak je P = 2 - m. Sedam

karakteristi¢nih to¢aka su redom:

e DI INCICS)

Stoga je najmanja pozitivna nultocka xy = % . Graf zadane funkcije prikazan je na Slici 12.

To T1

Slika 12.
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15. Odredite amplitudu, kruZnu frekvenciju, fazni pomak, temeljni period i najmanju
pozitivnu nultocku harmonijske funkcije f : R — R definirane formulom

—gin3. 42T
f(x)—sm[3 X 1 j

Naputak i rjeSenje: 1z oblika zadane funkcije ofitamo: A =1, =31 ¢ = —3;7” . Temeljni period funkcije f

jednak je P = ZT” . Sedam karakteristi¢nih to¢aka su redom:

V.4 5z T 3.7 5z . T
7,=(Z0] 1,=[2Z 0|, ,=(1,0), 1, =| =Z,0|, T,=| ZZ 0|, 1, =[ 2Z 1| i1, =| =Z 1
"(4)1[12j2()3(12)“[4js[lz]l“(lzJ

Najmanja pozitivna nultocka znosi x, = % . Graf zadane funkcije prikazan je na Slici 13..

To/ T Ti T,/

g

Slika 13.

16. Odredite amplitudu, kruZnu frekvenciju, fazni pomak, temeljni period i najmanju
pozitivnu nultocku harmonijske funkcije f : R — R definirane formulom

4.7

f(.X) = —sin(Z-x+Tj .

Naputak i rjeSenje: Primjenom identiteta iz Zadatka 14. zadanu funkciju najprije prevedemo u oblik

fx)= sin(Z . x+§) , paodatle o¢itamo: A =1, w=2i ¢ = % . Temeljni period funkcije f jednak je P=T7 .

Sedam karakteristi¢nih tocaka su redom:
n=(-Z0|n=[Z0| n=[Z0| 5= 20| n=[2F 0| 5= Za]ir,=[ L2
6 12 3 12 6 12 12
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Najmanja pozitivna nultocka znosi xy = % . Graf zadane funkcije prikazan je na Slici 14.

T T
En En

Slika 14.

17. Odredite amplitudu, kruZnu frekvenciju, fazni pomak, temeljni period i najmanju
pozitivnu nultocku harmonijske funkcije f : R — R definirane formulom

f(x)zZ-sin(%—%j.

i@ —% . Temeljni period funkcije f

N | =

Naputak i rjeSenje: 1z oblika zadane funkcije ocitamo: A =1, ® =

jednak je P =4 - m. Sedam karakteristi¢nih tocaka su redom:

z,=(5,0j, T Z(Lff,o} 7 Z(Lff,o} TB:(IOJ,O} EZ(BJ,O} T Z[Lff,z) in:(IOJ,_Zj
3 3 3 3 3 3 3

Najmanja pozitivna nultocka znosi x; = % . Graf zadane funkcije prikazan je na Slici 15.

=
i
s

Slika 15.
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18. Odredite amplitudu, kruZnu frekvenciju, fazni pomak, temeljni period i najmanju
pozitivnu nultocku harmonijske funkcije f : R — R definirane formulom

f(x)z(—3)-sin(x;”j.

Naputak i rjeSenje: Zadanu funkciju najprije transformiramo analogno u Zadatcima 14. i 16, pa dobivamo

f(x)=3~sin(x_§'”)=3~sin(%~x—%~7£), te ofitamo: A = 3, o = % ig= —%ﬂ. Temeljni period

funkcije f jednak je P =6 - @ . Najmanja pozitivna nulto¢ka znosi xo = 2 - 7. Graf zadane funkcije prikazan je
na Slici 16.

Slika 16.

19. Odredite superpoziciju harmonijskih gibanja zadanih jednadZzbama
. 3z . . 4
fi(#)=2-sin I—T 1 f,(t)=sin H_Z .

1 nacrtajte njezin graf.

Rjesenje: Oba harmonijska gibanja imaju istu kruznu frekvenciju: w = 1. Stoga ¢e i njihova superpozicija
imati tu istu kruznu frekvenciju, dakle w = 1. Preostaje odrediti amplitudu i fazni pomak superpozicije.

Korak 1. Ocitamo amplitude i fazne pomake zadanih harmonijskih gibanja. Amplituda je realan broj koji
mnoZi izraz sin(...), a fazni pomak (iskazan u radijanima) je slobodni ¢lan u izrazu pod funkcijom sinus.
Stoga odmah imamo:

3.7 V4
A =209 =—— AL e=y

Korak 2. Nepoznatu amplitudu A i nepoznati fazni pomak ¢ odredujemo iz sljede¢ih dviju jednakosti:
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|A|:\/A12+A22+2'A1 'A2~COS(¢1—¢2)

A sing + A, -sing,
A -cos@ + A, -cos,

Q= arctg[

Pritom predznak velicine A odgovara predznaku izraza A, - cos@; + A, - cos@,. Ako je taj predznak
negativan, moramo provesti transformacije analogne onima u Zadatcima 14., 16. i 18. tako da amplituda
bude strogo pozitivan realan broj.

UvrStavanjem ocitanih podataka dobivamo:

|A|:\/22+12+2~2~1~cos(—%~7£—%) :\/4+1+2~2~1~cos(—7£) =Ja+1-4=41=1

V2) A2
2~sin(—%7£)+l~sinz 2'[—2 +1'7 ”
@ =arctg =arctg| ———<%—— |=arctg 1 =—
2~cos(—§~7£)+l~cos— 2. _Q +1.Q 4

4 4 2 2

Uocimo da je predznak izraza A; - cos@Q; + A, - cos@, negativan (jer je vrijednost toga izraza —72 ), pa

privremeno uzimamo A = —1. Dakle, superpozicija zadanih harmonijskih gibanja je
@) =i+ f,@)= —sin(t + %) = (analogno kao u Zadatcima 14.,16.1 18) = sin(t - % . 75) .

Korak 3. Nacrtajmo sada graf dobivenoga harmonijskoga gibanja. Amplituda dobivenoga gibanjaje A =1,
pa ¢e graf biti omeden pravcima y = —1 i y = 1. KruZna frekvencija dobivenoga gibanja je w = 1, pa je
pripadni temeljni period

p=22=2"_9.1.

2.t 21w
@ 1

Najprije ¢emo nacrtati jedan val traZene sinusoide. Za k =0, 1, 2, 3, 4 konstruiramo tocke
P
T, = (—£+k~—,0j.
a) 4
U naSem slucaju je:

_7.”
T =l -4 k27 ol=(3 24k F 0], ak=0.1.2.3 4
1 4 4 2

Stoga je:
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]';) :(E.”+O.Z’OJ:(§.”’OJ;
4 2 4

~
1
3
+
N
°
1
VR
ERY)
N
o
\__/

3
I

I=)
N——
1]
TN T
Ao A
NN
NN

~
I
Alw Blw Al B|lw

3
I

N
+
e )
RN RN N
(e}
N——
I

Graf funkcije prolazi tockama Ty, B = (4

%)
N
—
=
a
I

w4 w2 4 n Sm4 32 7 2 o4 SM2

Slika 17.

20. Odredite superpoziciju harmonijskih gibanja zadanih jednadZbama

ﬁ(t):3-sin(t+ZTﬂJ i fz(t)=2-sin(t—%J.

1 nacrtajte njezin graf.

Naputak i rezultat: 1z zadanih podataka slijedi

2.7 . T
A1:3’(/’1:T’A2:21(/’2:—§
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1z jednakosti

|A|:\/A12+A22+2~A1~A2-COS((/’1_¢’2)

¢ = arctg A -sing, + A, -sin@,
A -cos@ + A, -cos@,

dobivase A=1, p= TZ , pa je traZena superpozicija

0= f.(O+ £, @) =sin(z+2'7”j.

Njezin je temeljni period P = 2 - m. Karakteristi¢ne tocke su

. . ) 4.
]102(_2_”’0)’ nz(_z’oj’ Tzz(z’())’ ]?’:[S_ﬂ.’oj Hh z[_ﬂ.’o]
3 6 3 6 3
.. S 4 5. . ..
Graf funkcije f; prolazi tockama T, B = —g,l , T, D= T,l iT,. On je prikazan na Slici 18.

.
v

(pi6.1)

Slika 18.
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Granicne vrijednosti (limesi)

24n’ +1-3-\n
4-\/n2+n+1+«/2-n

Rjesenje: Svaki ¢lan brojnika i nazivnika dijelimo s drugim korijenom iz najvece potencije varijable n koja
se javlja u radikandima (izrazima pod korijenom). U prvom i tre¢em korijenu ta je potencija n”, a u drugom i

1. IzraCunajte graniCnu vrijednost (limes) niza Ciji je op¢i ¢lan a,

etvrtom korijenu ta je potencija n. Stoga svaki ¢lan u brojniku i nazivniku dijelimo s +/n* i koristimo

. » . e .. . . ..a_ .. b . .
pravila za raCunanje s grani¢nim vrijednostima, te jednakosti lim —= lim — =0 (za bilo koje realne

n—+e p n—+e p

brojeve a i b). Dobivamo redom:

24 +1-3n 21 /_
' 2 [

lim a, = lim 2 n+—3\/— = lim n’ = lim n’

note note . \/n +n+1+\/ﬁ ot g \/n +n+1+\/ﬁ "”+”°4.\/n +n+1

, 7_3 f / +7_ \/7 \/lim (1+12)—3~\/lim1

= lim z L=
\/++1+ ,2 2" 4. \/1+ ++\f 4. \/lim (1+1+i2)+ lim 2
n n n n n n—>+eo n n n—+eo

P

2.1+0-3:10 _2_1
T 411010440 4 2

2. IzracCunajte grani¢nu vrijednost (limes) niza ¢iji je op¢i Clan

4-%/8-n2—n+1—%/n2+n+1
2-3/27-n2+34-n+7 +3/n2+n .

n

11 11
.§/8—2+?—§/1+;+? 4.3820+0-1+0+0 4.2-1
Naputak i rezultat: lim a, = lim = 7 %/_ :2 3 1:
n—+oo n—+oo . -3+
2\/27+g+7 \/1+1 2:327+0+0+3/1+0
n

n n

3n

2 )2
3. lIzraCunajte grani¢nu vrijednost (limes) niza €iji je op¢i ¢lan a, = [1+3—j .
‘n

o e . - a' . .. .
Rjesenje: Koristit ¢emo ¢injenicu da je lim (1 +—J = ¢“, za bilo koji realan broj a. Imamo:
n

n—>+eo
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3 3
o 2 no 2 no 3
) ) 2 Y2 ) 2 ) 2\2 23
lim g, = lim (1+—j = lim || 1+ =| lim|1+3 2[63) =e?2=¢ =e¢
n—>+oo n—>+oo 3 -n n—>+oo n n—>+oo n
2
. s . . el o 3 )3
4. lIzraCunajte grani¢nu vrijednost (limes) niza €iji je op¢i €¢lan a, = 1—4—
‘n
RjeSenje: Postupkom opisanim u prethodnom zadatku dobivamo:
2 2
o 3 no3 3 no3 2
3 - - 3\ 1 1 1
lim a, = lim (1—1) = tim || 1+—%| | =| lim | 1+—2 [w) zez——lz—zﬁ.
n—>+oo n—>+oo 4-n n—>+oo n Nn—>+oo n ei \/z e
S.

. . . . SRV . 2:In2)2
Izracunajte grani¢nu vrijednost (limes) niza ¢iji je op¢i ¢lan a, =| 1+ .
n

Rjesenje: Koristit ¢emo jednakosti

b~lna=1n(a”),zasvakia>0ia¢1,

In .
e"" =x, za svaki x > 0.

Dobivamo:

In2)s In2Y TP 1
lim a, = lim (1+2 1“2)2 - lim KHwJ } (e =em =2
n—>+oo n—>+oo n n—>+oo

n

6. IzraCunajte grani¢nu vrijednost (limes) niza €iji je op¢i ¢lan a, = 3
1
3-m3)" 3-n3Y"
Riesenje: lim a, = lim || 1+—3 =| lim | 1+—8 )
n—+oo n—+oo n n—>+oo n
7.

Izradunajte grani¢nu vrijednost (limes) niza &iji je opéi €lan a, =n> +n+1-n.
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Naputak i rjeSenje: ZapiSimo izraz za a, u obliku razlomka ¢iji brojnik ne sadrZi korijen (tj.
,racionalizirajmo® brojnik):

(Vo wm T =) (o e )

1~(\/n2+n+l+n) _\/n2+n+l+n _\/n2+n+l+n.

_(n2+n+l)—n2_ n+1

n

Dijeljenjem brojnika i nazivnika s n (analogno kao u zadatcima 1. i 2) dobijemo:

1

1+—
P R—
/1+1+L2+1
n o n
Stoga je
. 140 1
lim a —.

e 1404041 2

8. IzraCunajte grani¢nu vrijednost niza €iji je op¢i Clan a, =4+ n—n+1-2-+n*+1.

Naputak i rezultat: Imamo redom:

(Vart—n+1-2dw 1) (Vo —ns 142 +1) (o —nt )i (2 41) s

a =

n

l-(\/4-n2—n+l+2-\/n2+l) Vi onr142 41 A a2 41

Dijeljenjem brojnika i nazivnika s n dobijemo:

4.2
a,= L >
I
n n n
pa odatle lagano slijedi lim a, = —1-0 :_1_
e J4—0+0+241+0 4
: . .. e 2-3-n . . ..
9. Niz (a,) zadan je svojim op¢im Clanom a, :2—3. IzraCunajte grani¢nu vrijednost
‘n+

(limes) L toga niza, pa odredite najmanji prirodan broj n takav da je la, — LI < 0.0001.

RjeSenje: Najprije imamo:

23
L:hmaﬂ:ﬁmz_3'”=ﬁmn_3zﬁz_§_
" ne).p 43 n 4> 240 2
n
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Nadalje je:
B |_|2 3n,3 [2:2-3m)+3-2-n+3)| [4-6-n+6-n+9| | 13 | [13 13
|2-n+3 2_| 2-(2-n+3) | 4n+6 | |4-n+ -

6| [a-n+d 4n+6’

jerje4 - n+ 6> 0 zasvaki neN, pa primjena funkcije apsolutne vrijednosti ne mijenja predznak toga izraza
Tako dobivamo nejednadzbu:

13
4-n+

<0.0001.

" .. 4-n+6
Pomnozimo 1i je s
0.0001

(prema gornjoj primjedbi, taj izraz je strogo pozitivan jer su mu i brojnik i

nazivnik strogo pozitivni realni brojevi, pa se mnoZenjem cijele nejednadZbe navedenim izrazom znak
nejednakosti nece promijeniti), dobit ¢emo nejednadzbu

———<4-n+6.
0.0001

Odavde slijedi n > 32498.5. Stoga je traZeni broj jednak n,,;, = 32499

. . . . ‘n+1
10. Niz (a,) zadan je svojim opéim Clanom a = Ml

i Izracunajte grani¢nu vrijednost
— . n
(limes) L toga niza, pa odredite najmanji prirodan broj n takav da je la,

— LI <0.0001.
1
3+—
Naputak i rezultat: L = lim g, = lim 3ntl = lim n— 3+0 ——E . Nadalje je:
n—>+oo I H+ml_4 0-4 4
n
. 7
an—L|=|3"+l+§=| 7 | ] _ 7 7
[1-4-n

|4-16-n| [4-16-n] —(4-16-n) 16-n—4
jer za svaki neN vrijedi nejednakost 4 — 16

n < 0, pa primjena funkcije apsolutne vrijednosti mijenja
predznak toga izraza. Stoga iz nejednadzbe

<0.0001
16-n—4

slijedi n > 4375.25, pa je traZeni broj jednak n,,, = 4376.
2-cosx Y
11. Izracunajte grani¢nu vrijednost hm —_—
Hf 3-r—2-x

Rjesenje: UvrStenjem x

. .. .. . 0
u izraz ¢iju grani¢nu vrijednost traZimo dobit ¢emo razlomak — koji nije
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definiran. Niti jedan od izraza u brojniku i nazivniku nije moguce rastaviti na jednostavnije izraze radi
eventualnoga kracenja razlomka. Stoga uvodimo zamjenu:

3-r
t=x—-——.

2

. 3z L .
Ocito kad x — — onda t — 0. Iz navedene zamjene izrazimo varijablu x:

Primjenom formula

cos(oL + fB) = cos o - cos B —sin o - sin B,
sin(a-x) _a

lim — (zab#0),
5 )

=0 h.x

lim[ £ (0] = [hin f(x)T , 7a bilo koji realan broj ¢ € R,

dobivamo da je traZena grani¢na vrijednost jednaka:

2 2
2.¢cos [+3l 2-| cost-cos 3—” —sint-sin 3—” L, . 2
. 2 . 2 2 . 2-sint . sint
lim = =| lim ={lim| —— || =
3 -0 3.-r=2t=3-1w =0 —D.t -0 t

HO 3~7r—2~(r+—)
2

=(-1)"=1.

2
12. Izracunajte grani¢nu vrijednost lin}K?"Tﬂ— 3.xj -tg(3- x)} .

x—>=
2
Rjesenje: Koristenjem adicijskih formula za funkcije sinus i kosinus, te formula:
. 3. . 3. . (37 .
sin x+7 =sin x - cOS T +cos x-sin T =sinx-0+cosx-(—1)=—cosx;
3.z 3-r . . (3.7 . .
cos x+7 =CO0S X-COS T —sin x-sin T =cosx-0—sinx-(—1)=sinx;
1m,b+x =é (zaa#0).
=0gin(a-x) a

dobivamo redom:
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T
f=x——
2

(37 C oz T | A .52—
TR - Y S

2
t—>0kadx—>%

sin[3~(l+”ﬂ sin(3~l+3'—”)
(3'” 3'”)~—2 =lim| (=3-1)-

cos[3~(l+”ﬂ o cos(3~t+3l) .
2 2

2 2 2 2
=lim _3—'t~cos(3~t) =<lim _3't -cos(3-¢) |y =|lim _3't -limcos(3-1) =(§~l) =1.
=0 sin(3-¢) =0 sin(3-1) =0 gin(3-¢) =0 3

27 3427

=lim[(—3.z).—_s(i:§(séi')[)} _

3
13. Izraunajte grani¢nu vrijednost hnll[Lxl_zj .
Pl x —_—

Rjesenje: Racionalizacijom brojnika razlomka pod grani¢nom vrijednosti dobivamo:

lim[MI:[hmz'\/}_zj:{nm[z'\/;_z 2.\/;+2H3:[th]3:

i x—1 > x—1 = x-1 2.4/x+2 Hl(x—l)-(Z-\/;+2)

i 4 G-D i 2 (2 3:
_ll“l(x—l)~2~(x/§+1)] [Ll(\/}ﬂ)] (ﬁH} :

%/;+1J_1.

x——1

14. Izracunajte grani¢nu vrijednost lim
2-x+2

RjesSenje: Koristimo formulu za zbroj kubova a@+b=(a+b) (@®-a-b+b*. Dobivamo:

lim

[\3/;+1J_1 . (2.x+2j | 2-(x+D (\B/XT—\B/;+1) . 2-(x+1).(\3/x72_\3/;+1)
= l11um _

o1 2. x 42 Yx +1 Pty (\3/;_’_1) (\3/?_\3/;_’_1) ZIXIE} (\3/;)34_13
:lim2.(x+l).(\3/f_\3/;+l):lim[Z-(%/xT—%/;Hﬂ:2-(@—\3/—_1+1):2-(1+1+1)=6
x>l X x—-1

15. IzraCunajte grani¢nu vrijednost lin}
x—>

Rjesenje: Najprije zamijenimo ¢ = x — 4. O¢ito kad x — 4, onda t — 0. Iz navedene zamjene je x = ¢ + 4, pa
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uvritavanjem u izraz pod grani¢nom vrijednosti i racionalizacijom brojnika dobivenoga razlomka dobivamo
redom:

m\/{ 4-1+4-8 } 1imJ—4'm"8:nm [4'm‘8j.(4'm+8) _

sin[(r+4)—4] sint -0 sint (4~«/t+4+8) -

2
_ (4-r+a) -4 . 161+ 64 — 64 . 161
=1lim =lim =lim =

U sing)-(4-Ve+a+8) | 20| sine)-(4-r+4+8) | 0| sing)-(4-Vr+4+38)

= [lim r. 16 \/hm; -lim \/1~ 16 —\/ 16 _ E—
=01 (sin?) (4-\/t+4+8) =0 sint HO4«/:+ 4+8 4.Jo+4+8 V4248 Vie

2
16. IzraCunajte grani¢nu vrijednost limgfM .
X7 1+cosx

RjesSenje: Zamijenimo ¢ = x — 7. OCito kad x — m, onda t — 0. Iz te zamjene izrazimo x: x = ¢ + T. Tako
dobivamo:

lim

X7

i/(2~7z—2~x) :hn(}J[zvz—z.(tm)] :hmi/ [2:7-21-27)

1+cosx 1+4cos(t+7) =0 \[1+ (cost-cos T —sint-sinx)

. (=2-1)? . 4.1 . 4.7
=1lim3 - =lim3 =3/lim
=0\ 1+cost-(—1)—sinz-0 =0 \1—cost 0| 1—cost

IzraCunajmo zasebno granic¢nu vrijednost pod tre¢im korijenom. Brojnik i nazivnik razlomka pod grani¢nom
vrijednosti pomnozimo s (1 + cos t). Dobivamo:

. 4.7 1+cost . |42 -(Q+cost)| . [4-r"-(I+cost)| .. [4-t-t-(1+cost)
lim . =lim > =lim — =lim| ————= |=
=01\ 1—cost 1+cost =0 1—cos™t =0 sin” ¢ =0 sint-sint

—11m{4 BLENE (1+cost)} (1irr()14)~(lim;) (lnn;j [l1m(1+cost)} 4-1-1-(1+1) =8

=0 sint sint =0 s1n ¢t =0 s1n ¢t

pri ¢emu smo ponovno koristili jednakost l1mb+x =1 (za a # 0). Stoga je zadana grani¢na vrijednost

x=0 gin(a - x)
jednaka 3 11rn[ j dé=2.
=0\ 1—cost
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poglavlje: NEPREKIDNOST REALNE FUNKCIJE JEDNE REALNE
VARIJABLE

1. Odredite realne brojeve a, b € R tako da realna funkcija

In(—x)
x+1
f(x)=<3a-x+b, za —1<x<1;

e -1

x—1

,zax<-—l1;

,zax>1;

bude neprekidna na cijelom skupu R. (Ne trebate provjeravati je li skup R domena
funkcije f(x).)

Rjesenje: Ovaj zadatak najlakSe je rijeSiti uz pomo¢ grafickoga prikaza funkcije f(x). Kad bismo crtali graf

funkcije f(x), najprije bismo ga nacrtali na intervalu (—oo, —1). Na tom je intervalu funkcija f(x) definirana

propisom f(x)= In(-x)
x+1

vrijednosti f(x), ucrtavali dobivene parove (x, f(x)) u pravokutni koordinatni sustav u ravnini, te ih pospajali
jednom krivuljom. Takvim crtanjem priblizili bismo se s lijeve strane tocki ¢ija je prva koordinata —1, a
druga koordinata

, pa bismo odabirali npr. x = -5, x = -4, x = -3 itd., izraCunavali pripadne

linll f)= linll ln(_—,;) = (ovaj limes je oblika %, pa smijemo primijeniti L'Hospitalovo pravilo) =
x—-=l1- === x4
1 1
——0 —— (D)
In(—x)|' - -
=limM:Iim( x) = lim &Y TP S S
x——1- (X + 1) ! x——1- 1+0 x——1- 1 --1-x =]

Dakle, s lijeve strane bismo se pribliZili tocki T; = (-1, —1). Budu¢i da funkcija mora biti neprekidna, ovaj
zakljucak povlaci da mora vrijediti jednakost

1 =fi-1).

Medutim, iz propisa kojim je definirana funkcija f slijedi

feD=a- (=) +b,

odnosno
f(=1)=-a+b.
Tako smo dobili dvije jednakosti:
-1=f-1)
D =-a+b
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Odatle slijedi:
—a+b=-1.

Potpuno analogno zaklju¢ivanje provodimo i za drugu ,kriticnu* tocku, tj. za ¢ = 1. Kad bismo se tocki 1
pribliZzavali zdesna (tj. krecuéi se od broja 2 nalijevo), graf funkcije f(x) priblizavao bi se tocki ¢ija je prva
koordinata 1, a druga koordinata

1-x 1-x

lir? f(x) = (propis funkcije f (x) desno od 1 je: f(x) = ¢ _11) =lim < —1 = (limes oblika
x—1+ xX—

=+ x—1

I-x _ ' I-x | _ [
9 , pa smijemo primijeniti L'Hospitalovo pravilo) = lim e - =lim e (zn-0 =
0 ol (x=1)" ok 1-0

1-x 1-x

. -(0-1 .= _

=hme © )=hm ¢ =—e=—e"=-1
x>+ 1 =+ ]

Dakle, s desne strane bismo se priblizili tocki 7> = (1, —1). Buduéi da funkcija mora biti neprekidna, ovaj
zakljucak povlaci da mora vrijediti jednakost:

1 =f(-1).
Medutim, iz propisa kojim je definirana funkcija f slijedi
f)=a-1+b,
odnosno
f)=a+b.
Tako smo dobili dvije jednakosti:
~1=f1)
f=a+b
Odatle slijedi:
a+b=-1.

Prema tome, dobili smo sljedeci sustav dviju linearnih jednadzbi s dvije nepoznanice:

-a+b=-1.
a+b=-1.
Zbrajanjem jednadzbi dobivamo
2-b=-2,

a odatle je b = —1. UvrStavanjem u bilo koju jednadZbu sustava dobivamo a = 0. Prema tome, a =0, b = -1.
Graf funkcije f(x) prikazan je na Slici 19.
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osty

Slika 19.

2. Odredite realne brojeve a, b € R tako da realna funkcija

sin(2 - x)
X
f(x)=qa-x+b,za0<x<2;

x—2

Nx+2-2

bude neprekidna na cijelom skupu R. (Ne trebate provjeravati je li skup R domena
funkcije f(x).)

,zax <O0;

,zax>2;

sin(2- x) _

Naputak i rezultat: linol f(x)=lim lim 2-cos(2-x)

x—=0— X x—0-

=2, pa graf funkcije f(x) mora prolaziti

tockom T, = (0, 2), Sto znaci da mora vrijediti jednakost 2 = f{0). Medutim, (0) =a - 0 + b = b, pa
zakljucujemo da je b = 2. Nadalje,

X—

lim f(x)=lim = lim

x~>2+f x~>2+\/x+2_2 =2+ 1 1_0
2-4/x+2

pa graf funkcije f(x) mora prolaziti tockom T = (2, 4), tj. mora vrijediti jednakost 4 = f(2). Medutim, f(2) =

=a-2+b=2-a+b,padobivamo 2 - a + b = 4. Tako iz sustava

= lir£1(2~\/x+2)=2~\/2+2=2~2=4,

b=2,
2-a+b=4

dobivamo a = 1, b = 2. Graf funkcije f(x) prikazan je na Slici 20.
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b &

35 T

25 -~

Slika 20.

Odredite realne brojeve a, b € R tako da realna funkcija

e +a,zax<0;
2 _ Lol
fx)= & —4)-sinx 3 ) smx’ za0<x<2;
X =2-x
b—In(x—1)+x-sinx, zax >2;
bude neprekidna na cijelom skupu R. (Ne trebate provjeravati je li skup R domena
funkcije fix).)

Naputak i rezultat:

(x> —4)-sinx .

lim f(x) = lim ~— Jim | FZ2(HDSInX | SINX )= 1.(042) =2, pa graf
x50+ -0+ x T =2.x x50+ x-(x—2)

x—0+ X x—0+
funkcije f(x) mora prolaziti tockom 7' = (0, 2), tj. mora vrijediti 2 = f{0). Medutim, f{0) = e'+a==1+a,
paiz 1 +a=2slijedia=1.

Nadalje,

2-sin2

x—2- x—>2- x =2-x x—2- X2+ X 2

lim £(x) = lim (x2;4)~sinx im {(x—Z)-((x+22))-sinx}: i FF2)sinx _ (2+2)-sin2 _
X (X—

pa graf funkcije f(x) mora prolaziti to€kom T, = (2, 2 - sin 2), tj. mora vrijediti 2 - sin2 = f(2). Medutim,
f2)=b-In(2-1)+2 -sin2=b-In1+2-sin2=>~b+2 -sin2, paiz 2 -sin2 =>b +2 - sin2 slijedi b = 0. Graf
funkcije f(x) prikazan je na Slici 21.
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Slika 21.

4. Odredite realne brojeve a, b € R tako da realna funkcija

I+cosx
X+

sin(7z — x
X—7
a—CcosXx, zZax>T,

,ZAX < =TT,

za — T < x< T,

bude neprekidna na cijelom skupu R. (Ne trebate provjeravati je li skup R domena
funkcije fix).)

Naputak i rezultar: Tim f(x)= lim -7 _ jjpy O¥SINX _ o SINX_ o 7y =0, pa graf funkdije
X——T— x5~ X4+ x=-7- 140 x—-7 ]
f(x) mora prolaziti tockom T = (-, 0), tj. mora vrijediti 0 = f(—m). Medutim, f(-7) = b + s1n[7z;(—)7z)]
T—(—x
sin(2-7) S .
=b+ ———= =b+0=>, paslijedi b = 0. Nadalje,
2.
fim £(x) = lim | 5+ 327 - fim g lim SO gy iy ST CED _  ZCOSEZY)
x—7— x—7— X—7 x—7— x—7— X—7 x—7— 1-0 x—7—
=b—w=b—0050=b—1
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pa graf funkcije f(x) mora prolaziti tockom 75 = (7, b — 1), tj. mora vrijediti b — 1 = f{w). Medutim, () =
=a—-cost=a—-(-1)=a+ 1, paslijedia+ 1 =>b-1, odnosno a — b =-2. Tako iz sustavab =0, a—b=-2
konac¢no dobivamo a = -2, b = 0. Graf funkcije f(x) prikazan je na Slici 22.

¥

22

Slika 22.

Nadite globalne ekstreme realne funkcije f: [-2, 2] — R definirane propisom f(x) = X -
—3 - x. Sve svoje tvrdnje precizno obrazloZite.

Rjesenje: Funkcija f(x) je polinom 3. stupnja, a budu¢i da je svaki polinom neprekidna funkcija,
zakljucujemo da je funkcija f(x) neprekidna na segmentu [-2, 2]. S predavanja znamo da svaka neprekidna
funkcija definirana na segmentu ima i svoju najmanju i svoju najvecu vrijednost, tj. svaka neprekidna

funkcija definirana na segmentu ima i svoj globalni minimum i svoj globalni maksimum. Odredimo te
tocke.

Prva i druga derivacija funkcije f{x) su:

f@=3-%-3-1=f(x)=3-1-3,
f')=3-2-3-1=f(x)=3-2-x=6"x.

Stoga su kandidati za lokalne ekstreme sva rjeSenja jednadzbe f '(x) = O koja pripadaju skupu [-2, 2]. Iz

f'®=0
slijedi
3.-x-3=0,
odnosno
¥-1=0

Odatle je x; = -1, x, = 1 i te tocke pripadaju skupu [-2, 2]. Budu¢i da je f"(-1) = 6 - (-1) = -6 < 0, funkcija
f(x) u tocki x = —1 ima lokalni maksimum y,,., =f(-1) = (-1)*=3. (-1)=(-1) + 3 = 2. Bududi dajef"(1) =
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=6-1=6>0, funkcija f(x) u tocki x = 1 ima lokalni minimum y,,,, = f(1) = ’-3.1=1-3=-2.

Preostaje nam utvrditi jesu li dobivene vrijednosti ujedno i globalni minimum, odnosno globalni maksimum.
Jedine tocke koje ne mogu biti obuhvacene f " — testom su rubne tocke segmenta jer u njima zadana funkcija
nema derivaciju. Stoga izratunajmo vrijednosti funkcije f u tim tockama:

f-)=(2y-3-(2)=-8+6=-2,
fl2)=2"-3.2=8-6=2,
Prema tome:
globalni minimum funkcije f jednak je —2 i postiZe se u tockama x; =-21ix, =1;

globalni maksimum funkcije fjednak je 2 i postiZe se u tockama x; = —11 x4 = 2.

Graf zadane funkcije prikazan je na Slici 23.

15 14 -13 -L2 -11 -1 -09 08 07 06 05 04 03 02 01 01 02 03 04 05 06 07 08 09 | 11 Lz 13 14 15 16 1Y 18 L9 2

Slika 23.
Nadite globalne ekstreme realne funkcije f: [-3, 5] — R definirane propisom f{x) =4 - x —

1 . . . ..
3 x’. Sve svoje tvrdnje precizno obrazloZite.

Naputak i rezultat: Kandidati za lokalne ekstreme su rjesenja jednadzbe 4 — x* = 0. Odatle je x, = —2i x, =
= 2. Bududi da je f "(x) = (-2) - x, zakljuCujemo da u tocki x; = —2 funkcija f ima lokalni minimum jednak
fi=2)= -8 +§ = —? , au tocki x, = 2 funkcija f ima lokalni maksimum jednak f(2) = 8 —% =? Nadalje je

A3 =4+ (3= 13 1249 =3, f(5) = 20125 =~ 2. Prema tome,
globalni minimum funkcije f jednak je —6—35 i postiZe se u tocki x; =5;

globalni maksimum funkcije f jednak je ? i postiZe se u tocki x, = 2.

Graf zadane funkcije prikazan je na Slici 24.
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Slika 24.

7. Nadite globalne ekstreme realne funkcije f: [-2, 3] — R definirane propisom f{x) = % o

— x*. Sve svoje tvrdnje precizno obrazloZite.

Rezultat: Globalni minimum funkcije f jednak je —2—30 i postize se u tocki x; = —2. Globalni maksimum

funkcije f jednak je O i postiZe se u tockama x, = 0 i x3 = 3. Graf zadane funkcije prikazan je na Slici 25.

Slika 25.

8. Nadite globalne ekstreme realne funkcije f : [0, 3] — R definirane propisom f{x) = x - (x —
—3)% Sve svoje tvrdnje precizno obrazloZite.

Rezultat: Globalni minimum funkcije f jednak je O i postize se za x; = 0 1 x, = 3. Globalni maksimum
funkcije f jednak je 4 i postiZe se za x; = 1. Graf funkcije f prikazan je na Slici 26.

Slika 26.
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poglavlje: DIFERENCIJALNI RACUN I PRIMJENE

1. IzraCunajte duljinu tangente povucene na krivulju zadanu jednadZbom x - y = 48 u tocki
T = (6, yp) te krivulje.

Rjesenje: Korak 1. Najprije odredimo nepoznatu koordinatu tocke 7. Budu¢i da ta tocka pripada zadanoj
krivulji, njezine koordinate moraju zadovoljavati jednadZbu krivulje. Stoga uvrStavanjem xy =61y =yr u
jednadZzbu krivulje dobijemo

6 - yr =48,
a odavde je yr = 8. Prema tome, koordinate tocke T su T = (6, 8).

Korak 2. Odredimo koeficijent smjera tangente povucene na zadanu krivulju u tocki 7. JednadZba krivulje
zadana je u implicitnom obliku, pa lijevu stranu te jednadZbe deriviramo kao implicitno zadanu funkciju. Na
toj strani imamo umnozak dviju funkcija (x i y), pa primjenom pravila za deriviranje umnoska dviju funkcija

dobijemo:
() y+x-y=(48)
l-y+x-y'=0,
y+x-y'=0,
a odavde je
yi=-2.
X

U ovu jednakost uvrstimo x = xy = 6 i y = yr =8. Prema geometrijskoj interpretaciji derivacije funkcije,
vrijednost koju ¢emo dobiti (y') jednaka je koeficijentu smjera (k;) tangente povucene na zadanu krivulju u
tocki T. Stoga je

k =y =2t __8__4
Xy 6 3
Korak 3. NapiSimo jednadZbu pravca Ciji je koeficijent smjera k, = —% , a prolazi tockom 7. Taj pravac bit

¢e upravo tangenta povucena na zadanu krivulju u tocki 7. Koristimo formulu za dobivanje jednadZbe
pravca kojemu su zadani koeficijent smjera i jedna toc¢ka. Dobivamo:

4
t...y—8=——-(x-0),
y 3( )
4
t..y= ——-x+16.
Y 3

Korak 4. Odredimo sjeciSte dobivene tangente i osi Ox. To je uvijek tocka ¢ija je druga koordinata (y)
jednaka 0. Prema tome, u gornju jednadZbu umjesto y uvrstimo 0. Dobijemo:

0= —i-x+ 16.
3

RijeSimo tu jednadZbu, pa dobijemo x = 12. Stoga dobivena tangenta sijece os Ox u tocki S, = (12, 0).
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Korak 5. TraZena duljina tangente (d) jednaka je duljini duZine T_Sl, a ta duljina jednaka je medusobnoj

udaljenosti to¢aka T i S;. Nju ¢emo izracunati koriste¢i formulu za udaljenost dviju tocaka u pravokutnom
koordinatnom sustavu u ravnini. Tako kona¢no dobijemo:

d=d(T,5)=\J(x; = x; ) + (3, = 3 ) =/(6-12)’ +(8-0) ={[(=6)’ +8* =36+ 64 =100 = 10.

(Vidjeti Sliku 1.)

Slika 1.

2. Zadana je krivulja yz\/% . Odredite povrSinu trokuta kojega tangenta povucena na

zadanu krivulju u tocki T = (xr, 2) zatvara s objema koordinatnim osima.

Naputak i rezultat: UvrStavanjem yr = 2 u jednadZbu krivulje lako dobijemo x; = 12. Prva derivacija

funkcije fix) = IE jednaka je f '(x)=;~(£) =;, pa je koeficijent smjera tangente jednak
3 x \3 x
2. 1% 6- |~
3 3

k=7'12)= ! =i. Stoga je jednadZba tangente ...y — 2 = é-(x—lZ), odnosno ¢... y = é-x+1.

I
3
Y

Tu jednadZbu zapiSemo u segmentnom obliku: %+ 1 1, pa ,,o¢itamo* duljine odsjecaka na osima Ox,

odnosno Oy: Iml =-121 = 12, Inl =1l = 1. Trokut kojega dobivena tangenta zatvara s koordinatnim osima je
pravokutan trokut (s pravim kutom u ishodiStu) kojemu su duljine kateta lml i Inl. Tako je traZena povrSina

jednaka P = %-Iml- In |=%-12-1=6kv. jed. (vidjeti Sliku 2.)

Slika 2.
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3. Zadana je jednakostrani¢na hiperbola y* — x* = 16. Na tu je krivulju u njezinoj togki T =
= (3, y > 0) povucena normala. Nadite poloviste odsjecka kojega ta normala odsijeca
izmedu obiju koordinatnih osi.

Rjesenje: Korak 1. Najprije odredimo nepoznatu koordinatu tocke 7. Ta toc¢ka pripada zadanoj krivulji, pa
njezine koordinate moraju zadovoljavati jednadZbu krivulje. UvrStavanjem xr = 5 u jednadZbu krivulje
dobijemo kvadratnu jednadZbu
Y -9=16.

Jedino strogo pozitivno rjeSenje ove jednadzbe je y = 5. Prema tome, T = (3, 5).

Korak 2. Odredimo koeficijent smjera normale povucene na zadanu krivulju u tocki 7. Taj je koeficijent
suprotan i recipro¢an koeficijentu smjera tangente povucene na zadanu krivulju u tocki 7. Koeficijent smjera
tangente, pak, jednak je vrijednosti prve derivacije implicitno zadane funkcije (¢iji je graf zadana krivulja) u

toki x = 3. Stoga primjenom pravila za deriviranje implicitno zadane funkcije i pravila za deriviranje
sloZene funkcije najprije odredimo derivaciju implicitno zadane funkcije ¢iji je graf zadana krivulja:

0% = () = (16)
2.y-y'-2-x=0,

a odavde je

pa posebno za tocku T = (3, 5) dobivamo

Korak 3. NapiSimo jednadZbu pravca ¢iji je koeficijent smjera k, = —g i koji prolazi tockom T = (3, 5). Taj

pravac bit ¢e upravo normala povucena na zadanu krivulju u tocki 7. Koristimo formulu za jednadZzbu
pravca kojemu su zadani koeficijent smjera i jedna tocka. Dobivamo:
5
n...y—5=—§~(x—3)

5
n.y=——-x+10
Y773

Korak 4. Sjeciste (S;) normale s osi Ox dobivamo tako da u gornju jednadZbu uvrstimo y = 0 i rijeSimo dobi-
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venu linearnu jednadZzbu po nepoznanici x:

0=—§-x+10
3

é-x=10
3

5-x=30
x=6

Dakle, S; = (6, 0). Sjeciste (S,) normale s osi Oy dobivamo tako da u jednadzbu normale uvrstimo x = 0 i
izraCunamo pripadnu vrijednost y. Lako nalazimo S, = (0, 10).

Korak 5. TraZeno poloviste (P) jednako je poloviStu duZine S,S, . Tako kona¢no dobivamo:

X, +Xx +
po| s sz’ys, Vs, =(6+0’0+10)=(3’5)_
2 2 2 2

Zakljucno primijetimo da je P = T (vidjeti Sliku 3.)

Slika 3.

Utocki T = (—g, y< Oj srediSnje jedini¢ne kruZnice povucena je normala na kruZnicu.

Izracunajte duljinu te normale.

Naputak i rezultat: Jednadzba srediinje jedini¢ne kruZnice je x* + y* = 1. Uvrstavanjem Xp =—§ u

jednadZzbu kruZnice dobivamo kvadratnu jednadZbu 225+ y*> =1&ije je strogo negativno rjeSenje y, =——
3 4 T .. 29 .. . ,

Dakle, T = 375 Prvu derivaciju implicitno zadane funkcije x° + y” = 1 dobijemoiz2 - x+2 -y -y =

= 0, otkuda je y':—ﬁ. Stoga je koeficijent smjera normale povucene na kruznicu u bilo kojoj tocki
y
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kruZnice jednak k,=-—= Y Posebno, koeficijent smjera normale povucene na kruZnicu u tocki T
yoox

jednak je k = yr_4 . Stoga je jednadZba normale n...y+i = i-(x+—j, . n..y= i-x . Ta normala ima
x, 3 5 3 5 3

odsjecak na osi Oy jednak 0, pa ona prolazi ishodiStem, tj. sije¢e os Ox u ishodistu. Stoga je njezina duljina

jednaka udaljenosti toc¢ke T od ishodiSta pravokutnoga koordinatnoga sustava u ravnini. Budu¢i da toc¢ka T

pripada srediSnjoj jedini¢noj kruZnici kojoj je srediSte upravo ishodiste O = (0, 0), a polumjer r = 1, prema

definiciji kruZnice slijedi da je traZena udaljenost jednaka d = d(T, O) = r = 1. (vidjeti Sliku 4.)

Slika 4.

5. Odredite duljinu normale povucene na krivulju y = Inx u tocki Cija je apscisa x = e.

Naputak i rezultat: Tocka u kojoj je povucena normala je T = (e
e

j. JednadZba tangente povucene na

e

zadanu krivulju u tocki T'je ... y = ! , pa jednadZba normale povucene na zadanu krivulju u tocki T glasi
n...x = e. Stoga je traZzena duljina jednaka d = e. (Vidjeti Sliku 5.)

Slika 5.

. o . y . sin x s
6. Izracunajte povrSinu trokuta kojega normala povuena na krivulju y = u tocki s
apscisom x = Tt zatvara s objema koordinatnim osima.
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Naputak i rezultat: Jednadzba normale je y = T - x — m’. Stoga je traZena povrina jednaka P = %.”3 kv. jed.
(Vidjeti Sliku 6.)

— Tf(/a/,/ 0)

v

Slika 6.

7. Od stakla treba napraviti ¢aSu obujma 2 dl u obliku uspravnoga kruznoga valjka
otvorenoga s jedne strane. Odredite dimenzije caSe (iskazane u cm s to¢no$¢u od 107
tako da se za njezinu izradbu utro$i S$to manje stakla. (Napomena: 1 litra = 1 dm’)

Debljinu stijenke ¢ase zanemarujemo.

Rjesenje: Oznac¢imo s r polumjer osnovke ¢ase, a s h njezinu visinu. Obujam caSe jednak je obujmu valjka
kojemu je polumjer osnovke r, a visina A. (To Sto ¢aSa nema jednu osnovku ne utjece na vrijednost njezina
obujma, ali utjeCe na vrijednost njezina oplo§ja.) Obujam valjka kojemu je polumjer osnovke r, a visina h
jednak je V = povriina osnovke - visina = (+* - {) - A = r* - T - h. Prema uvjetu zadatka, obujam Ga3e treba biti
jednak 2 dl =2- 0.1 litara=2 - 0.1 dm’ =2 - 0.1 - 1000 cm’ = 200 cm’, pa slijedi

- h =200,

a odavde je

200

e

h
Od stakla koje ¢e biti potrogeno prave se osnovka ¢ase i plast ¢ase. Povrsina osnovke ¢ase je B = r* - m, dok
je povrSina plasta ¢aSe P =2 - r - ® - h (kad se plaSt ¢aSe razvije u ravninu, kao i kod svakoga uspravnog
valjka, dobije se pravokutnik kojemu je duljina jedne stranice jednaka opsegu osnovke, a duljina druge
stranice jednaka visini valjka). Stoga je ukupna povrSina (oplosje) case

O=B+P=r -n+2-r-n-h.
. . 200 ..
U ovu jednakost uvrstimo s =——, pa dobijemo:
rr

200 2 400
=rr+—.
r-T r

O=r n+2-r-x-
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Stoga se zadatak svodi na nalaZenje vrijednosti varijable r za koju je vrijednost oplo§ja najmanja. To znaci
da treba odrediti vrijednost varijable r tako da vrijednost funkcije

f(r)=r2-7z+@
;

bude najmanja. Pritom prirodno pretpostavljamo da je domena funkcije f skup (0, +oo), tj. da duljina

polumjera osnovke moZe biti bilo koji strogo pozitivan realan broj. (Nisu nam potrebni dodatni ,,jaci* uvjeti
na vrijednost polumjera r.) Taj minimum odredujemo uobicajenim postupkom:

Korak 1. Odredimo prvu derivaciju funkcije f po varijabli r:

f'(r)=2-r-7z—%.

Korak 2. Rije$imo jednadZbu f (r) = 0:

(=0
4 2
2ra-2W_g 1
r 2
P r=200=0
L 200
r=—
V4

Korak 3. Odredimo drugu derivaciju funkcije f po varijabli r:

r

r

Korak 4. Zbog prirodne pretpostavke r € (0, +oo) vrijedi f "(r) > 0 jer su i prvi i drugi pribrojnik u gornjem
izrazu o€ito strogo pozitivni brojevi. Stoga je vrijednost druge derivacije funkcije f za r = 4 strogo pozitivan
realan broj, pa ta funkcija u r = 4 ima lokalni minimum.

Korak 5. Preostaje izracunati visinu ¢aSe za r = 4:

he 2200 _ 2200 -4 cm
rr-r 4z

(Napomena: UvrStavanjem r = 3[@ u izraz za h dobije se h= 3[@ , pa moZemo zakljuciti da duljina
T T
polumjera osnovke i duljina visine ¢a§e moraju biti jednaki.) Stoga je rjeSenje zadatka

r=h=4cm.
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Od lima treba napraviti lonac obujma 10 litara u obliku uspravnoga kruZnoga valjka
otvorenoga s jedne strane. Odredite dimenzije lonca (iskazane u cm s to¢noS¢u od 107
tako da se za njegovu izradbu utro$i Sto manje lima. Debljinu stijenke lonca
zanemarujemo.

Rezultat: r=h= ,3/ 10000 =147 cm
V4

Od drvene grede dugacke 10 metara treba napraviti okvir prozora u obliku pravokutnika s
polukrugom iznad jedne stranice (vidjeti Sliku 7.). Odredite dimenzije prozora (iskazane u
metrima s to¢no$¢u od 10~) tako da prozor propusta §to vise svjetla.

Slika 7.
Rjesenje: Neka su a i b stranice pravokutnika. Bez smanjenja opéenitosti moZemo pretpostaviti da jea = b >
> 0. Da bi prozor propustao Sto vi§e svjetla, polukrug treba konstruirati iznad vece stranice pravokutnika, tj.
iznad stranice a, pa ¢e promjer polukruga biti jednak upravo a. Opseg prozora jednak je zbroju opsega
pravokutnoga dijela prozora i duljine polukruZnice koja odreduje polukrug:

O=(@+2-b)+ l~(a~71:)= (7{+l) ~a+2-b.
2 2
Prema uvjetu zadatka, opseg prozora mora biti jednak duljini grede:
1
(7{+5) ~a+2-b=10.

Odavde je

bzs_(z-ml)ﬂ
4

Prozor ¢e propustati najvecu koli¢inu svjetla kad povrSina prozora bude najveca (s obzirom na sve navedene
uvjete). Povr§ina prozora jednaka je zbroju povrSine pravokutnika ¢ije su stranice a i b 1 povr§ine polukruga
¢iji je promjer a:
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2-r+1

U ovu jednakost uvrstimo b = 5—( )-a , pa dobijemo:

p=a.{5_(2-72+1).a}+%.(§)2.;,

P=—(1+l-ﬂ')-a2+5-a
8 2

Dakle, trazimo vrijednost varijable a za koju je vrijednost funkcije f definirane s

f(a)=—(é+%-7r)-a2+5-a

najveca. Tu vrijednost odredimo uobic¢ajenim postupkom:

Korak 1. Odredimo prvu derivaciju funkcije f po varijabli a:
f'a)= (—2)~(l+l~7£)~a+5
8 2

f'(a)z—(i+ﬂ'j-a+5

Korak 2. RijeSimo jednadZbu f (a) = 0 po nepoznanici a:

fa)=0

—(l+ﬂ')-a+5=0
4

a= 20 =1.474 m
4.-r+1

Korak 3. Odredimo drugu derivaciju funkcije f po varijabli a:
f@=[f '(“)]I = _(l+”)'a+5 | _—l—ﬂ'
4 4 :

Korak 4. O¢ito je f "(a) < 0 za svaki a > 0 (StoviSe, za svaki a € R, ali ta ¢injenica nam ovdje nije potrebna),
pa zaklju¢ujemo da je vrijednost druge derivacije funkcije f za a = 1.474 strogo manja od nule. To znaci da
funkcija f postiZe lokalni maksimum za a = 1.474.

Korak 5. Preostaje odrediti visinu prozora b:

b=5_(2~z+1).a=5_(2~7;+1j 20 5.(1 2~7z+1J_ 10-7 ~2316m

4 Jaza S U dz+1) s+l

Prema tome, traZene dimenzije prozorasua =1.474 mib =2.316 m.
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10. Od Zice duljine 10 m treba ili napraviti krug Sto vece povrSine ili napraviti kvadrat Sto
vece povrsine ili presjeci Zicu na dva dijela, pa od jednoga dijela napraviti krug, a od
drugoga kvadrat tako da zbroj povrSina dobivenih likova bude $to ve¢i. Koja od navedenih
triju mogucnosti daje optimalnu povrSinu? ObrazloZite svoj odgovor.

Rjesenje: Neka je r polumjer kruga, a a stranica kvadrata. Zbroj opsega kruga i opsega kvadrata treba biti
jednak duljini Zice:

2-r-m+4-a=10.

Odatle je

slijedi
pa za vrijednost varijable r vrijedi

Zbroj povrsina dobivenih likova jednak je

P=r7+a’,

pa uvr§tavanjem a = % —% -r dobivamo:

2
P=r 7+ é—Z-r = z+1 -ﬂ'-rz—é-ﬂ'-r+2—5
2 2 4 2 4

Tako smo dobili kvadratnu funkciju f'u varijabli r

V4 ) 25
==+l |7T-r—=7r+—.
rn (4 j g 2 " 4
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Koeficijent uz r* jednak je (%+ ljvﬂ' > 0, pa funkcija f ima lokalni minimum. (Svaka kvadratna funkcija

&iji je koeficijent uz varijablu x” strogo pozitivan realan broj ima lokalni minimum.) To znaéi da se globalni

. Lo o . 5 L .. . L
maksimum (koji traZimo u zadatku) postiZe ili za r = 0 ili za r = — . Stoga racunamo vrijednosti funkcije f
T

zar=0izar= =—:

Buduc¢i da je T < 4, to je 2 > 275 , pa funkcija f postiZe globalni maksimum 2 zar= 3 . Dakle, od Zice
T T T

5
treba napraviti samo krug polumjera r = —.
T

Ispitajte postoje li ekstremi polinoma p(x) =2 - x* — 6 - x* — 18 - x + 30. Ako postoje,
odredite ih i klasificirajte (tj. utvrdite je li rijec o lokalnim ili globalnim ekstremima).

Naputak i rezultat: Prva i druga derivacija polinoma p su p'(x) = 6 - (?=2-x-3) ip"(x) =12 - (x-1).
Stoga p ima lokalni minimum —24 za x = 3, a lokalni maksimum 40 za x = —1. Navedeni ekstremi nisu i
globalni ekstremi jer je o€ito lim p(x)=-—coi lim p(x)=+co, pa f nije omedena niti odozdo niti odozgo

(Sto je nuZan uvjet za postojanje globalnih ekstrema).

Ispitajte postoje li ekstremi polinoma p(x) = —4 - x> =3 - x> + 6 - x + 2. Ako postoje,
odredite ih i klasificirajte (tj. utvrdite je li rijec o lokalnim ili globalnim ekstremima).
Rezultat: p ima lokalni minimum -3 za x = —1 i lokalni maksimum 5 zax= % Ti ekstremi nisu globalni

ekstremi iz razloga kao u Zadatku 1.

Ispitajte postoje li ekstremi realne funkcije f(x)= . Ako postoje, odredite ih i

9-(x2+1)
-9

klasificirajte (tj. utvrdite je li rije¢ o lokalnim ili globalnim ekstremima).

Rezultat: f ima lokalni maksimum —1 za x = 0. Buduéi da je lim f(x) =9, navedeni ekstrem nije globalni

ekstrem.

1-Inx

Ispitajte postoje li ekstremi realne funkcije f(x)= . Ako postoje, odredite ih i

klasificirajte (tj. utvrdite je li rije¢ o lokalnim ili globalnim ekstremima).
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Rezultat: f ima globalni minimum —iz za x = ¢*. Da se radi o globalnom minimumu, slijedi iz ¢injenica da
je Dy =0, +o0), te da f strogo pada nae intervalu (0, ¢%), a strogo raste na intervalu (&%, +o0).
15. Odredite globalne ekstreme funkcije f: [0, ] — R definirane propisom
fx)=x-sinx + cos x.

Naputak i rezultat: Najprije je f'(x) = x - cos x. 1f"(x) = cos x — x - sin x. U segmentu [0, 7] jednadZzba f'(x)

= 0 ima dva rjeSenja: x; =0 ix, = % Lako se provjeri da za x = 0 f (x) ima lokalni minimum 1, dok za
X =§ f (x) ima lokalni maksimum % . Budu¢i da je f () = —1, zakljuCujemo da funkcija f ima globalni

minimum -1 za x = 7 i globalni maksimum % zax= % .
16. Odredite globalne ekstreme funkcije f: [-1, 1]. — R definirane propisom

f(x)zx-arctgx—%-ln(xz+1).

Naputak i rezultat: Najprije je f'(x) = arctg x i f "(x) = 1;2 Jednadzba f '(x) = 0 ima jedinstveno rjeSenje
+Xx
x =0. Stoga f ima lokalni minimum 0 za x = 0. Budu¢idaje f(-1)=f (1) = %—%an >0, slijedi da fima

globalni minimum 0 za x = 0, te globalni maksimum %—% ‘In2 zax=-1lix=1.

17. Odredite globalne ekstreme funkcije f : [-2, 1] — R definirane propisom
X' +x+1

f)=- :
e

. e . " . - .. 3 .
Naputak i rezultat: UobiCajenim nacinom se dobiva da f ima lokalni minimum —= za x = 1, te lokalni
e

maksimum —1 za x = 0. Buduéi da je f (-2) =3 - ¢’ < 3 , zakljuCujemo da fima globalni minimum -3 -
e

Pfrax=-21te globalni maksimum -1 za x = 0.

18. Odredite globalne ekstreme funkcije f: [1, e] — R definirane propisom

f(x)=—In>x+x-Inx—x.

Rezultat: fima globalni minimum —1 za x = 1i x = ¢, te globalni maksimum 2 - In 2 —In*2 -2 za x = 2.

19. IzraCunajte sljedece grani¢ne vrijednosti primjenom L'Hopital — Bernoullijeva pravila:
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X —arctg x

a)lim bS8
x—0 X
cosx __ 1
b)lim~——;
-0 gIn” x

. o xT+x+1
¢) lim ———

X—>+oo e

bl

1
d)lim(cos2 x)singx :
x—0

sinx
e)lim(1+x2) o
x—0
Rjesenje:
N x?
— — ! 2 2
a)lim X 218X arftgx={9}=1im(x G- RS TR o BTN i - S T P S
-0 x 0f w0 (X)) -0 3.y =0 3.x2 =03.(x2+1) 3-(0*+1) 3

b)lim $— "1={

0 ) (ecosx _ 1) [ ) ecosx . (_ Sinx) ) ecosx ecos()
— —¢r=lim————=lim—— =lim| — =|- =—¢;
=0 sin” x 0 x>0 (sin” x) =0 2.gsinx-cosx <=0 cosx cos0

2 2 [ [
o lim +2_x+1={+°°}=lim (x +2.x+1) =1im2 x:—lz{m}zhm ] x:—l) tim 22_ _J 2 -0
x oo xore (7)) x—tee D %" oo ) aote (2.077) xote 4@ | 4-(oo)

Xrdeo e
1

d) Oznacimo L= lin(l)(cos2 x)E . Taj limes je oblika 1**, pa ga logaritmiranjem svodimo na oblik takav da

mozemo primijeniti L'Hopital — Bernoullijevo pravilo:

1
InL=In {lin(}(cos2 x)sin’ % }

1
InL= lin(}{ln{(cos2 x)sin®x }}

InL= lim[ - -In(cos’ x)}
x>0 sIn” x
2
In L =lim h‘(“’—fx)
x—0 sin” x

Izraunajmo zasebno grani¢nu vrijednost na desnoj strani posljednje jednakosti:

1 .
2 In(cos? x) -—-2-cosx-(—sinx)
mln(co—sx)z{g}zling[ leimcos x L ( 1 ) 1 .

0 gin® x 0 (sin” x)' 50 2-sinx-cos x 0
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Tako smo dobili jednakost In L = -1 izkoje je L=¢ ' = 1 .
e

(Napomena: TraZenu grani¢nu vrijednost moguce je izraCunati brZe i jednostavnije (bez primjene L'Hopital
— Bernoullijeva pravila) na sljede¢i nacin:

1 1 . -2 1

— — = - 1

lim(cos? x)¥"* =lim(1 —sin® x)s'x = { M TZSINE 4oy =tlim[1+ (<) ] =€ =
kadx— 0, ondatr— 0

=0 =0

Q|-

)

x=0 x—0

e) Analogno kao u d) podzadatku, ozna¢imo zadanu grani¢nu vrijednost s L, pa logaritmiranjem dobijemo

sin x-In(1+ x%)

In L =1lim 2

x—=0 X
. 2
InL= (lim Y j : {nm ln(l%)}
x=0  x x—0 X

Vrijednost prvoga faktora na desnoj strani jednaka je 1. Drugi faktor jednak je

[1 ! 2)1 ! 2-x

2 n(l+x 2 4

lim 20+ ) )={9}=li ST T S !
0 x>0

StogajelnL=1-1,aotudaje L=¢' =e.

m = =
x—0 X (x*)" x—0 2. x =014+ x2  1+0°

20. Odredite sve asimptote sljedecih ravninskih krivulja:

a)y=x-e;
1
b)y=x+—;
X
)y = -x-1
Y X’ -1
In(x* +1
d)y=—( );
X
X
e)y=—.
In x

RjeSenje: a) Funkcija f (x) = x - ¢ definirana je za svaki x € R, §to znaci da njezin graf (a to je upravo
zadana krivulja) nema vertikalnih asimptota. (Vertikalne asimptote su uvijek pravci koji prolaze polovima
funkcije usporedno s osi y.) Za odredivanje ostalih asimptota raunamo:

k = tim L9 = fim €7~ i L :{L:e*” :}:+oo;
X

i A b
e 1 (1
k, = lim £ = gy X2 :nm—(:{?:}:o;
lim === lim === lim ~

L= lim [f(x)=k,-x]= lim (x-e " =0-x) = lim — :{3’}: tim 0 im

x>0 o
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Zakljucujemo da zadana krivulja ima desnu horizontalnu asimptotu y = 0, tj. os x, dok lijevih horizontalnih
asimptota nema.

b) Funkcija f(x)= x+l nije definirana za x = 0, pa je njezina vertikalna asimptota pravac x = 0. Za
X

odredivanje ostalih asimptota racunamo:

xo—  x X x x——eo

1
X+—
k= tim L9 = im ——X i (1+1]:{1+—1 =1+0}:1;
X —o0

0.

I, =lim [ f(x)—k,-x]= lim (x+l—l'x]= lim lz{i}
X—>—oo X—r—oo X

X0 x —oc0

X+—
k,= limmz lim —=& = liml:{l+i:1+0}:1;

Xty Xty Xty +o0

I, =lim [f(x)—k,-x] = lim (x+l—l'x] = lim 1 ={L}=O.
X—yfoo X—foo x x4e0 x +o0

Prema tome, zadana krivulja ima kosu asimptotu y =1 - x + 0, tj. y = x. Ovdje nije potrebno isticati je li rije¢
o lijevoj ili desnoj kosoj asimptoti jer je dobiveni pravac i lijeva i desna kosa asimptota.

3
¢) Funkcija f(x) =x2—x11 nije definirana za one x € R za koje je x* — 1 = 0. Rijesimo tu kvadratnu
X2 —

jednadZbu, pa dobijemo x; =—11x, = 1. Stoga su vertikalne asimptote zadane krivulje pravcix=-1ix=1.
Za odredivanje ostalih asimptota racunamo:

X=2-x"=-3-x-1 1 2 3 1
— g P —3x— TS 1-0-0-
k=timd D g =l g X220l w2 01707070,
x>0 x X0 X X0 X —x X0 1— i 1-0
, 2 1
3 2 2 . _7_72 20—
I, = lim [ f(x)—k, - x] = lim X2 3ol gim 2 2y w2 27020,
X0 X0 x =1 X0 x - X0 1- i 1-0
X=2-x"=-3-x-1 1 2 3 1
2 3 9. -3 x— T 2T 3 —0=0—
k, = tim £ — tim x -1 =1limZ Zf 3l x x? i 1702020_
T xoe  x X—+oo X X—+o0 X —x X—+o0 _i 1-0
, 2 1
3 2 2 . _7_72 20—
L= lim[f(0)—k -x] = lim| T =2X =307l ) g 22 2y x o 2700_,
S xoeo X—>too x -1 X—>Hoo x - X—+o0 _ 1 1-0

Dakle, zadana krivulja ima kosu asimptotu y = x — 2 (opet nije potrebno isticati je li rije¢ o lijevoj ili desnoj
kosoj asimptoti jer je dobiveni pravac i lijeva i desna kosa asimptota).

d) Prirodno podrugje definicije (domena) funkcije f je skup R\{0}. (x* + 1 > 0, za svaki x € R, pa je jedini
uvjet na vrijednost varijable x x # 0.) Funkcija ima pol x = 0, pa je vertikalna asimptota pravac x = 0. Za
odredivanje ostalih asimptota racunamo:
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In(x* +1) 1
- 2 oo In(x*+1)]' 2ox
k= lim L = fim =limln(x2+l)={+—}=lim[ o I 21 2 1
x—o—  x xX—>—o0 X xX——c0 X +o0 X—>+o0 (x )' X—>+o0 2-x e |
In(x> +1) In(x>+1) _ [0 [ln(x2+1)] 21 2-%
I =lim [f(x)—k,-x]= lim | =22 _0.x |= 1imL={f}= lim = lim X+
X——o0 X——o0 X X——o0 X X——o0 (x) ! X——o0 1
= lim 22 —tim—* =9 _g
o= x?4] o= 1140
2

Analogno se dobije k, = I, = 0. Stoga je horizontalna asimptota y = 0 (os x).

e) Prirodno podrucje definicije (domena) funkcije f je skup (0, +o0) \{1}. (Ta ¢injenica slijedi iz uvjeta x > 0
iIn x # 0). Stoga zadana krivulja nema lijevu kosu asimptotu. Funkcija ima pol x = 1, pa je vertikalna
asimptota pravac x = 1. Za odredivanje desne kose asimptote racunamo:

X
k, = tim £  fim X _ iy L:{L}:o;
x—teo  y x40 x x40 I X 40

12:lim[f(x)—k2~x]:lim{i—our}:limi:{ﬂ}:lim ) Jim L= fim x = e

—+| Inx s+ lnx [ 4oo

Stoga krivulja nema desnu kosu asimptotu, pa je njezina jedina asimptota x = 1.
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1. OGLEDNI PRIMJER 3. KOLOKVIJA I1Z MATEMATIKE 1

1. Odredite vrijednosti parametara a, b € R tako da realna funkcija f definirana s

fx)=

bude neprekidna na skupu R. (Ne trebate provjeravati je li skup R domena funkcije f.)

Rezultat: a =1, b =0. Vidjeti Sliku 1.

—2-ln(—x—1)’ zax<-—2;
x+2
a-x+b, za —2<x<2;
_ 2—x
x—2

FACIE

2:(1—€"")

X

)= 2-In(-x-1)

x+2

2. Nadite globalne ekstreme realne funkcije f: [-2, 2] — R definirane propisom f(x) = X -
—3 - x. Sve svoje tvrdnje precizno obrazloZite.

Rjesenje: Funkcija f(x) je polinom 3. stupnja, a budu¢i da je svaki polinom neprekidna funkcija,
zakljucujemo da je funkcija f(x) neprekidna na segmentu [-2, 2]. S predavanja znamo da svaka neprekidna
funkcija definirana na segmentu ima i svoju najmanju i svoju najvecu vrijednost, tj. svaka neprekidna
funkcija definirana na segmentu ima i svoj globalni minimum i svoj globalni maksimum. Odredimo te

tocke.
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Prva i druga derivacija funkcije f(x) su:

fl)=3-*-3-1=3-x-3,
f'x)=3-2-x-0=6-x.

Stoga su kandidati za lokalne ekstreme sva rjeSenja jednadZbe f '(x) = O koja pripadaju skupu [-2, 2]. Iz

f(0)=0
slijedi
3-x*-3=0,
odnosno
¥-1=0.

Odatle je x; = -1, x, = 1 i te tocke pripadaju skupu [-2, 2]. Budu¢i daje f"(-1) = 6 - (-1) = -6 < 0, funkcija
f(x) u to€ki x = —1 ima lokalni maksimum y,,,, = fi—1) = (-1)*=3-(=1)=(-1) + 3 = 2. Bududi dajef"(1) =
=6-1=6>0, funkcija f(x) u tocki x = 1 ima lokalni minimum y,,,, = f(1) = °-3-1=1-3=-2.

Preostaje nam utvrditi jesu li dobivene vrijednosti ujedno i globalni minimum, odnosno globalni maksimum.
Jedine tocke koje ne mogu biti obuhvacene f " — testom su rubne tocke segmenta jer u njima zadana funkcija
nema derivaciju. Stoga izratunajmo vrijednosti funkcije f u tim tockama:

f2)=(2~-3-(2)=-8+6=-2,
f2)=2"-3.2=8-6=2,
Prema tome:
—  globalni minimum funkcije fjednak je —2 i postiZe se u to¢kama x; =-2ix = 1;

—  globalni maksimum funkcije f jednak je 2 i postiZe se u tockama x3 = —11 x4 = 2.

Graf zadane funkcije prikazan je na Slici 2.
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Slika 2.

3. Izracunajte duljinu odsjecka koji na osi ordinata odsijeca tangenta povucena na ravninsku
krivulju y= (4 —Inx) - xu to¢ki T = (1, yy) te krivulje.
Naputak i rezultat: Druga koordinata tocke T je yr = (4 —1In 1) - 1 =4, pa je T = (1, 4). Prva derivacija
funkcije f (x) = (4 —In x) - x je f'(x) =3 — In x. Stoga je koeficijent smjera tangente povucene na zadanu
krivulju u to¢ki T jednak k =f'(1) =3 —1In 1 = 3. JednadZba pravca koji prolazi tockom 7 = (1, 4) iima

koeficijent smjera k = 3 glasi y = 3 - x + 1. Taj pravac sijece os ordinata u tocki T} = (0, 1). Stoga je traZena
duljina n = 1. (Vidjeti Sliku 3.)

¥

—y=@-lnx)-x

a1 (1,4

x

325 -2 15 1 0p 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 75 & 85 & 95 10 105 11 115 12 125 13 135 14 145 15 155 16

Slika 3.

4. Od stakla treba napraviti ¢aSu obujma 2 dl u obliku uspravnoga kruznoga valjka
otvorenoga s jedne strane. Odredite dimenzije ¢aSe (iskazane u cm s toéno$éu od 107
tako da se za njezinu izradbu utro§i §to manje stakla. (Napomena: 1 litra = 1 dm’.)
Debljinu stijenke ¢ase zanemarujemo.

Rjesenje: Oznac¢imo s r polumjer osnovke ¢ase, a s h njezinu visinu. Obujam caSe jednak je obujmu valjka
kojemu je polumjer osnovke r, a visina A. (To Sto ¢aSa nema jednu osnovku ne utjece na vrijednost njezina
obujma, ali utjeCe na vrijednost njezina oplo§ja.) Obujam valjka kojemu je polumjer osnovke r, a visina h
jednak je V = povriina osnovke - visina = (+* - {) - A = 1* - T - h. Prema uvjetu zadatka, obujam Ga3e treba biti
jednak 2 dl =2- 0.1 litara=2 - 0.1 dm’ =2 - 0.1 - 1000 cm’ = 200 cn’, pa slijedi

7 h=200,
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a odavde je

200

e

h=

Od stakla koje ¢e biti potrofeno prave se osnovka ase i plast ¢ase. Povrsina osnovke ¢ase je B = r* - m, dok
je povrSina plasta ¢aSe P =2 - r - © - h (kad se plaSt ¢aSe razvije u ravninu, kao i kod svakoga uspravnog
valjka, dobije se pravokutnik kojemu je duljina jedne stranice jednaka opsegu osnovke, a duljina druge
stranice jednaka visini valjka). Stoga je ukupna povrSina (oplosje) case

O=B+P=F-1+2-r-1-h

U ovu jednakost uvrstimo 7 = %ﬂ , pa dobijemo:
r-7

200 2 400
—=rT+—.
rT r

O=r n+2-r-x-

Stoga se zadatak svodi na nalaZenje vrijednosti varijable r za koju je vrijednost oplo§ja najmanja. To znaci
da treba odrediti vrijednost varijable r tako da vrijednost funkcije

f(r)=r2-ﬂ'+@
r

bude najmanja. Pritom prirodno pretpostavljamo da je domena funkcije f skup (0, +o0), tj. da duljina

polumjera osnovke moZe biti bilo koji strogo pozitivan realan broj. (Nisu nam potrebni dodatni ,,jaci* uvjeti
na vrijednost polumjera r.) Taj minimum odredujemo uobicajenim postupkom:

Korak 1. Odredimo prvu derivaciju funkcije f po varijabli r:

f'(r)=2-r-ﬂ'—@.
r

Korak 2. Rije$imo jednadZbu f () = 0:

f'(n=0
4 2
2ra-2W_g 1
r 2
rr—200=0
o200
T
r=3@z4cm
T

Korak 3. Odredimo drugu derivaciju funkcije f po varijabli r:
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f”(r)z[f'(")]yz(Z'i“ﬂ'—A‘—O;)) :2.7‘[4_&30
r

7

Korak 4. Zbog prirodne pretpostavke r € (0, +oo) vrijedi f "(r) > 0 jer su i prvi i drugi pribrojnik u gornjem
izrazu o€ito strogo pozitivni brojevi. Stoga je vrijednost druge derivacije funkcije f za r = 4 strogo pozitivan
realan broj, pa ta funkcija u r = 4 ima lokalni minimum.

Korak 5. Preostaje izracunati visinu ¢aSe za r = 4:

200 200
:2—: 3 :4 cm
rr-r 4z

(Napomena: UvrStavanjem r = 3}@ u izraz za h dobije se h= 3}@ , pa moZemo zakljuciti da duljina
T T

polumjera osnovke i duljina visine ¢a§e moraju biti jednaki.) Stoga je rjeSenje zadatka

r=h=4cm.

Ispitajte tijek i konstruirajte graf realne funkcije f definirane propisom
1
f(xX)=x—-14——.
x-3

Rezultar: Dy = R\{3}, N; = {2}, nije niti parna niti neparna niti periodi¢na, lokalni minimum 4 za
x = 4, lokalni maksimum 0 za x = 2, intervali rasta: (—oco, 2) i (4, +o0), intervali pada: (2, 3) i

(3, 4), nema prijevojnih tocaka, interval konveksnosti: (3, +00), interval konkavnosti: (—oo, 3),

asimptote: x = 31y = x + 1. Graf funkcije f prikazan je na Slici 4. (Crveno iscrtkani pravci su
asimptote.)
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Slika 4.

2. OGLEDNI PRIMJER 3. KOLOKVIJA IZ MATEMATIKE 1

1. Odredite vrijednosti parametara a, b € R tako da realna funkcija f definirana s

)
+s1n (22x)
4-x
f(x)=9x+1, za0<x <1

3-Inx

, zax<(;

+b, zax>1;

x -1

bude neprekidna na skupu R. (Ne trebate provjeravati je li skup R domena funkcije f.)

RjesSenje: ,Kriti¢ne* tocke sux = 01ix = 1. Za x = 0 limes slijeva, limes zdesna i vrijednost f (0) jednaki su:
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. . in®(2- . _sin?(2- . [sin@2-0)T . sin2-x) T
hmf(x)zhm{a+w}=hma+hmwza+hm{w} =a+ hmM =
x—0- x—0- 4.-x x—0- x—=0- 2. x x—0- 2-x x—0- 2-x

2

1

-
0 _ cos(2-x) . 1T 1T 1
—t=a+|lim————| =g+|lim——— | =a+|——— | =a+-=a+1
0 X0~ 2 x=0-c0os(2- x) cos(2-0) 1

lim £(x) = lim (x+1)=0+1=1
FO)=0+1=1

Zbog zahtjeva za neprekidnost funkcije f na skupu R, dobivene tri vrijednosti trebaju biti jednake. Stoga
mora vrijediti jednakost:

a+l=1=1,
odnosno
a+1=1.

Odatle je a = 0. Analogno, za x = 1 limes slijeva, limes zdesna i vrijednost f (1) jednaki su:

lim f(x)= lim(x+1) = 1+1=2
1

3.Inx 3.Inx 0 3 1 1
lim f(x)=lim| ———+b |=lim| — +1limb=<{—}=Ilim x2 +limb=1lim—+Ilimb=—+b=1+b
x—1+ =+l x7 —1 -+ x7 =1 x— 1+ 0 -+ 3.y x—1+ x=l+ x x—l+ 1
fH=1+1=2
Stoga mora vrijediti jednakost:

2=14+b=2,
odnosno
1+b=2.

Odavde je b = 1. Dakle, traZeni brojevi sua =01b = 1. (Vidjeti Sliku 5.)

© mr.sc. Bojan Kovacié¢, visi predavac 108



TNE

K

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

ELEKTROTEHNICKI ODJEL

MATEMATIKA 1

pripremni kolokvijski zadatci namijenjeni rjeSavanju na demonstraturama

21y

3-lux+
x*-1

fi) =x+ 1 filx)=

& 07 o8 0% 1 11 12z 13 13 15 18 17 18 te 2 2

Slika 5.

2. Odredite globalne ekstreme funkcije f: [0, 2] — R definirane propisom

f)=2--9-X¥+12-x-1.

Naputak i rezultat: f'(x) =6 - (x> =3 - x + 2), paizf'(x) = O slijedi x; = 1 i x, = 2. Budu¢i da je f (0) = -1,

) =41if(2) =3, zakljuCujemo da je
globalni maksimum funkcije f jednak 4

globalni minimum funkcije f jednak —1 i postiZe se za x = 0, dok je
i postiZe se za x = 1. (Vidjeti Sliku 6.)

Slika 6.

U togki T = (4, y < 0) krivulje y* — x* = 9 povuéena je normala na hiperbolu. Odredite
povrsinu trokuta kojega ta normala zatvara s objema koordinatnim osima.

Rjesenje: Odredimo nepoznatu koordinatu tocke 7. U jednadZbu krivulje uvrstimo x = 4. Dobivamo:

odnosno
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y* =25,

Zbog zahtjeva y < 0, jedino strogo negativno rjeSenje gornje kvadratne jednadZbe je y = —5. Dakle,
T = (4, -5). Nadalje, deriviramo li jednadzbu krivulje kao implicitno zadanu funkciju, dobijemo:

2:y-y'=-2-x=0,

a odavde je

, X
y'==.
y

Stoga je koeficijent smjera normale povucene na zadanu krivulju u bilo kojoj to¢ki krivulje jednak

Odredimo jednadZbu normale kao jednadZbu pravca kroz toc¢ku T s koeficijentom smjera k,, :

y=yr =k, (x—x;)
y-9)=2x-4)
y=%-x—10

Dobivenu jednadzbu zapisimo u segmentnom obliku:

5
==.x-10
y=3x

4.y=5-x-40
—5-x+4-y=-40
—5~x+4-_y:
-40 —40
XL,y
8 -10

1

Iz posljednje jednadZbe ocitamo duljinu odsjecka na osi Ox: Iml = 18| = 8, te duljinu odsjecka na osi Oy: Inl =
= |-10l = 10. Prema tome, traZena povrSina jednaka je
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1 1 .
P=—-Iml-lnl=—-8-10=40 kv jed.
2 2

(vidjeti Sliku 7.)

Slika 7.

4. Od drvene grede dugacke 10 metara treba napraviti okvir prozora u obliku pravokutnika s
polukrugom iznad jedne stranice (vidjeti Sliku 8.) tako da prozor propusta Sto viSe svjetla.
Odredite optimalne dimenzije prozora (iskazane u metrima s to¢no¥¢u od 107) i
izraunajte pripadnu optimalnu povrSinu prozora (iskazanu u m? s to¢no$¢u od 107%).

Slika 8.

Rjesenje: Neka su a i b stranice pravokutnika. Bez smanjenja opéenitosti moZemo pretpostaviti da jea = b >
> 0. Da bi prozor propustao Sto viSe svjetla, polukrug treba konstruirati iznad vece stranice pravokutnika, tj.
iznad stranice a, pa ¢e promjer polukruga biti jednak upravo a. Opseg prozora jednak je zbroju opsega
pravokutnoga dijela prozora i duljine polukruZnice koja odreduje polukrug:

0:(a+2~b)+%~(a~n):(%+l) -a+2-b.
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Prema uvjetu zadatka, opseg prozora mora biti jednak duljini grede:
(£+l) ca+2-b=10.
2
Odavde je

bzs_(”_”j.a
4

Prozor ¢e propustati najvecu koli¢inu svjetla kad povrSina prozora bude najveca (s obzirom na sve navedene
uvjete). Povr§ina prozora jednaka je zbroju povrSine pravokutnika ¢ije su stranice a i b 1 povr§ine polukruga
¢iji je promjer a:

T+2

U ovu jednakost uvrstimo b = 5—( )-a , pa dobijemo:

2
P=a-|5- z+2 -a +l- 21z
4 212
P= [——7“-4)(12 +5-a
8
Dakle, trazimo vrijednost varijable a za koju je vrijednost funkcije f definirane s

f(a)=(—”T+4)-a2+5-a

najveca. Tu vrijednost odredimo uobic¢ajenim postupkom:

Korak 1. Odredimo prvu derivaciju funkcije f po varijabli a:

T+4

f'(a):(—T)-2-a+5-l

f'(a)=—(—ﬂ.T+4j-a+5

Korak 2. Rije$imo jednadZbu f (a) = 0 po nepoznanici a:
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f'(a)=0
(-”—*4)%5:0
4
a:ﬂzl
T+4

Korak 3. Odredimo drugu derivaciju funkcije f po varijabli a:

fr@=[f @] =K—”T+4)-a+5} :_”T”_

Korak 4. O¢ito je f "(a) < 0 za svaki a > 0 (StoviSe, za svaki a € R, ali ta ¢injenica nam ovdje nije potrebna),
pa zakljucujemo da je vrijednost druge derivacije funkcije f za a = 2.8 strogo manja od nule. To znaci da
funkcija f postiZe lokalni maksimum za a = 2.8. Budu¢i da za svaku kvadratnu funkciju vrijedi ekvivalencija
lokalnoga i globalnoga maksimuma (svaki lokalni maksimum kvadratne funkcije je ujedno i globalni
maksimum i obrnuto, svaki globalni maksimum kvadratne funkcije ujedno je i lokalni maksimum),
zakljucujemo da za a = 2.8 funkcija f postiZe svoj globalni maksimum.

Korak 5. Preostaje odrediti visinu prozora b:

bzs_(”_”j.a :5_(”_”j.ﬂ=5.[1_”_”)=iz1_4_
4 4 T+4 T+4 T+4

Prema tome, traZene dimenzije prozora su a = 2.8 m1i b = 1.4 m. Ukupna najvecéa povrSina prozora jednaka
a)Z S U ( 10 )2 2004507 _50-(4+7) _ 50

jeP=a-b+l-(— = . —. — = =
2 \2 n+4 7+4 2 \n+4 (m+4) (m+4) wT+4

~7m’.

5. Ispitajte tijek i nacrtajte graf realne funkcije f definirane propisom

Flx)=- In(—x) .
b

Rjesenje: Uvjeti na vrijednost varijable x su: —x > 0 i x # 0. Odatle slijedi x < 0, pa je prirodno podrucje
definicije (domena) zadane funkcije D; = (—oo, 0). Odatle slijedi da f nije niti parna niti neparna niti
periodi¢na jer za svaki x < 0 broj —x ne pripada skupu D; (a mora pripadati Zelimo li da f bude parna ili
neparna). Sve nultocke zadane funkcije dobiju se iz jednadzbe —In(—x) = 0, otkuda je x = —1. Dakle, N; =
= {-1}. Nadalje je

Fin=2E0]
Fo 232D
X
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Iz f '(x) = 0 slijedi In(—x) — 1 = 0, odnosno In(—x) = 1, a odavde je x = e. Analogno, iz f"(x) = 0 slijedi 3 -2 -

3
- In(—x) =0, odnosno In(—x) = % ,aodavde je x=—e? = —e-~Je. Sada zakljucujemo:

— f ima globalni maksimum 1 zax=—ejerjef"(-e) <0;
e

—  fraste naintervalu (—co, —e);
— fpadana intervalu (—e, 0);

— fje konveksna na intervalu <—oo,—e~\/;> jer jenpr. f" (—e%) > 0;
— fjekonkavna na intervalu <—€-x/g, 0> jerjenpr. f"(—e) <0;

3-e
2.¢%

— fima prijevojnu tocku T = (—e -\/z,f (—e JZ)) = [—e-\/z, J .
Nije teSko provjeriti da je okomita asimptota grafa zadane funkcije x = 0 (os Oy) i da je vodoravna
(horizontalna) asimptota grafa zadane funkcije y = 0 (os Ox). Graf zadane funkcije prikazan je na Slici 9.

Slika 9.

6. Ispitajte tijek i nacrtajte graf realne funkcije f definirane propisom

—X

e
f)=——.
X
Rezultat: Dy = R\{0}, Ny = & (nema nultocaka), nije niti parna niti neparna niti periodi¢na. Budu¢i da
vrijedi:
. x+1)-e*
=t
x
" A2 x42) e
()= _%
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slijedi:
— lokalni minimum e za x = -1,
— intervali rasta: (-1, 0) i {0, +oo),
— interval pada: (—oo, —1),
— interval konveksnosti: (—oo, 0) ,
— interval konkavnosti: (0, +oo),
— nema prijevojnih tocaka,
Asimptote su: x = 0 (okomita) i y = O (horizontalna). Graf zadane funkcije prikazan je na Slici 10.

Slika 10.

7. Ispitajte tijek i nacrtajte graf realne funkcije f definirane propisom

N

In(—x)

fx)=

Rezultat: Dy = (—oo, O)\{-1}, N; = (J, nije niti parna niti neparna niti periodi¢na. Budu¢i da je

o [2-In(=0]N-x
fi= 2-x-In*(=x)
[8—1n2(—x)]~ﬁ’

4.x* - In*(-x)

[ =
slijedi:
2

. e
— lokalni minimum — za x =—e",
2

—  intervali rasta: (—*, —1)i (=1, 0),
— interval pada: (—oo, —ez),

A2
— prijevojne tocke: T, = [—ez'ﬁ,ﬁ—e]i T, = {_e‘z'ﬁ’_i] ,
4 .

— intervali konveksnosti: <—ez'ﬁ, —1> i <—1, —e‘z'ﬁ> S

— intervali konkavnosti: <—oc,—ez'ﬁ> i <—e‘2'ﬁ, 0> .
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Jedina asimptota: x =—1 (x =0, tj. os Oy nije asimptota jer je liI[I)l f(x)=0). Graf zadane funkcije prikazan

jena Slici 11.

Slika 11.

3. OGLEDNI PRIMJER 3. KOLOKVIJA IZ MATEMATIKE 1

1. Odredite vrijednosti parametara a, b € R tako da realna funkcija f definirana s

fx)=

2-In(—x)

,zax<l;
x+1

a-x+b, za —1<x<1;
1-e™

,zax>1;
x—1

bude neprekidna na skupu R. (Ne trebate provjeravati je li skup R domena funkcije f.)

Rezultat: a =2, b =0.

2. Nadite sve globalne ekstreme funkcije f: [-1, 1] — R definirane propisom f{x) =2 - X+

+3 -2

Rezultat: Globalni minimum jednak je O i postiZe se za x = 0. Globalni maksimum jednak je 5 i postiZe se za

x=1.

3. Izracunajte duljinu odsjecka koji na osi ordinata odsijeca tangenta povucena na ravninsku
krivulju y=(1 —Inx) - xu tocki T = (1, yy) te krivulje.

Rezultat: Inl = 1.
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4. Od lima treba napraviti S-litarsku posudu u obliku uspravnoga kruznoga valjka
otvorenoga s jedne strane. Odredite dimenzije (iskazane u cm) posude tako da se za
njezinu izradbu utro§i §to manje lima.

Rezultat: r=h= {/E ~11.68 cm
V4

5. Ispitajte tijek i konstruirajte graf realne funkcije f(x) = x + e
Rezultat: Dy = R\{1}, N; = &, lokalni minimum -1 u to¢ki x = 0, lokalni maksimum 3 u tocki x = 2,
intervali rasta: (—oo, 0) i (2, +oo), intervali pada: (0, 1) i (1, 2), tocaka infleksije nema, interval

konveksnosti: (1, +00), interval konkavnosti: (—oo, 1), asimptote: x = 1 i y = x. Graf funkcije f prikazan je na
Slici 12. (Crveno iscrtkani pravci su asimptote. )

Slika 12.
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