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PREDGOVOR

Ova zbirka zadataka u cijelosti obuhvaca gradivo predmeta Matematika 1 koje se predaje na 1.
godini preddiplomskoga strucnoga studija elektrotehnike na Tehnickom veleudilistu u Zagrebu.
Nastala je na temelju zadataka rjesavanih na demonstraturama i grupnim konzultacijama koje su
tijekom posljednjih nekoliko godina bili organizirane za sve zainteresirane studente kojima sam
drzao predavanja i vjezbe iz navedenoga predmeta. Zbog toga se moze reéi da je (doslovno) svaki
zadatak u ovoj zbirci ,,akademski ispitan“ na studentima — slusa¢ima navedenoga predmeta.

Upravo na temelju pitanja, primjedbi i komentara studenata, od kojih se posebno izdvajaju
izvanredni studenti, napisano je poglavlje zbirke koje obuhvaéa detaljna rjesenja zadataka. To
poglavlje je namjerno dano kao zasebna cjelina jer se preporucuje da svaki zainteresirani student
najprije pokusa samostalno rijesiti svaki postavljeni zadatak. U tu svrhu su uz svaki zadatak

navedeni samo rezultati.

Zbirka zadataka nije zamisljena kao zamjena za bilo koji oblik redovne nastave, nego kao
dopuna tim oblicima nastave. Zbog opsega 1 tezine propisanoga gradiva, sadasnja satnica predmeta
Matematika 1 u kojoj je predvideno (samo) 45 sati auditornih vjezbi pokazala se nedovoljnom za
kvalitetnu pripremu polaganja ispita. Zbog toga se nadam da ¢e ova zbirka — zajedno sa svim
zadacima rijeSenima na predavanjima i auditornim vjezbama — znacajno pomodi svim studentima u

pripremi za polaganje ispita.

Preporucuje se koristiti ovu zbirku zajedno s Repetitorijem matematike za studente
elektrotehnike. Upravo zato u zbirci nije naveden pregled teorijskih pojmova, definicija i formula
potrebnih za rjesavanje zadataka. Osim Sto bi takav pregled doveo do (uvjeren sam, nepotrebnoga)
povecanja opsega zbirke, drugi osnovni razlog za ovakvu odluku jest dozvoljenost Repetitorija
matematike za studente elektrotehnike kao pomagala pri polaganju ispita. Zbog toga smatram
primjerenim da se svi zadaci rjeSavaju uz koriStenje navedenoga Repetitorija (..) i na taj nadin

svojevrsno ,simulira“ polaganje kolokvija, odnosno pismenoga ispita.

Ugodna mi je duznost zahvaliti svima koji su na bilo koji na¢in doprinijeli stvaranju ove zbirke.
To se ponajprije odnosi na studente-demonstratore Petru Cargonju, Marka Spoljarica i Ivana
Gretica koji su veéi dio zadataka rijesili na demonstraturama, te upozorili na pogreske. Posebnu
zahvalnost dugujem svojim studentima koji su brojnim pitanjima, primjedbama i komentarima

utjecali na povecanje kvalitete teksta.

Svjestan sam da je, unato¢ svim naporima, u zbirci ,prezivio“ odreden broj pogresaka. Svakome

tko me upozori na bilo koju od tih pogresaka unaprijed izrazavam svoju zahvalnost.
U Zagrebu, sijecnja 2020.

Bojan Kovagcié¢
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1. GRUPA ZADATAKA

(1_\/5 i)2015

(aelie]

1. Kompleksan broj z = zapisite u eksponencijalnom obliku.

Rezultat: z=2-¢".

1009 | -
<

. T 1009
. . T . +1
2. Zadan je kompleksan broj z=e 8. Izracunajte Arg [Z—j
+1

Rezultat: ¢ :%- .

. T

3. Zadan je kompleksan broj zozel%.

S:{ze (C:‘z—zgo‘Sl}.

U Gaussovoj ravnini skicirajte skup

Rezultat: Krug sa srediStem u tocki (-1, 0) i polumjerom 1. Vidjeti sliku 1.

Slika 1.

4. U Gaussovoj ravnini skicirajte skup tocaka S :{ze C:Re(z)—Im (Z) = 1}.

Rezultat: Pravac y=—x+1. Vidjeti sliku 2.

Slika 2.
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5. U Gaussovoj ravnini skicirajte skup tocaka § = {ze C: Im(ij +Re (ZZ) = 2}.
i

Rezultati: Pravac y=x+2. Vidjeti sliku 3.

|
V

/.
/

/

Slika 3.

22016 | +2015
4 +1

.2014 |, 2017
4 +1

6. Zadan je kompleksan broj z = . Odredite Arg((})zmg).

Rezultat: 0.
. o 2-7]=8, L .
7. Odredite sve ze C sa svojstvima Zapisite ih u algebarskom i
Arg(-z)=0.
eksponencijalnom obliku.
Rezultat: z=—4=4.¢".
|(=5)-2| =25,
8. Odredite sve ze C sa svojstvima -y gz Zapisite ih u algebarskom i
Arg(z)=5

trigonometrijskom obliku.

Rezultat: z= 5-cis[%-n’j =-5-i

%)

2019
2

5. 2016
9. Zadani su kompleksni brojevi z1=—\/§+i i z,=2-e? . IzraCunajte 8-[Z1 j i

zapisite dobiveni rezultat u algebarskom obliku.

Rezultat: —1.

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 5
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%LE:::::;(:;:;:‘C:;E:NSE — nerecenzirana verzija

i

.3
o
8

v . 8 4 .
e 8 . Izracunajte z; -z, i

| =

(7 .
10.Zadani su kompleksni brojevi z =2 cis (Zﬁj iz,=
zapisite dobiveni rezultat u algebarskom obliku.

Rezultat: i.

11.ZapiSite sva rjesenja jednadzbe z’+8-i=0 u algebarskom obliku.

Rezultat: z, =2-i, 7z, =—/3—i, z, =/3—i.

12.Zapisite sva rjesenja jednadzbe z*+i=0 u eksponencijalnom obliku.

w

L7 . .
2 Fay 3 j— i
8

It
Rezultat: z,=¢® ,z,=¢? ,z,=¢

13.Nadite ukupan broj svih rjeSenja jednadzbe z?—i=0 ¢&iji argumenti pripadaju
. 3 5

intervalu (—-x&, =71 |.

4 3

Rezultat: 5.

14.Tockama Z, i Z, sa slike 4. pridruzeni su redom kompleksni brojevi z, i z,.

.
o) Re
) 1 !
2
Zi
2Bl S Z
Slika 4.
Z2046
Izracunajte z=—1 i zapisite rezultat u eksponencijalnom obliku.
2

Rezultat: z=8- e['z.
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2. GRUPA ZADATAKA

1 0 -1
1
. Zadana je matrica A=|-1 1 0 |. Izracunajte matricu BZE-(A-AT+AT-A).
0 -1 1
2 -1 -1
Rezultat: B=|-1 2 -1]|.
-1 -1 2
. 1 2 . 4 3 . . .
. Zadane su  matrice A= 3 4 1 B= ) 1l Izracunajte  matricu

1
C—E-(A+B)-(A—B).

-1 1
Rezultat: C:|: ) 1]

-1

2 1 ?
. Zadana je matrica A= {3 2} Izracunajte matricu B = [E-(A+A_l)} .

10
Rezultat: B=E, = .
0 1

3 2
. Zadana je matrica A=L 3] Rijesite jednadzbu: A-(AT -6- X) =E,.

01
Rezultat: X = .
1 0

a a—1

, pri cemu je a€ R parametar. Determinanta
a+l a+2

. Zadana je matrica A:{

matrice A jednaka je 7. Izra¢unajte matricu B=(7-A7")".

5 —4
Rezultat: B = .
-2 3

1

determinanta matrice C = A’-B* bude jednaka 1.

0 35
. Zadane su matrice Az{; } i B=L 7] Odredite vrijednost ae R tako da

Rezultat: a=1.
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1
determinanta matrice C =(A+ B)-(A— B) bude jednaka -8.

2 1 0
7. Zadane su matrice Az{g } i BzL 2] Odredite vrijednost ae Z tako da

Rezultat: a=-1.

01 2
8. Odredite vrijednost xe R za koju je determinanta matrice A=|x 1 3| jednaka
0 2 5

1. Potom izracunajte inverz tako dobivene matrice.

-1 -1 1
Rezultati: x=-1,A"'=|5 0 -=2|.
-2 0 1
-2 4

9. Ako je 6-A™' ={ } , izraCunajte matricu Bzé(AT )2.

2 -1

3 2
Rezultat: B = { }

4 4
0 0 1
10.Ako je (A_I)T =|-1 1 2| ,izra¢unajte matricu B=A—A".
I 0 -1
0 -1 0
Rezultat: B={1 0 -1].
0 1 0
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3. GRUPA ZADATAKA

. Zadani su vektori a=a-i—k i E=;+; Odredite vrijednost e R tako da

povrsina paralelograma razapetoga zadanim vektorima bude jednaka 343 kv. jed.

Rezultat: ae{-5,5}.

. Zadani su vektori a=i i l;=}—; Izracunajte volumen paralelepipeda razapetoga

vektorima l;+a, b—a i axb.
Rezultat: V =2 kub. jed.

. Zadani su vektori &=?—}' i l;:l;—}'. S tofnoséu od 107 izracunajte oplogje

paralelepipeda razapetoga vektorima a+2-b,2-a=b i axb.

Rezultat: 0=2-(5V3+42+3:42)=38.76727 kv. jed.

. Zadani su vektori a= (LO,-1) 1 b= (x,1,0). Odredite x>0 tako da volumen
paralelepipeda razapetoga vektorima a, biaxb bude jednak 6 kub. jed.

Rezultat: x=2.

. Zadani su vektori a=i—k i l;=;'+l;. Izracunajte volumen prizme razapete
vektorima szl;, (2113)211 (Z;Zz)l;

Rezultat: V =1.5 kub. jed.

. Zadani su vektori a= (-1,2,1) 1 b= (3,2,-1). Odredite vektor ¢ tako da vrijede
jednakosti: a-c= 4, axc=b.
Rezultat: ¢ = j—2-k =(0,1,2).

. Zadani su vektori Zz=(—1,1,0) i l;=(0,0,1). Odredite sve jedini¢ne vektore c koji su

okomiti na zadane vektore.

2

2

(L1,0), ¢, = 2 -(1,1,0) .

Rezultat: ¢, = 5

. Zadani su vektori a=(1,1,4), b=(-1,,0)ic=(=3,3,-4). Odredite ¢e R tako da

zadani vektori pripadaju istoj ravnini.

Rezultat: a=2.

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 9
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9. Vrhovi trokuta su A=(0,1,4), B=(-3,4,1)1C =(2,3,6). Odredite tocku D na osi
aplikata tako da volumen tetraedra ABCD bude jednak 2 kub. jed.

Rezultat: D, =(0,0,3), D, =(0,0,5).

T T . .. . vee . . T ..
10.Neka su m i n jedini¢ni vektori koji zatvaraju kut c¢ija je mjera I radijana.
Izra¢unajte povrsinu trokuta odredenoga vektorima a=m+5-n i b=7-m—n.

Rezultat: P=9 kv. jed.

11.Duljina vektora a jednaka je 3 jed. duljina, dok je duljlna vektora b jednaka 2
jed. duljine. Povr§ina trokuta kojega razapinju vektori ¢=3-a+b i d=a- 5 b iznosi

24 kv. jed. Odredite mjeru (u radijanima) siljastoga kuta medu vektorima aib.

Rezultat: % radijana.

12.Vektori a, b i ¢ razapinju paralelepiped ¢ji je volumen jednak 1. Odredite volumen
paralelepipeda razapetoga vektorima m=2-a+b+2-c, n=2-a+b-2-c i

p=2-a-b+2-c.

Rezultat: V =16 kub. jed.

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 10
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4. GRUPA ZADATAKA

In(2-1)

1. Odredite prirodnu domenu realne funkcije f(2)=

Rezultat: D(f)=(12).

2. Odredite prirodnu domenu realne funkcije g(x)=,|[log, ();—zj .
\/ X

Rezultat: D(g) = <0,2] .

3. Odredite inverz realne funkcije h(s) = 5 ¢ i njegovu prirodnu domenu.

Rezultati: h‘(f):ln[l 32 j D(h‘)=<o, 1>.
25

¢

4. Akoje f(¢6)=——
oje fHO= 55—

, odredite prirodnu domenu funkcije f.

Rezultat: D(f)=R\ |:O, %}

5. Rastavite na faktore polinom p(d)=d>—2-d>—d+2. Koristeéi dobiveni rezultat

nadite skup svih nultocaka polinoma p.

Rezultati: p(d)=(d+1)-(d-1)-(@d-2), N(p)={-1,1,2}.

6. Rastavite na faktore polinom p(w)=2-w’—3-w*-3-w+2. Koristeéi dobiveni

rezultat nadite skup svih nultocaka polinoma p.

Rezultati: p(w)=w+1)-2-w=1-(w=2), N(p)z{—l, %, 2}.

7. Pokazite da je polinom p,(t)=t'—t'—7-t*+t+6 djeljiv polinomom p,(t)=t>—1.

Koristeci dobiveni rezultat odredite skup svih nultocaka polinoma p,.

Rezultati: Dijeljenjem polinoma p i p, dobiva se koli¢nik q(t)=t>—t—6 i ostatak r(t) = 0. Zbog
toga je p, djeljiv s p,. N(p,)={-2,-1,1,3}.

© mr.sc. Bojan Kovacié¢, visi predavac 11
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8. Pokazite da je polinom p(u)=-12-u’—u*+13-u’ +u’—u djeljiv polinomom
p,(u)=u’ —u . Koristeéi dobiveni rezultat odredite skup svih nultocaka polinoma D,
Rezultati: Dijeljenjem polinoma p 1 p, dobiva se kolicnik g(u) =—12-u’ —u+1 i ostatak r(u) = 0.

1 1
Zbog toga je p, djeljiv s p,. N(pl):{—l, ~3 0, r 1} .

o +2

9. Zadana je neprava racionalna funkcija f(a)=———.
24—«

a) Odredite prirodnu domenu funkcije f.

b) Zapisite funkciju fu obliku zbroja polinoma i prave racionalne funkcije.

Rezultati: a) D(f)=R\{-1,2}; b) f(@)=-e'-a*-3-a-5+ 11-05+122 .
2+a-«o
- . ) 3-f
10.Zadana je neprava racionalna funkcija g(f) :m.

a) Odredite prirodnu domenu funkcije g.

b) Zapisite funkciju g u obliku zbroja polinoma i prave racionalne funkcije.

Rezultati: a) D(f)=R\{-4,0,4}; _b) g(ﬂ)Z—ﬂ2—16+_256"B+3

B -16-8 "

11.Dijeljenjem polinoma p,(t) =1 —t* =3’ +3-t*=2-t+5 polinomom p, dobiva se
koli¢nik g(f)=t>+1 i ostatak r(t)=2-t+1. Odredite skup svih nultoc¢aka polinoma

p, . Sve svoje tvrdnje precizno obrazlozite.

Rezultat: N(p,)={-2,1,2}.

12.Na slici 5. plavom je bojom prikazan dio grafa racionalne funkcije ¢g. Ako je
g(x)#0, Vxe R\[-2,3], odredite skup svih nultocaka i skup svih polova te funkcije.

Sve svoje tvrdnje precizno obrazlozite.

Rezultat: N(g)={-1,2}, P(g)={0,1}

© mr.sc. Bojan Kovacié¢, visi predavac 12
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AL

Slika 5.
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Zbirka zadataka sa
demonstratura

i grupnih konzultacija

— nerecenzirana verzija

5. GRUPA ZADATAKA

1. Tockama Z, i Z, u Gaussovoj ravnini sa slike 6. pridruzeni su redom brojevi

Z, 1 z,. Izracunajte

2030

2y zapisite dobiveni rezultat u algebarskom obliku.

1014
1

+Im

ol
N

Rezultat: 2.

2. Zadan je kompleksan broj z =\/——

Slika 6.

3-i—

u eksponencijalnom obliku.

Rezultat: e['z.

3. Zadan je kompleksan broj z=

broju z*°" .

Rezultat: T =(-1,0).

3-i

3+i

. Izracunajte z

2019 - e . .
i zapisite dobiveni rezultat

. Odredite tocku Gaussove ravnine pridruzenu

4. Tockama Z i1 Z, u Gaussovoj ravnini sa slike 7. pridruzeni su redom brojevi

7, 1 z,. Odredite Arg(z_1+ zfmg).

Rezultat: 1—61 -TT.
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™V Matematika 1 Zbirka zadataka sa
(preddiplomski struc¢ni demonstratura
e studij elektrotehnike) i grupnih konzultacija

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE — nerecenzirana verzija

Elektrotehnicki odjel
Im /

K]

Slika 7.
5. Zadani su skupovi S, ={ze C:|z-1+i]<1}i S, ={ze C:Re(§j+lm(z-i)21}. U
i
Gaussovoj ravnini skicirajte skup § =8NS, .

Rezultat: Vidjeti sliku 8.

N
_/

Slika 8.

e v v . “ _1\T —4 3
6. Rijesite matri¢cnu jednadzbu: (2‘X ) = 5 Ll

1 2
Rezultat: X = .
3 4

01
7. Zadana je matrica A:& 3] Rijesite matriénu jednadzbu: A-X =A-X .

-3 1
Rezultat: X = .
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™V Matematika 1 Zbirka zadataka sa
(preddiplomski struc¢ni demonstratura
studij elektrotehnike) i grupnih konzultacija

TEHMICHO VELEUCILISTE U ZAGREBU
POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE — nerecenzirana verzija
Elektrotehnicki odjel

1 2] . 21 26
8. Zadane su matrice A= i B=
3 4 9 10

}. Rijesite jednadzbu: X-A=B-2-X.

4 3
Rezultat: X = .
2 1

1 -1 2 1
9. Zadane su matrice A= {0 | } iB ={ | O} Izra¢unajte matricu C=A"-(B— A).

0 1
Rezultat: C :|: } .

1 -1
10.Vektori @ i b su jedini¢ni. Povrina trokuta kojega razapinju vektori ¢=5-a—b i
d=a+3-b iznosi 4 kv. jed. Odredite mjeru siljastoga kuta medu vektorima aib.

Rezultat: (0:% rad.

i—k. Izracunajte volumen tetraedra razapetoga

11.Zadani su vektori a=i+ j+ =—
(a+2 b)i(3-a)xb.

vektorima (ﬁ )(2 a- b; ( )

Rezultat: V =20kub. jed.

12.Zadani su vektori a=k—i i B:k—}'. Izracunajte volumen prizme razapete

vektorima szl;, (a b) ai (l; Zl) b.
Rezultat: V =1.5 kub. jed.

13.Vektori a, b i ¢ razapinju tetraedar volumena 1 kub. jed. Izracunajte volumen

paralelepipeda kojega razapinju vektori b+c—a, atc—b i a+b—c.
Rezultat: V =24 kub. jed.

14.Vektori a, b i ¢ razapinju paralelepiped volumena 2 kub. jed. Izracunajte volumen

-~ 1 =
prizme koju razapinju vektori a+b, b—a i —-c.

[\)

Rezultat: V =1 kub. jed.

15.Zadana je tocka A =(1,0,1). Odredite sve tocke B na osi aplikata za koje je povrsina
trokuta razapetoga radijvektorima OA i OB jednaka 0.5 kv. jed.

Rezultat: B, =(0,0,-1), B, =(0,0,1).
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POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

TEHMICKO VELEUCILISTE U ZAGREBU

Matematika 1
(preddiplomski struc¢ni
studij elektrotehnike)

Zbirka zadataka sa
demonstratura
i grupnih konzultacija

— nerecenzirana verzija

16.Pokazite da je polinom p,(w)=w*=7-w’+13-w’+3-w—18 djeljiv polinomom

pz(w):(w—3)2. Koristeci dobiveni rezultat odredite skup svih nultocaka polinoma p,.

Rezultati: Dijeljenjem polinoma p i p, dobiva se kolicnik gw)=w’—w-2 i ostatak r(w) = 0.

Zhog toga je p, djeljivs p,. N(p,)={-1,2,3}.

17.Rastavite na faktore polinom p,(t)=t'+t"—4-t—4, pa odredite skup svih

nultocaka toga polinoma i skicirajte njegov graf.

Rezultati: p,(1) =(t+2)-(t+1)-(t—2). Graf polinoma p, prikazan je na slici 9.

Slika 9.

18.Dijeljenjem polinoma p,(x)=64-x—x" polinomom ¢g(x)=(x—1)> dobiju se koli¢nik

g iostatak r. Odredite polinom g+r.

Rezultat: (g+7r)(x)=60-x.

19.Zadana je neprava racionalna funkcija f (&)=

a' -3 +2-a

a) Odredite prirodnu domenu funkcije f.

b) Odredite skup svih nultocaka funkcije f.

c) Zapisite funkciju fu obliku zbroja polinoma i prave racionalne funkcije.

d) Skicirajte graf funkcije f.

Rezultat: a) D(f)=R\{-3,3}; b) N()={0.1.2}; ¢) f(@)=—a’+3-a-11+

Vidjeti sliku 10.

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 17
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™V Matematika 1 Zbirka zadataka sa
(preddiplomski struc¢ni demonstratura
e studij elektrotehnike) i grupnih konzultacija
m;::;;gz:;:‘c:;]a;use — nerecenzirana verzija

Slika 10.

20.Rastavite na parcijalne razlomke sljedece racionalne funkcije:

3-x7+x-2
a) f(x )——
X +x-1
—2-x-1
b)g(X)——
X —X
Rezultati: a)f(x):_1 +2x+3 b) f(x )__+ 1 _ 1
x—1 x*+1 x x+1 x-1

. .. .. . ([t—7 ..
21.Nacrtajte graf harmonijske funkcije wu(t)=2- sm( ) na njezinu
segmentu.

Rezultat: Vidjeti sliku 11.

R\

Slika 11.
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Elektrotehnicki odjel

TEHMICKO VELEUCILISTE U ZAGREBU
POLYTEGHNICUM ZAGRABIENSE

Matematika 1
(preddiplomski struc¢ni
studij elektrotehnike)

Zbirka zadataka sa
demonstratura
i grupnih konzultacija

— nerecenzirana verzija

22.Na slici 12. prikazan je graf harmonijske funkcije h(t) = A-sin(@-t+ @) na segmentu

[—4,4]. Odredite pravilo te funkcije. (Pretpostavite da su A,w>0 i @€ <_E’_> )

y

T
2

3l

Slika 12.

Rezultat: A(t)=2-sin [g tj .

23.Na slici 13. prikazan je graf harmonijske funkcije g(t) = A-sin(@w-t+¢) na segmentu

[—10,2]. Odredite pravilo te funkcije. (Pretpostavite da su A,w>0 i @€ <_E’_> )

T
2

=

Rezultat: g(t) =sin [% -t —zj

Slika 13.

3
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POLYTECHNIGUM ZAGRABIENSE

TEHMICKO VELEUCILISTE U ZAGREBU

Matematika 1
(preddiplomski struc¢ni
studij elektrotehnike)

Zbirka zadataka sa
demonstratura
i grupnih konzultacija

— nerecenzirana verzija

Elektrotehnicki odjel

6. GRUPA ZADATAKA

1. Odredite skup S svih gomilista sljedec¢ih nizova:

a)a = 4039-12- =D :

b) b, =" tcos| Zon ;
n+l1 2

2.n°-1 . (x
¢)c,=————sin| —-n|
(n+1) 2

Sve svoje tvrdnje precizno obrazlozite.
Rezultati: a) §={2019,2020}; b) $={0,1,2}; ¢c) §={1,2,3}.

2-n+3
n+l

2. Niz (a,),.y zadan je pravilom a, =

a) Izracunajte grani¢nu vrijednost L zadanoga niza.

b) Odredite najmanji ke N za koji je |ak —L| <10~ i objasnite znacenje dobivenoga
rezultata.

Rezultati: a) L = 2; b) kuw = 100 000.

4-n+5
n+2

3. Niz (a,),.y zadan je pravilom a, =

a) Izracunajte grani¢nu vrijednost L zadanoga niza.

b) Odredite najmanji ke N za koji je |ak —L| <10~ i objasnite znacenje dobivenoga
rezultata.

Rezultati: a) L = 4; b) kun = 299 999.

1-4-n
n+2

4. Niz (b,),. zadan je pravilom b, =

a) Izracunajte grani¢nu vrijednost L zadanoga niza.

b) Odredite najmanji ke N za koji je |bk —L| <107 i objasnite znacenje dobivenoga

rezultata.

Rezultati: a) L = -4; b) kun = 899 999.

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 20



™V Matematika 1 Zbirka zadataka sa
(preddiplomski struc¢ni demonstratura

T g . studij elektrotehnike) i grupnih konzultacija
TEHMICKD VELEUCILISTE U ZAGREBU
POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE — nerecenzirana verzija
Elektrotehnicki odjel
7-8-n

5. Niz (b zadan je pravilom b = .
(n)neN J p n 4l’l+3

a) Izracunajte grani¢nu vrijednost L zadanoga niza.

b) Odredite najmanji ke N za koji je |bk —L| <107 i objasnite znacenje dobivenoga

rezultata.
Rezultati: a) L=-2; b) kwin = 32 500 000.

6. Izracunajte granicnu vrijednost niza (c,), . €iji je op¢i clan definiran pravilom:

1 (2:n+3Y"
d) an_z.[ n 3j
e

2-n+1
e L [12:n+13 "
et \120n-11)
f) . 2n+1 2019-)1‘
" \3-n-2 ’
) 72-)1+1+1
cC, =———,
86 =504y
22-(3-)1+5) _1
h)yc =———;
) n 82-)1+3+1
i) .- 13n+3+11n+3
n 13n+1 +11n+1 .

Rezultati: a) e’; b)e; ¢) 0; d)1; e) 1; £)0; g) —7; h) 2; i) 169.
7. Izracunajte grani¢nu vrijednost niza (d, ), Ciji je opéi ¢lan definiran pravilom:

a)d =~\4-n*+4-n+5-2-n;

b) d, =v25-n% +20-n+21-5-n;
¢)d, =7 n—J49 n? =56 n+57;
d)d, =3-n-9-n*~36-n+37.

Rezultati: a) 1; b) 2; ¢) 4; d) 6.
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™V Matematika 1 Zbirka zadataka sa
(preddiplomski struc¢ni demonstratura
studij elektrotehnike) i grupnih konzultacija

TEHMICHD VELEUCILISTE U ZAGRER

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE — nerecenzirana verzija
Elektrotehnicki odjel

8. Izracunajte sljedece grani¢ne vrijednosti funkcija:

a) lim(z'x—\/4-x2—8-x+19);

b) Xlirpw(x+\/x2—x+1);

d) ILTOQ(\/H\/;—\/X—J;);
e) lim (1+12:77 =81 +2.1);

t——o0

¢) lim (5-x+\/25-x2—20-x+1)

£) lim (x+1)7+(x-1)*
o (1=x)-(x+1)

¢) lim (2:t=37+@3t+2)"
o (5—x)-(x+5)

im (2-t+3)z+(3-t—2)z

1=+ (7-1—8)" —(6-1+5)

1

i) lim (1+fj“ :

h)

x—0 2

1
i) lin% a+2- x)“j

k) 1im(1+2't2+1j .

t—+o0

1 (2—x)(x+2)
I) lim (1+—2j
X

X—>+oo

Rezultati: a) 2; b) —%; 02 d el f) -2 g 13 b1 i e I K 1l
e
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™V Matematika 1 Zbirka zadataka sa
(preddiplomski struc¢ni demonstratura
e studij elektrotehnike) i grupnih konzultacija

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE — nerecenzirana verzija
Elektrotehnicki odjel

7. GRUPA ZADATAKA

e, zax<0,
1. Odredite a, be R tako da realna funkcija f(x)={q-x+b, zaxe[0,1], bude

2-x—1, inace

neprekidna na R.

Rezultat: (a,b)=(0,1).

2
y -1
—zay>1, )
2. Odredite ce R tako da realna funkcija g(y)=1sin(y—1) Y bude neprekidna
c+1, inace
na R.
Rezultat: ¢=1.
d-e,zat<2,
3. Odredite de R tako da realna funkcija h(r)= ) bude neprekidna na R.

(t—1)~2, inade
Rezultat: d =1.

w’ —4

, Zaw< =2,
w+

a-w+f, zawe[-2,2],
4-(em?-1)

w—

4. Odredite a,feR tako da realna funkcija k(w) = bude

, inace

neprekidna na R.

Rezultat: (a, f)=(2,0).
5. Zadana je funkcija f(t)=4 -7 %rzlt [zracunajte f'(2‘7£).
Rezultat: 1.

2
6. Zadana je funkcija g(x)=$. Izracunajte g (7).
T

Rezultat: -1
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™V Matematika 1 Zbirka zadataka sa
(preddiplomski struc¢ni demonstratura
studij elektrotehnike) i grupnih konzultacija

TEHMICKO VELEUGILISTE U ZAGRES

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE — nerecenzirana verzija
Elektrotehnicki odjel

1 :
7. Zadana je funkcija h(y) L Izracunajte h (1).
y

=.
Rezultat: 1.
8. Zadana je funkcija u(w) :(w2 +w+1)-ew. Izracunajte u (-1).
Rezultat: 0.
9. Zadana je funkcija k(a)=a’-e” +(sina)-(ch ). Izrac¢unajte k'(0)+k(0).
Rezultat: 1.
10. Odredite skup svih nultocaka funkcije f ako je:
a) f(N=75y-y";
b) f(x) z(x2 —3-x+3)-ex;
c) fw)=tgw-w;
d) f(v)=2-v-(v=2)-Inv+4-v—y’

Rezultati: a) N(f)={-5.5}:b) N(f)={0.1};¢c) N(f)={k-m:kez};d) N(n)={1}.
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™V Matematika 1 Zbirka zadataka sa
(preddiplomski struc¢ni demonstratura
studij elektrotehnike) i grupnih konzultacija

TEHMICKO VELEUCILISTE U ZAGREE
POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE — nerecenzirana verzija
Elektrotehnicki odjel

8. GRUPA ZADATAKA

X2 +4-x+3

1. Zadana je realna funkcija f(x)=e . Izracunajte f(-1).
Rezultat: 2.

2. Zadana je realna funkcija g(z) =sin(Inz). Izracunajte g'(l).

Rezultat: 1.
3. Zadana je realna funkcija h(u) =J6-(1+COSZ u) . Izracunajte 3 (%)
Rezultat: —1.

N

4. Zadana je realna funkcija k(w)=40-arctg [LJ [zracunajte k (4).

Rezultat: 2.

5. Funkcija y= y(x) definirana je implicitno jednadzbom x’+y®>=6-x-y. Izracunajte
y utocki T = (3, 3).
Rezultat: —1.

6. Funkcija x=x(t) definirana je implicitno jednadzbom In (£J+£—t =0. Izracunajte
t t

x utocki T= (1, 1).
Rezultat: 2
2
7. Funkcija y=y(w) definirana je implicitno jednadzbom sin(y-w)+ y*-w+Inw=0.
Izratunajte y u tocki 7'= (1, 0).

Rezultat: —1.

2

. .. . . .. . . t
8. Funkcija y=y(t) definirana je implicitno jednadzbom 2-£*+——e' =0.
y

Izracunajte y u tocki T = (-1, 1).

Rezultat: 1.
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™V Matematika 1 Zbirka zadataka sa
(preddiplomski struc¢ni demonstratura
e e e studij elektrotehnike) i grupnih konzultacija
%LE:::::;(:;:;:‘C:;E:NSE — nerecenzirana verzija

x=1+t*+1+1,

9. Funkcija y= y(x) zadana je parametarski s { s : Izra¢unajte y u tocki
y=t —t"+1-1.

odredenoj parametrom ¢t =0.

Rezultat: 1.
. . . x=t-e, L : s
10.Funkcija y=y(x) zadana je parametarski s Izracunajte y u tocki
y=t-cost.

odredenoj parametrom ¢t =0.

Rezultat: 1.
=1+sint, . . .
11.Funkcija y=y(x) zadana je parametarski s ! , Izracunajte y u
y=(l+sint)-cost,

tocki odredenoj parametrom ¢ = e

Rezultat: 1.
. ) ) x=cos(2-1)-cost, . ) ,
12.Funkcija y=y(x) zadana je parametarski s ] Izracunajte y u
y=cos(2-t)-sint.

T

A w

tocki odredenoj parametrom ¢ =

Rezultat: —1.
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™V Matematika 1 Zbirka zadataka sa
(preddiplomski struc¢ni demonstratura
e studij elektrotehnike) i grupnih konzultacija

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE — nerecenzirana verzija
Elektrotehnicki odjel

9. GRUPA ZADATAKA

1. Na slici 14. prikazani su graf funkcije f na segmentu [—2, 2] i tangenta povucena na

taj graf u tocki (0,2).

\

o 2

Slika 14.

a) Odredite f (0)+ f (1). Sve svoje tvrdnje precizno obrazlozite.

b) Odredite povrsinu trokuta kojega s objema koordinatnim osima zatvara
normala povucena na graf funkcije fu tocki (0,2).

Rezultati: a) 3; b) P =6 kv. jed.

2. Na slici 15. prikazani su graf funkcije f, tangenta ¢ povucena na taj graf u tocki C'i
normala n povucCena na taj graf u tocki A.

B f (x) /

n

Slika 15.

Ako povrsina trokuta ABC iznosi 2.4 kv. jed., odredite f'(—2)+ f'(O). Sve svoje

tvrdnje precizno obrazlozite.

Rezultat: 6.
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™V Métemati}{a 1 N
(preddiplomski struc¢ni
studij elektrotehnike)

TEHMICKO VELEUCILISTE U ZAGREBU
POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

Zbirka zadataka sa
demonstratura
i grupnih konzultacija

— nerecenzirana verzija

3. Na slici 16. prikazan je graf prve derivacije polinoma p :[—4, 4] —->R.

l1=(12-+5,0) N

b= )

Slika 16.

D

v

2

Ako su p(=2:+3)+ p(2:4/3)=-18, p(-2)+ p(2) =-101 p(0) =0, odredite:

a) sve intervale rasta polinoma p;

b) sve intervale pada polinoma p;

c) sve tocke lokalnih ekstrema polinoma p;
d) sve intervale konveksnosti polinoma p;
e) sve intervale konkavnosti polinoma p;

f) sve tocke pregiba (tocke infleksije) polinoma p;

g) tocku u kojoj polinom p najbrze raste;
h) tocku u kojoj polinom p najsporije pada.

Sve svoje tvrdnje precizno obrazlozite.

Rezultati: a) (-2-v3,0) i (2:43,4) 5 b) (-4,-2:43) i (0,2:43);

c) tocke lokalnoga minimuma: (—2-«/5, —9) i (2-«/5, —9), tocka lokalnoga maksimuma: (0,0).

d) (-4.-2)i(24);e)(-2,2); ) T=(-2,-5) i T, =(2.-5): g) T, =(-2,-5); h) T,=(2,-5).

4. Odredite sve tocke ravninske krivulje K..y=x’+x+1 u kojima je pripadna

normala na krivulju usporedna s pravcem p... x+13-y+1=0.

Rezultat: T\ = (-2, -9)1 T, = (2, 11).

5. Odredite sve tocke ravninske krivulje K..y=x’+4-x+2 u kojima je pripadna

tangenta na krivulju usporedna s pravcem p...7-x—y+2=0.

Rezultat: T\ = (-1, -3)1 T, = (1, 7).
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™V Matematika 1 Zbirka zadataka sa
(preddiplomski struc¢ni demonstratura
e e e studij elektrotehnike) i grupnih konzultacija
%Léiﬁf:ﬁiﬁﬁ:.iifﬁféf"* — nerecenzirana verzija

6. Izracunajte povrsinu trokuta kojega s koordinatnim osima zatvara normala na

krivulju K...y=(x*+1)-Inx povucena na krivulju u njezinu sjecistu s osi apscisa.
1 .
Rezultat: P :Z kv. jed.

L L 1-si . . y .
7. U sjecistu krivulje K...y :ﬁ s osi ordinata povucene su tangenta i normala
e

na krivulju K. Izracunajte povrsinu trokuta kojega ti pravci zatvaraju s osi apscisa.

Rezultat: P :% kv. jed.

8. U svakom sjecistu krivulje K...y=x*—4-x s osi apscisa povu¢ena je tangenta na

krivulju. Izra¢unajte povrsinu ravninskoga lika omedenoga tim tangentama.

Rezultat: P =064 kv. jed.

9. Nadite sve globalne ekstreme funkcije f:[-2,2] >R definirane pravilom

f(x)=x"=3-x. Sve svoje tvrdnje precizno obrazloZite.

Rezultati: Globalni minimum funkcije f jednak je —2 i postize se za x, =—21ix, =1. Globalni

maksimum funkcije f jednak je 2 i postize se za x, =—lix, =2.

10.Nadite sve globalne ekstreme funkcije g:[0,3] >R definirane pravilom

g(y)=y-(y=3)*. Sve svoje tvrdnje precizno obrazloZite.

Rezultati: Globalni minimum funkcije g jednak je 0 i postize se za y =0iy,=3. Globalni

maksimum funkcije ¢ jednak je 4 i postize se za y, =1.

11.Odredite domenu, intervale monotonosti i sve lokalne ekstreme sljede¢ih realnih
funkcija:

a)f(X)=X+l;
X

b) g(1) =%;
&) hwy =22,

d)p:[0, 2:7] > R, p(v)=sinv+cosv.
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Rezultati:

a) D(f)=R\{0}, intervali rasta: (—oo,—1) i (1, +oo), intervali pada (-1, 0) i (0, 1),
tocka lokalnoga minimuma: 7} = (1, 2), totka lokalnoga maksimuma: 7, = (-1,-2);

b) D(g)=R" =<0, +oo>, interval rasta: <0,\/; >, interval pada: <\/;,+oo>, tocka lokalnoga maksimuma: 7 =(\/;, 21 j;
-e

¢) D(h) =R, interval rasta: <—oo, ;>, interval pada: <;,+oo> , tocka lokalnoga maksimuma: 7" = (; s lj;
e

) D(p)=[0, 2-7], intervali rasta:( 0, %Y i (27, 2.77), interval pada: (%, 2. 7),
4 4 4 4
tocka lokalnoga minimuma: 7; =(j~ﬂ,—x/§), tocka lokalnoga maksimuma: 7, =(Z, \/Ej
12.Pravokutno gradiliste povrsine 1 ha treba ograditi tako da se za ogradivanje potrosi

najmanje materijala. Odredite optimalne dimenzije gradilista i izrazite ih u

metrima. Sve svoje tvrdnje precizno obrazloZite. (Napomena: 1 ha = 10 000 m*.)

Rezultat: (x*, y*) =(100,100), tj. gradiliste treba biti kvadrat stranice 100 metara.

13.Izrac¢unajte sljedece grani¢ne vrijednosti primjenom L'Hopital-Bernoullijeva pravila:

3-(x—arctg x)

a) lim ;
) x—0 x3

. 2(e —e
b) hm(_—z);

y>0  sin”y

2

.t +r+1
¢) lim ———;

t—+o0 e

eZ»w

d) lim

oo — w1
Rezultati: a) L=1; b)L=—¢; ¢)L=0; d)L=0.

14.0Odredite intervale konveksnosti, intervale konkavnosti, tocke pregiba (infleksije) i
asimptote na graf sljedec¢ih realnih funkcija:

a)f(X)=x2—l,
X
6-Int
5.¢%°
o) h(y)=e?>”.

b) g(t) =
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Rezultati: a) Intervali konveksnosti: (—oo, 0) i (1, +o0), interval konkavnosti: (0, 1), tocka pregiba
(infleksije): (1, 0), jedina asimptota: z = 0. b) Interval konveksnosti: <§/675 ,+<>o>, interval

3

konkavnosti: <O, 3/675 > , tocka pregiba: T = {3/675 e J , uspravna asimptota: os ordinata, desna
. . . . I\ . .
vodoravna asimptota: os apscisa. c) Intervali konveksnosti: (—eo,——) i > +o0 ), interval

11 11 11
konkavnosti: (——,—), tocke pregiba: T, =| ——,— | i1, =| —,—= |, jedina asimptota: os apscisa.
2°2 2 e

2 e

15.Koli¢ina naboja (iskazana u C) koja prolazi kroz poprecni presjek vodica u trenutku
t>0 (sekundi) dana je pravilom Q(t)=¢'—3-t*+6-t+1. U kojem trenutku je jakost

struje kroz vodi¢ najmanja i kolika je ta najmanja jakost?

Rezultat: Najmanja jakost struje iznosi 3 A i postiZze se u trenutku =1 (sekunda)

16.Ukupan broj bakterija N u nekoj kulturi u trenutku ¢>0 dan je pravilom

1000 .
N(t) = W . Odredite:

a) pocetni broj bakterija u toj kulturi;

b) u kojem trenutku broj bakterija najbrze raste i ukupan broj bakterija u tom
trenutku;

c) lim N(¢) i interpretirajte dobiveni rezultat.
t—>+o0

Rezultati: a) N, =N(0)=100;b) ¢ = g-an ~31.38892, N(z,.. ) =500; c) lim N (7) = 1000. Sto

vrijeme vise bude odmicalo, broj bakterija u kulturi bit ¢e sve blizi 1000.

17.Zadana je funkcija f(x)=x2+ﬁ, gdje je ae R parametar. Ako je N(f)={-1},
X
odredite sve tocke pregiba (infleksije) i asimptote na graf te funkcije.

Rezultat: Jedina tocka pregiba: T =(-1,0), jedina asimptota: x=0.

18.Zadana je funkcija g(x)=e“_”‘2, gdje je ae R parametar. Graf te funkcije sijece os
ordinata u tocki T =(0,e). Odredite sve lokalne ekstreme, tocke pregiba i asimptote

na graf funkcije g¢.
Rezultat: tocka lokalnoga i globalnoga maksimuma: 7, tocke pregiba: T, {——,\E] i

2
T, :(%,x/;], obostrana vodoravna asimptota: y=0.
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10. GRUPA ZADATAKA

1. Izracunajte grani¢ne vrijednosti (limese) nizova:

(@D =@+ D)-Gn-2)
a)a, = B-n=2"+(n+D-(2-n-1)

T-n

b) bn=14~n~1n(1+ij;

Rezultati: a) i c¢) 1; b) 2.

6-n—1
3-n+1

2. Niz (a,) . Odredite:

.y definiran je pravilom: a, =
a) grani¢nu vrijednost (limes) L zadanoga niza.
b) najmanji ke N za kojega vrijedi nejednakost: |ak —L| <107,

Rezultati: a) L=2;b) k_, =100 000.

3. Odredite a,fe R tako da realna funkcija g:R — R definirana pravilom

tgw—w
2-(i—sinw)’ zaw<0.
gwy=sa-w+p, zawe|0,2],
In(w—1)

2-w

zaw>?2

bude neprekidna na R.
Rezultat: (o, f)=(-11).

4. Odredite najmanju i najve¢u vrijednost funkcije q:[—6,2] — R definirane pravilom
qge)=€-175-¢.

Rezultati: Najmanja vrijednost funkcije ¢ jednaka je —142, a najveca 250.

5. Odredite sve globalne eckstreme funkcije A(w)=+2-w—w’. Sve svoje tvrdnje

precizno obrazlozite.

Rezultati: Najmanja vrijednost funkcije b jednaka je 0, a najvecéa 1.
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S x=t+sint, . .
6. U tocki krivulje K... odredenoj parametrom 7=0 povucene su
y=2-(t—cost)

tangenta i normala na krivulju K. Izracunajte povrsinu lika kojega ti pravci

zatvaraju s osi apscisa.

Rezultat: P=4 kv. jed.

7. Izracunajte povrsinu lika kojega s objema koordinatnim osima zatvaraju tangenta i
normala povucene na krivulju K...y=-x"—x>+x utocki T =(-1, y,).

Rezultat: P=1 kv. jed.

8. Odredite sve tocke krivulje K...y* =x u kojima tangenta povucena na krivulju K s

objema koordinatnim osima zatvara trokut povrsine 2 kv. jed.

Rezultat: T, =(4,2) i T, =(4,-2).

9. Odredite sve tocke lokalnih ekstrema, tocke pregiba (infleksije) i asimptote na graf

. 1 2 . . . ..
funkcije f(x)= 864(?—;). Sve svoje tvrdnje precizno obrazlozite.
Rezultati: Tocka lokalnoga maksimuma: M =(3,32), tocka pregiba: T =(4,27), uspravna

asimptota x =0 (os ordinata), (obostrana) vodoravna asimptota y =0 (os apscisa).

1
10.Ispitajte tijek i nacrtajte graf funkcije f definirane pravilom f(x)=x-e".

Rezultati: D(f)=R\{0}, ne sijece nijednu koordinatnu os, neprekidna na D(f), nije ni parna, ni
neparna, ni periodi¢na, intervali rasta:(—oo, 0) i (1, +<>o> , interval pada:(O, 1) , tocka lokalnoga
minimuma: T =(1,e), interval konveksnosti:(O, +<><>>, interval konkavnosti: <—<><>, 0), asimptote: x=0

i y=x+1. Graf funkcije f prikazan je na slici 17. (Crveni crtkani pravac je kosa asimptota.)

Slika 17.
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DETALJNIJA RJESENJA ZADATAKA

1. GRUPA ZADATAKA

1. Najprije u eksponencijalnom obliku zapisemo kompleksan broj z, = 1-+/3-i. Tom je
broju pridruzena tocka Z, = (1,—\/§ ) Ta tocka se nalazi u IV. kvadrantu Gaussove

ravnine. (Nacrtajte sliku!) Lako izracunamo modul i argument broja z, :

Zbog toga je

5
t-g-ﬂ'
z,=2-e

Tako dobijemo:

k)
3

5 \2015
20 )
(1_\/5. i) e (2 ¢ j 2015 i»ﬁ»(%»ZOlS—%»4028j
3028 A0 2028 €

22015

2015
2 P (-1341)

= s € ~

2. Imamo redom:

ei»ﬂ'»l — 2 . ei'ﬂ"

O+i-1+1 1+i 1 i 1 ., 1 1 .1
g(0+i-1+ij g(z-ij g(Z-i Z-J g(Z 2) g{z ) 2}

11 T
=Arg| ———-i |=2-m—arctg()=2-71——=
g(z 5 j g) 1

7.

NN
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Ovdje smo primijenili sljedece tvrdnje:

Ak+3

o =—i, Vke Z , pa posebno za k=-1 slijedi i

4-(=1)+3 .—1 .
0 = =,

1 1
¢ Broju %—%i odgovara tocka (5’_5j u IV. kvadrantu Gaussove ravnine

(nacrtajte sliku!). Zbog toga se argument toga broja dobije kao gore.

3. Izracunajmo najprije broj zJ’. Imamo redom:
0= {e Zoj =e¢?" =cos(3-7)+i-sin(3-7r)=—1+i-0=—1.

Odatle slijedi:
S :{ze (C:‘z—zgo‘s 1}:{ze (C:|z—(—1)|£ 1}.

Promotrimo najprije skup
S, ={ze C:|z-(-D|=1}.

S, je kruznica sa srediStem u tocki pridruzenoj broju z, =-1 i polumjerom r=1.
Broju z, je pridruzena tocka Z, =(-1,0). Zbog toga u Gaussovoj ravnini nacrtamo
kruznicu sa srediStem u tocki Z, i polumjerom r. Budu¢i da se u definicijskoj

relaciji skupa S pojavljuje znak <, trazeni graficki prikaz je krug omeden nacrtanom
kruznicom (vidjeti sliku 1.).
4. Neka je z=x+y-i, x,ye R. Tada su Re(z)=x i Im(z):lm(x—y‘i) =—y. Zbog

toga je skup S jednak skupu svih tocaka Gaussove ravnine za koje vrijedi jednakost
x—(—y)=1, odnosno jednakost y=-x+1. Graficki prikaz toga skupa je pravac

y=—x+1 (vidjeti sliku 2.).

5. Neka je z=x+y-i, x,ye R. Tada su:

z x+y~i_(x+y~i)~i_x~i+y~i2_x~i+y‘(—1)
i i i i? (-1
Z

i=(x=y-i)i=xi-yi’=xi-y-(-)=y+x-i=>Re(z:i)=y.

=y—x‘i:>Im(£.j:—x,
i

Zbog toga je skup S jednak skupu svih tocaka Gaussove ravnine za koje vrijedi
jednakost —x+y=2, odnosno jednakost y=x+2. Graficki prikaz toga skupa je

pravac y=x+2 (vidjeti sliku 3.).
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. Zapisimo broj z u algebarskom obliku. Ostatci pri cjelobrojnom dijeljenju brojeva
2014, 2015, 2016 i 2017 s 4 su redom 2, 3, 01 1. Zbog toga je:

i2016+i2015 _ i4+i3 3 1+(_l‘) B (_1)(_1+l‘) _

i2014 2017

— T2 . R R -1.
+i I+i  (-D)+i —1+1i

=

= ) 2018 2018 ] —\2018
Tako je z=z=-1, pa je (z) =(-1)"" =1. Konacno je: Arg[(z) J:Arg(l):o.

. Iz |2~z|=8 slijedi |2|~|z|=8, odnosno 2~|z|=8,odnosno |2| = 4.
Iz Arg(—z) =0 slijedi:

Arg(-1-2)=0,

Arg(-1)+ Arg(z) =0,

7+ Arg(z)=0,
Arg(2)=0-rm=-n=-7n+2-m=n7.

Zbog toga je trazeni broj z=4-¢" =4-(cosw+i-sinz)=4-(-1+i-0) =—4.

. Iz |(—5)~z|=25 slijedi |—5|~|z|=25, odnosno 5‘|z|=25, odnosno |z] = 5.
Iz Arg(%)z% slijedi:

2-7w—Arg(z) =

Arg(z)=2-7—

NN N
Il
N!w
3

Zbog toga je trazeni broj jednak:

z=5-cis(§-7rj:5-[cos(§-7rj+i-sin(§-ﬁn:5-(0+i-(—1))=—5-i.
2 2 2

. Broju zlz—\/g +i pridruzena je tocka (—\/5,1). [zracunamo:
3, 1 T 5 .
rl=|zl|=,/(—\/§) +12 =\3+1=14=2, ﬂ:”_arCtg[Ej:”_g:g'”‘ Zbog toga je
5

=7
z,=2-¢® . Tako sada imamo:
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5
i-—-7-2016
Z2010 92016 "6 i-ﬂ'-[é-2016—§-2019J —_
8. 1 :8 :8 2_3‘6 6 3 :8.(2—3.61-7[-(—1685)):
2 oo o019
277 e 3

=8:(27(cos(~1685-7)+i-sin(-1685-7))) =8-(27 - (-1+i-0)) =-8-27 =—1.

10.Postupite kao u prethodnom zadatku, pri ¢emu je najbolje oba broja zapisati u
trigonometrijskom obliku. Dobiva se:

= 2 1
z -2, =24-cis(14-7r)-24-cis(%ﬁj:cis(14-7£+%7£j:cis(%-ﬁj:—i:i.

. (3 D . .
11.0c¢ito je —8-i=8-c1s(5-7£j. Zbog toga su sva rjesenja zadane jednadzbe dana

izrazom:

Dakle, trazena rjesenja su:

N

2y =2-Cis( .%+3-7rj=2-cis(§j:2-i,

Z :2.cis(4.1+3-7rj:2-cis(%-7£j=—\/§—i,

N

2, =2~Cis(

3

P2

[}

(3 .,, .
12.Postupite kao u prethodnom zadatku. Buduéi da je —i =CIS(§~7[j=€ , dobiva se:

4-043 3

’[ 8 ”j e
Z,=e =e?

i-(4'18+3-ﬂ'j ,zﬂ-
7, =e =e?

(122, o,
,=e =e?

(822, s,
=e =e 8 .

37
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. .. . e . v .
13. Bududi da je i=cis (Ej, sva rjesenja zadane jednadzbe su dana izrazom:

2 =cis(4'k+1-7c} k=0,1,...11.
24

Zbog toga mora vrijediti nejednakost

3 <4'k+1-75£§-75@18<4-k+ls40(:>%<k£3749.,

T
4 24

Tu nejednakost zadovoljavaju prirodni brojevi 5, 6, 7, 8 i 9. Njih ima ukupno 5.
Dakle, trazeni broj je jednak 5.

14.Najprije odredimo eksponencijalni zapis broja z,. Iz slike 4. vidi se da je tom broju

pridruzena tocka Z, = 1,—\/§ . Lako izracunamo modul i argument broja z:
1 1

n:mzmzﬁzz,

o, =2-7£—arctg(x/§)=2-ﬂ'—%:%ﬂ'.

Zbog toga je z, = 2.6

Odredimo eksponencijalni zapis broja z,. Iz slike 4. vidi se da je =2, pa

izracunajmo pripadni argument:

7

Zbog toga je z, =2- e

Tako dobijemo:

2046
2 i-g-ﬂ'
e
02046 i-ﬁ-(§-2046—%-2043] s ;2053 P
= e =2 2 =8-e?2.

2043 2043
P 2
2-e°
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2. GRUPA ZADATAKA

1 -1 0 2 -1 -1
. Lako dobijemoA" =| 0 1 —1|, pasu A-A"=A"-A=|-1 2 -1|. Zbog toga
-1 0 1 -1 -1 2
2 -1 -1
je B:%-(A-AT+AT-A):%-(Z-A-AT):A-AT: -1 2 -1f.
-1 -1 2

y 55 1] | -3 -1 .
. Lako dobijemo A+B= =5 i A-B= . Zbog toga je
55 11 1 3

T P X

. Imamo redom:

. {2 —1}
A =A>
3 2
1 > T P ?
B=[—-(A+Al)} =[—-(A+A)} =(—-2-Aj =A’=A-A=
2 2 2
2 -2 1] _[224(D:3 2:(D+ED-2)|_[1 0]_
3 20|3 2| [324(=2)3 3-(-D+(=2)-(-2)| |0 1] ¥
. Prema definiciji inverza matrice vrijedi jednakost A-A™'=E,. Prema zadanoj

jednadzbi vrijedi jednakost A-(AT -6-X ) =E, . Zbog jedinstvenosti inverza matrice,

iz tih dviju jednakosti slijedi A™ = A" —6- X . Izrazimo X iz ove jednakosti:

AT=AT-6-X &
6 X=A"-A">

I
X—6(A AM).

Za zadanu matricu A izrac¢unajmo A" i A™'. Odmah dobijemo:

AT—3 4 S 3 2
12 37 |4 3/

pa je konacno:
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bt 4 T SR

5. Determinanta matrice A jednaka je:

det(A)=a-(a+2)—(a+D)-(a-D=a*+2-a-(a*-)=a*+2-a-a’+1=2-a+1.

Prema uvjetu zadatka, ta determinanta mora biti jednaka 7. Tako dobivamo

linearnu jednadzbu 1. stupnja s jednom nepoznanicom
2-a+1="1.
Jedino rjesenje te jednadzbe je a =3. Zbog toga je:
3 3-1 32
A= = .
3+1 3+2 4 5
Tako konac¢no dobivamo:
T T
5 2 5 2 5 -4
B=(7.4") =[7.L. = = .
714 3 -4 3 -2 3
6. Prema Binet-Cauchyjevu teoremu vrijedi:

det(C) = det(A’ - B*) = det(A®) - det(B*) =[det(A)]* -[det(B)]’.

Lako izrac¢unamo:

det(A) =

a 0
=a-1-2-0=a-0=a,
21

35
det(B):‘4 7‘:3-7—4-5=21—20=1,

pa uvrstavanjem u izraz za det(C) dobivamo:
det(C)=a’ -1’ =d’.

Prema zahtjevu zadatka, ta vrijednost mora biti jednaka 1. Zbog toga dobivamo
kubnu jednadzbu

a=1.

Zbog pretpostavke ae R, odatle slijedi a=1.
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7. Prema Binet-Cauchyjevu teoremu vrijedi:

det(C) = det((A—B)-(A+B)) = det(A— B)-det(A + B).

Lako izra¢unamo:

a-1 2-0] [a-1 2
A-B= = :
{0—1 1—2} {—1 —J

-1 2
det(A—B)=‘a { 1‘=(a—1)-(—1)—(—1)-2=—a+1+2=3—a,
a+1l 240 a+l 2
A+B= = ,
{OH 1+2} {1 3}
a+l 2
det(A+B)=‘ 3‘=(a+1)-3—2~1=3~a+3—2=3-a+1,

det(C) =det(A—B)-det(A+B)=(B—-a)-B3-a+1)=9-a-3-a*+3—-a=-3-a* +8-a+3.

Prema zahtjevu zadatka, ta vrijednost mora biti jednaka -8. Zbog toga dobivamo
kvadratnu jednadzbu

-3-a’+8-a+3=-8e -3-a’+8-a+11=0=>q, =1, a2=%.

Zbog pretpostavke ae Z , odatle slijedi a=-1.

8. Determinantu matrice A najbrze je izracunati Laplaceovim razvojem po njezinom

prvom stupcu. Tako odmah dobivamo:

1
det(A)=(=1)x-|

)
5‘:—x~(1.5—2.2)=—x.1=—x.

Tako iz jednadzbe det(A) =1 slijedi —x=1, odnosno x=-1.

0 1
Preostaje izracunati inverz matrice A=|-1 1 3|. Redom rac¢unamo elemente
0 2

adjunkte ove matrice:

. 1
bll:(_l)l L 2

j =1-(-D=-1 b,=(-D}"" _01

143 _1
z‘ =CD-5)=5 hy=(-D"|

j
=1.(2)==2
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1
b :_12+1.
=D

=(-1)-1=-1 b —(—1)2+2-0
- - = .

1020 by =0 |=(-1)-0=0
s 7 02
0 :‘

=1-1=1

-1

1
b31 :(_1)%1 : 1

j:n:l by, =(~1)"*:

0 =(-D-2=2  b,=(-D"-
-1 3 - .

Zbog toga je

-1 5 =2 -1 -1 1
A'==|-1 0 0| =5 0 -2
1 -2 1 -2 0 1

-2 4
9. Neka je C :{ 5 J . Iz jednakosti 6-A™' =C invertiranjem slijedi

odnosno

a odavde je

Sada se lako izracuna

I A S P E

0 0 1
10.Neka je C=|-1 1 2 Iz zadane jednakosti (A_1 )T =C transponiranjem slijedi
1 0 -1

((A_1 )T )T =C", odnosno

0 -1 1
A'=l0 1 0]
1 2 -1
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Odavde invertiranjem analogno kao u zadatku 8. slijedi

Sada se lako izracuna

1
B=A-A"=|0
1

I -1 1
A=0 1 O
1 1 0

-1 1 1 0
I O0|—-|-11
1 0 1 0
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POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE — nerecenzirana verzija
Elektrotehnicki odjel

3. GRUPA ZADATAKA

1. Povrsina paralelograma kojega razapinju vektori aib jednaka je duljini njihova
vektorskoga umnoska. Primijetimo da vrijede jednakosti:

a=(a,0,-1), b=(1,1,0).

Zbog toga imamo redom:

i

j ok
axb=la 0 -l|= (razvoj po 2. retku) = (—) -
I 1 0

J

k_(_l)'l J|_
0 1

=(-a)-(j-0-1-k)+(i-1-1-j)=a-k+i- j=(-lLa)=

P=laxb|=\I+ (-1’ +a@ =\1+1+0* =\2+a’.

Prema zahtjevu zadatka, vrijednost te povrsine mora biti jednaka 3-43. Tako

dobivamo jednadzbu:

V2+a? =343
Rijesimo tu jednadzbu:

V2+a? =33 /2
2+a* =93,
o’ =25.

Odatle je are {-5,5}.

2. Volumen paralelepipeda jednak je apsolutnoj vrijednosti mjesovitoga umnoska
vektora koji razapinju taj paralelepiped. Zapisimo zadane vektore kao uredene
trojke:

a=i=(1,00), b=j—i=(-11,0).
Tako redom rac¢unamo:

b+a=(-1,1,0)+(1,0,0) = (-1+1,1+0,0+0) = (0,1,0),
b-a=(-1,1,0)—(1,0,0)= (-1-1,1-0,0—0) = (=2,1,0),
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i J ok Lo
axb=|1 0 O0|=(razvojpo 2. retku) = (—1)-| k:(—1)-(}'-0—1-1?)=1?:(0,0,1),
1 0
110
0 10 01
V:‘M(l;+21,l;—21, szl;)‘: -2 1 0 :(razvojpo3.retku):1-‘ 5 1‘:
0 0 1

=[1-[0-1-(=2)-1] =[1-2| =2 kub. jed.

3. Izracunajmo najprije vektore koji razapinju paralelepiped. Primijetimo da vrijede
jednakosti

a=(1,-1,0)ib=(0,—1,1).

Zbog toga je:

ci=a+2-b=(1,-1,0)+2-(0,-1,1) = (1,—1,0) +(0,-2,2) = (1,-3,2),
d:=2-a—b=2-(1,-1,0)— (0,—-1,1) = (2,-2,0) — (0,—1,1) = (2,—1,—1),
i ]k
e=axb=[1 -1 0=—i—j—k=(-1,—1-1).
0 -1 1

Trazeno oplosje jednako je zbroju povrsina tocno Sest paralelograma. Oni tvore tri
para medusobno sukladnih paralelograma. Paralelograme koji tvore prvi par
razapinju vektori ¢ i d . Paralelograme koji tvore drugi par razapinju vektori ¢ i e,
a paralelograme koji tvore tre¢i par razapinju vektori die.

Povrsina svakoga od dvaju paralelograma koji tvore prvi par jednaka je ‘Exg‘
Povrsina svakoga od dvaju paralelograma koji tvore drugi par jednaka je ‘Ex;‘, a
povrsina svakoga od dvaju paralelograma koji tvore tre¢i par jednaka je ‘E X;‘.

Tako redom imamo:

i j ok
exd=1 =3 2|=5i+5-j+5k=(55,5),
2 -1 -1

\Ex2\=\/52+52+52 =3.52 =5..3,
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i j k
cxe=|1 -3 2|=5-i—j—4-k=(5-1,-4),
-1 -1 -1
\zx;\ =52+ (1) +(=4)> =25 +1+16 =~/42,
i j k
dxe=[2 -1 —1=0-i+3-j—3-k =(0,3,-3),
-1 -1 -1

[dxe| =02 +3"+ (-3 =23 =3.42.
Konacno je:
0=2-(\Ex2\+\2x2\+\3x2\)=2-(5-\B+Jﬁ+3-ﬁ)z38.76727 kub. jed.

. Odredimo najprije vektor axb. Imamo:

i j k
DR o =1 =P =1 -1 o - - -
axb=1 0 -1=i- -Jj- +k- =i—x-j+k=(1,-x1).
1 0 x 0 x 1
x 1 0

1 0 -1
o -1 -1
M=|x 1 O|l=—x- +1- =x"+2.
1 —x 1 x

Primijetimo da je x*+2>0, Vxe R, $to znadi da je volumen paralelepipeda
razapetoga vektorima a, biaxb jednak mjefovitom umnosku tih vektora, tj.

x> +2 kub. jed. Zbog toga preostaje odrediti strogo pozitivno rjesenje jednadzbe
x> +2=6. Lako se dobije x=2.

. Zapisimo zadane vektore u koordinatnom obliku: a=(1,0,-1), b=(0,1,1). Radunamo:

-
”xE—i(]) =i 0 st e 95 j+k=(1,-11)
a_011_111]01 o1 TR

(a-b)-a=[10.~©.LD]- 10~ =[1-0+0-1+(-1)-1]- L0, =(-1)- (LO~D =(-10,1),

[
(b-a)-b=(a-b)-b=(-1)(0.L1)=(0.~1-1).
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Volumen prizme razapete izrac¢unanim vektorima jednak je

1 -1 1
vella o a2ty ™ Yt —1.|2—(—1)|—§—15kub jed
2, L 2 a4 o 4| 2 p

6. Neka je c=(c,c,,c;). Tada je:
a-c=(=L21)-(c;,c,n¢c;) =—¢, +2-¢, +c¢,,
pa iz prvoga uvjeta dobivamo jednadzbu:
-, +2-¢c,+c; =4

Nadalje,

[\

=(2-¢;—c,, c;+c,,—c,—2-¢),

pa iz drugoga uvjeta dobivamo sustav triju linearnih jednadzbi s tri nepoznanice:

2-¢;—c, =3, —c,+2-¢; =3,
2-¢;—c,, c;+c,—c,=2-¢,))=3,2,-1) & ¢, +¢, =2, &0+, =2,

—,—2-¢,=-1 2-¢,+c, =1.

Dobivene jednadzbe nisu medusobno nezavisne jer se lako vidi da je druga
jednadzba jednaka poluzbroju prve i trec¢e jednadzbe. Zbog toga odbacujemo npr.
prvu jednadzbu gornjega sustava i umjesto nje uvrStavamo jednakost
—c, +2-¢,+c, =4. Tako dobivamo sustav:

-, +2-¢c,+c; =4,
¢ tec, =2,

2-¢,+c, =1.

Taj se sustav najbrze rijesi tako da se zbroje prva i treca jednadzba, pa se od toga
zbroja oduzme druga jednadzba. Tako se dobiva 3-¢, =3, a odatle je ¢, =1. Iz trece

jednadzbe odmah slijedi ¢, =0, a potom iz druge ¢, =2. Dakle, c=(0,1,2).
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7. Svi vektori okomiti na zadane vektore su nuzno kolinearni s vektorom axb jer je
taj vektor (uvijek) okomit na zadane vektore. Izra¢unamo:

i
axb=|-1
0

{:f+}'=(1,1,0).

S =l

Duljina toga vektora jednaka je:
laxb| =" +1 =2

Buduéi da mnozenje vektora skalarom mijenja samo duljinu vektora, prvi trazeni

| -
vektor je c1:$~(1,1,0). No, i vektor ¢, =—¢, ima trazena svojstva (razlika je

jedino u orijentaciji vektora koja ne utjece ni na duljinu vektora, ni na okomitost),

NG

) —
pa zadatak ima ukupno dva rjesenja: c, =7‘(1,1,0), c, = 5 (1,1,0) .

Napomena: Zadatak je moguce rijesiti i tako da se vektor ¢ odredi iz jednakosti

Gi=ab=0,

2‘21. Taj nacin je nesto sporiji jer zahtijeva rjesavanje sustava
kojega tvore dvije linearne jednadzbe i jedna kvadratna jednadzba.
8. Zadani vektori ¢e pripadati istoj ravnini ako i samo ako vrijednost njihova

mjeSovitoga umnoska bude jednaka nuli. Zbog toga najprije odredimo mjesoviti

umnozak zadanih vektora (u bilo kojem poretku). Imamo:

1 1 4
1 1 4
M=-1 x 0|=—=(-1)- +Xx =8-x—16.
3 4 -3 -
-3 3 4
Tako iz jednadzbe 8-x—16=0 slijedi x=2.
9. Pretpostavimo da je D =(0,0,d). Tada su:
AB=(-3,3,-3),

AC =(2,2,2),
AD =(0,-1,d —4).

Volumen tetraedra ABCD je Sest puta manji od apsolutne vrijednosti mjeSovita
umnoska gornjih vektora:
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-3 3 -3
v=lla 2 o |2 llcn P Frwen [P0 —l~|(—12)~(d—4)|—
6 2 2 2 2| 6
0 -1 d-4

1 1
=2 |=12)|-|d -4 ==-12-|d— 4] =2-|d - 4|.

Tako iz jednadzbe 2:|d—4|=2 slijedi |[d—4|=1, odnosno ili d—-4=-1ili d—4=1.
Odatle su d, =3, d, =5, pa su trazene tocke D, =(0,0,3), D, =(0,0,5).

10.Trazena povrsina jednaka je polovici duljine vektorskoga umnoska vektora koji
odreduju trokut. Zbog toga odredimo tu duljinu, pri ¢emu koristimo jednakosti

mxm=nxn=0 1 svojstvo antikomutativnosti vektorskoga umnoska nXm:—(an) .

Dobivamo:

‘szlz‘:‘(%+5-ﬁ)x(7ﬁ—ﬁ)‘: ﬁx(7-%)+(5-ﬁ)x(7-E)+%x(—ﬁ)+(5-ﬁ)x(—ﬁ) =

N —

=nxXm

=36 (nxm)| = 36-[a]- |- sin £ (n.m)) =

7.[;lx;lj+s.7.(zxa)+zxg_s.[@j

=0

=36-1-1-sin(zJ=36-l=18.
6 2

Dakle, trazena povrsina iznosi:

P:l-‘&xé‘:l-18:9 kv. jed.
2 2

11.0znac¢imo s @ trazeni kut. Povrsina trokuta kojega zatvaraju vektori ¢ i d jednaka
je polovici duljine njihova vektorskoga umnoska. Zbog toga odredimo:

zxa=(3.a+5)x(a_s.z)=3.(@j@_15.(axz)_s.[@j=<_16>.(axz;),
5 ) (o) S

P:%-\Exﬁ\=%-‘(—16)-(&x5)‘=%-16-\i\-@-smgp:m-ﬁ-smga

=/3 =2

Prema zahtjevu zadatka, ta povrsina mora biti jednaka 16 kv. jed. Tako dobivamo
trigonometrijsku jednadzbu:
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16-\/§«sin¢:24(:)sin¢:§

Jedino rjesenje te jednadzbe u intervalu <O, %> je ¢:arcsin[§J= Dakle,

W]y

Q= % radijana.

Trazeni volumen jednak je apsolutnoj vrijednosti mjesovitoga umnoska (%XE)E

Pritom koristimo sljedeca svojstva:

. (a-&)x(,b’-l;):(a-,b’)-(zlxl;), (a-zl)-(ﬁ-l;):(a-ﬁ)-(zl-z)), Ya,BeR, a,be V(0).
e distributivnost vektorskoga umnoska: (Zl+l;)><2=5><l;+21xz;

e antikomutativnost vektorskoga umnoska: bxa=— (Zl XZ)) ;

e distributivnost skalarnoga umnoska: (Zl+l;) a-b+

e axa=0, VaeV3(0);

. (leb a=0, (axb)-bzo jer je vektorski umnozak okomit na svaki vektor koji
tvori taj umnozak, pa je pripadni skalarni umnozak jednak nuli;

. (lel;)z=—((21><z)l;) jer zamjenom dvaju redaka determinante (koja

predstavlja ekvivalentan zapis mjesovitoga umnoska) ta determinanta mijenja

svoj predznak;

. ‘(ZlXE)-E‘Il jer je volumen paralelepipeda kojega razapinju vektori a, b i c,

prema pretpostavci zadatka, jednak 1.

Tako redom imamo:

v =|(mxn)- o] = | (2-a+b+2-c)x(2-a+b-2-c))-(2-a-b+

- (2~(b><a)+4-(c><a)+2 (axb)+2:(cxb)-4-(axc)-2: (be)) (2:a-b+2-c)=

= 2~(l—)><21)+4~(Z’XZI)+2~(Zle—))+2~(Z’XZ))—4~(ZIXZ’)—2~(Z)XZ’) -(2-21—13+2-Z~)=
—{axc) —(b)

—[8- (). b-- (b)-al =|-8-(axb) -¢+8-(bxa)- =

=|-8-(axb)-c=8-(axb)-c|=|-16-(axb) - =16-|(axb) - =16-1=16 kub. jed.
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4. GRUPA ZADATAKA

1. Logaritamska funkcija je definirana na podru¢ju na kojemu je logaritmand (izraz
pod logaritmom) strogo pozitivan. Zbog toga mora vrijediti nejednakost:

Z—-1>0

Nadalje, vrijednost izraza pod drugim korijenom u nazivniku razlomka mora biti
strogo pozitivna. Naime, vrijednost bilo kojega izraza pod drugim korijenom mora
biti jednaka nekom pozitivnom broju ili nuli. No, u ovom slucaju vrijednost izraza
ne smije biti jednaka nuli jer bi tada vrijednost nazivnika razlomka bila jednak nuli,
pa razlomak ne bi bio definiran. Dakle, mora vrijediti nejednakost:

2-2-2>0.

Tako smo dobili sljedeci sustav nejednadzbi:

Rijesimo taj sustav. Iz prve nejednadzbe odmah slijediZ >1, pa je skup svih rjesenja

te nejednadzbe interval <1,+oo>.

Druga nejednadzba je kvadratna nejednadzba. Nju je najlakse rijesiti graficki.
Skicirajmo graf funkcije g(2)=2-Z—%*. RijeSimo jednadzbu g(Z)=0, odnosno
jednadzbu 2-Z—2%>=0. Dobivamo: % =0, Z, =2. Koeficijent uz #* jednak je —1, pa

je graf funkcije g parabola oblika N (vidjeti sliku 17.)

Slika 17.

Iz gornje slike o¢itamo da je rjesenje nejednadzbe 2-7—2> >0 interval <O, 2>.
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Dakle, rjesenje zadatka je presjek intervala <1,+00> i intervala <O, 2>. Taj skup je
interval <1, 2>. Prema tome, D(f)=<1, 2>.

2. Vrijednost izraza pod drugim korijenom mora biti jednaka nekom pozitivnom

realnom broju ili nuli. Tako dobivamo nejednadzbu:

1og2(x+2jzo,
2-x

odnosno toj nejednadzbi ekvivalentnu nejednadzbu

x+221.
2-x

2 . . 2 ..
Primijetimo da nejednakost 5 >1 povlaci nejednakost 5 >0, pa nije
- X X

potrebno postavljati uvjet da vrijednost izraza pod logaritmom treba biti strogo

+2 . . o .
T povlac¢i da je razlomak na lijevoj strani

pozitivna. Takoder, nejednakost
X

definiran i da je njegova vrijednost jednaka ili veca od 1. Zbog toga nije potrebno
postavljati uvjet da vrijednost nazivnika toga razlomka treba biti razlicita od nule.

>1. Imamo redom:

e . +2
Preostaje rijesiti nejednadzbu al

2-x
x+2_120’
2-x
x+2-2 XZO,
2-x
2=%50.
2-x

Razlikujemo toc¢no dva moguca slucaja:

2—x20, —x=>-2, x<2,
L & & e xe(0,2];

2-x>0 x>0 x>0
2—-x<0, —x< -2, >2,

IL ' s * s ! < @ (prazan skup).
2-x<0 x<0 x<0

Dakle, rjesenje zadatka je D(g) =<O,2]
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3. Odredimo najprije inverz zadane funkcije. (Presutno pretpostavljamo da je ta
funkcija bijekcija sa svoje domene na svoju sliku.) U pravilu funkcije h zamijenimo
h(s) s y, pa iz dobivene jednakosti izrazimo §. Imamo redom:

K

y:

2.6 +1°
(2-6‘§+1)-y=e‘§,
2-¢ - y+ty=e’,
2-¢-y—e' =y, /:(-1)
—2-¢ -y+e =y,
e (1-2-y)=y,
e = Y , /ln

Tako smo dobili:

() =In § .
) (1—2-5}

Odredimo prirodnu domenu te funkcije. Da bi logaritamska funkcija bila definirana,
vrijednost logaritmanda mora biti strogo pozitivna. Zbog toga dobivamo uvjet:
§
1-2-§

>0.

Primijetimo da nejednakost >0 povlaci da je razlomak na lijevoj strani

v

—-2-5
nejednakosti definiran i da je njegova vrijednost strogo pozitivan realan broj. Zbog
toga nije potrebno postavljati uvjet da vrijednost nazivnika toga razlomka mora biti
razli¢ita od nule.

Preostaje rijesiti nejednadzbu > 0. Razlikujemo to¢no dva moguca slucaja:

-2-5
§>0, §>0, §>0, 1
L S S 1 &5€(0, —);
1-2-§>0 —2-§>-1 sv<§ 2
I §<0, §<0, §<0, o Kup)
. = = = razan SKup).
1-2-§<0 —2-§<-1 §>l P P
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1
Odatle slijedi da je trazeni skup D(h_l) = <O, 5>
. Primijenimo jednakost (f_l)_1 = f, za svaku bijekciju f To znaéi da je inverz

zadane funkcije upravo funkcija f Odredimo taj inverz postupkom opisanim u
rjesenju zadatka 3. Imamo redom:

o
)’Zﬁ,

(2 -1)-y=2",
2 y-y=2",

220 y=2" =y,
2 (2-y-D=y,

Tako smo dobili:

¢

f(cv)=10gz(2.6

)

Odredimo prirodnu domenu te funkcije. Da bi logaritamska funkcija bila definirana,

vrijednost logaritmanda mora biti strogo pozitivnha. To znac¢i da mora vrijediti

nejednakost:
° _>o.
2-¢—1
Primijetimo da nejednakost C; >0povlaci da je razlomak na lijevoj strani
-c_

definiran i da je njegova vrijednost strogo pozitivna. To znac¢i da nije potrebno
postavljati uvjet da vrijednost nazivnika toga razlomka mora biti razli¢ita od nule.

C

Preostaje rijesiti nejednadzbu > 0. Razlikujemo to¢no dva moguca slucaja:

v

-c—1

&>0, &>0, >0
L = = 1] =ce({—, +0);
26-1>07 |2:5>17 |¢>2 2
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. . ¢ <0,
¢ <0, ¢ <0, .
IL < = | & c¢e(—x, 0).
2-¢—-1<0 2-¢<1 é<§
PRI o .. 1 .
Zbog toga je rjesenje zadatka unija intervala <—00,O> i intervala §,+c>o . Ta unija

je jednaka skupu koji se dobije kad se iz skupa realnih brojeva R ,izbaci® segment
1 1 1

0, —|. Dakle, D(f)=(—c0,0)U{—,400)=R\[0, —|.

[z}ae(f)<><z> [2}

5. Grupirajmo prvi i treéi, te drugi i ¢etvrti ¢lan u pravilu zadanoga polinoma. Imamo

redom:

p@ =@ -d)+(2-d+2)=d-(a*-1)-2:(&* 1) =(d-2) (& -1) =(d—-2)-(a-1)-(d+1).
Sve nultocke zadanoga polinoma odredimo tako da izraz u svakoj pojedinoj zagradi
izjednac¢imo s nulom:

(@=2=0)v(d—-1=0)v (@ +1=0)) & (d=2)v(d =)V (d =-1))
(S V je oznalen logicki operator ,ili“.) Dakle, trazeni skup je N(p)={-11,2}.

6. Grupirajmo c¢lanove u pravilu zadanoga polinoma tako da zasebno grupiramo prvi i
posljednji ¢lan, a zasebno drugi i tre¢i ¢lan. Primijenimo formule za rastav na
faktore zbroja kubova, odnosno razlike kvadrata. Imamo redom:

pPw)=2-w+2)+ (3w =3 w)=2-(W +D)-3-w-(w+1) =
=2-(wH+D)- (W —wH+D)=3-w-(w+D) = (w+D):[ 2- (' —w+D)=3-w] =
=(w+1)- 2w =2-w+2-3-w)=(w+1)-2-w =5-w+2) =

=(wHD)- 2w =4 w—w+2) = (wH+D):[ 2-w' —4-w)+(-w+2) | =
=(w+D)-[2:w-(w=2)—(w=2)]=(w+1)-(w=2)-(2-w=1).

Preostaje odrediti nultocke polinoma p. Izraz u svakoj pojedinoj zagradi izjednac¢imo

s nulom:

((w+1=O)v(w—2=0)v(2-w—1=0))(:)[(w:—l)v(w:Z)v(w:%D,

Dakle, trazeni skup je N(p) ={—1,%,2}.
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7. Podijelimo zadane polinome prema pravilu za dijeljenje polinoma. Imamo redom:

(' =1 =72 +1+6):(* 1) =1 -1-6

(¢-r)

Tﬁﬁ+t+6

—(-r"+1)

617 +6

—(-6-1+6)

0
Tako smo dobili da polinom p, pri dijeljenju polinomom p, daje koli¢nik
g(t)y=t>—t—6 i ostatak 0. Buduéi da je ostatak pri dijeljenju jednak O,

zakljucujemo da je polinom p, djeljiv polinomom p, .
Iz provedenoga dijeljenja izravno slijedi jednakost p, = p,-g, odnosno jednakost
t' =0 =7 +1+6=(=1) (-1 -6).

Nultocke polinoma p, su sva realna rjesenja jednadzbe t*—1' =7t +t+6=0. Zbog

gornje jednakosti, ta je jednadzba ekvivalentna jednadzbi:
(£ -1) (7 -t-6)=0.

Umnozak dvaju realnih brojeva jednak je nuli ako i samo ako je barem jedan od tih
brojeva jednak nuli. Zbog toga imamo:

((l2—1)~(t2—l—6) :O) <:>((t2—1:0)v(t2—t—620)) S((t=-1)vi=-Dv=-2)v(=3)).

Dakle, trazeni skup je N(p,)={-2,-11,3}.

8. Podijelimo zadane polinome prema pravilu za dijeljenje polinoma. Imamo redom:

(—12-u5—u4+13-u3+u2—u):(u3—u)=—12-u2—u+1

—(-12-w’ +12-u)

-+t +ut-u
—(~u* +u’)

3
u —u

(i —u)

0
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Tako smo dobili da polinom p, pri dijeljenju polinomom p, daje koli¢nik
gu)=-12-u” —u+1 i ostatak 0. Budué¢i da je ostatak pri dijeljenju jednak 0,

zakljucujemo da je polinom p, djeljiv polinomom p,.
Iz provedenoga dijeljenja izravno slijedi jednakost p, = p,-g, odnosno jednakost
120w’ —ut+13-u’ +u’ —u =(u3—u)-(—12-u2 —u+1).

Nultocke polinoma p, su sva realna rjesenja jednadzbe —12-u’ —u* +13-u’ +u” —u=0.

Zbog gornje jednakosti, ta je jednadzba ekvivalentna jednadzbi:

(u3 —u)-(—lZ-u2 —u +1) =0,
odnosno jednadzbi
w-(u’ —1)(-12-u” —u+1) =0

Umnozak triju realnih brojeva jednak je nuli ako i samo ako je barem jedan od tih
brojeva jednak nuli. Zbog toga imamo:

(u-(u2—1)~(—12-u2 —u+1) :O) <:>((u:O)v(u2 —I:O)v(—12-u2 —u+1:O)) =

C{(u:O)v(u:—l)v(u:—l)v(u:—%Jv(u:iD.

1 1
Dakle, trazeni skup je N(p,) ={—1,—§,O,Z,l}.

9. a) Racionalna funkcija je definirana za one vrijednosti nezavisne varijable za koje je
vrijednost nazivnika te funkcije razlic¢ita od nule. Skup svih tih vrijednosti — a to je
upravo trazena prirodna domena - najbrze i najlakse dobijemo tako da iz skupa

realnih brojeva R .izbacimo* sve realne nultocke nazivnika zadane funkcije.
9

Iz jednadibe 2+a-a =0 slijedi @ =-1, @, =2. Zbog toga je trazeni skup
D(f)=R\{-1,2}.

b) Podijelimo brojnik zadane racionalne funkcije njezinim nazivnikom. Dobivamo:

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 57



™V Matematika 1 Zbirka zadataka sa
(preddiplomski struc¢ni demonstratura
e studij elektrotehnike) i grupnih konzultacija

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE — nerecenzirana verzija
Elektrotehnicki odjel

(o +2): (- +a+2)=-a’ -’ -3-a-5

~(a’-a'-2-a’)

at+2-a’+2
—(a'-a'-2-07)
32’ +2-a" +2
~(3-’-3-0"-6-a)

52 +6-a+2
—(5-a2—5-0{—10)
11-a+12

Dakle, dijeljenjem brojnika zadane racionalne funkcije njezinim nazivnikom dobiva
se kolicnik g(a@)=—-a’—a’ -3-a-5 i ostatak r(a)=11-a+12. Analogno kao u

prethodnim zadacima odatle slijedi:
@ +2=(-" +a+2)-(-a’ -’ -3-a-5)+(11- a+12).

Podijelimo obje strane ove jednakosti s —a* + @+ 2. Dobijemo:

ﬂ:_aﬁ_az_3.a_5+M
~a’ +a+2 -’ +a+2’
odnosno
f(a):—a3—a2—3-a—5+112:a—+12.
- +o+2

Dobiveni prikaz je upravo trazeni prikaz.

10.a) Postupimo analogno kao u zadatku 9.a). RijeSimo jednadZbu S’ —16-8=0.

Imamo redom:

B’ -16- =0,
B-(B°-16)=0,
B-(B-4)-(B+4)=0.

Odatle slijedi S, =0, B, =4, f, =—4. Zbog toga je trazeni skup D(g)=R\{-4,0,4}.

b) Podijelimo brojnik zadane racionalne funkcije njezinim nazivnikom. Dobivamo:
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(-8°+3):(B-16-B)=-p"-16
—(-p +16-5°)

-16-5°+3

—(-16-8°+256- )

~256-f+3

Dakle, dijeljenjem brojnika zadane racionalne funkcije njezinim nazivnikom dobiva
se koli¢nik ¢(B)=-"—16 i ostatak r(f)=-256-+3. Analogno kao u prethodnim

zadacima odatle slijedi:
~B’+3=(f-16-B)-(-p*—16)+(-256- B+3).

Podijelimo obje strane ove jednakosti s £’ —16- /. Dobijemo:

B3 g, 7256843
B-16- B -16-8
odnosno
) —256- f+3
=—p" -16+—————.
g(B)=—p —16+ 7165

Dobiveni prikaz je upravo trazeni prikaz.
11.Prema teoremu o dijeljenju polinoma s ostatkom mora vrijediti jednakost:
D=4 p,tr.

Odatle slijedi:

po—r P—-t'-3 432 -21+5-Q21+1) £ —1'-3-+3-°—4-1+4

P2 = q £ +1 £ +1
e =D)=3(t-D—4-t-1) _ (t—l)-(t4—3-t2—4) B (t—l)-(t4+t2—4-t2—4)
- t*+1 - *+1 - t*+1 -
B (t—l)-(t2 -(t2+1)—4-(t2+1)) =D (1) ( -4)

3 5 =t-1D)-t-2)-@t+2).
" +1 " +1

Sada lako o¢itamo N (p,)={-2,12}.
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Napomena: Zadatak se moze rijesiti i dijeljenjem polinoma p,(r)=(p,—r)(r)=
= —t*-3-£+3-t*—4-t+4 i polinoma ¢q(t)=t"+1. Njihov je koli¢nik jednak

p,(t) =t =t —4-t+4. Taj polinom lako rastavimo na faktore:
p(O) =t~ —d-t+4=1(t-D)-4-(t-D)=(-1)( -4),
pa se postupak dalje nastavlja kao u gornjem rjesenju.

12.1z podatka g(x)#0, Vxe R\[—2,3], zakljucujemo da vrijednost funkcije ¢ postoji za
svaki xe R\[—2,3] i da je ta vrijednost razli¢ita od nule. Odatle slijedi da funkcija
¢ nema ni nultocaka, ni polova izvan segmenta [—2, 3]. Zbog toga trazene skupove

odredujemo koristeéi graf funkcije ¢ na segmentu [—2, 3] , tj. sliku 5.

Iz slike 5. vidimo da su sjecista grafa funkcije ¢ s osi apscisa tocke (—1,0)1 (2,0). To

znadi da su sve nultocke zadane funkcije x, =—1 1 x, =2. Dakle, N(g)={-12}.

Nadalje, iz slike 5. vidimo da su uspravne asimptote na graf funkcije g pravci
x=0ix=1. To znac¢i da su svi polovi zadane funkcije x,=01 x,=1. Dakle,

P(g)={0,1}.
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5. GRUPA ZADATAKA

. Zapisimo najprije oba broja u eksponencijalnom obliku. Imamo:

1 i.é.]z’
Z,=(-L-D =1, =1 +(-1)’ =2, (/)2=7r+arctg(1j:“§:%”:‘zz=ﬁ-e4 ;

Primjenom de Moivréove formule za potenciranje kompleksnoga broja dobivamo:

1

2030
2030 i%-;;-zow 22 s .
72090 (\/5) e il 22030——1014 |z D015
5 _ 4 12 _ X el-2453-ﬂ' _

= = -e
1014 7 1014 1014
1014 2 2
1 1014 !
277 e 12

=2"-(cos(2453- ) +i-sin(2453- 7)) = 2.

=1 =0

2. Brojnik i nazivnik zadanoga kompleksnoga broja najprije zapiSimo u

trigonometrijskom  ili  eksponencijalnom  obliku.  Oznac¢imo 7= J3-i,

2, :=\/§-i—1=—1+\/§-i, pa imamo:

h= (x@)zﬂ—l)z =\3+1=4=2,

1 zr 11
¢)1=2~7[—arctg ﬁ :2~7‘[—g=€.ﬂ"

5=\ +(VB3) = VI3 =Va=2,

Zbog toga su:

Tako dalje slijedi:
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) . (471 1 J
T |+1-S1n T T | =

2019
72 =| cis 1-7[ :cis(7 T 2019)—015(4711 j—cos(mn
6 6 2 2
=0+i-(-)=1-i=i=cos z +i-sin| — il —eE
2 2

3. Izracunajmo najprije broj z i zapisimo ga u trigonometrijskom obliku. Imamo:

\B-i (ﬁ"')'(ﬁ"')_(‘f)Z—z'ﬁ'i”2 3-243i+(-) _2-23i _1 3
B ﬁﬂuﬁ_i_ (\/g)_’_lz 3+1 2 2 2"

: 5

5 5
—+— 1, ¢=2-w—arctg| = |=2- 7[——=— T=z=cCis| =7
3 3 3

Primjenom de Moivréove formule za potenciranje kompleksnoga broja dobivamo:

2 2

1 ﬁ]

2019
7" :[Cisﬁg-ﬁjj :Cisg-ft- 2019J:Cis(3365-7r) =c0s(3365- 7r)+i-sin(3365- 1) =—1+i-0=—1.

Zbog toga je

2 =140-i=-140-i=—1.
Tom je broju pridruzena tocka (-1, 0) i ta je tocka rjesenje zadatka.

4. Zapisimo najprije oba broja u trigonometrijskom obliku. Imamo:

T
=z, =cis 3)
57
T =z, =cis 3 |

Primjenom de Moivréove formule za potenciranje kompleksnoga broja dobivamo:

n=1 Arg(zl)

Nléx

5=l Arg() =7

wlél O\Iz\q
wl-h Wy

4
7+ = cis[2-7z—§j+cis [575 2019j =cis (g-izj+cis(2692-7£) =
3 3 3

1
=cos é,,[ +i-sin é,,[ +c08(2692-7)+i-sin(2692- 1) =———-i+1+0-i=———- i =
3 3 2 2 2 2

11
Arg(z1+z22019) 2-7z—arctg[?j:2-z—%:g-ﬁ

5. Uoc¢imo da je
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S, ={ze C:|z-1+i| 21} ={ze C:|z-(1-)| <1},
pa je graficki prikaz skupa S, krug sa sredistem u tocki Z =(L-1) i polumjerom r=1.

Nadalje, ako je z=x+y-i, pri cemu su x,ye R, onda su:

i i i’ -1
zi=(x+y-i)i=x-it+yii=xi+ty (-)=—y+x-i=1Im(z-i)=x.

+v-i I+ .72 A+ v-(—1
Z_X .yl:xz yoio_ X v ( ):y—x-i:Re(E‘j:y,
i

Zbog toga je

[Re(§j+lm(z-i)21j(:)(y+x21),

i
pa je graficki prikaz skupa S, poluravnina iznad pravca y=-x+1.

Ucrtamo dobivene skupove u Gaussovu ravninu, pa odredimo njihov presjek.
Dobivamo sliku 8. (Trazeni skup S je osjencan.)

. Koristimo svojstva: (AT)Tz(A_l)_le, (a'-A)_lza'_l-A_l. Ona vrijede za svaki

ae R\{0} i svaku regularnu matricu A. Tako redom imamo:

(2xY {‘24 _ﬂ g

CRIEEN _QIDII’
X:@[E —21D :2'(—4»(—11)—3-2'{:; :ﬂ:(_b@ :ﬂ{; ﬂ

7. Koristimo identitet A-E,=E,-A=A, VAe M,(R), gdje je E, jedini¢na matrica

reda 2. Iz zadane jednadzbe izrazimo nepoznatu matricu X:
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AX=A-X oA X+X=A A X+E X=Ao(A+E,) X=As X =(A+E,) A
Za zadanu matricu A izraunajmo (A+E, )_1. Odmah dobijemo:
0O L] |1 O |1 1 - 1 4 -1 4 -1
A DN T N o S N V/R:S S e O
3 3/(01] 3 4 1-4-31 -3 1 -3 1
pa je konacno:
i 4 -1110 1] |3 1
X =(A+E,)) -A= : = :
-3 1]|3 3 3 0

8. Oznacimo s E, jedini¢nu matrica reda 2. Tada imamo redom:

X -A+2-X=B& X-(A+2-E,)=B=>X=B-(A+2-E,)" =

2 R A P A P

([21 267[3 2" [21 26] 1 6 2] 1 [21 26][6 -27_
19 103 6] |9 10]36-32|-3 3| 12|9 10]|-3 3]

_i. 48 36] [4 3
1224 12| |2 1)
9. Imamo redom:
conlectfs Y )
1-1-0-(-1) |0 1 -1-0  0-1
_ U 2 et r2+reEn]_fo
S0 1] -1 =1] 0141 (=) 0-2+41-(=D)| |-1 -1[

10.0Oznac¢imo s @ trazeni kut. Povrsina trokuta kojega zatvaraju vektori cid jednaka

je polovici duljine njihova vektorskoga umnoska. Zbog toga odredimo:

zxaz(s.a_z)x(a+3.z):s.(@j@+1s.(axz)_3.[@j=16.(ax5),

=0 =axb =0

P:%-‘Exﬁ‘:%-‘16-(sz]§)‘:%-16-@-@-sin¢:8-sin¢.

=1 =l

Prema zahtjevu zadatka, ta povrSina mora biti jednaka 4 kv. jed. Tako dobivamo

trigonometrijsku jednadzbu:

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 64



™V Matematika 1 Zbirka zadataka sa
(preddiplomski struc¢ni demonstratura
e studij elektrotehnike) i grupnih konzultacija

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE — nerecenzirana verzija
Elektrotehnicki odjel

8-sinp=4< sin¢=%.

1
Jedino rjesenje te jednadzbe u intervalu <O, g> je (ozarcsm(EJ:%r. Dakle, ¢:§Iad

11.Zapisimo zadane vektore u koordinatnom zapisu: Zzz(l,l,l), Ez(—l,O,—l).

Izracunajmo zasebno svaki od triju vektora koji razapinje tetraedar. Imamo redom:

c=(ab)-(2:a=b)=(1-(-1)+1-0+1-(-1)((2.2,2) - (-1,0,-1)) =
=(=2)-2=-(-1,2-0,2-(=1)) =(-2)-(3,2,3) = (-6,—4,-0),
d:=(b-a)-(a+2-b)=(a-b)-((LLY+2-(~1,0,-1)) = (-2)-((L L) +(-2,0,-2)) =
=(=2)-(1-2,1+0,1-2) = (2)- (-1, 1,-1) = (2,-2,2),

i j ok
1

- .. - O S T S T B I B
e=(3-a)xb=3-(axb)=31 1 =3-[z- ‘—]- ‘+k-‘ U:
0 -1 “|-1 -1 " -1 0
-1 0 -1
=3-(i- (=)= j-0+k-1)=3-(=1,0,)) = (=3,0,3).
Zbog toga je trazeni volumen tetraedra jednak:
-6 -4 -6
S 1 -4 -6 |-6 -4
V=o M(c,d,e)‘:—- 2 2 2|==|3 +3. =
6 6| |2 2 2 2
3 0 3

:é.|_3-(—20)+3- 20| :é-|120| :é-IZO: 20 kub. jed.

12.Zapisimo zadane vektore u koordinatnom zapisu: Zl=(—1,0,1), l;=(0,—1,1).

Racunamo:
; ; l; 1#11&—)111‘ ; } l; +l - 7{ + N

axb=|-1 0 1| = |-1 0 0 |=—=1’ 1=(j~1—(—1)-(k+i)):i+j+k=(1,1,1),
0 -1 1 0 -1 1 -

(a-B)-a=((-1.0.1):(0.~LD)(=L,0.1) =(~1-0+0- (=) +1-1)- (-L,0.) =1-(-L0.)) = (L0, 1),

Volumen prizme razapete izracunanim vektorima jednak je:
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1 1 1 1 .+II£\;—>III 1 1 2

vl o q 2 Ll oo 0—1-—(—1)-1 2—1-|(1-1—(—1)-2)|—
2 2 2 -1 1| 2
0 -1 1 0 -1 1
=1-|3|:1-3:§:1.5kub.jed.
2™ 27 2

13.Prema pretpostavci zadatka vrijedi %‘(lez));‘:l, otkuda je ‘(lel;)~z‘=6.

Koristec¢i osnovna svojstva vektorskoga i skalarnoga umnoska imamo redom:

=4.6=24kub. jed.

Napomena: U rjeSenju koristene jednakosti (EXZI)BZ(BXE)ZIZ(ZIXB)E posljedica

su svojstva da se parnim brojem zamjena redaka determinante ne mijenja njezina

vrijednost . Neka je D= determinanta pomoc¢u koje se odreduje mjesoviti

ol S oQl

umnozak (lel;)z Zamjenom prvoga i tretega retka determinante D dobivamo

D =

| . Zamjenom drugoga i trecega retka determinante D, dobivamo D, =

QS ol
Sl ol

D, je determinanta pomocu koje ra¢unamo mjesoviti umnozak (ch)-b. Bududi da

smo napravili ukupno dvije zamjene redaka, zakljucujemo da je D =D,, odnosno

(leZ))‘E= (Exa)l; Analogno se dokazuje jednakost (leZ))‘E= (l;xz)ﬂ .

14.Prema pretpostavci zadatka vrijedi jednakost ‘(lez))c‘ =2. Tako redom imamo:

.«a+zpqz_ay[%;j:_.

1[axz+zx5_axa_zxa)(l;j
2 —— == == (9

=0 =0 =axb

:%. (2%)((&@)-2) :%-|2|:1kub.jed.

=2
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15.Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je B=(0,0,b), za neki be R.

Tada redom imamo:

OA=(1,0,1), OB=(0,0,b),

A
OAxOB=[1 0 I:b-i (J):b-(—}):—b-}z(o,—b,O),
00 b

|0Ax 0B = [(=0)* =~b* =Jp.

Povrsina trokuta kojega razapinju navedeni radijvektori jednaka je polovici duljine
njihova vektorskoga umnoska. Prema uvjetu zadatka, ta je povrsina jednaka 0.5, pa

dobivamo jednadzbu:

L |b|=0.5.

2
Odatle je [b|=1e((b=-Dv(b=1). Zbog toga su rjeSenja zadatka tocke
B =(0,0,-1)i B,=(0,0,1).

16.Podijelimo zadane polinome prema pravilu za dijeljenje polinoma. Pritom uoc¢imo
daje p,(w)=(w=3)"=w’—6-w+9. Imamo redom:

(w4—7-w3+13-w2+3~w—18):(w2—6~w+9)=w2—w—2

—(w4—6-w3+9-w2)

-w+4-w+3-w—18

—(—w3+6~w2—9-w)

2w +12-w—18
—(=2-w* +12-w-18)
0

Tako smo dobili da polinom p, pri dijeljenju polinomom p, daje kolicnik
gw)=w>—w—2 i ostatak 0. Buduéi da je ostatak pri dijeljenju jednak O,

zakljucujemo da je polinom p, djeljiv polinomom p, .
Iz provedenoga dijeljenja izravno slijedi jednakost p, = p,-g, odnosno jednakost

w4—7-w3+13-w2+3-w—18:(w—3)2-(wz—w—Z).
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Nultocke polinoma p, su sva realna rjesenja jednadzbe p,(w)=0. Zbog jednakosti

P, =D, q, ta je jednadzba ekvivalentna jednadzbi:
(w—3)2 -(w2 —w—2) =0.

Umnozak dvaju realnih brojeva jednak je nuli ako i samo ako je barem jedan od tih

brojeva jednak nuli. Zbog toga imamo:
((w—3)2~(w2—w—2)20) <:>((w—3:O)v(w2—w—2:O)) e((w=3)viw=-Dvw=2)).
Dakle, trazeni skup je N(p,)={-1,2,3}.

17.Grupirajmo zasebno prvi i drugi, te treci i ¢etvrti ¢lan. Dobivamo:

p2(t):t2-(t+l)—4-(t+l):(t+l)-(t2—4):(t+l)~(t—2)~(t+2).

Odatle lagano oc¢itamo da su trazene nultocke —1, 2 i —2. Dakle, skup svih nultocaka

zadanoga polinoma je N(p,)={-2,-1,2}.

Preostaje skicirati graf zadanoga polinoma. On prolazi tockama (-2, 0), (-1, 0) i
(2, 0), a sijeCe os ordinata u tocki (0, —4). Odredimo predznak polinoma na
intervalima <—oo,—2>, <—2,—1>, <—1,2> i <2,+oo>. U tu je svrhu najjednostavnije
izracunati predznak vrijednosti polinoma p, za proizvoljan element svakoga

intervala. Odaberemo npr. §={-3,-1.5,0,3}, pa odredimo predznak p,(r) za svaki

t€ S . Dobivamo sljedec¢u tablicu.

Interval <—oo,—2> <—2,—1> <—1,2> <2,+oo>
Predznak polinoma p, - + - +

Ucrtamo sjecista s osi apscisa, odnosno sjeciste s osi ordinata u pravokutni
koordinatni sustav u ravnini, pa kroz dobivene tocke povucemo krivulju uzimajuéi u

obzir gore odredene predznake. Dobivamo sliku 9.

18.Uoc¢imo da vrijedi identitet:
(x=1>=x"-2-x+1, Vxe R.

Zbog toga je:
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(—x3+64-x):(x2—2-x+1):—x—2

—(—xX+2-x* —x)

—2-x"+65-x
—(=2-x"+4-x-2)
61-x+2

Odatle slijedi:

g(x)=—x-2, r(x)=61-x+2,

pa je konacno:

(g+r)(x)=q(x)+r(x)=—x—2+61-x+2=60-x.

19.a) Racionalna funkcija je definirana za one vrijednosti nezavisne varijable za koje je
vrijednost nazivnika te funkcije razlic¢ita od nule. Skup svih tih vrijednosti — a to je
upravo trazena prirodna domena - najbrze i najlakse dobijemo tako da iz skupa

realnih brojeva R .izbacimo* sve nultocke nazivnika zadane funkcije.
9

Iz jednadzbe 9-a’ =0 slijedi @ =-3, @,=3. Zbog toga je trazeni skup
D(f)=R\{-3,3}.

b) Nultocke zadane funkcije su nultocke njezina brojnika. Imamo redom:
a'-3a+2.a'=0ea (-3 a+2)=0s(a’ =0)v(a’ -3 a+2=0)=
s(a=0)v(a=1)v(a=2).

Dakle, trazeni skup je N(f)={0,1,2}.

c) Podijelimo brojnik zadane racionalne funkcije njezinim nazivnikom. Dobivamo:
(¢ -3-a’+2-07):(-a’ +9) =—a’ +3- 11
~(a'-9-a*)
-3’ +11-o
~(-3-a’+27-a)

-0 =27
~(-11-a* -99)
=27 -a+99
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Dakle, dijeljenjem brojnika zadane racionalne funkcije njezinim nazivnikom dobiva
se kolicnik g(@)=—-a*+3-a—11 i ostatak r(a)=-27-a@+99. Prema teoremu o

dijeljenju polinoma s ostatkom odatle slijedi:

a' =30 +2-a” =(9-a* ) (-a’ +3-a—11)+(-27- @ +99).

Podijelimo obje strane ove jednakosti s 9—a?*. Dobijemo:

o' -3-a+2-o 5 27 -a+99
J =’ 3 a1l —
9—a 99—«
odnosno
f(a):—a2+3-a—ll+Lat99.
9-«

Dobiveni prikaz je upravo trazeni prikaz.

d) Iz rjesenja d) podzadatka lako zakljucujemo da za po apsolutnoj vrijednosti
velike vrijednosti varijable ¢ vrijedi aproksimacija f (&)~ (—&*) <0.

Graf zadane funkcije skiciramo analogno grafu polinoma u 9. zadatku. On prolazi
tockama (0, 0), (1, 0) i (2, 0), a ne smije sjeé¢i pravce &d=-3 i a=3. Odredimo
predznak funkcije na intervalima <—oo,—3>, <—3,0>, <O,l>, <l, 2>, <2,3> i <3,+oo>. U
tu je svrhu najjednostavnije izracunati predznak vrijednosti polinoma p, za neki

element svakoga intervala. Odaberemo npr. S :{—4,—1, 0.5, 1.5, 2.5, 4}, pa odredimo

predznak f(&) za svaki e S . Dobivamo sljedec¢u tablicu:

Interval (—00,=3) | (=3,0) | (0,1) | (L,2) | (2,3) | (3,+)
Predznak funkcije f - + + - + -~

Ucrtamo sjecista s osi apscisa i polove u pravokutni koordinatni sustav u ravnini.
Nacrtamo pravece a=-3 i a=3. Kroz ostale tocke povuc¢emo grane krivulje
uzimajuéi u obzir gore odredene predznake i pazeéi da te grane ne sijeku povucene
pravce. Dobivamo sliku 10.

20.a) Rastavimo najprije nazivnik zadane funkcije na faktore:

x3—x2+x—1=x2-(x—1)+(x—1)=(x—1)-(x2+1).

Zbog toga trazeni rastav ima oblik:
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3-x’+x-2 A B-x+C
P-x+x-1 x-1  x*+1

Odatle slijedi:
3% +x-2=A (X +1)+(B-x+C) - (x—D).
Uvrstavanjem xe {-1,0,1} dobijemo (A, B,C)=(1,2,3). Dakle, traZeni rastav glasi:

3-x+x-2 1 2:x+43
P-x+x-1 x-1 x*+1°

b) Rastavimo nazivnik zadane funkcije na faktore:
X —x= x-(x2 —1) =x-(x—1)-(x+1).

Zbog toga trazeni rastav ima oblik:

x2—2-x—1_A

A, B C
X —x x x—1 x+1
Pomnozimo ovu jednakost sa x° —x. Dobijemo:
x=2-x-1=A-(x=1D)-(x+D+B-x-(x+D+C-x-(x—=1).

Uvrstavanjem xe {-1,0,1} dobijemo (A, B,C)=(1,—1,1). Dakle, trazeni rastav glasi:

1 1 1
fX)=—++——-——.
X x+1 x-1

21.Zadanu funkciju najprije zapisemo u obliku:
1
u(t):2-sin(—-t—£j.
4 4

.. 1 T N L . .
Ocitamo A=2, a):Z, Q= e pa izracunamo temeljni period zadane funkcije:

T:&zzzzz&z.
@

Dakle, karakteristicne tocke osnovnoga segmenta su redom:
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=~
I
|
SEAS
o
N—
I
|
|
| H‘A N
=
N—
I
N
=

4

Tl=(—f+z,Aj=(7c+8—”,2J=(7c+2-7c,2)=(3-7c,2),

o 4 4
T2=(—£+E,OJ=(75+8—E,0J=(ﬂ'+4-ﬂ',0)=(5-ﬂ',0),

o 2 2
T_,,=(—£+§-T,—Aj=(75+§-8-75,—2J=(75+6-7c,—2)=(7-ﬂ',—2),

o 4 4
T4=(—£+T,OJ=(7£+8-7£,2)=(9-7£,O).

[

Ucrtamo dobivene tocke u pravokutni koordinatni sustav u ravnini, pa ih spojimo
sinusoidom. Dobivamo sliku 11.

22.1z slike 12. se vidi da su A=2 i @=0 (jer graf prolazi ishodiStem pravokutnoga
koordinatnoga sustava u ravnini). Nadalje, polovica temeljnoga perioda funkcije h
jednaka je udaljenosti izmedu bilo kojih dviju njezinih uzastopnih nultocaka. 1z slike
se vidi da je ta udaljenost jednaka 3. Tako iz jednadzbe

2.

2% _3
[

N | =

slijedi w:% Dakle, h(t)=2-sin(§-tj.

23.1z slike 13. se vidi da je A=1. Analogno kao u rjesenju zadatka 12. zaklju¢ujemo da

je polovica temeljnoga perioda funkcije ¢ jednaka 6, pa iz jednadzbe

2.

2% _6
()

N | =

slijedi w= z.
6

Preostaje odrediti fazni pomak ¢. Iz dobivenih rezultata zakljucujemo da je
g(t) =sin (%-t+¢j. Iz slike zakljucujemo da graf funkcije ¢ prolazi tockom (2,0),

pa uvrstavanjem =2 i g(2)=0 u pravilo funkcije g dobivamo:
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Prema zahtjevu zadatka mora vrijediti relacija @e <—5,5>, pa dalje slijedi:

Jedini
_3:0-1
3

cijeli broj koji

V4 . v .
ﬂ':—g, pa je konacno g(t) =sm(

T 3-k-1 V.4 6
- < < — /- —
2 3 2 V4
-3<6:-k—2<3,
-3+2<6-k<3+2,
—l<k<§.
6 6
zadovoljava ovu nejednakost je k=0.
T T
==
6 3)

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 73

Dakle,



™V Matematika 1 Zbirka zadataka sa
(preddiplomski struc¢ni demonstratura
e studij elektrotehnike) i grupnih konzultacija

POLYTECHNIGUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

— nerecenzirana verzija

6. GRUPA ZADATAKA

1. a) Primijetimo da vrijedi jednakost:

. —1, za neparne n;
D=4 .
1, inace.

(Pritom je prilog inace ekvivalentan izrazu ,za sve parne ne N“.) Zbog toga je:

% =2019, za neparne n;

an =
403941 _ 5000, inace.

Odatle zakljucujemo da:

e podniz (a,,,) ., kojega tvore svi ¢clanovi zadanoga niza s neparnim

indeksima ima grani¢nu vrijednost 2019;

* podniz (a,,) . kojega tvore svi clanovi zadanoga niza s parnim indeksima

ima grani¢nu vrijednost 2020.
Prema tome, zadani niz ima tocno dva gomilista: 2019 i 2020, pa je S ={2019,2020}.
b) Primijetimo da vrijedi jednakost:

0, za neparne n;
Cos(%-nj =1, ako je n djeljiv s 4;

—1, inace.

(Pritom je prilog inace ekvivalentan izrazu ,za sve parne prirodne brojeve koji
nisu djeljivi s 4.“) Zbog toga je:

n
——, zaneparne n;
n+l1

b =]-"_+1, ako je n djeljiv s 4;
n+l

n C
———1, inace.
n+l

Odredimo grani¢nu vrijednost niza d, = . Imamo redom:

n+1
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SN

=lim = ! =1.
" el 140

L=lim—— =1lim 1
n ; n

n n n
n+1 n,

Odatle zakljucujemo da:

e podniz (b,, ) . kojega tvore svi ¢lanovi zadanoga niza s neparnim

indeksima ima grani¢nu vrijednost 1;

e podniz (b, )”eN kojega tvore svi Clanovi zadanoga niza ¢iji su indeksi

djeljivi s 4 ima grani¢nu vrijednost 1+1=2;

e podniz (b,,,) . kojega tvore svi clanovi zadanoga niza ¢iji su indeksi

parni brojevi koji nisu djeljivi s 4 ima grani¢nu vrijednost 1-1=0.
Prema tome, zadani niz ima tofno tri gomilista: 0, 11 2, pa je S ={0,1,2}.
c) Primijetimo da vrijedi jednakost:

0, za parne n;
sin(%n}z 1, ako ke N takavdaje n=4-k+1,
—1, inace.

(Pritom je prilog inace ekvivalentan izrazu ,za sve neparne prirodne brojeve koji
pri dijeljenju s 4 daju ostatak 3.“) Zbog toga je:

2-n—2—1 za parne n;
(n+1)?*’ ’
2-n* -1 )
c,=y——+1, akoJke Ntakavdajen=4-k+I;
(n+1)
2-n* -1 .y
———1, inace.
(n+1)
: . 3 : 2-n” -1
Odredimo grani¢nu vrijednost niza d, :W. Imamo redom:
n—+
207 1 2_[1)2
n?— -n?— T2 T 2 —
L=tim 2" i 2T 2 2 gy n) - 271,
n (n+1) " n+2-n+1 0+ on” 2-n 1 n 1 (1 1+2-0+0
Sttt [+2-—+| —
n n n n
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Odatle zakljucujemo da:

e podniz (b,,) . kojega tvore svi clanovi zadanoga niza s parnim

indeksima ima grani¢nu vrijednost 2;

e podniz (b

i), KOjega tvore svi ¢lanovi zadanoga niza Ciji indeksi pri

dijeljenju s 4 daju ostatak 1 ima grani¢nu vrijednost 2+1=3;

e podniz (b,,,, )neN kojega tvore svi ¢lanovi zadanoga niza ¢iji indeksi pri

dijeljenju s 4 daju ostatak 3 ima grani¢nu vrijednost 2—1=1.

Prema tome, zadani niz ima to¢no tri gomilista: 0, 11 2, pa je S ={1,2,3}.

2. a) Podijelimo sa n svaki ¢lan brojnika, odnosno nazivnika pravila kojim je zadan

niz Dobivamo:

2n,3) (,,3
L=lim| -1 |—im| —n |- 2F0_»
n E 1 n 1 1 1+0
n n n
b) Imamo redom:
0~ 2] <10° e [2EE3 ol (1o o [PEA3Z2 D] s | L gy
1 | k+1 | k+1
1
:L<10‘5:>L<10‘5@k+1> <k >99 999,

|k +1] k+1 107

(Primijenili smo jednakost |k+1|=k+1, Vke N. Ona vrijedi jer je izraz pod

znakom apsolutne vrijednosti strogo pozitivan kad god je ke N.) Najmanji
prirodan broj koji zadovoljava dobivenu nejednakost je k . =100 000. To znaci

da se prvih 99 999 c¢lanova zadanoga niza nalazi izvan intervala

<2—10‘5,2+10_5> , a da se svi ¢lanovi niza pocevsi od 100 00. nalaze unutar toga

intervala.

3. a) Podijelimo sa n svaki ¢lan brojnika, odnosno nazivnika pravila kojim je zadan

niz Dobivamo:

ﬂ_Fé 4+§
L=lim| 1 |~ fim| 1 A0y
n E+i n 1+7 1+0
n n n
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POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE — nerecenzirana verzija
Elektrotehnicki odjel

b) Imamo redom:

|a, - 1] <107 @‘w—4‘<10‘5 4:»'4']%5_4'(]”2)'<10‘5 & |—<10° =
k+2 | k+2 | k+2
= |]l_+3|2| <107 @%dO‘S S k+2> 5 ek >299 998,

(Primijenili smo jednakost |k+2|=k+2, Vke N. Ona vrijedi jer je izraz pod

znakom apsolutne vrijednosti strogo pozitivan kad god je ke N.) Najmanji
prirodan broj koji zadovoljava dobivenu nejednakost je k . =299 999. To znaci

da se prvih 299 998 clanova =zadanoga niza nalazi idzvan intervala

<4—10‘5,4+10_5>, a da se svi ¢lanovi niza pocevsi od 299 999. nalaze unutar

toga intervala.

4. a) Podijelimo sa n svaki ¢lan brojnika, odnosno nazivnika pravila kojim je zadan

op¢i ¢lan niza. Dobivamo:

1_4n a4 ]
L=tim| L2 |~ fym| — 1 40y
o "1 1+0
n n n
b) Imamo redom:
—4. —4. 4. (k+2
b, -L]<10° o[ =EE_ gl <10® oK L <109 AR EED] s
k+2 k+2 | k+2 |

9
@_

—5 |9| -5 9 5 9
<10 = <10 =>—<107 @ k+2>—— < k>899 998.
k+2 k+2 10

|k +2]

(Primijenili smo jednakost |k+2|=k+2, Vke N. Ona vrijedi jer je izraz pod

znakom apsolutne vrijednosti strogo pozitivan kad god je ke N.) Najmanji
prirodan broj koji zadovoljava dobivenu nejednakost je k. =899 999. To znaci

da se prvih 899 998 c¢lanova zadanoga niza mnalazi idzvan intervala

<—4—10_5,—4+10_5>, a da se svi ¢lanovi niza pocevsi od 899 999. nalaze unutar

toga intervala.

5. a) Analogno kao u rjesenju prethodnih zadataka dobivamo:

1_8.7’1 _8+z
L=lim| 1| —fim| —1 80,
n a-n 2 n 4+7 4+0
n n n
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POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE — nerecenzirana verzija
Elektrotehnicki odjel

b) Imamo redom:

7-8-k

|19,<—L|<10-7<:}‘4 o 78 k+2-(4-k+3)|

<107 = 13
| 4-k+3 |

<107
4-k+3

+2 <107 =

13
| | <10‘7:>i<10‘7<:)4~k+3> 13

:>—
4k +3] 4-k+3 107

& k>32 499 999.25.

(Primijenili smo jednakost |4-k+3|=4-k+3, Vke N. Ona vrijedi jer je izraz pod

znakom apsolutne vrijednosti strogo pozitivan kad god je ke N.) Najmanji
prirodan broj koji zadovoljava dobivenu nejednakost je k. =32 500 000. To

zna¢i da se prvih 32 499 999 clanova zadanoga niza nalazi izvan intervala
<—2—10_7,—2+10_7>, a da se svi c¢lanovi niza pocevsi od 32 500 000. nalaze

unutar toga intervala.

k
6. a) Svedimo zadanu grani¢nu vrijednost na oblik [1im(l+£} J . Kad to ucinimo,
n n

primijenit ¢emo jednakost

1im(l+gj =,
n n

Imamo redom:

L= 1@[(1—%}_’1} =lim [(1!72) J_l = [ﬁ?{(1+_72JH ﬁl =(¢?) =N ¢,

b) Postupimo analogno kao u prethodnom podzadatku. Dobivamo:

3 n 3 n 3 n
2 2 2 I
L=lim|||1-= =lim| | | [+~— =| lim| | 1+~— =le?| =¥ =¢.
n n n n n n
¢) Imamo redom:
L=1lim| | 2019""" 4+ =lim((20192”192019 )_njzlim((2019)(_mg )'"j={2019‘°°}=0.
n M n n
=0
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POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE — nerecenzirana verzija
Elektrotehnicki odjel

d) Zamijenimo t:=2-n+1. Tada su 2-n+3=t+2 i 2-n=t—1. Kad n— 4o, onda i
t — +oo . Tako dobivamo:

el T2 5 ) ) )
i[lm[ﬁlgm[lm[@m}il “hi=t

e) Zamijenimo t:=12-n—11. Tada su 12-n+13=r+24 i 2-n=L611. Kad n— +4eo,

onda i t = 4+ . Tako dobivamo:

t+11 —_— lim( J
il t\ 61 t t \ 61
L="1im [”24) " =L tim (1+§j =L |tim (1+§j -
e ¢ t e ¢ t e ¢ t

f) Primijenit ¢emo jednakost lim(a") =0, Vae <O, 1>. Imamo redom:

1im(2019-n)

1im (2019-n) 24+ = 1im(2019-n) =
1= fim[ 271 —|1im n :(Zig)" _ [ZJ —0.
n \3-n+2 "3y 340 3

2
3

g) Zapisimo pravilo zadanoga niza u obliku:

Sy g4l (7)) 741 7.497 41

c = = =
" 50-49"  50-49" 50—-49" 50-49"

Ponovno ¢emo primijeniti jednakost koristenu u rjesenju prethodnoga

podzadatka. Dijeljenjem svakoga c¢lana brojnika i svakoga clana nazivnika sa

49" dobivamo:

1 1Y
7+ 7+(j
L=1lim| —292" | =1im 49) |__7+0 __
8 ORI LY 50-0—1
49 49

h) Analogno kao u prethodnom podzadatku dobivamo redom:
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(preddiplomski struc¢ni demonstratura
e studij elektrotehnike) i grupnih konzultacija
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B 22-(3-n+5) _1 B 26-n+10 _1 3 26-n+10 _1 2 X 26-n+9 _1

c = = = =
n 82-n+3 + 1 (23 )2-n+3 + 1 26-n+9 + 1 26-n+9 + 1

6-n+9
6-n+9 Z_L 2_ 1
(2.2 _1j ‘ 2649 ‘ 2 _2—0_2
1

_— =lim = =
n 26-n+9 + n 1 n 1 6-n+9 1+0
1+
26-n+9 1 +| —
2

U pretposljednjem koraku grani¢nu vrijednost izracunali smo koristeci
(1" [zamjena: t:=6-n+9 (1Y
lim| — = =lim| —| =0.
n\ 2 kad n — oo, onda t — t \ 2
i) Pravilo koje zadaje niz transformirajmo ovako:

13T 13713 411711

c, = .
13"+ 13"13+11"-11

Dijeljenjem svakoga ¢lana brojnika, odnosno nazivnika, sa 13" dobivamo:

11" 3 3 (11 !
133 +11°- 137 +11 (j 3 13 3
L=tim| ——L& | —im 13) :113;3 60:%:132:169.
13411 B+ B i
13 13

7. U svim cetirima podzadacima pravilo kojim je zadan niz trebamo transformirati

tako da mozemo primijeniti jednakost 1im(a”)=0,Vae<0,1>. Pritom koristimo

formulu za razliku kvadrata.

a) Imamo redom:

L=115n( 4~n2+4~n+5—2~n)=li£n ( 4~n2+4~n+5—2~n)~

(m+z.n)

(\/4-n2+4-n+5+2-n)
2 2 2

. (V4'" +4'"+5) L CHON I (R Il B 4n+5

=lim =lim =lim

" V4-n* +4-n+5+2-n "\Va P +4n+7+20) " \N4-nP+4-n+5+2n

4-n+5 5 5
4+ . ax 4+0
=lim

=lim n =lim = =1
" N4 +4-n+542n "4’ +4-n+5 " 4.5 N4+0+0+2
n n
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Zbirka zadataka sa
demonstratura
i grupnih konzultacija

— nerecenzirana verzija

b) U ovom sluc¢aju imamo redom:

L=1im(\/25-n2+20-n+21—5-n)=1im (\/25-n2+20-n+21—5-n)-
=1lim

=lim
n

=1im(
" \N25-n2 +20-n+21+5n

=lim o o1
\/25+—0+—
n n

(\/25 n+20-n+21 ) ~(5-n)?

(\/25-n2+20-n+21+5-n)

V2572 420-n+21+45-n

(\/25 n?+20-n+21 ) ~(5-n)?

25-n*+20-n+21-25-n

(\/25-n2+20-n+21+5-n) -

—lim(

V2502 420-n+21+5n

20-n+21

20+2

J:lim

20+0

V2577 420 n+ 21451

25-n*+20-n+21-25-n

J-

-t

20-n+21
n
V2502 +20-n+21+5n

n

5

c) U ovom slucaju dobivamo:

L=1im(7-n—\/49-n2—56-n+57)=1im

25404045 5+5

V2502 4+20-n+21+5n

J-

20+2
=1lim n =
" \/25-n2+20-n+21
— 5 5
n

(7-n+\/49-n2 —56-n+57)

(7.n—J49.n2—56-n+57)-

(7-n+\/49-n2 —56-n+57)

2
(7-n)2—(x/49-n2—56-n+57) 49-n” —(49-n* —56-n+57)
| TonN49-n? —56-n+57 7-n+~49-n? —56-n+57
56-n+57 57
. 56-n+57 . " . 6+
=lim =lim =lim
"\ 704492 =56-n+57 ) " | T-n+J49-n* —56-n+57 | " 7+\/49-n2—56-n+57
n nz
57
Ll M | s6+0 56 _
" 56 57 | 7449-0+0 7+7
7+,[49-22 420
n n

d) Analogno kao u prethodnom podzadatku dobivamo:

L:lirrln(3-n—\/9-n2—36-n+37)

© mr.sc. Bojan

=lim

=lim

(3-n)2—(\/9-n2—36-n+37)2

(3-n—\/9-n2—36-n+37)-

(3-n+\/9-n2—36-n+37)

n

(3-n+\/9-n2—36-n+37)

9-n’ (9.1’ =36-n+37) ) _

" 3on49-n? —36-n+37

Kovaci¢, visi predavac
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36-n+37 36437
. 36-n+37 . " . A
=lim =lim =lim =
"\ 304972 =36-n437) " | 3-n+N9-n>=36-n+37 | ” 3+\/9-n2—36-n+37
n nz
37
it | 36v0 36 _,
n 36 37| 3+J9-0+0 3+3
34,/9-—+—
n n

8. a) Postupimo analogno kao u prethodnom zadatku. Imamo redom:

(2-x—\/4-x2 —8-x+19) -(2-x+\/4-x2 —8-x+19) .

L:X]j_inm(2-x—\/4-x2—8-x+19) = lim

2ot 2 x+y4- ¥ 8- x+19
19
lim 45" —(4-7 -8-x+19) [ 8- x+19 ] lim " 8+0
= 2x4 -89 ) o\ 2x4 -8 x419) \/4‘8'1+19 244040
2
X X

b) Analogno kao u prethodnom zadatku najprije dobivamo:

e I e il

(x—\/xz—x—i-l) e I S o

L= 1lim (x+\/x2—x+1)= lim (x+\/x2—x+1)-

X——00 X——00

x—1 1

. X —(x"—x+1) . x—1 . X . 1_;
=lim| ———|=lim| ———|= lim | ———— = lim | ————|.
ol x—xt—x+1 ol x—Axt—x+1 ol x—xt —x+1 A 1_\lxz—x—i-l

X X

Jx?—x+1 _ Vi —x+1 X -x+1
. N o

X ——oo, pa je x strogo negativan realan broj, a za takve brojeve ne vrijedi

jednakost x=+/x*.

Ovdje ne smijemo napisati . Naime, znamo da

VX2 —x+1

Da bismo mogli izracunati ~ lim ————— moramo uvesti zamjenu f¢=-—x.
X—>—o0 x

Odatle je x=—t. Ocito, kad x — —oo, onda t — +oo . Tako sada imamo:

R N o /e hm(_\/ﬁ +z+1}

t

X—ro0 X t—>too (_t) t—>too

Sad t— +eo, pa je t strogo pozitivan realan broj. Za takve brojeve vrijedi

jednakost t= \/t_2 . Zbog toga dobivamo:
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2 2
ﬁm[——wt“}:ﬁm[—f +§+1J=hm[— /1+1+12j:—\/1+0+ =1.
t—>too l‘ t—>too l‘ t—>too l‘ l‘

Tako konac¢no imamo:

— nerecenzirana verzija

_
S e T
A 1_\/)cz—)c+1 1I-(=) 2
X

c) I u ovome slucaju najprije imamo:

N rene e
N ey B OO e i |

fim i (se2s 2 -20m21) |

2
(S-x)z—(x/25-x2—20-x+1) 25-x% —(25-x*=20-x+1)
= lim = lim

== 5 x—25-00 =20 x+1 HN[ 5-x-+/25-x* =20 x+1 ]

1
20—~
= lim 0x] ]: lim x .
=5 =257 =20 x+1) 5_\/25-x2—20-x+1
X

2 2 2
Ni ovdie ne smijemo napisati V252 -20-x+1 _ 25 —20-x+1:\/25-x ~20-x+1
. Iz p
Razlozi su potpuno analogni onima iz prethodnoga podzadatka. Zbog toga
moramo uvesti zamjenu r=-—x. Odatle je x=-r. Ocito, kad x — —co, onda

t — +oo i vrijedi jednakost = \/t_2 Tako sada imamo:

. 2— . o —] 2— o —] . 2 .
(V25 20kl o251 ~20-( t)+lzlim[ V257420 z+1J=

X—>—00 X t—>too (_[) t—>too t

. 2 . . 2 .
=ﬁm[ V257 +20 f+1j=ﬁm[_ /MJM[ /25+@+12J=ﬁs+0+0=_5.
1—>too [ 1—>too [ 1—>too [ [

Konacno dobivamo:

1
20—~
L= tim x |20 2,
e s 25 =20-x+1 | 5—(=5) 10
X
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(preddiplomski struc¢ni demonstratura
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%Léiﬁf:ﬁiﬁﬁ:.iifﬁféf"* — nerecenzirana verzija

d) Imamo redom:

]
k‘

L= tim (Ve vfa=vx) = tim | (e ﬁ)-f — J—; -
iy (\/}H_\/;)Z_(\/x_\/;)z i x+\/;—(x—\/;) _
I BTSN B W g

oy
&

. 2-x 2 . 2
= lim

= lim =

X X

2 2
CV110+41-0 141

1.

e) Primjenom formule za rastav zbroja kubova na faktore dobivamo redom:

2
((%/1+12-z2—8-z3) —2-:-%/1+12-z2—8-z3+(2-z)2)
L=lim(V1+12:4 =8 +2-¢) = lim| (V112778 +2.1) . =
((\3/1+12-t2—8-t3) —2-:-%/1+12-z2—8-z3+(2-z)2)

3
3, 2 3 3
_ (\/1+12-t -8t ) +(2-1) . 1+12-#—8-£ +8-F
=lim = lim -

10 2 10 2
(%/1+12-z2—8-z3) 2t N+12 =87 +4-1° (%/1+12-z2—8-z3) 2t 1+12-P—8-F +4-1°

1
1412.7 2T

t—>—o0 2 t—>o0 2
(1412780 ) ~24 1122 =8 ¢ 4.8 (\3/1+12-t2—8-t3] L rosr

t t

4

12+12 12+12
=lim ! =lim ! =

2 2
== 2 3 2 3 o
({/Huts_gt] —2-§/1+12't3 By {§/13+12-1—8J —2-§/13+12-1—8+4
t t t t t t

0+12 2
(5] 298+a +20D%4

f) Primjenom formula za kvadrat binoma i razliku kvadrata dobivamo:

L= lim (4D +(x=1)7* — bm X4+2-x+1+x7=2-x+1 — bm 2842
ol (1=x)-(x+]) ) v =X il =X
2% +2 0,2
= lim x22 - lim X :2+0:_2
x>0 l_x X—>—e0 l—l 0_1
v °
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i grupnih konzultacija

— nerecenzirana verzija

Elektrotehnicki odjel

g) Analogno kao u prethodnom podzadatku dobivamo:

— 2 . 2 . 2— . . 2 . . 2
L:Hm(@t 3 +(3-1+2) jzhm(m 12:149+9-£2 +12 t+4j:ﬁm[13 t +13j:

o\ (5—1)-(t+5) 5 -1 1ot 2517
13
IBTa | 13v0 13
=lim =——=—=—13.
o 25 0= -~
t2

h) Analogno kao u prethodnom podzadatku dobivamo:

_ lim 4-£2+12:1 4949 —12-1+4 |
1>\ 4917 —112-t+64-36-1> —60-1 +25

I—rtoo

. [ t+3)*+B-1-2)
L=Iim > >
(7-t—=8)"—(6-t+5)

13- +13 1340 _13_,

13+=
=lim =lim J = =—=L
it 1347 =172-1491 ) 10w 172 91| 13-0+0 13
13-—=+5
t t

X

i) Uvedimo zamjenu t::E. Odatle je x=2-t. Kad x—>0, onda i t—0. Tako

odmah dobivamo:

1
vif
2

j) Imamo redom:

L=1lim

x—0 t—0 t—0 t—0

= 1im((1+t)z»<lz»r> j = 1im((1+t)41»tj = lim((1+t)i j‘l‘ =(e')* =e*.

1

Lzlig[(HZ-x)“j:lig [(l+2-x)xj3 :[lig[(l+2-x)XD3 —(¢)=e>

k) U ovom ¢emo podzadatku iskoristiti pravilo da je grani¢na vrijednost umnoska
dviju funkcija u nekoj tocki (ukljucujuéi i ,tocku“ o) jednaka umnosku
grani¢nih vrijednosti tih funkcija u toj tocki, uz uvjet da postoje obje granic¢ne
vrijednosti funkcija u doti¢noj tocki. Tako redom imamo:

2019 2019 2019
27 5 +— 2 I+
. 2-t+1\" . 421 +1) ¢ . (t+1) '
L=Ilim||1+ > = lim —_— = lim > =
t—>+oo t t—+oo t t—>+oo t
5 ,+¥ Z{HZOIQJ 5.1, 4038
. t+1 . t+1 t . t+1 t
= lim —_— =lim|| — =lim|| — =
t—+oo t t—> oo t t—>+oo t

85
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2t — 2t %
. t+1 t+1) ¢ . t+1 . t+1) ¢
t—>+o0 t t t—>+o0 t t—+oo t
A2 4038
=| lim (1+—j lim (1+—j t =6’2'(1+0)0=e'2-1=e2
—>+o0 t t—>+o0 l‘

1) Primijetimo da vrijedi jednakost

(2=x)-(x+2) 4-x?
(1 + izj = (1 + izj .
X X

Uvedimo zamjenu t=x>. Oc¢ito, kad x—+c, onda t— 4. Zbog

toga
dobivamo:

n n
{ as (1+) lim(1+j 140 1
L=1im(1+—j = lim~ 1/ — ) _A+0 _1_ -

t—>+oo t t—>+oo t t 1
(1+1j lim (1+1) ©
l’ 1—>+o0 l’
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POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE — nerecenzirana verzija
Elektrotehnicki odjel

7. GRUPA ZADATAKA

1. Limes slijeva, limes zdesna i vrijednost funkcije u svakom ce R moraju biti

medusobno jednaki. Sva tri pravila koja se pojavljuju prilikom definiranja funkcije f

su izrazi za eksponencijalnu funkciju (e*) i polinom (2-x-1), a te funkcije su

neprekidne gdje god su definirane. Zbog toga su ,kriti¢ne“ tocke zadane tocke one u

kojima se mijenja pravilo zadavanja funkcije, a to su ¢=0 i ¢=1. Dakle, funkcija f

¢e biti neprekidna na R ako i samo ako bude neprekidna u tockama ¢=0 i c=1.

Za ¢ =0 dobivamo:
h@f{@:h%gxzﬁzL
lil‘(I)l f(x)= 1ir(1)1(a-x+b)=a-0+b=b,
fO)=a-0+b=0b,

pa izjednacavanjem desnih strana tih jednakosti slijedi b =1.

Analogno, za ¢=1 dobivamo:
lirEf(x)z lirE(a-x+b)=a-l+b=a+b,
lir{l f(x)zlir{l(2-x—l)=2-l—1=1,
f)y=a-l+b=a+b,

pa izjednacavanjem desnih strana tih triju jednakosti slijedi a+b=1.

’

Tako smo dobili sustav dviju jednadzbi s dvije nepoznanice { bl
a+b=

(a,b)=(0,1).

2. U ovome zadatku je jedina ,kriticna“ tocka y=0. Rac¢unamo:

ljrgl_g(y) = 1iq1(c‘+1) =c+1,

2 f— f—

lim g(y) = lim —2—1 = iy Q=D-O*+D =D ~(lim(y+1))= fim—2=1 | =
yoslt yolegin(y—1) -+ sin(y—1) y=lsin(y—1) ) Lo+ y=1+sin(y —1)

zamjena:
“dr=y-1, =2~(1im#j=2~1=2,

t—0+ sint

kady —» 1+, ondar —> 0+

g)=c+1,

¢ije je rjesenje

pa izjednacavanjem desnih strana tih triju jednakosti dobivamo jednadzbu c+1=2.

Rjesenje te jednadzbe je c=1.
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3. U ovome zadatku je (ponovno) jedina ,kriticna“ tocka ¢=1. Ra¢unamo:

limh(f)=lim(d-¢')=d ¢,
1—2— 12—
, zamjena: x = —2, , 5
Limh(t) = lim(t—l)E =<t=x+2, = lim((x+2—1)xj: ]im[(l+x)xj =¢,
—2+ 1—2+ t—0+ t—0+
kad t — 2+, ondax —0+
h2)=d-é,

pa izjednacavanjem desnih strana tih triju jednakosti dobivamo jednadzbu
d-e* =¢*. Rjesenje te jednadzbe je d =1.

4. Analogno kao u zadatku 1. zakljucujemo da imamo dvije ,kriti¢ne“ tocke: ¢=-2 i
c=2.

Za ¢ =-2 dobivamo:

w4 (w=2)(w2)

lim k(w)= lim = lim (w=2)=-2-2=-4,

w—(=2)— wo(-2)- w4+ 2 N w—(-2)— w+2 w—(=2)—
li(n;) k(w)= vli(r_l%) (x-w+pP)=a-(-0)+p=-2-a+p,
f(2)=-2-a+p,

pa izjednacavanjem desnih strana tih triju jednakosti dobivamo jednadzbu
2-a+p=-4.

Analogno, za ¢=2 dobivamo:

lim k(w) = lim (@-w+ )= a-2+f=2-a+p,

w—2—

_ _ 4~(ew_2—1) zamjena: t =w—2, e -1
Iim k(w)=lm | ———= | = =4- lim =4.1=4,

X2+ w2+ w—2 kadw— 2+, ondatr—> 0+ w0+ f

f2)=2-a+p,
pa izjednacavanjem desnih strana tih triju jednakosti dobivamo jednadzbu
2-a+p=4.
Tako smo dobili sustav dviju linearnih jednadzbi s dvije nepoznanice

2-a+ =4

Njegovo je rjesenje (&, ) =(2,0).
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5. f‘(t)=4-7f-[ -

t2~cost—2~t-sintJ:fv(z'ﬂ_)zél.ﬂ_z.[4-71’2-COS(2-7r)—2~(2~7r)~sin(2~7l')

Q2-m'

L.

:4.7[2.[4'”2'1—2~(2-7r)-0J:4.;;2.4.7[2 _

AR & AR &

, 1 ) , 1 )
6. g (%) =—-(2-x-cosx+x2 ~smx) =g (1) =—~(2~7z'-cos;z'+7z'2 ~smiz') =
2. 2.

1 1
e (27 (D) 0) =—— (2 ) =1
2.ﬁ( (1) ) 2
EURURRCR I 3y y-(1-3-Iny) 1-3In =3Il 1-3-0
7. H(y)=2 y Yy Yy A T k()= = -

y y y

8.1 (W) =(2-wH)- " +(W +w+)- " =€" -(2-w+1+w2 +w+1) =(w2 +3~w+2)~ew =

U (D= +3-(-D+2)- e =(1-3+2)-¢" =0-¢" =0.
9. k(0)=0"-¢’ +(sin0)-(sh 0) =0-1+0-0=0,
k(@)=2-a-e®+07 - +(cos @) (ch @)+(sin@)- (sh @) =

k (0)=2-0-"+0-&" +(cos0)- (ch 0)+(sin0)-(sh 0)=0-1+0-1+1-1+0-0=1.

10. a)f (y)=75-3-y> =75-3- > =0 y* =25=> ye {-5,5}.

b)f (0)=(2-x-3)-¢' +(X —3-x+3) €' =¢" (2 x=3+2" =3-x+3) =(’ —x) €' =(X —x) " =0

o1 —x=0=xe{0,1}.

~ 1 l—cos’w sin*w (‘sinw
C)JC(W)=CO2 -1= = =(

s” w cosw cos’w \cosw

d) h(v) =2V} =4-v)- Inv+4-v—1* =h (V) =4 v—4)-Inv+ (2 —4-v)-1+4—2~v:
v

Jz

=4-v-4)-Inv+2-v-4-v+4-2.v=(4-v-4)-Inv=4-(v=1)- hv=4-(v—-1)-lnv=0&

S ((v-D=0v(Inv=0)=v=1.
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8. GRUPA ZADATAKA

Funkcije u zadacima 1. — 4. treba derivirati prema pravilu deriviranja slozene funkcije.

Lf ()= (P +4-x43) =¢" (2 x+4+0) =2-(x+2) - ¢" P = f (=) =2:1-¢" =2.

g () =cos(In?)-(Int) =cos(int)-~ @:g(l)zwzﬁzl.

1 1

1

3.h(u):( 1+cosu);3h(u)—%( (1+cos2u))7l-(6-(1+cos2u))':

—% (6 (1+cos u)) -6 (1+cos2u) :3-(6-(1+cos2u))‘;-(0+2-cosu-(cosu)')=

1 1

:3-(6-(1+cos2 u)) 2.2-cosu-(—sinu) :(—3)-(6-(1+cos2 u))f2 -(2-sinu-cosu) =

1
1

—(— . . 2 2 . 1 . ' — - — . . 2 — 2 . 1 . — -
=(=3) (6 (1+cos u)) sin(2-u) = h (4)-( 3) [6 {1+cos (‘JD s1n(2 4)-
ARIENE: 1 : -

=(-3)- 6-{1+[—2 J } -s1n(—2j—(—3)-{6-(1+—2jj ‘1=(-3)-9 2-1=-1.

4.k (w)= 40-[arctg(

-
N
N S
1]
N
(e}
VR
[u—
|
[\ ]
+
[
7\
-
\_/_
1]
N
(e}
‘H
7\
<
ol
N
1]

L —+1
I w
1

1 3 2

:40.L.(_lj.w )V WL LAY U v S L 20 = 20
w+l | 2 w+l w+l (w+D)-w? (w+1)~fw
3]('(4):_L:_§:_2.
@G+1)N4 52

U zadacima 5. — 8. treba primijeniti pravilo deriviranja implicitno zadane funkcije.

5.3.x°43-y%-y =6-(1-y+x-1-y'):>3-x2+3-y2-y' =6-y+6-xy &

. —_— . 2
392y 61y =6-y-3-x> S y .(3.y2—6-x)=6-y—3-x2(:>y :6 y2 3-x =
3-y"—6-x
. . — 2 . — 2 -
:3(22y x):22y X’ V(3.3) = 2:3-3" 6 9:_1'
3-(y°=2-x) y —2-x 3¥-2.3 9-6
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Elektrotehnicki odjel
1 (x lx-t—x-1 t Xt—-x X-1—-X
6. — |- |+—F——-1=0>—"—F—+—F5—-1=0=>
x \t t x ot t

t

:>t-(x -t—x)+x-(x -t—x)—x-t2 =0=>x ' —t-x+x t-x—-x—-xt'=0

' 2 ' 2 2 ' 2 2 2 ' X2+X'I+X'l2
Sx ttxtx=txtx +xt" Sx-(Crx)=x"txttxtr o>x="7F——=
" +x-t
P+1-1+1-1° 3

=x(01)= 2
CD=—s00 =

=15

- - 1 - - 1
7.cos(y-w)-(y-w) +2-y-y -w+y2-1+—:0:>Cos(y-w)-(1-y -w+y-1)+2-y-y w+y 1+—=0.
w w

Iz ove jednakosti je nemoguce izraziti y'. Zato u nju uvrstimo w=1, y=0, pa dobijemo linearnu

jednadzbu s jednom nepoznanicom ( y' ):

cos(0-1)-(1-y -1+0-1)+2:0-y -1+02-1+%:0:>y'+1=0:>y' =—1.

Y

v—tly ' —ty 2 (1Lyr—y-
8.4-t”+M—et 1-[Z+1J =0=>41+2 tzy —e’ 1-(M+OJ:O:>

y t y r*

—ty 2 -
4.1+ tzy—efﬂ-(—y tz yJ:O.
t

1z ove jednadZbe je prekomplicirano (i nepotrebno) izraziti y', pauvrstimo t=—1, y=1:

B U "= — . . . '
4'(—1)+1(1¥—el 1-(%}20:—4+1+)} ~1(-y -1)=0=2-y =2=y =1.

U zadacima 9. — 12. treba primijeniti pravilo deriviranja parametarski zadane funkcije.
Q 3 2 '

oy _ar _(FrHY) 32224120 372441 () 3.0°-2:0+41 _

. dx (t3+t2+z+1)' 304214140 3742041 VT 30042041
dr

: (t-cost)' 1-cost+t-(—sint) cost—t-sint ' cos0-0-sin0 1-0
10.y = e o (y)l_ozil =Tk
(t-e') e +t-e (t+1)-e = 0+1)-e .
+ ((+sint)-cost ' (0+cost)-cost+(1+sint)-(—sint) (cos’t—sin’t)—sint cos(2-t)—sint
11 = = = =

(1+sin t)' 0+cost cost cost

R e R I
R G IO

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 91



™V Matematika 1 Zbirka zadataka sa
(preddiplomski struc¢ni demonstratura
e studij elektrotehnike) i grupnih konzultacija

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

— nerecenzirana verzija

12y = (cos(2:1)-sint) —sin(2-7)-(2-1) -sint+cos(2-1)-cost _cos(2-1)-cost—2-sin(2-1)-sint

(cos(z-t)-cost) —sin(2-t)-(2-t)'-cost+cos(2-t)-(—sint)_—2-Sin(2-t)-cost—cos(Z-t)-sint
cos(z-3-7[)-005(3-7zj—2-sin(2-3-zj-sin(3-7£J

(y') = 4 4 4 4 _

T —2-sin(2-3-7&')-005(3-71')—005(2-3-ﬂj-sin(3-7£j

4 4 4 4

005(3-71')-005(3-zj—z-sin(3-ﬂ')-sin(3-ﬂj 0-005(3-zj—z-(—l)-sin(3-ﬂ')
_ 2 4 2 4 _ 4 4 _
i (3-ﬁj-cos(3-7zj—cos(3-ﬂ'j-sin(3-ﬂ'j —2-(—1)-005(3-ﬂj—o-sin(3-zj

2 4 2 4 4 4

sin(

'@zgzzzﬁ
=) )

|
o
<]
5

Alw|hw
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9. GRUPA ZADATAKA

1. a) Iz slike 14. se vidi da je (1,4) tocka lokalnoga maksimuma funkcije f, pa prema

Fermatovu teoremu slijedi f (1)=0.

f (0) je koeficijent smjera tangente t povucene u tocki (0,2). Iz slike 1. se vidi

da ta tangenta prolazi tockama (0,2) i (1,5), pa je njezin koeficijent smjera:

k ==

5223
1-0 1

Zbhog toga je f (0)=3.
Tako konac¢no dobivamo:
FO+f(1)=0+3=3.

b) Koeficijent smjera normale n povucene u tocki (0,2) je suprotan i recipro¢an u

odnosu na koeficijent smjera tangente t. Koriste¢i dio rjeSsenja a) podzadatka
dobivamo:

1
Dakle, normala n ima koeficijent smjera jednak -3 i prolazi tockom (0,2).

Odredimo njezinu jednadzbu zapisanu u segmentnom obliku. Imamo redom:

y:—l~x+2<:>l~x+y:2<:>£+l:1.
3 6 2

3
Zbog toga je trazena povrsina jednaka:

P:EH%:§£:6kvﬁd
2 2

2. Iz slike 15. oc¢itamo koordinate tocaka A i C: A=(-2,0), C=(0,2). Zbog toga je
jednadzba tangente t:

t... i+l:1®y:x+2.,
2 2

Odatle ocitamo koeficijent smjera tangente ¢ k, =1.
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S druge je strane taj koeficijent jednak vrijednosti prve derivacije funkcije fu tocki
x=0. To znadi da je f (0)=1.

Povrsina trokuta ABC' jednaka je polovici umnoska duljine stranice BC i duljine
visine povucene na tu stranicu. Duljina uocene visine jednaka je apsolutnoj
vrijednosti apscise tocke A, tj. 2. Duljina stranice BC jednaka je zbroju ordinate
tocke C'i apsolutne vrijednosti ordinate tocke B. Oznac¢imo li s y, ordinatu tocke

B, pri ¢emu je ocito y, <0, dobivamo jednadzbu:

Q+|ys)-2 _
2

2.4.

Jedino strogo negativno rjesenje te jednadzbe je y, =-0.4. Dakle, C =(0,-0.4).
Jednadzba normale n glasi:

X Y
n.. —+——=1y=(-02)-x-0.4.
-2 04 y= )

Odatle oc¢itamo koeficijent smjera normale n: k, =-0.2.

S druge je strane taj koeficijent jednak suprotnoj i reciproc¢noj vrijednosti prve
derivacije funkcije fu tocki x=-2.Tako iz jednadzbe

1

i =-0.2
(=2

slijedi f'(=2)=5.
Prema tome, rjesenje zadatka je:

f(=2)+ f (0)=5+1=6.

3. Primijetimo najprije da je polinom p' neparna funkcija. To znaci da je polinom p
parna funkcija. (Podsjetnik: Derivacija parne funkcije je uvijek neparna funkcija.)
Iz podatka p(0)=0 zakljucujemo da je slobodni ¢lan polinoma p jednak nuli. Iz
zakljucaka da je p parna funkcija i da je slobodni ¢lan od p jednak nuli slijedi:
zbogp(72-«/§)=p(2-x/§) 1
-2-4/3 2-4/3)=-18 —2-J3)=pl2-V3)==-(-18)=-9,
p(-23)+p(2:43) = p(2V3)=p(2:4B3) =519

zbog p(=2)=p(2)

PEDHP2)=-10 = p(-2)= p(2)=%-(—10)=—5-
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a) Trazimo skup svih rjesenja nejednadzbe p (x)>0 sadrzanih u domeni polinoma

p. 1z slike 16. se vidi da je p'(x)>0 ako i samo ako je xe <—2~\/§,O>U<2'\/§,4>.
Dakle, trazeni intervali su <—2~\/§,0> 1 <2-\/§,4>.

b) Trazimo skup svih rjesenja nejednadzbe p (x)<0 sadrzanih u domeni polinoma

p. Iz slike 16. se vidi da je p'(x) >0 ako i samo ako je xe <—4,—2-\/§> i <0,2-\/§>.
Dakle, trazeni intervali su <—4,—2-\/§> 1 <O,2-\/§>.

c) Lokalni ekstremi polinoma p su nultocke polinoma p takve da polinom p

mijenja predznak pri prolazu kroz te tocke. Iz slike 16. vidimo:

- Pri prolazu kroz tocku x, =23 polinom p' mijenja predznak iz
negativnoga u pozitivan. To znaci da za x, =23 polinom p ima lokalni
minimum p(—2-\/§)=—9.

- Pri prolazu kroz tocku x, =0 polinom p' mijenja predznak iz pozitivnoga u
negativan. To znaci da za x, =0 polinom p ima lokalni maksimum p(0)=0.

- Pri prolazu kroz tocku x, =243 polinom p' mijenja predznak iz
negativnoga u pozitivan. To znaci da za x, =23 polinom p ima lokalni

minimum p(2-\/§) =-9.

Dakle, tocke lokalnoga minimuma su (—2~\/§,—9) i (2~\/§,—9), a tocka lokalnoga

maksimuma je O = (0, 0).

d) Trazimo skup svih rjesenja nejednadzbe p (x)>0 sadrzanih u domeni polinoma
p. Bududi da je p" =( pv)l, taj skup se podudara s intervalima rasta polinoma p'.
Iz slike 16. vidimo da p' raste na intervalima <—4,—2> i <2,4>. Dakle, trazeni
intervali su <—4,—2> 1 <2, 4>.

e) Trazimo skup svih rjesenja nejednadzbe p (x)<0 sadrzanih u domeni polinoma
p. Bududi da je p" =( pv)l, taj skup se podudara s intervalima pada polinoma p'.

Iz slike 16. vidimo da p' pada na intervalu <—2,2>. Dakle, trazeni interval je

(-2,2).
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Prva koordinata svake toCke pregiba (infleksije) polinoma p jednaka je prvoj
koordinati tocke lokalnoga ekstrema polinoma p . Iz slike 16. vidimo da p ima

lokalni minimum za x,=2, a lokalni maksimum za x;=-2. Dakle, traZene

tocke pregiba su T, = (=2, p(-2)) =(-2,-5) 1 T, =(2, p(2)) =(2,-5).

g) Tocka u kojoj polinom p najbrze raste jednaka je tocki globalnoga maksimuma

polinoma p' koja pripada podrucju rasta polinoma p. (Oprez: Nije ispravno
zakljuciti da je ta tocka jednaka tocki lokalnoga maksimuma polinoma p' jer
lokalni maksimum ne mora biti i globalni.) Iz slike 16. vidimo da je
T =(-2, p(-2)) =(-2,-5) tocka globalnoga maksimuma polinoma p'. Bududi da
oc¢ito vrijedi relacija —2€ <—2~\/§,0> u<2-\/§, 4>, ova tocka je rjesenje zadatka.

h) Tocka u kojoj polinom p najsporije pada jednaka je tocki globalnoga minimuma

polinoma p' koja pripada podrucju pada polinoma p. (Oprez: Nije ispravno
zakljuciti da je ta tocka jednaka tocki lokalnoga minimuma polinoma p' jer
lokalni minimum ne mora biti i globalni.) Iz slike 16. vidimo da je ta tocka
T, = (2, p(2))=(2,-5). Bududi da ocito vrijedi relacija 2¢ <0,2.J§>, ova totka je

rjeSenje zadatka.

1 1 1

1
4 p.x+13-y+1=013-y=—x-1loy=—"x——=2k =——=k =—=13,

13 13 B3k

n

T=(y) =k =((C+x+D)) =@ X+, =3-5+1=3-5+1=13=(x,), =2, (x,),=2

x=.

T =(-2, (2 +(=2)+1)=(-2-9), T, =(2, 2’ +2+1)=(2,11).

5. p..T-x—y+2=0y=T-x+2=k =7,

x=.

T=05,3) =k =((F +4-x+2))  =G-F 44 =3-5+4=3-5 +4=T=(), =1, (), =1

=T =(-1, 1)’ +4- (=) +2)=(-1,-3), T,=(, P+4-1+2)=(1,7).

6. (@ +]) - Inx=0hx=0=x=1=T=(, 0)

k:

1 1 1

’ (((x2+1).1nx)')

((2-x+0)-]nx+(x2+l)-1) (2-x-]nx+x+1)
X x=1 x=1

x X

x=1

1 1 1

(

2-1-]nl+1+i

1)‘ 0+1+1 2

n...y=—%-(x—1)+0<=>2-y=—x+1<=>x+2-y=1<=>%+121:m=1, nZ%,
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7.T:[Q 1_%noj=«11)
e
k _[1—sinxj _[(l—sinx)v-e” —(l—sinx)-(e")'j _[(O—cosx)-e”—(l—sinx)-e”j _
1 ex - (eX)Z » (eX)Z »
¢" - (—cosx—1+sin x) [sinx—cosx—lj sin0—cosO0—-1 0-1-1
x\2 = X = 0 = :_2:>
(e") - e o e 1
Xy
t...y=—2-(x—0)+1<:>2-x+y=l<:>T+T=1
2
_ 1.1
"k 2 2
n.y= ! ! Yo

(-0 +Hle—xt+y=leo—+==
(x=0) 5 Xty R

P:l. -1+l-|(—2)-1|zl-l+l-2=l+1=§kv.jed.
2 2 222 4 4

8. Odredimo najprije sjecista zadane krivulje s osi apscisa. U tu svrhu rijesimo
jednadzbu

xt—4-x* =0.
Imamo:

xt—4.-x* =0,
X’ (x*—4)=0,
2 (x=2)-(x+2)=0.

Odatle slijedi x, =-2, x, =0, x, =2. Dakle, sjecista krivulje K s osi apscisa su tocke
$,=0=(0,0), S, =(2,0)1 8, =(-2,0).

U svakoj od tih toc¢aka povucemo tangentu na krivulju K. Koeficijent smjera
tangente povucene u bilo kojoj tocki T krivulje K jednak je vrijednosti derivacije
funkcije u apscisi tocke T. Dakle,

k=y=(x'-4-x")=4-x-4-2-x=4-x -8-x.

U ovaj izraz najprije uvrstimo x=0 (to je apscisa tocke §)). Lako izra¢unamo:

k., =0. Zbog toga je jednadzba tangente povucene na krivulju K u tocki S:

t...y=0-(x-0)+0,
y=0.
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Dakle, tangenta povucena na krivulju K u tocki S, je os apscisa.

Ponovimo postupak za svaku od preostale dvije tocke.

U izraz za k, uvrstimo x=2 (to je apscisa tocke S,). Lako izracunamo:

k., =4.2°-8-2=16. Zbog toga je jednadzba tangente povucene na krivulju K u
tocki S;

t..y=16-(x-2)+0,

y=16-x-32,
—16-x+y=-32, /:(-32)
£+L:1‘

2 =32

U izraz za k, uvrstimo x=-2 (to je apscisa tocke §,). Lako izracunamo:
k, =4.(-2)’-8-(=2)=-16. Zbog toga je jednadzba tangente povucene na krivulju K
u tocki S

t...y=(=16)-(x—(=2))+0,

y=—16-x—-32,
16-x+y=-32, /:(=32)
i+i:1‘

-2 =32

Skicirajmo sve tri tangente u pravokutnom koordinatnom sustavu u ravnini.
Dobivamo sliku 18.

Slika 18.
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Vidimo da je lik kojega omeduju sve tri tangente trokut. Jedna njegova osnovica
pripada osi apscisa, a visina na tu osnovicu povucena iz vrha nasuprot osnovice
pripada osi ordinata. Tangente ¢, i ¢, imaju isti odsjecak na osi ordinata (to je -32)),

pa zakljucujemo da se one sijeku u tocki (0, -32). (Analiticki (bez crtanja) tu tocku

dobijemo rjesavanjem sustava

{y=16-x—32, )

y=-16-x-32.
Dakle, uoceni trokut ima jednu osnovicu ¢ija je duljina a=2-(-2)=4, te visinu na

tu osnovicu ¢ija je duljina v, = |-32| = 32. Zbog toga je trazena povrsina jednaka

p=L
2

a-v, =%-4~32=64 kv. jed.
9. Najprije odredimo:
f(x)=3-x>-3.
Iz jednadzbe f'(x)=0 slijedi
3-x*-3=0,

a odatle je x, =-1, x, =1.

Preostaje izracunati vrijednosti funkcije f u rubnim tockama segmenta (domene), te

u dvjema stacionarnim tockama:

f(2)=(=2)"-3-(-2)=-2,
fED =)' =3-(-) =2,
f)=r-31=-2,
f(2)=2-3-2=2.

Odatle zakljucujemo:

f ima globalni minimum -2. On se postize za x = -2 i za x = 1. Kra¢e mozemo reci

da su tocke globalnoga minimuma 7, =(-2,-2) i T, =(1,-2) .

f ima globalni maksimum 2. On se postize za x = —1 i za © = 2. Kra¢e mozemo reci
da su tocke globalnoga maksimuma 7, =(-1, 2) 1 7, =(2, 2).
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10.Najprije odredimo:

gM=y-(y=-3 =y (" =6-y+9) =y —6-y*+9-y,
g (y)=3-y*—12-y+0.

Iz jednadzbe g'(y)=0 slijedi
3-y*=12-y+9=0,
a odatle je y, =1, y, =3.

Preostaje izrac¢unati vrijednosti funkcije g u rubnim tockama segmenta (domene), te
u jednoj stacionarnoj tocki koja nije rub segmenta:

g(0)=0-(0-3)" = g(3)=3-(3-3)’ =0,
g)=1-(1-3)" =4,

Odatle zakljucujemo:

g ima globalni minimum 0. On se postize za y = 0 i za y = 3. Kra¢e mozemo reci

da su tocke globalnoga minimuma 7, =(0, 0) 1 7, =(3, 0).

g ima globalni maksimum 4. On se postize za y = 1. Kra¢e mozemo reé¢i da je tocka
globalnoga maksimuma 7, =(1, 4) .

11.a) Iz uvjeta x#0 slijedi D(f)=R\{0}.
Prva derivacija funkcije f je f (x) =1—L2. Iz jednadzbe f'(x)=0 slijedi
X

2
x =1,

a odavde je x,=-1, x, =1. Bududi da trazimo intervale monotonosti, promatramo

funkciju na Cetirima intervalima: (oo, —1), (-1, 0), (0, 1) i (1, +00).

Uzmemo = = 2, pa izracunamo f(2)=075>0. Dakle, f raste na intervalu (—oo, —1).
Uzmemo x=-0.5, pa izracunamo f(-05=-3<0. Dakle, f pada na intervalu (-1, 0).
Uzmemo x=0.5, pa izratunamo f (0.5)=-3<0. Dakle, f pada na intervalu (0, 1).

Uzmemo = = 2, pa izracunamo f (2)=0.75>0. Dakle, f raste na intervalu (1, +o0).

Prema tome, intervali rasta su (—oo, —1) i (1, +00), a intervali pada (-1, 0) i (0, 1).
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Bududi da je frastuca lijevo od z = —1, a padajuca desno od x = —1, zaklju¢ujemo

da je T, = (-1, f(=1)) =(=1,-2) tocka lokalnoga maksimuma funkcije f .

Analogno, buduéi da je f padajuca lijevo od z = 1, a rastuca desno od =z = 1,
zakljucujemo da je T, =(1, f(1))=(l, 2) tocka lokalnoga minimuma funkcije f.

b) Iz uvjeta t > 01 t # 0 slijedi D(g)=R" =<0,+oo>.

, 1-2-1
Prva derivacija funkcije g je g (¢) =—3nt.
t
Iz jednadzbe g (t)=0 slijedi
1-2-Int=0,

1
a odavde je t=¢? =+e. Zbog toga promatramo funkciju na intervalima <0,\/Z> i

(Ve,+o0)

Za t=1je g (1)=1>0. Dakle, g raste na intervalu <0,JZ>.

. 1 .
Zat=¢e je g(e)=——<0, pa g pada na intervalu <\/z,+oo> )
e

Odatle zakljucujemo da je T :(JZ,g(JZ)) =(\/Z, %J tocka lokalnoga
‘e

maksimuma funkcije g.

2.u

c) Buduéi da vrijedi nejednakost e >0, Vue R, nemamo nikakvih uvjeta na

vrijednost varijable u. Zbog toga je D(h)=R.

2—4-u

2u
e

Prva derivacija funkcije h je h'(u) = . Iz jednadZbe A (1) =0 slijedi
2-4-u=0,
. 1 .. .. . .
a odavde je u=5. Zbog toga promatramo ponasanje funkcije h na intervalima

=) (o)

, 1
Za u=0je h(0)=2>0, pa hraste na intervalu <—c>o, 5>
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' 1
Zau=1je h (1)=—%<0, pa h pada na intervalu <5,+oo>.
e

Odatle zakljucujemo da je Tz[%,h(%B:(%, 1} tocka lokalnoga maksimuma
e
funkcije h.

d) U zadatku je veé navedeno da je domena zadane funkcije D(p) = [0,2-75] .
Prva derivacija zadane funkcije je p'(v)=cosv—sinv. Iz jednadzbe p'(v)=0 slijedi
cos v—sin v = 0.

Za isti v € R vrijednosti funkcija sinus i kosinus ne mogu istodobno biti jednake

nuli jer u suprotnom nije moguéa jednakost cos”v+sin*v=1. Ako bi bilo cos v = 0,
onda bi iz dobivene jednadzbe slijedilo sin v = 0, Sto je proturjecje. Zbog toga
jednadzbu smijemo podijeliti sa cos v. Tako dobijemo jednadzbu

tg v=1.
. . D T 5
Ona u segmentu [0, 2 - 7] ima tofno dva rjesenja: v, :Z iv, =Z~n'. Zbog toga

promatramo zadanu funkciju na intervalima <O, %>, <%, %ﬂ'> 1 <%-7L’, 2-7r>.

Za v—z je (z)_\/g—l
6 ° 7 2

V4
6 >0, pa p raste na intervalu <O, Z>

Zav=Tje p(r)=—-1<0, pa p pada na intervalu <%, %7{>

Za v=%7t’ je p (%-7{)=1>0, pa p raste na intervalu <%-7£, 2-7r>.
. . .. .15 . TS5
Dakle, intervali rasta zadane funkcije su (0, 2 i Zn’, 2-7), a interval pada 7 Zn’ .

Odatle zakljucujemo da je T, =[%, p(%nz(%,ﬁ) tocka lokalnoga maksimuma

funkcije p, a T, =[§-7Z,p(%-71’)}=(%-71’,—¢5} tocka lokalnoga minimuma funkcije p.
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12.Neka su z i y redom duljina, odnosno Sirina gradilista. Zbog toga je povrsina
gradiliSta P=x-y. Ta povrsina mora biti jednaka 1 ha = 10 000 m’, pa dobivamo
jednakost:

x-y=10000.

Nadalje, za ogradivanje gradiliSta ¢e se potrositi najmanje materijala ako opseg
gradilista bude minimalan. Opseg pravokutnika ¢ije su duljine stranica z i y dan je

formulom
0=2-x+2-y.
Tako smo dobili sljedec¢i optimizacijski problem:

minimizirati O=2-x+2-y

pod uvjetima
x-y=10000,

x,y>0.

Posljednji uvjet moramo nadopisati jer je iz prirode problema jasno da nije moguce
da z i y budu nepozitivni realni brojevi.

Ovaj optimizacijski problem rjesavamo svodenjem mna problem odredivanja
globalnoga ekstrema funkcije jedne realne varijable. Iz uvjeta x-y=10000 izrazimo

npr. varijablu y:

10000

X

Uvrstimo li taj izraz u funkciju ¢iji globalni minimum trazimo, dobit ¢emo:

O=O(x)=2-x+20000.
X

Zbog uvjeta z > 0, domena ove funkcije je R = (0, +00), pa trazimo globalni

minimum funkcije O na ovom skupu. Postupamo na uobicajen nacin:

0/ (x) =2 20000
X
0'(0=0e2-220 5 2 10000 x =100,
X
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Analogno kao u zadatku 3., lako provjerimo da funkcija O strogo pada na intervalu
(0, 100) (npr. uzmemo z = 1 i dobijemo O (1)=-19998<0), a strogo raste na

intervalu (100, +oc) (uzmemo npr. x = 200 i dobijemo O (200)=1.5>0). Zbog toga

funkcija O ima lokalni minimum za z = 100.

Medutim, mi trazimo g¢lobalni minimum te funkcije. Iz zakljucka da funkcija O

strogo pada na intervalu (0, 100) slijedi da za svaki xe <0,100> vrijedi nejednakost

O(x)>0(100), a iz zakljucka da funkcija O strogo raste na intervalu (100, +oo)
slijedi da za svaki x>100 vrijedi nejednakost O(100) < O(x) .

Iz tih dviju nejednakosti zakljuéujemo da za svaki xe<0,+00>=D(0) (domena

funkcije O) vrijedi nejednakost O(x)>0(100), pa O doista ima globalni minimum
za = 100.

Dakle, optimalna vrijednost duljine gradilista je z° = 100 metara. Lako izracunamo:

=100 metara.

. 10000 _ 10000
ST

Prema tome, optimalno je da gradiliste bude kvadrat stranice 100 metara.

13.
, 3.[1_ 1 j 1 (1+x%)—-1
a)h:ﬁmM: 0 :ﬁmM: m X)) i 142 1
x—0 x3 0 x—0 ( x3 )v x—0 3 . xz X%Ol xz x—0 xz
2
X
2
=lim1+2x =lim 12= ! =1
=0 x =0 14+x" 140
b L, =lim > =9 _ [0 i ZCTO) 26 sing e e
y0  sin’y 0) »0 (sin’y) -0 2-siny-cosy 0 cosy cosO 1 ’

2 2 ! !
OL =l t +t+1={+_oo}=hm(t +1+41) =lim2 t+1={+_oo}=hm(2 tfl) =lim£=0;

oo e 400 [—>too (6[ ) 1o o 400 {—>Hoo (6[ ) 10 o

2-w 2wy 2 2w
e —w tw—1 (o) wo(W —w +w—=1) wo=3-w -2-w+l (4o
2wy 2w 2wy 2w
" (226 ) ,=lim4e ={0}=lim “4-e )v:the :8020.
W—>—o0 (3W _2W+1) Ww——oo 6W_2 Ww——oo (6W_2) Ww——o0 6

- 6

—o0
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14.a) Primijetimo da je D(f)=R\{0}. Odredimo 1ir(1)1_f(x)=+c>o i lir(l)l f(x)=—o0, pa
zakljucujemo da je os apscisa uspravna asimptota na graf funkcije f. Nadalje, lako

1
vidimo da vrijedi jednakost lim (M)z lim (x——z)ziOO, pa zakljucujemo da
X

x—>too X x—>toeo

graf funkcije f nema nijednu kosu asimptotu.

Za odredivanje intervala konveksnosti, intervala konkavnosti i tocke pregiba
potrebno je odrediti drugu derivaciju zadane funkcije. Imamo:

F)=2-x4,
X

2 2.x8-2 2:(F -1 _2-(x=1)-(F+x+1)

x’ x’ x x’

fx=2-

Uo¢imo da za svaki xe D(f) vrijedi nejednakost x”+x+1>0. Naime, pripadna

kvadratna jednadzba nema realnih rjeSenja, koeficijent uz x° je strogo pozitivan (i
jednak 1), pa izraz poprima samo strogo pozitivne vrijednosti. Zbog toga je

predznak druge derivacije funkcije fjednak predznaku izraza

3
X

3

x=1>0, x—1<0,
x>0

. . " o ) x>1, . |x<l1,
Iz nejednadzbe f (x)>0 slijedi { ili {

, odnosno ili )
x>0 x<0

¥’ <0
Zbog toga je skup svih rjesenja te nejednadzbe <—00,0>u<1,+oo>. Intervali <—oo,0> i
<1,+00> su pravi podskupovi skupa D(f), pa su oni ujedno i svi intervali

konveksnosti funkcije f.
x—1>0, {x—1< 0,

Iz nejednadzbe f "(x) <0 slijedi { X ili

x>1, x<l1,
x <0

, odnosno ili )
x<0 x>0

x>0
Zbog toga je skup svih rjesenja te nejednadzbe <0,1>. Taj interval je pravi podskup

skupa D(f), pa je taj interval ujedno i jedini interval konkavnosti funkcije f.

Iz navedenih razmatranja zakljucujemo da je T =(,f(1))=(1,0) jedina tocka

pregiba grafa funkcije f.

b) Primijetimo da je D(g) =<0,+00>. Racunamo:

1img(t)=1i%1(6'lntj

=0+ 5.¢%

Il
—
ol
—
Il

{

7
=)
[\)
<

Il
=t
$8
7N\
9]
<
(3]
N—
Il
+
8
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pa zakljucujemo da je os ordinata (os y) uspravna asimptota na graf funkcije g.

Zbog D(g)=<0,+o<>>, graf funkcije g moze imati samo desnu kosu asimptotu. Zbog

toga racunamo:

6-
k:lim(&t)jzlim(6 hf):{i}:nm . =lim( 23):0,
t—>+oo t 1>+\ §5.¢ +oco 14| §5.3.¢ 1—+0\ §.¢

6
6-Int +o0 3
[=lim(g()—k-t)=lim =<{—¢=1lim = lim =0.
t—>+oo(g() ) t—>+w( 5.;2 j {+oo} 1—>+o| §.9.¢ t—>+w(5.t2j

Zakljucujemo da je os apscisa, tj. pravac y =0, desna vodoravna asimptota.

Za odredivanje intervala konveksnosti, intervala konkavnosti i tocke pregiba
potrebno je odrediti drugu derivaciju zadane funkcije. Imamo:

' 6—12-Int
fH=—"—"
g (@) s
(1) 236 1=30 _6-(6:Ins=5)
& 5.1 5.t '

Primijetimo da za svaki te D(g)=<0,+0<>> vrijedi nejednakost

>0. Zbog toga

5.+

je predznak druge derivacije funkcije ¢ jednak predznaku izraza 6-lnt—5.
3 5

Iz nejednadzbe 6-Int—5> 0 slijedi 7 >e®, pa je interval konveksnosti <e6,+o<>>.
3 5

Iz nejednadzbe 6-In7—5<0 slijedi < e®, pa je interval konveksnosti <O, e6>.

5 5 5 5
Odatle slijedi da je T=[e6, g[e6 B:[eG,e 3} jedina tocka pregiba grafa funkcije g.
c) Primijetimo da je D(h)=R, pa graf funkcije h nema uspravnu asimptotu.

,2.},3
k= tim | 2] = fim | £ | = 1im | —L— | =0,
y—>ieo y y—ieo y y—oteo y- Pe

l:lim(h(y)—k-y):lim(e“z):lim( 12j:o,
y—>teo y—>too y—>too 62-y

Rac¢unamo:
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pa zakljucujemo da je os apscisa obostrana vodoravna asimptota na graf funkcije h.

Za odredivanje intervala konveksnosti, intervala konkavnosti i tocke pregiba
potrebno je odrediti drugu derivaciju zadane funkcije. Primjenom pravila za

deriviranje umnoska i pravila za deriviranje slozene funkcije dobivamo:

H()=(4y)-e?,
h"(Y) =_4’€72‘y2 +16 y2 ~€72‘y2 = 4.672»# (4 y2 _1)

Primijetimo da za svaki ye R vrijedi nejednakost 4-¢7" >0. To znadi da je

predznak druge derivacije zadane funkcije jednak predznaku izraza 4-y*—1.

Iz nejednadzbe 4-y*—1>0 slijedi ye R\[—%,%}:<—w,—%>u<%,+w>. To znaci

da su <—°°,—%> 1 <%,+°°> svi intervali konveksnosti funkcije h.

1 1 1 1
Iz nejednadzbe 4-y*—-1<0 slijedi ye<—§, §> To znaci da je <—5, 5> jedini

interval konkavnosti funkcije h.

L 1 1 1 ), 1 (1 1 !
Tako zaklju¢ujemo da su TI,=|——, h|l—||=|——=,e? |iT,=| =, h| = ||=| =, e?
2 2 2 2 2 2

sve tocke pregiba grafa funkcije h.

15.Jakost struje (u trenutku ¢ sekundi) je derivacija koli¢ine naboja po vremenu. Lako

nalazimo:
[()=0 (t)=3-1>—6-1+6.

I je kvadratna funkcija koja ima strogo pozitivan koeficijent uz #*. Zbog toga ta

funkcija ima globalni minimum. Odredimo taj minimum:

1(t)=6-1—6,
I (t)=6.

Iz jednadzbe 1 (1)=0 slijedi 6-t—6=0, odnosno r=1. O¢ito je I"(l)=6>0, pa je
doista rije¢ o globalnom minimumu. Taj minimum iznosi /(1)=3—-6+6=3. Dakle, u

trenutku 7 =1 vodic¢em ¢e teci struja najmanje jakosti i ta jakost iznosi I(1)=3 A.
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16.a) Trazena vrijednost jednaka je broju bakterija u trenutku r=0, a taj je jednak
N, =N(0)=100.

b) Dvaput deriviramo funkciju N i pojednostavnimo dobiveno pravilo Sto vise

mozemo. Dobivamo:

NV(I)=%>0, V120,
("7 +9)
N”( ) 44.1- %07 _(9_60.07.,)
)=
(60.07-z+9)3

Odatle zaklju¢ujemo da N raste na <O, +0<>> i da je tocka najbrzega rasta jednaka

globalnom maksimumu funkcije N .

Iz N(@)=0 slijedi "' -9=0, odnosno t,= @ ‘In3=31.38892. Uzmemo

t, =311 t, =32, pa lako odredimo:
N'(31)>0, N (32)<0.

Dakle, N ' raste na intervalu <O, t0>, a pada na intervalu <t0,+0<>>, pa ta funkcija

za g, :@.1113 ima lokalni i globalni maksimum. Lako izracunamo: N(z,) = 500.

Tako zakljucujemo da broj bakterija najbrze raste u trenutku t():@.hﬁ iu
7

tom trenutku taj broj iznosi 500.

Odmah imamo:

1000 1000
lim N(#) = lim = =1000.
SN =149 149.0

To znaci da ce, racunaju¢i od pocetnoga trenutka, sto vrijeme vise bude
odmicalo, broj bakterija u kulturi biti sve blizi 1000.

17.0Odredimo najprije vrijednost nepoznatoga parametra a. Prema podacima u zadatku

vrijedi jednakost f(—1)=0, pa uvrstavanjem x=-1 u pravilo funkcije f dobivamo:

(—1)2+i1=0<:>—a+1=0<:>a=1.

Dakle, f(x)=x +l .
X
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Ocito je D(f)=R\{0}, pa je pravac x=0 uspravna asimptota na graf funkcije f. Iz

= lim
X—> Foo X X—> Foo X X —too

L1
X+

fx) x (x+%j=ioo
X

zakljucujemo da graf funkcije f nema nijednu kosu asimptotu.

(Napomena: Isti zakljutak moZemo izvesti i tako da uoc¢imo da neprava racionalna
funkcija ima kosu (ukljucivo i vodoravnu) asimptotu ako i samo ako je razlika
stupnja brojnika i stupnja nazivnika jednaka ili manja od 1. U ovome je slucaju ta
razlika jednaka 3—1=2>1, pa slijedi zakljucak.)

Odredimo drugu derivaciju funkcije f. Imamo redom:
' 1
f=2-x-—,
X
" 2
f (x)= 2+—3
X

Iz f "(x)=0 dobivamo jednadzbu 2-x*+2=0. Jedino realno rjesenje ove jednadzbe

je x=—1. Zbog toga funkciju f" promatramo na intervalima <—0<>,—1> i <—1, O> .

" 7
Odaberemo x=-2, pa izracunamo f (-2) :Z >0. Dakle, fje konveksna na <—0<>,—1>.

o1
Odaberemo x=—%, pa izracunamo f (—Ej:—l4<0. Dakle, fje konkavna na <—1,0>.

Odatle slijedi da je T =(—1, f(=1)) =(-1,0) jedina tocka pregiba grafa funkcije f.

18.Odredimo najprije vrijednost nepoznatoga parametra a. Prema podacima u zadatku
vrijedi jednakost g(0)=e, pa uvrstavanjem x=0 u pravilo funkcije f dobivamo:

a—0?

e —ese' e a=1.

Dakle, g(x)ze“z. Primijetimo da je D(g)=R, sto znaci da graf funkcije g nema

uspravnih asimptota.

Odredimo prve dvije derivacije funkcije ¢g. Imamo redom:

g ()= '(1_)(2)' =—2.x-€"",

g"()c)=—2-e1’)‘2 +(—2)~x~(—2)~x~e1”“2 =2~(2-x2—1)-e1”‘ .
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Iz jednadzbe g'(x) =0, zbog nejednakosti 2. <0,Vxe R, slijedi x=0. Ocito je
g” (0)=-2-e<0, pa zakljucujemo da je T =(0,g(0))=(0,e) tocka lokalnoga

maksimuma funkcije g.

Iz nejednadzbe g'(x) >0, zbog nejednakosti —2.¢"% <0,Vxe R, slijedi x <0. Dakle,
g raste na intervalu <—0<>,O>. Analogno zakljucujemo da ¢ pada na intervalu <O, +0<>>.

To znaci da je T tocka globalnoga maksimuma funkcije g.

Iz jednadzbe g”(x) =0, zbog nejednakosti 2.7 >0,Vxe R, slijedi 2-x*—=1=0. Sva

N2 . 2
realna rjesenja te jednadzbe su xl:_T i x2=7. Zbog toga promatramo
L ) ) N2 N2 N2\ L [N2
funkciju g na intervalima —00,—7 , —7,7 1 7,+c>o .

Odaberemo x=-1, pa izracunamo g"(—l):2>0. Dakle, ¢ je konveksna na
2
s 2 .

Odaberemo x=0, pa izracunamo g"(0)=—2-e<0. Dakle, ¢ je konkavna na

)
-

272
Odatle slijedi da su T, ={—£,g(—ﬂn=(—;,\ﬁj iT, ={£,g(£j}=(§, j

w5

Odaberemo x =1, pa izracunamo g"(l) =2>0. Dakle, g je konveksna na <

B

2 2 2 2
tocke pregiba grafa funkcije g.

Naposljetku, primijetimo da vrijedi jednakost:

lim g(x)={e™}=0,

x—>too

pa zakljucujemo da je os apscisa jedina obostrana vodoravna asimptota na graf
funkcije g¢.
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10. GRUPA ZADATAKA

a) 11 =]iman :hm[ll((zn_l)z _(”+1)(3”_2))J:hm[11(4n2 —4-n+1—3-n2 —3-n+2-n+2)j:

B-n=2+m+)-2-n-1) 9" —12-n+4+2-n* +2-n—n—1

155,33
(=5 .2 —55. L) _
i 11 (n2 Sn+3)) 11n2 5n+33)_L | a2 |_11-0+0_11_
P =1n+3 ) (1 =1n+3 ) | 11, 3 |7 11-0+0 11
2
n n

n

1

¢ 1
b) L, =limb, =lim 14-n-ln(l+1j =lim|{ 14-In (1+1j =14-In| lim| 1+l =14-1n| €’ :14-122.
n n T-n n T-n n n 7

¢) Zamijenimo ¢ =2-n+5. Tadasu 2-n+3=¢—212-n=t-5. Kad n — oo, onda t —+oo. Tako imamo:
=5 -5 t -5
L=¢ hm(t_zj =e -lim(l—zj = -[]im[(l—zj D-[hn{(l—zj D:ez e 17 =1-1=1.
! t ! t ! t ! t

2. a) Svaki ¢lan razlomka kojim je definiran niz podijelimo s n. Dobivamo:

1
6——
L=lim ’1“ _00_
Sl 3+0
n

b) Rijesimo nejednadzbu |ak —L| <10~ po nepoznanici k. Imamo redom:

6-k—-1
3-k+1
6-k—1—2-6-k+1ﬂ<104,
3-k+1 \
6-k-1-6-k-2
3-k+1

-2/<107,

‘<10’5,
<107,

<107,

<107,

3-k+1
3 5
107

3-10° -1

k> =99 999.6

Najmanji ke N koji zadovoljava posljednju nejednakost je k_, =100 000 .
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3. ,Kriticne“ tocke su w=0 i w=2.Za w=0 imamo:

1
' -1
- t — 2
11=limg<w>=limtgw—.w={9}=um (tew=) iy _cos’w  _
w—0— w—0— 2 . (W_ sin W) 0 x—0— [2 . (W_ Sin W)] x—0— 2 . (1 —CoS W)
1—cos®w
_ cos’w . (1—Cosw)-(1+cosw)_li l+cosw 1+1 2

i

_H0-2'(1—cosw) " as0- 2-(1—cosw)-cos* w =02.cos’w  2-1 2

LZ = lim g(w): llr&(aw+ﬂ)=a0+ﬂ=ﬂy

w—0+

g0 =a-0+5=p,
pa izjednacavanjem odmah slijedi f=1.
Za w =72 imamo:

L= 1in21_g(w): 1in21_(a'w+ﬂ):2'a+ﬂ,

L

_ In(w—1)] (w=1)
L, =1lim g(w) = 1imln(w—1):{9}: fim BV et -
x—2+ w—2+ 2 —Ww 0 w—2+ (2 _ W) w—2+ 0 — 1
L 11
= lim2=l = =],
w—2+ _1 w~>2+1_w 1_2

gQ)=a-2+p=2-a+p.
pa izjednacavanjem desnih strana dobijemo 2-a+ f=—1. Tako smo dobili sustav:
{/3 =1,
2-a+ p=-1
¢ije rjesenje je (@, B)=(-11).

4. Uotimo da je D(q)=[-6,2]. Odredimo stacionarne tocke funkcije ¢. Imamo redom:

q(€)=0
3.£° -75=0,
e* =25.

Jedino rjesenje ove jednadzbe koje pripada skupu [—2,6] je &€=-5. Preostaje

izracunati:

q(—6) = (—6)’ —75-(-6) =234,
q(=5)=(=5)* =75 (-5) =250,
q(2)=2>-75-2=-142.
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Dakle, najmanja vrijednost funkcije ¢ iznosi —142 i postize se za £=2. Najveca
vrijednost funkcije ¢ iznosi 250 i postize se za & =-5.

5. Odredimo najprije prirodnu domenu zadane funkcije. Izraz pod drugim korijenom
treba biti nenegativan, pa dobivamo nejednadzbu:

2-w—w>0.

Skup svih rjesenja te jednadzbe je segment [O, 2]. Nadimo prvu derivaciju zadane

funkcije:

h'(w)=[(2~w—w2);j =%~(2-w—w2);_1~(2~w—w2)' =%-(2-w—w2)_;~(2—2-w)=

=(2-w—w2)_é-(1—w)= l-w _ 1-w

(Z'W—Wz)% 2-w—w

>

Izjednac¢avanjem prve derivacije s nulom dobivamo:
l-w=0sw=1.
Preostaje izracunati:

h(0) = h(2) =0,
h(1)=1.

Dakle, najmanja vrijednost funkcije h jednaka je 0, dok je njezina najveca vrijednost
jednaka 1.

6. Izracunajmo koordinate tocke krivulje K koja odgovara parametru ¢r=0. Imamo:

x=0+sin0=0+0=0,
y=2:-(0-cos0)=2-(0-1)=-2,

pa je T =(0,-2). Koeficijent smjera tangente povucene na krivulju K u tocki T

jednak je:

k=i _ 2-(t—cost) :(2~(l—(—sint))j :[2'(1+sint)j :2~(1+sin0):2~(1+0):£:1
I 0 ( +Sint)l o =0 =0 .

olx 1+cost 1+cost 1+cosO 1+1 2

Zbog toga je jednadzba te tangente zapisana u segmentnom obliku:

y=1(x-0)-2,
y=x-2,
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—x+y==2, /:(-2)

.2y o

2 2

Koeficijent smjera normale povucene na krivulju K u tocki T jednak je

pa jednadzba te normale zapisana u segmentnom obliku glasi:

y=(=D-(x-0)-2,

y=—x—-2,

x+y=-2, /:(-2)

n... LA
-2 2

Nacrtajmo oba pravca u pravokutnom koordinatnom sustavu u ravnini. Dobivamo
sliku 19. Iz slike vidimo da oba pravca s osi apscisa zatvaraju trokut ¢iji su vrhovi
tocka T, tocka (-2, 0) i tocka (2, 0). Duljina jedne osnovice toga trokuta jednaka je
udaljenosti izmedu toc¢aka (-2, 0) i (2, 0). Ta udaljenost iznosi 4 jed. Duljina visine
povucene na tu osnovicu jednaka je udaljenosti ishodista i tocke T. Ta udaljenost
iznosi 2 jed. Zbog toga je trazena povrsina jednaka:

P=%~4~2=4 kv. jed.

Slika 19.

7. Nepoznatu ordinatu tocke T dobivamo tako da u jednadzbu krivulje K uvrstimo
x=-1. Lako izracunamo T =(-1,-1). Koeficijent smjera tangente t povucene na

krivulju K u tocki T jednak je:
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k:((—x3—x2+x)') =(-3-%"=2-x+1) _ =-3:(-1)’=2-(-)+1=0.

t
x=—
x=-1

Zbog toga su jednadzbe tangente ¢, odnosno normale n, povucenih na krivulju K u
tocki T

t..y=—1 n.x=-1

Nacrtajmo pravce ti n u pravokutnom koordinatnom sustavu u ravnini. Dobivamo
sliku 20. Iz slike vidimo da pravci ¢ i n zajedno s objema koordinatnim osima
zatvaraju kvadrat ¢iji su vrhovi (-1, 0), O, (0, 1) i T. Duljina stranice toga
kvadrata iznosi a=1. Zbog toga je trazena povrsina jednaka

P=a’=1 kv. jed.

Slika 20.

8. 1. rjesenje: Neka je t... LI tangenta sa zadanim svojstvom. Iz zadanih
m n

m-n

podataka slijedi =2, odnosno |mn| =4,

Uvjet tangencijalnosti pravca p,...y =k-x+[ i parabole y*=2-p-x je 2:-k-l=p. U
. . o1 1
nasem slucaju iz LI A slijedi y=—£-x+1, pa su k=—£, l=n, te p=—.

m n m m 2
Uvrstavanjem tih triju izraza u uvjet tangencijalnosti dobijemo:

2-(—£J-n:%:>m:—4-n2.

m

Uvrstavanjem toga izraza u izraz |mn| =4 dobivamo:

‘_4.,12.n‘:4:>|—4|.‘n3‘:4:>4-|n|3:4:>|n|3=1:>|n|:1:>n1:—1, n, =1.
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Zbog toga su m, =m, =—4-1=-4. Dakle, tangente koje imaju svojstvo iz zadatka

su:

fon 4 2=10 .42 =1

-4 1 |

Preostaje odrediti njihova sjecista sa zadanom parabolom. U tu svrhu rijesimo

sustave:

i+l:1 i+l:1’

-4 1 i {4 -1

y> =1x, V> =x.

U obama slucajevima drugu jednadzbu sustava uvrstimo u prvu jednadzbu i

dobiveni izraz pomnozimo s (—4).

U prvom se slu¢aju dobije jednadzba y*—4-y+4=0 ¢ije je jedino rjeSenje y=2.

Uvrstavanjem te vrijednosti u drugu jednadzbu odmah slijedi x=4.

Analogno, u drugom slucaju se dobije jednadzba y*>+4-y+4=0 ¢dije je jedino
rjesenje y=-2. Uvrstavanjem te vrijednosti u drugu jednadzbu opet slijedi x=4
(Sto smo mogli i ocekivati zbog simetricnosti zadane parabole s obzirom na os

apscisa).
Dakle, trazene tocke su 7, =(4,2) i T, = (4,-2).

2. rjeSenje: Neka je T=(x,,y,)e K tocka sa svojstvom iz zadatka. Koeficijent

smjera tangente ¢ povucene na krivulju K u tocki T dobijemo deriviranjem izraza za

K kao implicitno zadane funkcije:

2-y-y =1= yvzrly.

Bez smanjenja opc¢enitosti mozemo pretpostaviti da je jednadzba tangente t zadana
u segmentnom obliku:

Zbog uvjeta da povrsina trokuta kojega tangenta t zatvara s objema koordinatnim
osima jednaka 4 moraju vrijediti nejednakosti m,n#0. Iz gornje jednakosti lako

slijedi da je koeficijent smjera tangente ¢ jednak:
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k n
t - .
m

ﬁ+ﬁ:1_

Iz druge jednadzbe slijedi

Uvrstavanjem te jednakosti u c¢etvrtu jednadzbu dobijemo:

2 ) zbog (1) 2

X . - X X X
A/ R RSN L=lem=—x, >n=—4"
m m m m 2.y,

Uvrstavanjem dobivenih izraza za m i n u tre¢u jednadzbu dobijemo:

zbog (1)
-

2
X =2 =

2.y

4
_Ir
2.y,

%. =4=|-yi|=8e |y =8=y|=2= () =-2 O,), =2.

T

Uvrstavanjem tih vrijednosti u prvu jednadzbu sustava u oba slucaja slijedi x, =4.
Dakle, trazene tocke su 7, =(4,2). i T, = (4,-2).

9. Odredimo prve dvije derivacije zadane funkcije. Imamo redom:

v 2 6 3—x
f(X):864(——3+—4j:1728 T
X X X
" 3 12 x—4
f (x):1728-(—4——5j:5184- =
X X X

Iz jednadzbe f'(x) =0 slijedi 3—x=0, odnosno x=3. Ocito je f"(3) <0, pa
zakljucujemo da je M =(3, f(3)) =(3,32) tocka lokalnoga maksimuma funkcije f.

Iz jednadzbe f"(x) =0 slijedi x—4=0, odnosno x=4. Ocito su f" 3)<0 i
f (5)> 0, pa zaklju¢ujemo da je T =(4, f(4))=(4,27) tocka pregiba grafa funkcije f.
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Preostaje odrediti asimptote. Uo¢imo da je D(f)=R\{0}, pa graf zadane funkcije

ima uspravnu asimptotu x =0 (os ordinata). Takoder, uo¢imo da je

lirP f(x)=864-(0-0)=0,

pa graf zadane funkcije ima (obostranu) vodoravnu asimptotu y =0 (os apscisa).

10. Prirodna domena: 1z uvjeta x#0 slijedi D(f)=R\{0}.

Nultocke i sjeciste s osi ordinata: 1z jednadzbe f(x)=0 slijedi x=0 jer je
1

e* >0,Vxe D(f). No, O¢ D(f), pa zakljucujemo da graf funkcije f ne sijece

nijednu koordinatnu os.

Tocke prekida, parnost, neparnost, periodicnost: Funkcija f je umnozak polinoma 1.

stupnja (p,(x)=x) 1 komporzicije eksponencijalne funkcije e(x)=e* i racionalne
funkcije f,(x)=—. Sve te funkcije su neprekidne na D(f). Zbog toga je i zadana
X

funkcija neprekidna na D(f).

1 1
Takoder, f(—x)=(—x)-e * #xx-e*=xf(x), pa f nije ni parna, ni neparna. f je

umnozak neperiodi¢nih funkcija, pa je i sama neperiodi¢na.

Intervali monotonosti i lokalni ekstremi: Odredimo f . Imamo:

, 1 o Loyt Loy 1oq ol L
(X)=(x) -e*+x-|e* | =l-e¥+x-e"-|— | =e*+x-e* | —— |=e*——-e*=|1—— |-e*.
! 2
X X X X

1

Rijesimo jednadzbu f'(x) =0. Zbog e*>0,Vxe D(f), mora vrijediti 1—l=0,
X

odnosno x—1=0. Odatle je x=1. Dakle, stacionarna tocka je x=1. Izborom

x=-1, x=% i x=2 zakljucujemo da je f'(x)>0 za xe<—0<>,0> iza xe<1,+o<>>, a

da je f'(x)<0 za xe<0,1>. Dakle, intervali rasta su(—oo,0> i <1,+o<>>, a interval
pada je <O,1>. Tocka T=(,f(1)=(,e) je tocka strogoga lokalnoga minimuma
funkcije f.

Intervali konkavnosti i konveksnosti, tocke pregiba: Odredimo f ". Imamo:

: AN N A A N L L R
=== | et 1= || e | == er+| == | et | e = | = e o —— pr = %,

f(x)[xje(xj[e] x2e(xje(x2j xze x2e fe x3e
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Zbog e >0,Vxe D(f), jednadzba f"(x)=0 nema realnih rjesenja. Dakle, graf
funkcije f nema nijednu tocku pregiba. Izborom x=-1 i x=1 zaklju¢ujemo da je
f"(x)>0 za xe<0,+0<>>, a da je f"(x)<0 za xe<—0<>,0>. Dakle, funkcija f je

konveksna na intervalu <O, +0<>>, a konkavna na intervalu <—0<>,O>.

Asimptote: Najprije provjerimo je li pravac x=0, tj. os ordinata, asimptota na graf
funkcije f. Ra¢unamo grani¢ne vrijednosti:

i zamjena:
1 ! !

. . - . e 1 4 0 . e 0
L e “lin= | 2=t =0
x |kadx—0— ondat——

. |zamjena:
1 . ! !
. . P I D ¢ €t e
Q—%f(x)—%[x-e j—}l_r*nHl = t—x, =lim ; _{m}_,llﬁn}o " =-oo,
x |kadx—0+ ondat — oo

Odatle slijedi da je pravac x=0 uspravna asimptota na graf funkcije f.

Ispitajmo ima li graf funkcije f kose asimptote. Ra¢unamo grani¢ne vrijednosti:

k=Tim ™ = jim| 2|

=lime* :e() :L
x—>teo X x—too X Xx—xtoo
i zamjena:
! ! e —1 1 é-1
lzﬁm[f(x)—k-x]zlim x-e*—x |=lm| x-(e* —1) |=lim =qt=—, =lim——=1.
x—xtoo x—teo x—ytoo x—xtoo 1 X =0t
X kad x —wo, ondar —0

Dakle, obostrana kosa asimptota je pravac y=x+1.

Graf. Na temelju prethodnih podataka crtamo graf funkcije f. Dobivamo sliku 17.
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