TVZ

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

ELEKTROTEHNICKI ODJEL

IZABRANI ZADATCI I1Z MATEMATIKE 2
ZA RJESAVANJE NA DEMONSTRATURAMA

Primitivna funkcija i neodredeni integral. Izravno integriranje. Metoda
zamjene. Metoda djelomi€éne integracije.

ZADATCI:

1. PokaZite da je funkcija F primitivna funkcija realne funkcije f ako je:

- - VX + ~N X 5/ ] 2 1
a 1 X 2--\/x 33 6'6 —61 6)( + 0132012, — /—9
b) 1 (x)— XN X 'x+2'\/x—2~l||(ﬂx+1)_201:22013’ f( ) ; 1’

In(2012—¢ )—x+20132m’ f(x):;;
2012 " —2012
x—1

d) F(x):— In(x* +1) —arctg x +2012°"", f(x)= 1,
X+

e) F(x)=x-(ln2x—2-lnx+2)—20112°12 f(x)=In’x.

¢) F(x)=

2. Odredite sljedece neodredene integrale:

a) x/_x/_)
+ o]

0) ( j[ +J‘de

i) J‘WN‘)(%-W)W
o) i9 (x4 Va4 32 (A + )

3. Pogodnom zamjenom odredite sljedece neodredene integrale:

a) jx-(4-x—1)10~dx;

3
b) J-ln (x+l)-dx
2-x+2
J_ 6_62-): -
e** +2012
2 -arcsin(4- x)
d i ST
) I 1-16-x°
dx
e) I

(x2 _ 2 x4+ 2) . earclg(xfl) :

)

-dx ;
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b)
)
d)
e)
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j(l—x)~cosx-dx;

2 .
Ix -sinx-dx

2

Ix dx ;

eZ-x

Ii/x_z-ln(&)-dx;

J.4~x~arcctgx-dx.

Metodom djelomic¢ne (parcijalne) integracije odredite sljedece neodredene integrale:

5. Primjenom razli¢itih metoda odredite sljedece neodredene integrale:

a)
b)
c)
d)
e)

2012

I4022 xMBe dy
Isin(Z -x)-In(sin x) - dx ;
jcos\/; dx;
J.arcctg\/; -dx

J.arsh x-dx.

6. Rijesite sljedece Cauchyjeve zadace:

a)

b)

c)

d)

e)

F'(x)=3/x Inx,

7
F(l)=—-.
ey T
F'(x) =sinx-cosx- e,
5
F0)=-2.
0) 1

F'(x)= arccos%,

F(-2)=-2-x.
F'(x)=arch(2-x),

F'(x)=x~tg(x2+1),

F(\/2~7r—1)=1.
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REZULTATI ZADATAKA:

Napomena: U svim rezultatima zadataka je C € R konstanta.
1. Naputak: Deriviranjem pokazite da vrijedi jednakost F'' = f.

2. Naputak: U svakom zadatku najprije izvedite algebarske operacije u integrandu i Sto viSe
pojednostavnite dobivene rezultate. Potom primijenite pravila za integriranje.

a) —E-x-g/;+§-x-\3/?+l-x2+c;
11 5 2
6/ .5
by Zoxodra e 188 1
3 2 X X
¢) %x-%/x_z—z-&Jrc;

2 3 8 3 8/.5
d) —xvVx—x Ax +C;
) 5 X A/x 29 XA x
2 Ax 1
e) —— ——— +C.
) 15 % 4-x*

t=4-x—1,

3. a) Naputak: Zamijenite < x =i-(t+l), Dobiva se: 4%8~(4~x—1)12 +ﬁ-(4-x—l)11 +C.

dx = l -dt.
4
t:=In(x+1), 1
b) Naputak: Zamijenite J dx Dobiva se: . In*(x+1)+C.
= .
x+1

t:=e"*+2012,
dt=2-e"" -dx.
t = arcsin(4 - x),
d) Naputak: Zamijenite di = 4-dx Dobiva se: % -arcsin(4- x) - m +C.

=162

1 __—arctg(x—1)

¢) Naputak: Zamijenite { Dobiva se: 3 - In(e* * + 2012) + C.

- arctg(x—1) -

o . 1
e) Naputak: Zamijenite d dx . Dobiva se: e + C.

Tl+(x—1? £-2-x+2

’

4. a)(1-x)-sinx—cosx+ C.
b)2-x-sinx+(2-x%)-cosx+C,
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_2~x2+2~x+1

4. vG

c)

d)5—3()~x-€/x_2~(5-1nx—3) +C

e) 2 - (x - arcctg x + x — arctg x) + C.

2012
tr=x . . 2012
a) Naputak: Uotite da je x> = x**'* - x**!'. Zamijenite ol Dobiva se: 2-¢* -
dr=2012-x7"" -dx.
(- +C

t:=sinx,

b) Naputak: Zamijenite sin(2 - x) =2 - sin x - cos x i { Dobiva se: % sin’x - 2 -

dt =cos x - dx.
“In(sinx) - 1) + C.
t:=+/x,

¢) Naputak: Zamijenite dx . Dobiva se: 2- (\/; -sin/x +cos/x ) + C.
dt=2 \/_:>dx=2~t-dt.
X

t:=+/x,

d) Naputak: Zamijenite dx Dobiva se: v/x — arctg\/; +x- arcctg\/; +C.
dt = =dx=2-t-dt.
2-Jx
u = Arshx V=X
N & Primiienite dielomiénu int .. hemi ’
e) Naputa rimijenite djelominu integraciju prema shemi 4, _ dx doedel @Y

Vit +1

t=x>+1, .
x Dobiva se: x - Arshx — Vx> +1 + C.

preostalom integralu zamijenite
dt=2-x-dx.

Naputak: Integriranjem prve jednadzbe (uz primjenu metoda zamjene, odnosno djelomicne
integracije) dobije se op¢i oblik funkcije F koji sadrZi nepoznatu konstantu C. Potom se u
dobivenu jednakost uvrste x i F(x) iz poCetnoga uvjeta, pa se dobije linearna jednadzba s jednom
nepoznanicom C. (Napomena: Zadatak ne treba rjesavati kao obi¢nu diferencijalnu jednadzbu.)

a)F(x):%-x~%/§-(4-1nx—3)+1;
b) F(x) = —l~eC°S(2‘X) -1;
4
c) F(x)zx-arccos%—\M—x2 :
d) F(x)=x-arch(2-x)—%~\/4~x2—1;

e) F(x) =—%'ln[cos(x2 +1)]+1.
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Integriranje (i)racionalnih funkcija.

ZADATCI:

1. Metodom neodredenih koeficijenata (rastavom na parcijalne razlomke) odredite sljedece
neodredene integrale i pojednostavnite dobivene izraze §to je viSe moguce:

5
2 et

16
b ——dx;
) J-15—2~x—x2

7
c —dx;
) '[6~x2+x—2

50

d -d
) I12+7-x—12-x2 *
J-Z-dx

e)

<.
X=X
2. Odredite sljedec¢e neodredene integrale:

a J‘ 3-x+4
X +5-x+6
243 x

b) J-)c2+x+1.dx’

J‘ 3-x=-2 ‘

X’ +3-x+4

d) Ixj_1~dx;
X +x

4

X
e) jx3+1-dx.

dx;

) dx;

3. Odredite sljede¢e neodredene integrale:

a) IS-\/x2+x-dx
b) IS-\/IZ—x—xz-dx;

¢) J‘L’
Jx'—6-x

dx )

ol ol

¢ J‘ x+1

V2 x—x?
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Odredite sljedece neodredene integrale:

Y Ix/—+1 s
I
X J‘\/;+1'

d) jm;

dx
) j(x—l)-\/?

Rijesite sljede¢e Cauchyjeve zadace:

b)

x2
F'(x)=
a) ) x+1
F0)=1,
x+1
F = s
b) (1) XIX
F(—jzln—;
2 2
F,(x):3-x_—12,
o) 2+x—x
4 1
F(l)—glna,
Fi(x) = ——,
d) x4+ x
1 1
F(l)—mlna,
Fi(x) = ———,
e) —x—-x°
FO)=umx;
X
F'(x)= ,
f) (x) Jx+1
FO)=-1,;
ix
F'(x)=———
g <) 4.Jx+4"
F0)=1.
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REZULTATI ZADATAKA:

Napomena: U svim rezultatima zadataka je C € R konstanta.

1. a)In(x+3)—In2—x) +C (ili In>2>

+ O);

b)2 - InGx+5) -2 In(3—x) + C(ili 2-In>

+ O);
—-Xx

¢) In(1-2-x) - In(3 ~x+2)+c(imn;_2.x

+ O);
“x+

d)In(4-x+3)—In@ -3 x)+ C(ililnjx+3

+ C);
— .x
2

e) 2 Inx—In(x+ 1)—ln(1—x)+C(ililn1x

> +0).
2. a5 Inx+3)-2 -In(x+2)+C;

b) \/g-ln(x2+x+l)—2.arctg[2'x+lJ+C;

3

c) %ln(xz+3~x+4)—g~ﬁ-arctg(mj+c;

J7

d) Naputak: Podijelite brojnik s nazivnikom prema pravilu za dijeljenje polinoma. Dobiva se:

x—In x — arctg x + %~ln(x2+ 1)+ C;

e)3-x2+2-1n(x+1)-1n(x2-x+1)—2~\/§~arctg(2' _1j+c.
3.0 @) 2.2+ x—In(2 x4 142 ¥ 4x]+C;

b)2.(2.x+1)~m+49.arcsin(2');+lj+c;

o) In(x-3+V¥ =6-x)+C

d) arcsin(x;2)+c;

e) V2 x—x* +2-arcsin(x—1) + C;

=(t-1)
4. a) Naputak: Zamijenite x=(= Dobiva se: 2~x-\/;—3-x+6~\/;—6~1n(\/;+1)
dx=2-(t-1)-dt.
+ C.
t=%x ox=1°, 5 3
b) Naputak: Zamijenite frea Slijedi: 6+ [ -dr =6 [~ dr. Rezultat:
dx=6-1-dt. £+t t+1

2\x=3:x+6Yx -6 In(¢x+1)+C;
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t= +1 r—1
¢) Naputak: Zamijenite { Uxtler= (=1, Dobiva se: — \/ -3-3x+3- ln(«/7 +1)
dx=3-(t—1)*-dt.

+ C.

— ./ _ — 2 .
d) Naputak: Zamijenite PENXHIml@X=0420 e ser 2-\x+1 +ln(\/x+1—1)
dx=2-(t+1)-dt.

+ C.
_ — 2 _
e) Naputak: Zamijenite r=x e x=r, Dobiva se: In Jx-l +C.
dx=2-1-d. Jx+1
1,
5. a) F(x):zx —x+1+In(x+1);
1
b) F(x):ln(x—2+—j;
X
5 4
c) F(x) :—g-ln(Z—x)—g-ln(x+1);
1 1 ( 2012 + 1) x2012 2012 +1 x2012 1
d) Naputak: = = - _
) —L x2013 +x X- (x2012 + 1) X- ( 2012 + 1) X- (x2012 + 1) X- (x2012 1) X
2011
R Tako se dobije razlika dvaju integrala od kojih je prvi tabli¢ni, dok se drugi rijesi
2012
. 1= +1 . 2012
zamjenom Dobiva se: F(x)=Inx— ~ln(x + 1).
dt=2012-x" - dx. 2012

e) F(x)=arcsin(2-x+ 1)+% :

0 F) =2 2x=3) e -5
g F(x)zé'é/?—é/;+arctg({‘/;)+l.
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Integriranje trigonometrijskih i hiperbolnih funkcija.

ZADATCI:

1. Odredite sljedece neodredene integrale:
a) jsin3x~coslzx-dx;
b) jsin5x~cosgx~dx;
c) Isinsx-cos3x-dx;
d) jsin6x~cos5x~dx;
e) jsin2x~coszx-dx;
f) I(sin4 x+cos*x)-dx;
g) jtgsx +dx
h) [ctg’x-dx.
2. Odredite sljedec¢e neodredene integrale:
a) jsin(Z -x)-cos(4-x)-dx;
b) Isin(3 -x)-cos(7-x)-dx;
c) jcos(S -x)-cos(5-x)-dx;
d) [sin(5-x)-sin(9-x)-dx.

3. Odredite sljede¢e neodredene integrale:

dx

a 5
J‘l—sinx
b J‘ dx
1+cosx’
dx
( I —
) J‘sinx+c0sx
dx
d |————
) J‘cosx—sinx
dx
e |— 5
) J‘1+sin2x
dx
D -“3+cos2x'
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4. QOdredite sljedec¢e neodredene integrale:

cosx
a) J‘.z—_-dx;
sin” x +sinx

COS X
b —dx;
) J‘sin3x+sin2x
0 J- sin x dx:
\/cosx—4~cos2x
sin x
d |—dx.
'[\/l+sin2x

5. Odredite sljede¢e neodredene integrale:
a) jsh3x -chx-dx;
b) Ishsx -chx-dx;
c) Ish“’x .ch’x-dx;
d) [sh"x-ch’x-dx;
e) Ish2x ch’x-dx;
f) I(sh“x +ch*x)-dx;
g [th’x-dx;
h) Icth3x -dx.

6. Pomocu odgovarajuce zamjene odredite sljedece neodredene integrale:

a) J“/%—de;

b) [Vax* -2 dr:

) j /1+%-dx;

d) .[15~\/x8+16-x6-dx;

e) j /1—§~dx;

f) j35~\/x12—36~xl°~dx.
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POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

ELEKTROTEHNICKI ODJEL
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REZULTATI ZADATAKA:

Napomena: U svim rezultatima zadataka je C € R konstanta.
1. a) Naputak: Primijenite identitete sin’x = sin x - sin’x i sin’x = 1 — cos’, pa zamijenite

f=cosx, ) 1 s "
] . Dobivase: —-cos”x——-cos x+C.
dt =—sinx-dx 15 13

e . 1 2 1
b) Vidjeti naputak za a) podzadatak. Dobiva se: ——-cos" x +—-cos"” x ——-cos’ x + C.
¢) Naputak: Primijenite identitete cos’x = cos x - cos’x i cos’x = 1 — sin’x, pa zamijenite

t =sinx, ) | P
.Dobiva se: —-sin’ x+—-sin” x+C.
dt =cosx-dx 11 9

d) Vidjeti naputak za ¢) podzadatak. Dobiva se: 1—11 sin'' x —% sin® X+ sin’ x4 C.
e) Naputak: Koristeéi identitete sin(2 - x) =2 - sinx - cos x i sin® x = % . [1 —cos(2- x)] slijedi:

2
sin® x-cos” x = (sinx-cosx)’ = {% sin(2- x)} = i -sin*(2- x) :%- [I-cos(4-x)]. Dobiva se:

l-x—i~cos(4~x)+C.
8 32

f) Naputak: Primijenite identitet sin*x +cos* x = (sin” x +cos’ x)* —=2-(sinx-cosx)’ = (prema e)

1 3 1 3 1
odzadatku) =1 - —-|1—cos(4- =———.cos(4-x).Dobivase: — - x+—-sin(4-x)+ C.
podz u) 1 [ (4-x)] 11 (4-x) iv 1 X T in(4-x)

2 a5 - 4 ) 2 2 2
TS . sinx  sin” x . sin” x . 1—cos™ x
g) Naputak: Primijenite identitet tg’x= =——-sinx u-sm :¥~

cos’x cos’ x cos’ x cos’ x

. e . I =cosx, . 1 1

- sin x, pa zamijenite . . Dobiva se: ~In(cos x) ———+ —+C
dt =—sinx-dx cos"x 4-cos’x

) Neputak: Primiienite identi 5 cos’x _cos’x _1-sin’x L

) Naputak: Primijenite identitet ctg’x =———=———-COSX=—————-C0sX, pa zamijenite

sin”x  sin’ x sin” x
t =sinx, ) ) 1
. Dobiva se: —In(sin x) ———+C.
dt =cosx-dx 2-sin” x

sin(m- x)-cos(n - x) =%-{sin[(m +n)- x]+sin[(m—n)- x]};

2. Naputak: Primijenite identitete < sin(m- x)-sin(n- x) = % . {cos [(m -n)- x] —cos [(m +n)- x]};

cos(m-x)-cos(n-x)= % {cos[(m+n)- x]+cos[(m—n)- x]}.
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1 1

a) Z~cos(2~x)—ﬁ-cos(6~x)+c,

b) l~(:0s(4-x)—i-cos(lo-x)+C;
8 20

c) l~sin(3~)c)+i-sin(13~)c)+C;
6 26

1 1
d) —-sin(4-x)——-sin(14-x)+C.
) 2 sin(4 - x) >3 sin(14- x)

r=tgT

g 5

o . 2-t . . 2 . g .
3. a) Naputak: Zamijenite s1nx:1 -, Dobije se integral I( 2 -dt koji se rijeSi zamjenom
t r—
2
dx = 5 dt.
1+1

u=t-1, ) 2
. Rezultat zadatka je: +C.

du =dt. X
1-tg—
. 2
r=tg>
g 5
S 1-7 . X
b) Naputak: Zamijenite {cosx = 1—2, , Dobiva se: th + C.
t
dx = 2 > -dr.
1+1
¢) Vidjeti naputke za a) i b) podzadatak. Navedenom zamjenom dobije se integral Il;i—tz
+2-t—t
oo : dt o : o : u=t-1,
koji je jednak integralu I—2 Taj se integral svodi na tabli¢ni zamjenom
2—(-1) du=dt.
tg 1442
Rezultat zadatka je: —-In i— +C.
tg——1- V2
2
d) Vidjeti naputke za a) i b) podzadatak. Navedenom zamjenom dobije se integral J‘%
r+2-1—
N . dt : . . o . u=t+1,
koji je jednak integralu j—2 Taj se integral svodi na tablicni zamjenom
(t+1) =2 du =dt.
tg Z_o1-\2
Rezultat zadatka je: —-In 2  |ic
tgg —1+2
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r=tgx,
e 1 1 . . t .
e) Naputak: OCcito je —— = ——, pa zamijenite qsin”x= . Dobiva se:
1+sin“x 1+ (—sinx) 1+1¢
dr = dt2
141
Qarotg ngx + C.
2 2
r=tgx,
v 1 1 o 2 .
f) Naputak: Ocito je = ~, pa zamijenite <cos” x = . Dobiva se:
24+cos"x 2+(—cosx) 1+1¢
dr = dt2
141
£~arctg ﬁ-tgx + C.
6 2
, 1 =sinx, Lo dt dt .
a) Naputak: Zamjenom slijedi j > :I > , pa se uz novu zamjenu
dt =cosx-dx "+t ; 1
2 4
u=t+ 1 d i
~ 27 dobije tabliéni integral J. Y Rezultat zadatka: In s1n.x +C . (Napomena:
2 1 1+sinx
du =dt u -
4
Integral j Zdt je moguce odrediti i metodom neodredenih koeficijenata (rastavom na parcijalne
rm+t

razlomke) uz isti rezultat.)
t =sinx,

dt dt
b) Naputak: Zamjenom slijedi = . Ovaj integral najbrze je
) ! {dtzcosx-dx ! It3+t2 It2~(t+1) ! g ! !

rijeSiti metodom neodredenih koeficijenata (rastavom na parcijalne razlomke). Dobije se:

2; = —1+%+L, pa je rjeSenje zadatka: Inlx + 11 — Inlxl — 1 +C.
£+ t ot t+1 x
I =cosux, s 1 - -
¢) Naputak: Zamjenom x slijedi j dt :J. dt , pa se uz novu
dt =—sinx-dx \/l—4'l2 1 1 2
—|2.4-=
4 ( 2)
. u=2-1——, .. s 1 :
zamjenu 2 dobije tabli¢ni integral. Rezultat zadatka: ey arcsin(8 - cosx——1) + C.
du=dt
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t=cosx, .
d) Naputak: Najprije je 1 + sin’x = 1 + (1 — cos’x) = 2 — cos’x. Zamjenom ) dobije
dt =—sinx-dx

se tabli¢ni integral. Rezultat: —arcsin(cf/szxj +C.

t=chux,

5. a) Naputak: Primijenite identitete sh’x = sh x - sh’x i sh® = ch’x — 1, pa zamijenite {d boedy”
t =shx-dx

Dobiva se: i-ch13x—i-ch“x+ C.
11
b) Vidjeti naputak za a) podzadatak. Dobiva se: %ch”x LIRS 3 .ch"x + C.
¢) Naputak: Primijenite identitete ch’x = ch x - ch® i ch®x = 1 + sin’x, pa zamijenite

t=shx, . 1 19 1 17
.Dobivase: —-sh " x+—-sh 'x+C.
dt =ch x-dx 19 17

2

d) Vidjeti naputak za ¢) podzadatak. Dobiva se: % -sh"x+— 3 -sh”x+— m -sh''x + C.

e) Naputak: Koriste¢i definiciju funkcija sh x i ch x dobijemo: sh’x - ch’x = (shx - chx)’= =

—X X_ —-X 2
ete |je-e -1 (¥ —e ™) =i~e‘”—l+i~e‘“. Rezultat zadatka:
2 2 16 16 8 16
Lo —ety-Lac L@ n-Larc
64 8" 64 8

f) Naputak: Primijenite identitet sh*x+ch*x=(ch’x—sh’x)*+2-(shx-chx)* =1 + 2 - (sh x -

- ch x) te rezultat e) podzadatka. Dobiva se: % X +i (" —e )= % X +3—12 -sh(4-x)+ C.

32
5 4 2 2 2 2
g) Naputak: Primijenite identitet th’x = shsx = shx —shx= (sh Sx ) -shx= (chix=1)” sh x, pa
ch’x ch'x ch’x ch’x
e t=chux, 1 1
zamijenite . Dobiva se: In(ch x) +——+ Z
dt =sh x-dx ch’x 4-ch'x
3 2 2
h) Naputak: Primijenite identitet cth’x= Ch3 Ch3 chx =w~ch X, pa zamijenite
sh’x sh'x sh™x
t=shx, . 1
. Dobiva se: In(sh x) — —+C.
dt=chx-dx 2-sh™x

X =sint,

V1-x?

X

6. a) Polazni integral jednak je j dobije se integral

-dx . Zamjenom
dx =cost-dt

2 =2
cos t 1—sin r
I -dtzj - ———|sint-dt =cos t + In

- . Preostaje primijeniti identitete
sint sint sint

tg
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3 . t sint sint . N
cost=+/1-sin’t i tg—= = , pa je konacan rezultat zadatka
2 cost+1  [4+/1—sin’s

VI= 2 +1nfa] = In(1+41-27 )+ C.

b) Naputak: Polazni integral najprije zapiSemo u obliku Ix3 N4—x*dx= .[xz cxN4—x"-dx.

t=4-x’ o x’=4-1 |
Zamjenom < dt =-2-x-dx, dobivamo integral I(t—4)-\/; -E-dt kojega razdvojimo na

x~dx:—l~dt
2

4 2
dva tabli¢na integrala. Rezultat: 3 AILSX 32 Al4=x* . (Napomena: lako je zadatak mogude
rijesiti trigonometrijskom ili hiperbolnom zamjenom, ona se ne preporucuje jer se dobiju integrali

bitno sloZeniji od integrala I(r —4)- \/; . % -dt )

m x=3-tgt,
X

¢) Zadani integral je jednak I -dx . Zamjenom J 3 J dobijemo tabli¢ni integral
X = -dt
cos’ t
Jigt+1-1
,d—t =In tgé‘. Preostaje primijeniti identitet tg— :gt—’ pa je polazni integral jednak
sint gt

J2+9 +3-lnx—3~ln(3+\/x2+9)+C.

d) Vidjeti naputak za b) podzadatak. Rezultat: (3-x*—32)-(x* +16)-v/x* +16 + C.

5
- - J? 25 . F T cost] iy
e) Naputak: Zadani integral je jednak J.— -dx . Zamjenom . dobijemo
X 5-sint
dx = S—-dt
cos” ¢
5-_[ sin” 1 -dt —S-Il_c—osztdt =5- I di —Idt =5-tg¢t—5-t. Preostaje primijeniti identitet
cos’t cos’t cos’t & ' I Primy
/ 2
tgt= Vizcost i dobiti rezultat v/ x* —25 —5-arccos (éj +C.
cost

X
f) Naputak: [35-Vx"=36-x" -dx=[35-x"\x*=36-dr=[35-(x’) - x-x’=36-dx, pa

t=x"-36=x>=1t+36
zamijenite {dt =2-x-dx, .Rezultat: (5- x> +504-x+15120)- (x> —36)-+/x> =36 + C.

x-dx=l~dt
2
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Odredeni integral i primjene.

ZADATCI:

Izradunajte povr$inu ravninskoga lika omedenoga krivuljama K; ... y=x*—2-x-31 K. x +y—
;zsagu%ajte povrinu ravninskoga lika omedenoga krivuljama K;...y=2 - x—x> i Ky..x+y+2=
Izzgéunajte povrsinu ravninskoga lika omedenoga krivuljama K;... y=4+5-x—x" i Ky..x—y—
I_zjagu?{ajte povrinu ravninskoga lika omedenoga krivuljama K;... y=9-x*i K,... y=x"—9.
Izratunajte povr$inu ravninskoga lika omedenoga krivuljama K;... y = (—x)’ i K5... x + y = 0.

IzraCunajte povrsinu ravninskoga lika omedenoga krivuljama K;... y = 3 1K ... x+y=4.
X

Izratunajte povrsinu ravninskoga lika omedenoga krivuljama K;... y=x’ + x—2i K,... y=2 - (x*
-1).

Zadane su funkcije f (x) = sin’x i g(x) = cos’x. Neka je a najveée strogo negativno rjesenje
jednadzbe f (x) = g (x), a b najmanje strogo pozitivno rjeSenje iste jednadzbe. Izracunajte povrsinu
ravninskoga lika omedenoga krivuljama y =f(x),y=¢g (x),y=0,x=aix=0>b.

U to¢ki T = (1, yy) krivulje K ... y = ¢" — 1 povucena je tangenta ¢ na krivulju. IzraCunajte povrsinu
ravninskoga lika omedenoga krivuljama K, i x = 0.

U to¢ki T = (xr, 0) krivulje K... y = In(x + 1) povucena je normala n na krivulju. Izracunajte
povrsinu ravninskoga lika omedenoga krivuljama K, nix = 1.

S to¢noséu od 107 izratunajte povr$inu ravninskoga lika kojega zatvaraju os x, krivuljay =3 — e™
i tangenta na tu krivulju povucena u tocki T = (x, 2).

S to¢no$éu od 107 izratunajte povrsinu ravninskoga lika kojega zatvaraju os x, krivulja y = 1 —
—In(x — 1) i normala na tu krivulju povucena u tocki 7'= (x, 1).

S to¢nos¢u od 107 izratunajte prosjeénu vrijednost realne funkcije f (x) = x* - ¢ na segmentu
[0, 1].

S to¢noséu od 10~ izradunajte prosjeénu vrijednost realne funkcije f(x)=+2-x—x>.

S to¢no$éu od 10~ izradunajte prosjeénu vrijednost realne funkcije f(x)= arcsin~/x .

S to¢no$éu od 107 izratunajte prosjeénu vrijednost harmonijske funkcije f (1) = A - sin(® - £ + @)
. { 0 27— (o}
na njezinu osnovnu segmentu | ——,——— | .
0 w

S toénoéu od 107 izratunajte duljinu luka parabole y = x> — x — 2 na segmentu odredenom
njezinim nulto¢kama.

S to¢no$éu od 107 izradunajte duljinu krivulje y = %(x —1)-vx—1 na segmentu [9, 81].

S to¢noséu od 107 izradunajte duljinu krivulje y=2- (\/ex —1 —arctgve” —1) na segmentu
[2-In2,4-1n2].
S tocnoséu od 107 izradunajte duljinu luka krivulje y= i~(2+ 3x)-(Vx=1)-yWx -1na

15
segmentu [625, 10 000].
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Izracunajte obujam rotacijskoga tijela nastaloga vrtnjom krivocrtnoga trapeza omedenoga krivuljama
y=\3/x_2,y=0,x: 1 ix =8 oko osi:

a) x;

b) y.

Izracunajte obujam rotacijskoga tijela nastaloga vrtnjom krivocrtnoga trapeza omedenoga krivuljama y
=x%, y=0,x=151x=230 oko osi:

a) x;

b) y.

Izracunajte obujam rotacijskoga tijela nastaloga vrtnjom krivocrtnoga trapeza omedenoga krivuljama y
=4-sinx-cosx,y=0,x=01x=moko osi:

a) x;

b) y.

Izracunajte obujam rotacijskoga tijela nastaloga vrtnjom krivocrtnoga trapeza omedenoga krivuljama y
=1-¢",y=0,x=0ix=1 oko osi:

a) x;

b) y.

Izracunajte obujam rotacijskoga tijela nastaloga vrtnjom krivocrtnoga trapeza omedenoga krivuljama y
=Inx,y=0,x=11x=e oko osi:

a) x;

b) y.

Izracunajte obujam rotacijskoga tijela nastaloga vrtnjom krivocrtnoga trapeza omedenoga krivuljama
y=+farcsinx ,y=0,x=0ix= 1 oko osix.

IzraCunajte obujam rotacijskoga tijela nastaloga vrtnjom krivocrtnoga trapeza omedenoga krivuljama

y=x/;~ex,y=0,x=%ix:lokoosix.

S to¢noséu od 107 izradunajte obujam rotacijskoga tijela nastaloga vrtnjom krivocrtnoga trapeza
omedenoga krivuljama y = arsh x, y=0, x=11x =2 oko osi y.
S to¢no¥éu od 107 izraCunajte obujam rotacijskoga tijela nastaloga vrtnjom krivocrtnoga trapeza

’CZ

omedenoga krivuljama y = e, y=0,x=2-In2ix=4"-1n 2 oko osi y.
S toéno¥éu od 107 izraCunajte obujam rotacijskoga tijela nastaloga vrtnjom krivocrtnoga trapeza

omedenoga krivuljama y =sin*x,y=0, x= % ix= % T

Rijesite jednadZbu (po nepoznanici a): | x-e“ " -dx=e - 2.

10—x-dx= ﬁ
3

RijeSite jednadZbu (po nepoznanici a):

Sty O —

4
RijeSite jednadZbu (po nepoznanici a): jln% “dx=5-In2-3.

T 2
Rijesite jednadzbu (po nepoznanici a) u intervalu [0, 7t]: Is1n3 x-dx= 3

a

RijeSite jednadZbu (po nepoznanici a) u intervalu [T, 2 - 7T]: J.coss x-dx= —%.

Va
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-1

REZULTATI ZADATAKA

. jed.

2kv

3)-dx=
) 6

2

3

3

Ja
2

j(—x+3)

dx —

+

J(x2—2~x—3)-dx

1. Vidjeti Sliku 1. P

%
%
%

26 24 22

-28

ka1

1

Sl

. jed.

32 Ky
3

x—x")-dx

o

j(—x—z)-dx

2

—x—x%)-dx+

=j'(2

idjeti Sliku 2. P

A%

2.

22

2

o

5

s

s

ks

s

5
R

o

%

S

A

s

L

5

5

S5

553

5

553

%

55

%

R
5

85
S
&

5

%
&

o
5
0""

:
S
R
335
R

5

Slika 2

R
S

%
&

£

S

%

55

SRR

18

¢

dava

r

¢i¢, visi pre
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4 4 1
3. Vidjeti Sliku 3. P=j(4+5~x—x2)~dx+ j(x—4)-dx - j(4+5~x—x2)~dx :3—32 kv. jed.
1 0 0

x
3
3 osstes
R
SRR S
£ s
P
1 Comn
s
R
R RIS
R
S 5
4 Gl >
SRR 5
LR SRS
Y e o
S Sroadaaaa e
B s g
3% .~.~\"'~:§.~.~ ~§" R .\*.‘,:.:.::? -:~'\";$~:.~..
R =
S RS
3 S
esatesatseatesates R
RS RS
e i
S
2 s
s
(0, -4)
-5

Slika 3.

4. P=72 kv. jed.

5. P= L kv.jed.
2

6. P=4-3-In3kv.jed.

1 1
7. Vidjeti Sliku4. P= J‘Z-(x2 ) -dx|—=|| (x> +x—=2)-dx =% kv. jed.
0 0

A
T

Slika 4.
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V4 V4

n 4
sin® x-dx = I (cos® x —sin® x)-dx = I cos(2-x)-dx =1 kv. jed.

_r _r
4 4

3 5
8. VidiSL5. P= Icoszx-a’x—.[
_x _%

Slika 5.

e

1
e, ! ! _1\2
9, Vidjetisuku6.P=j(e-x—1)~dx+j(e"—1)~dx—j(e-x—1)-dx=(e D kv. jed.
0 0 0

¥

Slika 6.
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1
10. Vidjeti Sliku 7. P = [In(x+1)-dx— =2-In2 —% kv. jed.
0

j(—x) -dx
0

Iy

DB

02

o5+

Slika 7.

0 0
11. Vidjeti Sliku 8. P = j(x+2)~dx— j (3—e)-dx=4-3-1n3~0.70416 kv. jed.

-2 ~In3
221y

0.8

0.6

04

02

Slika 8.
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e+l

12. Vidjeti Sliku 9. P = j(x - dx+j[1 In(x—1)]- dx—e—%~128128 kv. jed.

0.8

0.64 .

0.4+

: : ; : | ; ‘ / : e

0.2
0.44
-0.64

0ad
/

1
13. f[o,u:ﬁ'fxz'e”-dx=2—§zo.1606.
0

Slika 9.

2
14. Uocimo da je D, = [0, 2]. Stoga je f[02 I 2-x—x"-dx =Z~07854
0

1
15. Uoc¢imo da je Dy = [0, 1]. Stoga je f[o 1 —ﬁ jarcsin\/;~dx=%z0.7854. (Napomena:
0
_ 42
Pripadni neodredeni integral treba odrediti zamjenom =Vxex=r, a potom
dx=2-t-dt
u = arcsint v="¢ , .
t
djelomi¢nom integracijom: koriste¢i | ———=-dt=|——"dt
! gract) du= ! - dv=2-1-dt Jlll_ﬁ J‘Jl_ﬁ
-t
T
16. 0.
17. %'\/ﬁ+5~ln(3+\/ﬁ)z 5.65264 jed.
18. 468 jed.
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4 jed.

77 500 jed.

a)V =%~7rkub.jed.; b) V =7T65-7rkub.jed.

a) V=150 660 000 - © kub.jed.; b) V=6 075 000 - 7 kub. jed.
a)ib) V=27’ kub jed.

e 2 e
a)V =Lezl~7zkub.jed.; b) V =(i—lj~7rkub.jed..
2-e e
2
a) V=(e—-2) nkub.jed. b) V= ¢ +1 -7 kub. jed. (Napomena: Oba neodredena integrala

rjeSavaju se djelomi¢nom integracijom.)
% =E~(7z'—2)~7rkub. jed. (Napomena: Pripadni neodredeni integral rjeSava se djelomicnom
u=arcsinx v=x

integracijom i = dx v =dd’ pa zamjenom £ = 1 — x°.)

1-x°
1, .
V =—-e" kub jed.
4

V = 11.45217. (Napomena: Pripadni neodredeni integral rjeSava se djelomi¢nom integracijom

u=arsh x v:%-f
, pa primjenom identiteta x> = (x* + 1) — 1 kojim se integral
dx
du= dv=2x-dx

V1+x2

dobiven djelomi¢nom integracijom rastavlja na dva tabli¢na integrala.)
V =2.26905 kub.jed.

V= % (m+2) -7’ = 12.68637 kub.jed.

a=1.
a=>5.
a=1.
T
a=—.
2
3
a=—-T.
2
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