Bojan Kovacic

ZBIRKA RIJESENIH ZADATAKA
SA DEMONSTRATURAII
GRUPNIH KONZULTACIJA

IZ MATEMATIKE 2

nerecenzirana verzija

Zagreb, lipanj 2018.



10.
11.
12.
13.
14.
15.

DETALJNIJA RJESENJA ZADATAKA

1.

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

TEHMICKD VELEUCILISTE U ZAGRER

Matematika 2

(preddiplomski stru¢ni
studij elektrotehnike)

Zbirka zadataka sa
demonstratura
i grupnih konzultacija
— nerecenzirana verzija

GRUPA ZADATAKA ...ttt s

GRUPA ZADATAKA

GRUPA ZADATAKA

GRUPA ZADATAKA

GRUPA ZADATAKA

GRUPA ZADATAKA

GRUPA ZADATAKA

GRUPA ZADATAKA ...ttt st s st s

GRUPA ZADATAKA ..ottt s st e sae e

GRUPA ZADATAKA ..ottt s st e sae e

GRUPA ZADATAKA ...ttt st s e n e st st

GRUPA ZADATAKA ...ttt st e sae e en

GRUPA ZADATAKA ..ottt st e nesne e

Sadrzaj

© mr.sc. Bojan Kovacié¢, visi predavac 2

s+ GRUPA ZADATAKA ...ttt ettt ettt sttt st st

s+ GRUPA ZADATAKA ...ttt sttt ettt st se e st bens

2+ GRUPA ZADATAKA ...ttt ettt sttt et

s+ GRUPA ZADATAKA ...ttt ettt sttt sttt et

2 GRUPA ZADATAKA ...ttt ettt sttt sttt sttt

2 GRUPA ZADATAKA ...ttt ettt sttt sttt sttt

s GRUPA ZADATAKA ...ttt ettt st

s GRUPA ZADATAKA ...ttt

. GRUPA ZADATAKA ..ottt s st




@ Matematika 2 Zbirka zadataka sa

(preddiplomski strucni | |, dem.(;lnlitratu;‘ a .
st b e | studij elektrotehnike) | 1 8rupmih konzultacija

ETEMk — nerecenzirana verzija
8. GRUPA ZADATAKA ..ottt ettt ettt e b et s bt et e sae st e snn e e ennesane s 62
9. GRUPA ZADATAKA ...ttt ettt sttt ettt ettt e e s bt e e st e e e beesbaeesbbeeeenneeanane 67
10. GRUPA ZADATAKA .ottt ettt sttt e st ee e st e e s abeesbeeesabee s esaeeennee 73
11. GRUPA ZADATAKA ...ttt sttt ettt e see e st e st sase s e eanesee e nneennes 77
12. GRUPA ZADATAKA .ttt ettt sttt sb e e st e s bt e e beeesabee s eaneeennee 83
13. GRUPA ZADATAKA ...ttt st ettt et et s be e sae e st saae s e e eaeesne e nneeanes 89
14. GRUPA ZADATAKA ...ttt ettt ettt see e st et st saae s e e aeeseeeenneennes 94
15. GRUPA ZADATAKA .ottt ettt sttt e s sbe e s et e s bt e e beeesbbee s eaneeennee 97
LITERATURA ...ttt bbbttt ettt 100

© mr.sc. Bojan Kovacié¢, visi predavac 3



@ Matematika 2 Zbirka zadataka sa

(preddiplomski strucni | |, dem.(;lnls(tr atu;‘t a .
e veLeucLete U zcresy | studij elektrotehnike) 1 grupm . onzu aCI:].a
POLYTEGHNICUM ZAGRABIENSE — nerecenzirana verzija

Elektrotehnicki odjel

PREDGOVOR

Ova zbirka zadataka u cijelosti obuhvac¢a gradivo predmeta Matematika 2 koje se predaje na
1. godini preddiplomskoga stru¢noga studija elektrotehnike na Tehnickom veleucilistu u
Zagrebu. Nastala je na temelju zadataka rjeSavanih na demonstraturama i grupnim
konzultacijama koje su tijekom posljednjih nekoliko godina bili organizirane za sve
zainteresirane studente kojima sam drZao predavanja i vjeZbe iz navedenoga predmeta. Zbog
toga se moZze re¢i da je (doslovno) svaki zadatak u ovoj zbirci ,akademski ispitan® na
studentima — sluSa¢ima navedenoga predmeta.

Upravo na temelju pitanja, primjedbi i komentara studenata napisano je poglavlje zbirke koje
obuhvaca detaljna rjeSenja zadataka. To poglavlje je namjerno dano kao zasebna cjelina jer se
preporucuje da svaki zainteresirani student najprije pokuSa samostalno rijeSiti svaki
postavljeni zadatak. U tu svrhu su uz svaki zadatak navedeni samo konacni rezultati.

Zbirka zadataka nije zamisljena kao zamjena za auditorne vjezbe, demonstrature ili grupne
konzultacije, nego kao dopuna tim oblicima nastave. Zbog opsega i teZine propisanoga
gradiva, sadaSnja satnica predmeta Matematika 2 u kojoj je predvideno (samo) 60 sati
auditornih vjeZzbi pokazala se nedovoljnom za kvalitetnu pripremu polaganja ispita. Zbog toga
se nadam da ¢e ova zbirka — zajedno sa zadacima rijeSenima na predavanjima, auditornim
vjezbama, demonstraturama i grupnim konzultacijama — znac¢ajno pomo¢i svim studentima u
pripremama za polaganje ispita.

PreporuCuje se koristiti ovu zbirku zajedno s Repetitorijem matematike za studente
elektrotehnike. Upravo zato u zbirci nije naveden pregled teorijskih pojmova, definicija i
formula potrebnih za rjeSavanje zadataka. Osim $to bi takav pregled doveo do (uvjeren sam,
nepotrebnoga) povecanja opsega zbirke, drugi osnovni razlog za ovakvu odluku jest
dozvoljenost Repetitorija matematike za studente elektrotehnike kao pomagala pri polaganju
kolokvija, odnosno pismenoga ispita. Zbog toga smatram vrlo primjerenim da se zadaci
rjeSavaju uz koriStenje navedenoga Repetitorija (...) 1 na taj nacin svojevrsno ,,simulira‘
polaganje kolokvija, odnosno pismenoga ispita.

Ugodna mi je duZznost zahvaliti svima koji su na bilo koji na¢in doprinijeli stvaranju ove
zbirke. To se ponajprije odnosi na studente-demonstratore Mateu Jel¢i¢ i Ivana Plesivcaka
koji su ve¢i dio zadataka rijeSili na demonstraturama, te upozorili na pogreske. Posebnu
zahvalnost dugujem svojim studentima koji su brojnim pitanjima, primjedbama i
komentarima utjecali na povecanje kvalitete teksta.

Svjestan sam da je, unato¢ svim naporima, u zbirci ,prezivio® odreden broj pogresSaka.
Svakome tko me upozori na bilo koju od tih pogresaka unaprijed izraZavam zahvalnost.

U Zagrebu, lipnja 2018.

Bojan Kovaci¢
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TEHNMICKD VELEUCILISTE U 240
POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

Matematika 2

(preddiplomski stru¢ni
w20 | studij elektrotehnike)

Zbirka zadataka sa
demonstratura
i grupnih konzultacija
— nerecenzirana verzija

1. GRUPA ZADATAKA

1. Pokazite da je funkcija F primitivna funkcija realne funkcije f ako je:

a) F(x):%x- x = x+2:3x =2:In (v +1)=2018"7, f(x) =

b) F(t) :%-ln(t2 +1)—

arctg t+2017°"%, f(t) = t2

Uputa: U svim podzadacima treba provjeriti jednakost F = f-

2. Odredite sljedece neodredene integrale:

a) J.(\/;—é/;)z-dx

i)

tzj-dr;

o j(f_%j[%wjd

Rezultati: U svim rezultatima je C € R konstanta.

a) —%~x-{’/x_5+§-x-3/x_2+% x +C

b) 3«’/;—% £+C
IS %u~du7—2~\/ﬂ+c.

" +1

x .
Jx+1

3. Pogodnom zamjenom odredite sljedece neodredene integrale:

a) jx-(4-x—1)“’-dx
(4D

)I 2142
I&.dw
¢ +2018

’

Rezultati: U svim rezultatima je C € R konstanta.

L gL
)192( ) 176

b) g~ln4(t+l)+C;

) 3-In(e*” +2018)+ C.

G-x-D"+C;
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@ Matematika 2 Zbirka zadataka sa

(preddiplomski stru¢ni demonstratura

e veLeucLete U zcresy | studij elektrotehnike) i grupnih .konzultac1:].a
POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE — nerecenzirana verzija
Elektrotehnicki odjel

4. Metodom djelomicne integracije odredite sljedece neodredene integrale:
a) J‘(l—x)‘cosx-dx;
b) [50-3u® -In (Vi) du
c) J.4-t-arcctg t-dr.

Rezultati: U svim rezultatima zadataka je Ce R konstanta.

a) (1—x)-sinx—cosx+C;
b)3-u-fu -G mu-3)+C;
¢) 2-(t* -arcctg t +¢ +arcctg t) + C.

5. Primjenom razli¢itih metoda odredite sljede¢e neodredene integrale:

X2017

a) [4034- "™ - dx;
b) J. cos \/; -dr.
Rezultati: U svim rezultatima zadataka je Ce R konstanta.

a)2-¢" (™ —1)+C;

b) 2-(x/;‘sinx/;+cosﬁ)+C.

6. Rijesite sljedece Cauchyjeve zadace:

F'(x) :%-lnx,
a) 7

F)=—.

M T

G'(u) = arccos (Zj ,
b) 2

G(-2)=-2-x.
Rezultati:

a) F(x)=%-x~i/}-(4-1nx—3)+1;

b) Gu) = u ~arccos(%}—\/4—u2.
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@ Matematika 2 Zbirka zadataka sa

(preddiplomski strucni | |, dem.(;lnlitr atu;‘t a .
e veLeucLete U zcresy | studij elektrotehnike) 1 grupm . onzu aCl.‘]_a
POLYTEGHNICUM ZAGRABIENSE — nerecenzirana verzija

Elektrotehnicki odjel

2. GRUPA ZADATAKA

1. Metodom neodredenih koeficijenata (rastavom na parcijalne razlomke) odredite
sljedec¢e neodredene integrale i pojednostavnite dobivene izraze $to je viSe moguce:

6

a) | ———dx;
) '[x3—x2—2-x
16

b -dt

) J.t3—2-t2—4-t+8

4

¢) | ———-du.

) '[u3+u2+u+1

Rezultati: U svim rezultatima zadataka je C e R konstanta.
a) In|x—2[+2-In|x+1|-3-In|x|+ C;

b) 1n|t+2|—1n|t—2|—5+c;

c) 2~ln|u+l|—ln(u2 +1)+2-arctgu+C.

2. Odredite sljedece neodredene integrale i pojednostavnite dobivene izraze $to viSe
mozZete:

wzfy

y +y+1

b) [ 3W=2 .
w43 w+4d

Rezultati: U svim rezultatima zadataka je C <€ R konstanta.

a) ﬁ-ln(yz+y+1)—2~arctg(2'y+lj+c;

3
b) S In(w? +3- w4)— S 7 -arctg| 2293 |4
2 7 J7
3. Odredite sljedece neodredene integrale i pojednostavnite dobivene izraze $to viSe
mozZete:

a) IS- o +a-da;

b) [8-\12-5- 5 -dB;
¢) J'L’
N7 =6y
de
d) [ T
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@ Matematika 2 Zbirka zadataka sa

(preddiplomski strucni | |, dem.(;lnlitratu;‘ a .
iaecko veeuouste  zsres | studij elektrotehnike) 1 grupnih konzultacija

POLYTEGHNICUM ZAGRARIENSE — nerecenzirana verzija
Elektrotehnicki odjel

Rezultati: U svim rezultatima zadataka je C e R konstanta.
a)2-(2-a+1)- a2+a—ln(2-a+l+2- a2+a)+C;

> . (2-p+1
b) 2-(2- f+1)-4/12— B — 37 +49-arcsin S +C,

o) ln(}/—3+ 7 —6-y)+c;

d) arcsin(€;2j+c.

4. Rijesite sljede¢e Cauchyjeve zadace i pojednostavnite dobivene izraze $to viSe moZete:

, yE
F (A= ,
a) ) A+1
F(0)=1.
, +1
Gw=-4",
b) 1 M —u
G(—j:—an.
2
Rezultati:

a) F(ﬂ):%%z —A+1+In|2+1];

b) G(u)=In

;1—2+l
y7i
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TVZ Matematika 2
(preddiplomski stru¢ni
e veLeucLete U zcresy | studij elektrotehnike)
POLYTECHNIGUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

Zbirka zadataka sa
demonstratura
i grupnih konzultacija
— nerecenzirana verzija

3. GRUPA ZADATAKA

1. Odredite sljede¢e neodredene integrale:
a) J.sins x-cos® x-dx;
b) J.sinf’ y-cos’ y-dy;
) J.ctg3t-dt.

Rezultati: U svim rezultatima zadataka je C € R konstanta.

1 2 1
a) ——-cos” x+—-cos" x—=-cos’ x+C;
11 9

13

1 - 11 2 .9 1 -7
b) —-sin” y——-sin” y+—-sin’ y+C;
)11 Y75 Yt y

c) —ln|sint|— +C.

2-sin*¢

2. Odredite sljedec¢e neodredene integrale:
a) IShSW'ChIZW'dW;
b) jshloq-chSq-dq;
©) [oth*u-du.

Rezultati: U svim rezultatima zadataka je C € R konstanta.

a) i‘ch”w—z‘ch15w+i‘chl3w+C;
17 15

b) i-sh‘5q+3-sh‘3q+l-sh“q+c;

15 13 11
1
¢) In|sh u|— +C.
) Infshuf -

3. Odredite sljedec¢e neodredene integrale:
cos x
a) Iz— -dx;
sin” x+sin x

2-siny
b -dy;
)-[2-cosy—cos2y Y

j 4-sin(2-1)

— - -dr.
sin“t—6-sint—"7

Rezultati: U svim rezultatima zadataka je C € R konstanta.

sin x

a) In +C;

1+sinx
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@ Matematika 2 Zbirka zadataka sa

(preddiplomski strucni | |, dem.(;lnlitratu;‘ a .
iaecko veeuouste  zsres | studij elektrotehnike) 1 grupnih konzultacija

POLYTEGHNICUM ZAGRARIENSE — nerecenzirana verzija
Elektrotehnicki odjel

cosy—2

b) In +C;

cosy
¢) 7-In(7—sint)+In(sinz +1)+ C.

4. Odredite sljede¢e neodredene integrale:

a) J.2-«11+ch2q-shq-dq;
b) J.2-\/10-shu—sh2u -ch u-du;

c)j 2-shw dw;
Ja.ch?w+4-ch w3
4.chv
dv.

d) | :
V8-sh v—3-16-sh’v

Rezultati: U svim rezultatima zadataka je C € R konstanta.

a) chq~\/m+ln(ch q+M)+C;

b) (sh u—S)‘m+25~arcsin(Sh L;_S}Lc;

o ln|2-ch w—1++4-ch w? +4-ch w—3|+C;

d) arcsin (%j +C.
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@ Matematika 2 Zbirka zadataka sa

(preddiplomski strucni | |, dem.(;lnlitr atu;‘t a .
s e e g e | studij elektrotehnike) | ! STUPTIR KONZUTacja
POLYTEGHNICUM ZAGRABIENSE — nerecenzirana verzija

Elektrotehnicki odjel

4. GRUPA ZADATAKA

1. U sjecistima krivulje K...y=8-2-x—x" i osi apscisa povucene su tangente na krivulju
K. Izracunajte povrsinu ravninskoga lika kojega omeduju te tangente i krivulja K. RjeSenje
zadatka obavezno popratite odgovaraju¢om skicom.

Rezultat: P =18 kv. jed.

2. Izratunajte povrSinu ravninskoga lika omedenoga krivuljama K,..y=2-x-x" i

K,...x+y+2=0. RjeSenje zadatka obavezno popratite odgovaraju¢om skicom.
Rezultat: P = % kv. jed.

3. Izracunajte povrSinu ravninskoga lika kojega zatvaraju os apscisa, krivulja
K...y=1-In(x-1) i normala na krivulju K povucena u tocki 7 =(x,,1)e K. RjeSenje
zadatka obavezno popratite odgovaraju¢om skicom.

Rezultat: P = e—% kv. jed.

4. Izradunajte prosjecnu vrijednost realne funkcije f(x) =4-x-e*>" na segmentu [0, 1].

Rezultat: ? =e’-3.

5. IzraCunajte prosjeénu vrijednost realne funkcije g(y)=4-4/2-y—y° na njezinoj
prirodnoj domeni.

Rezultat: E =r.
6. Izracunajte volumen rotacijskoga tijela nastaloga vrtnjom krivocrtnoga trapeza
omedenoga krivuljama y=4-cosx, y=0, x=0ix= B oko osi:

a) apscisa;
b) ordinata.

Rezultati:

a) V=47 kub. jed.;
b) V=4-7-(7—-2) kub. jed.

7. lzracunajte volumen rotacijskoga tijela nastaloga vrtnjom krivocrtnoga trapeza
omedenoga krivuljama y=8-shx, y=0, x=01ix=1n2 oko osi:

a) apscisa;
b) ordinata.

Rezultati: a) V =2-(15-16-In2)- 7 kub. jed.; b) V =4-(5-In2-3)-7 kub. jed.
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@ Matematika 2 Zbirka zadataka sa

(preddiplomski strucni | |, dem.(;lnlitr atu;‘t a .
s e e g e | studij elektrotehnike) | ! STUPTIR KONZUTacja
POLYTEGHNICUM ZAGRABIENSE — nerecenzirana verzija

Elektrotehnicki odjel

5. GRUPA ZADATAKA

1. Iskljudivo deriviranjem pokaZite da je funkcija F(x)=(In’x-3-In*>x+6-lnx—6)-x

standardna antiderivacija funkcije f(x)=1In’x.
Uputa: Treba provjeriti jednakost F = f.

2. Rijesite Cauchyjevu zadacu:

{y' =3-sin’ ¢,
y(0)=-1.

Rezultat: y =—cos’t+3-cos*t—3-cost.
.. .. - . V4
3. Izralunajte duljinu luka krivulje y =In(cosx) iznad segmenta {0, Z}

Rezultat: | = ln(\/z+1) jed. duljine.

4. Izracunajte volumen rotacijskoga tijela nastaloga rotacijom ravninskoga lika omedenoga

-2
w/ﬂ'-(x3+2‘x)

Rezultat: V =1n2 kub. jed.

krivuljama y = ,y=0, x=11x=2 oko osi apscisa.

5. Izradunajte prosje¢nu vrijednost funkcije g(u) =8 u-e** na segmentu [0, 2] .
Rezultat: 8o = 3-e* +1.

6. Izracunajte povrSinu ravninskoga lika omedenoga krivuljama K,... y=-x i

K,...y=x". RjeSenje zadatka obavezno popratite odgovarajuéom skicom.

Rezultat: P :é kv. jed.
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@ Matematika 2 Zbirka zadataka sa

(preddiplomski strucni | |, dem.(;lnlitr atu;‘t a .
s e i g e | studij elektrotehnike) |t STUPIIR KOZUTachja
POLYTEGHNICUM ZAGRABIENSE — nerecenzirana verzija

Elektrotehnicki odjel

6. GRUPA ZADATAKA

IzraCunajte sljedece neprave integrale:

0
10- dx
. Il:jzs.xzﬂ'

—oc0

Rezultat: I, = r.

-3
2
2 L=[—F——d
2 (n3)-(#7+2-1)
Rezultat: 1, =1.
I 1
3. I,=[—dy.
’ !(lnz)«yz—y)
Rezultat: 1, =1.
4. 14:J 32 -dw
3 2-In2)-(w +w=2)

Rezultat: 1, =1.

Primjenom D'Alembertova kriterija ispitajte konvergenciju sljedecih redova:

Rezultat: Konvergira [r = %j .

4o 2
7. Z”SZ”.

n=1

Rezultat: Konvergira [r = %) .
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@ Matematika 2 Zbirka zadataka sa

(preddiplomski stru¢ni demonstratura

e veLeucLete U zcresy | studij elektrotehnike) i grupnih .konzultac1:].a
POLYTEGHNICUM ZAGRABIENSE — nerecenzirana verzija

Elektrotehnicki odjel

Primjenom Cauchyjeva kriterija ispitajte konvergenciju sljedec¢ih redova:
n- 32-11
8. Z—zh :

Rezultat: Divergira (r = %) .

n*-2018"

Rezultat: Konvergira | r = 2018 .
2197

3.2 42-n+1 |
10. Z[(z-n—l)-(z-nﬂ)}

Rezultat: Konvergira (r = %) .
Rijesite sljedece linearne homogene rekurzije s konstantnim koeficijentima uz zadane pocetne
uvjete:

11.a,=2-a, ,+8-a, ,, a,=2, a, =20.

n—1
Rezultat: a, =(-2)" +4".
12.b =5-b_ +6-b _,, b =6, b, =36.

n—1

Rezultat: b, =6".
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@ Matematika 2 Zbirka zadataka sa

(preddiplomski strucni | |, dem.(;lnlitr atu;‘t a .
s e e g e | studij elektrotehnike) | ! STUPTIR KONZUTacja
POLYTEGHNICUM ZAGRABIENSE — nerecenzirana verzija

Elektrotehnicki odjel

7. GRUPA ZADATAKA

Odredite intervale konvergencije sljedecih redova i precizno obrazloZite sve svoje tvrdnje:

i

Ly

n=1 1

Rezultat: 1 =[—1, 1].

400 _2:n

2. Y

n=1 N

Rezultat: 1 =<—1, 1>.

. S0

‘= n+l

Rezultat: 1 :[l, ej.
e

+oo _2-nx
e

n-2
Rezultat: I =(—oo, 0).
Aproksimirajte sljedece realne funkcije MacLaurinovim polinomom 3. stupnja:
5. f(x)=2-(e** —sinx).
Rezultat: M,(x)=3-x+4-x*+2-x+2.
6. g(y)=6-[e +sin(2-y)].
Rezultat: M,(y)=-7-y"+3-y* +18-y+6.
7. h(t)=6-[sin(4-1)+cos(3-1)].
Rezultat: M,(t)=—64-£ =27-> +24-1+6.
8. p(w)=6-[cos(6-w)—sin(5-w)].

Rezultat: M,(w)=125-w’ —108-w* =30 - w+6.
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@ Matematika 2 Zbirka zadataka sa

(preddiplomski strucni | |, dem.(;lnlitratu;‘ a .
ssckov e s s | studij elektrotehnike) | 1 Srupnih konzultacija

POLYTEGHNICUM ZAGRARIENSE — nerecenzirana verzija
Elektrotehnicki odjel

Aproksimirajte sljedece realne funkcije u okolini tocke ¢ Taylorovim polinomom 3. stupnja:
9. f(x)=3-¢"',c=1.
Rezultat: T,(x)=10-(x—1)*+9-(x—1) +6-(x—1)+3.
10. g(y)=In"y,c=1.
Rezultat: T,(y)=—(y—1)’ +(y—1).
11. h(t)=sin’t, c=7.

Rezultat: T,(t) =—(t - ).

12. p(w)=cos’w, c:%.

3
Rezultat: T,(w) = —(w—%j .
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@ Matematika 2 Zbirka zadataka sa

(preddiplomski strucni | |, dem.(;lnlitratu;‘ a .
ssckov e s s | studij elektrotehnike) | 1 Srupnih konzultacija

POLYTEGHNICUM ZAGRARIENSE — nerecenzirana verzija
Elektrotehnicki odjel

8. GRUPA ZADATAKA

Graficki provjerite da sljedece (2-7x)-periodi¢ne funkcije zadovoljavaju Dirichletove uvjete
na segmentu [—7[,7[], pa ih aproksimirajte Fourierovim polinomom 3. stupnja na tom
segmentu:

6-7, zaxe [-x, 0],
1. fx)=

12-7, zaxe (0, 7).

Rezultat: f ima prekid u x=0 i x=x, a nema nijedan strogi ekstrem. Stoga vrijede oba Dirichletova
uvjeta. F;(x)=9-7+12-sinx+4-sin(3-x).

0, zare[-x, 0],

2. gH=
8 36-7-1,zate(0, ).

Rezultat: f ima prekid u =, a nema nijedan strogi ekstrem. Stoga vrijede oba Dirichletova uvjeta.
F () =9.7%-72-cost+36-7-sint—18-7-sin(2-1) —8-cos(3-1)+12- 7 -sin(3-7) .

-y, zaye (—x,0);
3. hy)= < )
-z, zay€e|0, 7].

Rezultat: f ima prekid u y=—x 1 y=0, a nema nijedan strogi ekstrem. Stoga vrijede oba Dirichletova
2

uvjeta. F,(y) ={—%—§}+2-cosy+(7c—2)-siny—§~sin(2-y)+§~cos(3~y)+(”T_2J~sin(3-y).

Aproksimirajte sljede¢e neparne (2-7x)-periodi¢ne funkcije Fourierovim polinomom 3.

stupnja na segmentu [—71', 71'] :

4. f(x)=3-7, zaxe(0, 7).
Rezultat: F,(x)=12-sinx+4-sin(3-x).

5. g()=—6-7, zate (-71,0).
Rezultat: F,(t)=24-sint+8-sin(3-1).

6. h(y)=6-7-(y+1), zaye (0, 7).

Rezultat: F,(y)=(12-7+24)-sin y—6-7-sin(2- y)+(4-7+8)-sin(3- y) .
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(preddiplomski stru¢ni demonstratura

e veLeucLete U zcresy | studij elektrotehnike) i grupnih .konzultac1:].a
POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE — nerecenzirana verzija
Elektrotehnicki odjel

@ Matematika 2 Zbirka zadataka sa

Aproksimirajte sljedec¢e parne (2-7)-periodi¢ne funkcije Fourierovim polinomom 3. stupnja

na segmentu [—7[, 72'] :
7. f(x)=18-7|x.
Rezultat: F,(x)=9 7" —72-cos x—8-cos(3- x).

8. gt)=xn-1,zare[-x, 0].

7 4
Rezultat: F,(t) = -y +4-cost +§ -cos(3-1).

9. h(y)=-36-7-y, zaye [O, 72']

Rezultat: F,(y) = —18-7% +144-cos y+16-cos(3- y)
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@ Matematika 2 Zbirka zadataka sa

(preddiplomski strucni | |, dem.(;lnlitratu;‘ a .
ssckov e s s | studij elektrotehnike) | 1 Srupnih konzultacija

POLYTEGHNICUM ZAGRARIENSE — nerecenzirana verzija
Elektrotehnicki odjel

9. GRUPA ZADATAKA

-3
1. IzraCunajte nepravi integral [ = v[ (In5)-(4 f 12 5)-dW
2 (Und5)-(4-w +12-w+

Rezultat: 1 =1.

+oo 2 .
2. Ispitajte konvergenciju reda 2%31"1” . Sve svoje tvrdnje precizno obrazloZite.

n=1

Rezultat: Konvergira prema D'Alembertovu kriteriju (r = %j .

3. Odredite sve xe R za koje je zbroj reda Z(—l)” -ctg”"x jednak %

n=0

Rezultat: x:i‘%+k~7r, ke Z.

+oo n+l
4. Odredite podrucje konvergencije reda Z (x-zi-l)

= h +n

. Sve svoje tvrdnje precizno obrazloZite.

Rezultat: [—2, 0].

+oo n-x+1

5. Odredite podrucje konvergencije reda z

n=1

. Sve svoje tvrdnje precizno obrazloZite.

Rezultat: (—oo, 0> .

6. Aproksimirajte realnu funkciju f(u)= 2-[sin(2~u)—e”] MacLaurinovim polinomom 3.

stupnja.

Rezultat: M,(u)=-3-uw’ —u’+2-u-2.

7. Aproksimirajte realnu funkciju f(y)=3-sin’ y Taylorovim polinomom 4. stupnja oko
tocke c=2-7.

Rezultat: T,(y)=—(x—2-7)" +3-(x—2-7)".

8. (2-7)-periodi¢na realna funkcija g:R — R ima svojstvo:

0, zare[-z, 0],
g()=
—4‘7r‘t,zate<0, 7Z'>

a) Iskljucivo grafi¢ki provjerite valjanost Dirichletovih uvjeta na segmentu [-7, 7].
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10.

11.

vy Matematika 2 Zbirka zadataka sa

(preddiplomski stru¢ni demonstratura

e veLeucLete U zcresy | studij elektrotehnike) i grupnih .konzultac1:].a
POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE — nerecenzirana verzija
Elektrotehnicki odjel

b) Aproksimirajte zadanu funkciju Fourierovim polinomom 1. stupnja na segmentu
[-7, 7].

Rezultati:

a) gima prekidu # =7 inema strogih lokalnih ekstrema. Stoga vrijede oba Dirichletova uvjeta.

b) F(t)=-n>+8-cost—4-x-sint.

Parna (2-7)-periodi¢na funkcija h:R — R ima svojstvo:
1
h(t)y=—-t, zate [-7,0].
zr

a) Iskljucivo grafi€ki provjerite valjanost Dirichletovih uvjeta na segmentu [—7[, Jz] Sve

svoje tvrdnje precizno obrazloZite.

b) Aproksimirajte zadanu funkciju Fourierovim polinomom 3. stupnja na segmentu
[-7. 7].

Rezultati:

a) f je neprekidna i ima jedinstveni strogi lokalni maksimum 0 za ¢t =0. Stoga vrijede oba Dirichletova
uvjeta.

5 +cos(3-1) .

1 4 4
b) F(t)=——+4+—-cost+
) B0 2 7 9

Rijesite rekurziju: a, =5-a, ,+6-a, , uz pocetne uvjete a, =5, a, =37.
Rezultat: a, = (-1)" +6".
Rijesite rekurziju: b, —4-b,_,+4-b,_, =0 uz poCetne uvjete b, =2, b, =8.

Rezultat: b, =n-2".
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@ Matematika 2 Zbirka zadataka sa

(preddiplomski strucni | |, dem.(;lnlitratu;‘ a .
sscov e s s | studij elektrotehnike) | 1 Srupnih konzultacija

POLYTEGHNICUM ZAGRARIENSE — nerecenzirana verzija
Elektrotehnicki odjel

10. GRUPA ZADATAKA

IzraCunajte vrijednost nepravoga integrala

Rezultat: 1 =1.

Ispitajte konvergenciju reda

i": 20— +7-n)
n=0 3n3+1 '

Svoje tvrdnje precizno obrazloZite.

Rezultat: Konvergira prema Cauchyjevu kriteriju (r = %J .

Odredite interval konvergencije reda potencija

i(x—l)" |

‘= n+l

Sve svoje tvrdnje precizno obrazloZite.

Rezultat: [0,2).

Odredite MacLaurinov polinom M,(x) drugoga stupnja za funkciju f:R—>R
definiranu pravilom:

f(x)=e"".
1,
Rezultat: Mz(x):E-x +x+1.

Odredite Taylorov polinom 7;(¢) tre¢ega stupnja oko tocke ¢ =—1 za funkciju g:R - R
definiranu pravilom:

g®)=In*(t+2).
Rezultat: T, (1) =—(t+1)’ + (1 +1)°

Neparna (2-7)-periodi¢na funkcija f:R — R ima svojstvo:

f(x)=7-(1+x), zaxe(0,7)
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vy Matematika 2 Zbirka zadataka sa

(preddiplomski strucni | |, dem.(;lnlitratu;‘ a .
sscov e s s | studij elektrotehnike) | 1 Srupnih konzultacija

POLYTEGHNICUM ZAGRARIENSE — nerecenzirana verzija
Elektrotehnicki odjel

a) Nacrtajte graf zadane funkcije na segmentu [-7,7]|, pa provjerite valjanost

Dirichletovih uvjeta na tom segmentu. Sve svoje tvrdnje precizno obrazloZite.

b) Aproksimirajte zadanu funkciju Fourierovim polinomom F,(x) treega stupnja na

segmentu [-7,7].
Rezultati:

a) Vidjeti sliku 1. Zadana funkcija ima to¢no tri prekida (u x=-7, x=0 1 x =7 )i strogo je rastuca, tj.
nema strogih lokalnih ekstrema.

Slika 1.

2~(7r+2).

b) F(x)=2-(r+2)-sinx—7x-sin(2-x)+ sin(3- x).
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@ Matematika 2 Zbirka zadataka sa

(preddiplomski strucni | |, dem.(;lnlitratu;‘ a .
sscov e s s | studij elektrotehnike) | 1 Srupnih konzultacija

POLYTEGHNICUM ZAGRARIENSE — nerecenzirana verzija
Elektrotehnicki odjel

11. GRUPA ZADATAKA

1. Isklju€ivo deriviranjem provjerite da je skup S opce rjeSenje obicne diferencijalne
jednadZbe J i navedite neko partikularno rjeSenje te jednadzbe ako je:

2
a) Sz{CHt :Ce R}, J... e"(y +y)=t;
2-e

b) S:{Cl~sint+C2‘cost—%-rcost:Cl,Cze R}, J...y +y=sint.

2. Rijesite sljedece Cauchyjeve probleme:

2 {(x2 +1)- y-dy—arctg x-dx =0,
y(0)=0.

b) {x-dy—y-(x+1)-dx=0
y(h=e.

Rezultati:

a) y=arctgx;

b) y=x-e'.

3. Rijesite sljedec¢e Cauchyjeve probleme:

X-y +y=sinx,

a) z

b {(cth)-y'+2-y=2,
y(0)=2.

Rezultati:

cosx
a) y=- s
X

b) y=1l+cos’x.

4. Rijesite sljedec¢e Cauchyjeve probleme:

a) {x‘(y'+y2)ZY»

yd)=2.
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@ Matematika 2 Zbirka zadataka sa

(preddiplomski strucni | |, dem.(;lnlitratu;‘ a .
sscon e s s | studij elektrotehnike) | 1 Srupnih konzultacija

POLYTEGHNICUM ZAGRARIENSE - nerecenzirana verzija
Elektrotehnicki odjel

x(y=y*)+y=0,
b)
1
y(e)=——.
e
Rezultati:

2
a) y=-—;
X

1

b =- .
)Y x-Inx

S. Odredite jednadZbu krivulje koja prolazi to¢kom A = (1, 1) i ima svojstvo da je koeficijent
smjera tangente u svakoj tocki te krivulje dvostruko veéi od omjera ordinate i apscise te
tocke.

Rezultat: y=x".

6. Odredite jednadZbu krivulje koja prolazi to¢kom A = (1, 2) i ima svojstvo da je koeficijent
smjera normale u svakoj tocki te krivulje jednak umnosku obiju koordinata te tocke.

Rezultat: y=~4-2-Inx .
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@ Matematika 2 Zbirka zadataka sa

(preddiplomski strucni | |, dem.(;lnlitr atu;‘t a .
s e e g e | studij elektrotehnike) |t STUPTIR KONZUTaclja
POLYTEGHNICUM ZAGRABIENSE — nerecenzirana verzija

Elektrotehnicki odjel

12. GRUPA ZADATAKA

1. Odredite opce rjeSenje sljedec¢ih obi¢nih diferencijalnih jednadzbi uz pretpostavku da je
y=y®):
a) y"+y'—12-y:0;
b)y +16-y +64-y=0;
c) y"+9-y=0.
Rezultati: U rezultatima svih podzadataka su Cl, C2 € R konstante.
a)y=C e +C, e

b) y =(C, ~x+C2)~e’8"';
¢) y=C,-cos(3-x)+C, -sin(3- x).

2. Odredite neko partikularno rjesenje svake od sljedecih jednadzbi:
a)y —4-y +3-y=3-x-T,
b) y"+y' =2-x;
Oy -y =3
d)y —3-y +2-y=e".

Rezultati:
a) y,=x- 1;
b)y, =x"-2-x

°)y, =X +3-x"+6-x;

d)y, =x-e.
3. Rijesite sljedece Cauchyjeve probleme:

y"—4-y'+4-y=8-x3,
a) 1 (0)=6,
y(1)=23;

y"+y:2-sinx,

b) y@:l,
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@ Matematika 2 Zbirka zadataka sa

(preddiplomski strucni | |, dem.(;lnlitr atu;‘t a .
e veLeucLete U zcresy | studij elektrotehnike) 1 grupm . onzu ac1:].a
POLYTECHNIGUM ZAGRABIENSE — nerecenzirana verzija
Elektrotehnicki odjel

y +4-y=4-cos(2-x),
¢) 1 y(0)=1

)

Y =9 y=6¢",

’

N I_N

d) 1 y(0)=1,
y1)=2-¢€.
Rezultati:

a)y=2-x"+6-x"+9-x+6;
b) y =sinx—x-cosx;

¢) y=cos(2-x)+x-sin(2- x);
d)y=(x+D-"
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@ Matematika 2 Zbirka zadataka sa

(preddiplomski strucni | |, dem.(;lnlitr atu;‘t a .
s o i g e | studij elektrotehnike) | ! STUPTIR KONZUTacja
POLYTEGHNICUM ZAGRABIENSE — nerecenzirana verzija

Elektrotehnicki odjel

13. GRUPA ZADATAKA

1. Iskljucivo primjenom Laplaceove transformacije rijesite sljede¢e Cauchyjeve probleme:

Yy +y +y=x+6,
a) < y(0)=5,
y(0)=1.

y"+y'+x+y:0,

b) < y(0)=1,
y(0)=—1.
y"+y'=2-x+1,

) <y(0)=0,

Y (0)=-1.

y -y =2:(x-D,
d |y0)=2,
¥ (0)=0.

y -y —2-y=-2-¢",
e) Jy(0)=2,
y (0)=0.

y"+y'—y+5-sinx=0,

£ 1y0) =1,
y (0)=2.
0 {y"+2-y'+2-y+10-sin(2-x)=0,
y(0)=y(©0)=2.
vy =2,
h) §y(0)=0,
y (0)=2.

i {y"+y:8-cosx,
¥(0)=y (0)=0.
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e veLeucLete U zcresy | studij elektrotehnike)

Zbirka zadataka sa
demonstratura
i grupnih konzultacija
— nerecenzirana verzija

y"+y+6-sinx=0,
i {y0)=0,
y(0)=3.

y"—2-y'+4-x=2,

k) <y(0)=1,
y(0)=2.
Rezultati:
a)y=x+5;
b)y=—x+1;

c)y:x2 —-x;

d)y=—x"+2;
e)y=2-chx=e"+e";

f) y=2-sinx+cosux; )
g) y=sin(2-x)+2-cos(2- x);
h)y=2-x-¢;
i)y=4-x-sinx;
Dy=3-x-cosx;

k)y=x"+e"".
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@ Matematika 2 Zbirka zadataka sa

(preddiplomski strucni | |, dem.(;lnlitr atu;‘t a .
s o i g e | studij elektrotehnike) | ! STUPTIR KONZUTacja
POLYTEGHNICUM ZAGRABIENSE — nerecenzirana verzija

Elektrotehnicki odjel

14. GRUPA ZADATAKA

. Pokazite da je funkcija u= (x3 —6-x"+18-x+ 2018) -e* partikularno rjeSenje obi¢ne
diferencijalne jednadzbe

u —u =3-x2-¢".
Uputa: u =(x’ +2042)-¢", u =(x" +3-x> +2042)-¢" = u —u =3-x*-¢".
Rijesite sljede¢e Cauchyjeve probleme i pojednostavnite dobivene izraze Sto viSe moZete:
{x‘y'—Z-y+2-\/;:0,

y(2)=9.

Rezultat: y=(x+1)> =x"+2-x+1.

y —(ctgx)-y=0,

2o

Rezultat: y =sin x.

y +8-y +17-y=0,
y(0)=1, (Pretpostavite da je y=y(r).)

Rezultat: y=e™" -cost.

. Iskljuéivo pomoc¢u Laplaceovih transformata rijesite sljede¢i Cauchyjev problem:

y" +y=8-sinw,
y(0)=0,
y(0)=—4.

Rezultat: y=—4-w-cosw.

Odredite jednadZzbu ravninske krivulje koja prolazi tockom T = (0,—3) i ima svojstvo da je
koeficijent smjera tangente u bilo kojoj njezinoj tocki za 3 veci od zbroja obiju koordinata
te tocke.

Rezultat: y=¢"—x—4.
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@ Matematika 2 Zbirka zadataka sa

(preddiplomski strucni | |, dem.(;lnlitratu;‘ a .
sscov oo s s | studij elektrotehnike) | 1 Srupnih konzultacija

POLYTEGHNICUM ZAGRARIENSE - nerecenzirana verzija
Elektrotehnicki odjel

15. GRUPA ZADATAKA
1. Odredite opce rjeSenje y = y(x) obi¢ne diferencijalne jednadzbe
y —8-y +17-y=0.
Rezultat: y=(C, cosx+C, sinx)-e**, C,,C, e R.
_L,
2. Pokazite da je funkcija u=1"+t—e 2 +2018 partikularno rjeSenje obi¢ne diferencijalne
jednadzbe
2u +u =2.

1

" 1 - . o
Uputa: u =2—Z~e ,u = =2-u +u =2.

Rijesite sljede¢e Cauchyjeve probleme i pojednostavnite dobivene izraze Sto viSe moZete:

3 {x-y'—y+x2-sinx=0,
y(7m)=-7.

Rezultat: y = x-cos x.

4 {y'+(ctg w)-y=0,
y(0)=1.

Rezultat: y =cos x.

5. Iskljucivo pomoc¢u Laplaceovih transformata rijesite sljede¢i Cauchyjev problem:

2.y —3.y =2.¢%,
y(0)=1,
y(0)=2.
Rezultat: y=e*'.
6. Odredite eksplicitnu jednadzbu ravninske krivulje koja dodiruje pravac p... yz%, a

odredena je obi¢nom diferencijalnom jednad’bom x*-y +x-y=2-y>. Pojednostavnite
dobivenu jednadZbu Sto viSe moZete.

Rezultat: y=

2+
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POLYTECHNIGUM ZAGRABIENSE — nerecenzirana verzija
Elektrotehnicki odjel

DETALJNIJA RJESENJA ZADATAKA

1. GRUPA ZADATAKA

1. U svim podzadacima treba provjeriti jednakost F = f.
a) F(X)=[§x\/;j —(x) +2~(\/;) —2~|:ln(\/;+1):| —(2018%7) =

3 ' 1 ' ' 3 1 1 '
N TN R . ~(\/§+1)—0=3-3x2 TS S S S g
3 Jx+1 32 2 Jx+1

! 1 1 1 L ! 1 1 L

=x?-1+x?-2-———-x* =x>-1+x?%- x =
Jx+1 2 Jx+1

1 L _L 1 1 1 1 1

_x2~(\/;+1)—(\/;+1)+x2-(\/;+1)—x2_xa,\/;_‘_xi_\/;_1+x'5,\/;+x‘§_x'5_
Jx+1 Jx+1

1 1 1 1 1 1

Cxrex?4x?—x?—l+x2-x  x'—-14+x" x-141_ «x _ )
Vr+1 NEES BN BV | '
. 1 ' . 1 1 . 1 1 1
b) F'(t)==-|In(t* +1) | —(arctg t) +(2017*") == —— (* +1) - =—. 2et— =
) E® 2[ ( )J (arctg 1) +( ) 2t2+1( ) 2 +1 2 2 +1 2 +1

' 1 -1

= - = 1.
2+ 41 £+l F©

2. Koristeéi formule za kvadrat razlike i razliku kvadrata, svaki od zadanih neodredenih integrala
treba svesti na zbroj tabli¢nih integrala.

a) Najprije imamo:

1 1\2 1\? 11 1\2 1 11 1 5 2

2 — - - - - -2 —+= -2 = =

3 —| 42 3] —=| 42 2. 43 30 =42 23 K 6 3

(\/x—\/x) —{x —x] —(x j -2-x*-x +[x} =x2 =2 x?34+x> =x =2-x0+x3.
Stoga je:

5 2 5 11 5
I=J.xl~dx—2'J‘X6-dx_J.x3~dx=L~xM—2-i-x g -)c3l=1-)c2—12~)c6 +§~x3+C.
1+1 5.0 T2, 2 T s
6 3

b) Najprije imamo:

L L) t2+t% : t%—tz = t%—tz . t%+t2 = t% —(7 ZZI%—I4.
e o GG G VR
Stoga je:

2 1 2y 1 LT
I=It3-dt—J.t4-dt=—-t3 — =38 ——r+C
2 4+1 5
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¢) Najprije imamo:

(f—%j(%+f]=(—][+]=( i_u‘i].{uiw-i]:

Stoga je:
2 1 2, 1, 3 1
I:IM3-dM—Iu2-du= ! -u31— ! -u21=§-u3—2-u2+C.
2 1 5
—+1 -—+1
2
t=4-x-1
a) [x-(4-x=1)"-dr= w=Le4) =jl-(z+1)-z'°-l- =— j(r“+r‘°) dr =
4 4 4
dx=l-dt
4

:L |:J‘ M dt+J-t10 dt:l 1 1 Py 1 10+ =i~(i~tlz+i-t“j=
16 16 11+1 10+1 16 \ 12 11
N SC SN S 4-x— 1)‘2+ “(4-x-D"+C.

192 176 192 176

x=In(r+1)

In’(t+1 In*@+1) 1 pIn’@+1
).[ t+D .[ t+D) J C+D 4o ! =—-Ix3-dx=

2142 2- (t+1) T2 t+1 dx=——-dr| 2

t+1

=1-L-x3+1=l-l-x4=l-x4=l-ln4(t+1)+C.

2 3+1 2 4 8 8

¥ ¥ t=e>" +2018

J' 2_6 ¢ —-dw=3-j—2_2 ¢ dw= =3. ——3 Int| =
e™ +2018 e’ +2018 dt=2-e*"-dw t
=3-In|¢>" +2018=3-In(e”" +2018)+C

>0

u=1-x v=Icosx-dx=sinx . .
a)j(l—x)-cosx-dx= =(1—x)-smx—J'smx-(—dx)=

du =—dx dv=cosx-dx

=(1—x)-sinx—j—sinx-dx=(1—x)-sinx—cosx+C.
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b) jso-%/?-m(&)m:jso-ui-m(u;j-dpjso-uié-mm:jzs-ui-mu-du:

2 1 2h 03 2
x=25-Inu y=_|.u3-du=—-u3 =1’
24 3 3% .3 %05
= 3 =25-Inu-—-u? I—-u3-—-du=
1 55 B 5 u
de=25—du==- dy=1 - du
u u
5
5 3 5 2 5 1 2 5 5
=15.u3~1nu—15~j—~du=15-u3-1nu—15-ju3.du=15~u3-1nu—15~2—-u3 =15-1* -Inu=9-13 +C.
u 4
3
u=arcctg ¢ v=J'4-z-dz=4-jt'-dz=4-i-zl“=2-z2
c)I4-t~arcctgt-dt= | 1+1 =
du=——-dr dv=4-t-dr
t~+1
1

2 2
j~dt=2-t2-arcdgt+2~jt ~dz=2-rz-aroctgz+2-j[t—”— ! j-dtz

=2-£ -arcctgt— |21 | —
. -[ ( £ +1 £+1 £+1

41

tzlJrJ~dt=2-t2-arcctgt+2-Udt—J

1
£ +1

=2~t2-arcdgt+2~j(1— ~dtJ:2-t2-amctgt+2-(t—arctgt):

= (koristimo: arctg t = %[—arcctgt)=2~t2 ~arcctgt+2~t—2-(§—arcctg tj-i—CzZ-t2 -arcctg t+2-t -7+

+2-arcctg t+C=2-1 -arcotg t +2-1+2-arcotg t + C— =21 -arcctg t+2-1 +2-arcctg t+C,.
=

zanmjena: 1 =x"",

a) j4034-x““33-e*”” -de=4dr =2017- ¥ - dx
4034 X - e =2-2017- 27 - "¢ - dv=2- 7 - (017 - o) =21t
u=2t v=jé-dt:é
=2 dv=¢-dt

=2-¢" (7 1) +C

:jz-z-e’ dr= :2-t-é—jz-e’ =21 —2.d =2.¢ -(t—1)=

1
zanjma;x:\ﬁztz,
b foosii-dr= . | = [2- x-cosx-de=
dv=—1 2 dt=— - dr=—dr =dr=2-x-dx
2 2-\/; 2-x

u=2-x v=jcosx-dx:sin

du=2-dx  dv=cosx-dx

T=2-x'sinx—IZ'sinx'dx=2'x-sinx+2'cosx=2-\/; siny7 +2- cosvt +C.
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1 u=Inx v=jx3 dx==-x3 4 4
a) J.Q/;C-]nx-dxzj-x“hlx-dx: 4 =§-x3-]nx—J.§-x3-l-dx=
1 ! 4 4 X
dy=—-dx dv=x3-dx
X
4 1 4 4 4 4
=§. 3.lnx_g.J.x?’.dx:E.x?’.1nx-§.§.x3 =§.x3 lnx__.x3 +C
4 4 4 4 4 4
4 4
F(l)=l:>l=§-13-]111—2-13+C:>1=C—2:>C=1:>
16 16 4 16 16
3 4 4
F(x)==-x3 -Inx——-x3 +1.
4 16
x=arccos(ﬁj v=Idu=u
2

b) Jarccos(gj-duzd)F_ )

zamjena: t =4—u’ L1
=u - arccos| = —j— Y du={dr=-2-u-du =u- arccos| — ——~j—-dt=
2 2) 24t

4-u’ 1
—u-dy==-dr
2

1 ¢ 1 1
=y - arccos L ——-Il 2.dt=u-arccos 4 ——-2-1> =y -arccos L 4—u* +C.
2) 2 2) 2 2

G(—2)=—2-7z:>—2-7z=(—2)-arccos[—%)—q/4—(—2)2 +C=>2.7=(-2)- 1+0+C=C=0=

G(u) =u~arccos(gj—\/4—u2.
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2. GRUPA ZADATAKA

1. a) Rijesimo jednad’bu x’ —x*—2-x=0. Ona je ekvivalentna jednadzbi x-(x’—x—-2)=0. Sva
rjeSenja te jednadZbe su x, =—1, x, =01 x, =2. Koriste¢i Osnovni poucak algebre, zakljucujemo
da vrijedi jednakost:

X =x=2-x=x-(x+1)-(x=2).
Dakle, pripadni rastav na parcijalne razlomke ima oblik:

6 A B C
— =—+ + :
x=x=-2-x x x+1 x=-2

MnoZenjem ove jednakosti s x-(x+1)-(x—2) dobijemo:
6=A-(x+1)-(x—2)+B-x-(x=2)+C-x-(x+1).

Ovamo zasebno uvrstimo x=-1, x=0 i x=2, pa dobijemo (A,B,C)=(-3,2,1). Stoga je polazni
integral jednak:

I=(—3)-J.§-dx+2~jﬁ-dx+j ~dy=1In|x—2|+2-In|x+1|=3-In|x+ C.

1
x—=2
b) Rastavimo najprije nazivnik podintegralne funkcije na faktore. Imamo redom:

=21 —4-148=1t"(t-2)-4-t-2)=1t-2)- > =4 =@1t-2)-(t=2)-t+2)=(-2)" - (t +2).
Odatle lagano slijedi da su nultocke toga izraza t, =-2,t,=2. Dakle, pripadni rastav na
parcijalne razlomke ima oblik:

16 A B C
3 2 = + 7t :
r=2t-4-1+8 t-2 (t-2)° t+2

MnoZenjem te jednakosti s (f —2)* - (¢ +2) dobivamo:
16=A-(t=2)-(t+2)+B-(t+2)+C-(t=2)".

Ovamo zasebno uvrstimo t=-2, t=0i7=2, pa dobijemo (A,B,C)=(-1,4,1). Stoga je polazni
integral jednak:

I:—J.L~dt+4~ r:—ln|r—2|—i+ln|t+2|+c.
=2 =2

! cedr+ | L
(t=2) t+2

¢) Rastavimo najprije izraz u’ +u” +u +1 na faktore. Imamo redom:
W rut+l=u’ -+ D+@+D =@+ @’ +1).
Dakle, pripadni rastav na parcijalne razlomke ima oblik:

4 A Bu+D
W +u+l o u+l P+l
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MnoZenjem te jednakosti izrazom (u +1)- (u* + 1) dobivamo:
4=A-W+D)+(B-u+D) (u+1).

Ovamo zasebno uvrstimo u =-1, u=01iu =1, pa dobijemo (A,B,C)=(2,-2,2). Stoga je polazni
integral jednak:

J~—2~u+2. 1 J‘ 2-u du.

> du=2-|—-du— >

-du +2j
u-+1 u+l u +1

1=2- L du+
u+l

Trec¢i integral je tablicni integral, pa odredimo prva dva integrala koriste¢i metodu zamjene:

u+1

zamjena:
| L odu={r=u+1, =j1~dz=1n\z\=1n
u+1 t
dr=du
zamjena:
2-u 1 ) N
[ du=qr=u’+1, {=[=-de=Inl|=In|u’ +1/=In@’ +1),
u?+1 t =
dfr=2-u-du

Dakle, rjesenje zadatka je:
I=2-Infu+1]-In(u’ +1)+2-arctg u +C.
2. a) Najprije odredimo A,Be R takve da vrijedi jednakost:
23 y=A-(3*+y+1) +B.
Imamo redom:

23 y=A-(2-y+1)+B,
2\3-y=2-A-y+A+B,

{2*‘ 2:43, & (A.B)=(3.-3)

A+B=0
Zbog toga je:
I=\/§-ln(y2+y+1)— (y2+y+1)—\/§~‘[i2
1 3
+—| +=
Y 2) 4
zamjena:
dy 1 dr dt 1 t 2 (2-y+1j
———5——=t=y+—= =—-arctg| —= |=—=-arctg
Y P A Ve R YT e B I
YRSty |de=dy 4 THS ] 2 2

:>I=\/§-1n(y2+y+1)—2-arctg(2'y+lJ+C.

V3

b) Postupimo analogno kao u a) podzadatku. Odredimo A,Be R takve da vrijedi jednakost:

3ow—2=8-(W +3-w+4) +C.
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Imamo redom:

3-w=—2=A-2-w+3)+B,
3-w—2=2-A-w+3-A+B,

2-A=3,
s@up=[2-1
3-A+B=-2 27 2
Zbog toga je:
1=§-1n(wz+3 wHd) == [— dw 3 In(w” +3 +4)—E ST
2 w+3-w+d 2 ( 3) 7
wH= | -
2) T4
zamjena
I dw ] _ .3 =I d | arctg] _2.mg[2-w+3j
ST pal 7 AR V1|7 V7
WISt |de=dw 4 S 2
3 13 2-w+3
=1==-In(w +3-w+4)——=-arct +C.
> 7 g( 7 j
1) 1 =a+—
3. a)Budu¢idaje a2+a=(a+5j —Z,zamijenimo ’ 2’ . Dobiva se:
dt=doa

8~I tz—l-dt=8~ L t2—1—1~ln t+ tz—l =4.t- tz—l—ln t+ tz—l
V4 2\ 4 3 V4 V4 V' o4

pa konacno dobijemo:

I:4~(a+%)- a2+a—ln(a+l+\/a2+aj:
=2.(2-a+1)Ja’ [ (2-a+1+2: 0{2+0{)}:

1
+a—In|—
2
=2-(2-a+l) Vo' +a - (%)+ln 2 a+1+2- a2+a):
n(2-

=2-(2-a+) N +a - a+1+2- a2+a)+C.

. e . 1
Napomena: Ovdje smo skratili postupak tako da smo umjesto konstante C,:=C +ln[5j odmah

pisali rjeSenje koriste¢i konstantu C, a ne konstantu C, . To je dozvoljeno kad god se u sredenom

izrazu pojavi konstanta kao zaseban pribrojnik.

b) Radikand u podintegralnoj funkciji transformirajmo ovako:
1= =g+ o=y | (e d] <22 |20 (g LY
2) 4| 4 2)
Zamjenom
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dobivamo:

49
2 _
=8 /f—rz-dms-j TV —p =8t (2 p g4 resin| L |=4-r. /4—9—z2+49-arcsm 21
4 2 2 2 4 7

o~

pa vraéanjem zamjene slijedi:

1=2.2-p+)J12- - +49~arcsin(2'€+1j+c.

¢) U ovom slucaju vrijedi identitet:

Y —6-y=(r-3) -9.

* dobivamo:

I :J ?t =ln‘t+\/t2 —9‘=ln‘7—3+ 7y -6 7‘+C.
NE -9
d) Radikand u podintegralnoj funkciji transformirajmo ovako:
4-g-£ =(-1)-(& —4-&)=(-1)[ (6-2) —4]=4—(e -2V,

L 1=€-2, .
Zamijenimo , pa dobijemo:
dr=de

dt dr t e-2
I = = =arcsin| — |=arcsin +C.
J.\/4—t2 '[\/22—1‘2 (J ( 2 j

4. a) Dijeljenjem brojnika racionalne funkcije nazivnikom te funkcije dobijemo:

A 1

A+1 A+1°
Stoga je

2 Le)
1=j’1—-d/1=j/1-d/1—j1-d/1+jL~d/l=l-/12—/1+1n|/1+1|+c..
A+1 A+1 2

Ovamo uvrstimo 4A=01i I =1, pa dobijemo jednadzbu 1=0-0+0+C, a odatle je C=1. Dakle,
rjeSenje zadatka je funkcija:

F)=5 2 =2+ 1+1n[2+1.
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b) Nazivnik podintegralne funkcije rastavimo na parcijalne razlomke. Imamo:

=—+——>=2Uu+1=A-(U-D+B-u=> .
,ll:()lﬂ:l

,u+1 A B {uvrstimo:
w-p o op op-1

}: (A,B)=(-1,2)

2

SN j“” : ﬂ:—jl~dﬂ+2~jL~du=—1n|;¢|+2~1n|y—1|+c
=g U H- 1 H u—1
Uvrstimo ,u:% il =In2, pa dobijemo:

—ln2=—lnl +2-In
2

e
2

—ln2=—ln(lj+2-ln —l +C,
2 2

—ln2=—ln(lj+2~ln(l)+C,
2 2

1
—1n2=1n(—j+C,

2

—In2=In1-In2+C,
0=0+C,
C=0.

Dakle, rjesenje zadatka je funkcija

(-1

G(,U)=—1n|,u|+2~1n|/¢—1|:1n| ln|ﬂ2—2-/¢+1|
U

uoo|

=ln‘,u—2+l
Y7

Napomena: Integral [ = I ’l§+1 -du se moze odrediti i postupkom opisanim u zadatku 2. U tom
Y7,

—H
slucaju se dobije:
du

( _1j2_1
H75) "4

Lol =)+ 2 22 = Lo+ Lol 1)+ 2 = 1= 2 in ) = 2 1n | — 1) -
=3 In|p-(u 1)|+2 ln‘ 4 ‘ > ln|,u|+2 In|u 1|+2 In|z—1] 5 In|g|=2-In|z—1|-In|u|+C,

b [ Ll ufs |

=% In|u? —,U|+%-ln “_1‘=

pa se dalje rjeSavanje nastavlja kao i gore.
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3. GRUPA ZADATAKA

a) jsinsx-cossx-dx:J'sinAx-sinx-cosgx-dx:j(sinz x)? -sinx-cos® x-dx=

}:I(l—tz)z A8 (=dt) =

) s zamjena: ¢ ;= cos X,
:I(l—cos x)°-sinx-cos’ x-dx= ]
df =—sinx-dx

1 2 1
=—|A=-2-2+t"- S dt=—|1S-de+2- (¢ -dt — [ dt=— P+ =" —— 1" =
'.-( ) "- "- '.- 9 11 13

1 2 1
=——-COSQX+—'COS“X—E-COSI3X+C;

b) Isin6 y-cos’ y-dy:"-sin6 y-cos*y-cosy-dy :J-sin6 y-(cos® y)*-cosy-dy=

zamjena: ¢t :=sin y,
=Isin6y-(1—sin2y)2-cosy-dy= ) Y =It6-(l—t2)2-dt=
df =cosy-dy

1 2 1
=5 A-2-2+")-dr= 0 de -2 B de+ |10 dt == =P +— M =
Jrc )-dr= Jotdi+] T
1 .7 2 .9 l s 11
=—-sin' y——-sin’ y+—-sin y+C;
7 Y 9 Y 11 Y

cos’t

sin’ ¢

c) jctg3t -dt = j -dt = Icos3 t-(sing)” -dt = J'cost -cos’t-(sing) > - dt =

zamjena: x =sinf,
dx=cost-dt

1
2-x°

=Icost-(l—sin2t)-(sint)3-dt={ }=j(l—x2)-x3-dx=

—In|sin|+C.

=J-x’3-dx—'fx’l-dx=—%-x’2—'f§-dx=— —ln|x|=—

2-sin’¢
2. U svim zadacima treba primijeniti osnovni hiperbolni identitet ch’x —sh’*x=1.
a) Ish5x~ch12x~dx= Ish“x- shx-chx-dx= I(sh2x)2 -shx-chx-dx=

jena: t :=ch x,
:j(Chzx—l)z-shx~ch‘2x-dx:{zamjena Cx}:j(tz—l)Q-tlz-dt:

dt=sh x-dx
=I(t4—2~t2+1)~t12-dt=J‘t16-dt—2-Itl4-dt+J‘t12-dt=i-t9—£~t15+i-t13 =
17 15 13
=i-ch9x—£-ch15x+i~chl3x+C;
17 11 13

b) jshmw- ch’w- dw=jsh10w- ch*w-chw-dw= jsh1°w~(ch2w)2 -chw-dw=

jena: t :=sh w,
= [shw- (14 shPw)? -chw-dw=1 0TI f0 2 )2 =
dt=chw-dw

ZJ‘th-(t4+2~t2+1)-dt=jtl4~dt+2-It12~dt+It10-dt=i~t15+£-t13+i-t“ =
15 13 11
:i-sh15w+£-shl3w+i-sh“w+C;
15 13 11
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c) jcth3u -du :jchju

du= jch3u (shu)™-du= jch u-ch’u-(shu)™-du=
sh'u

zamjena: x =sh u,

=jchu-(1+sh2u)-(sh u)'3-du={ }=I(1+x2)-x‘3-dx=

dx=chu-du
_ _ 1 _ 1 1
=Ix3-dx+jx1-dx=—5-x2+'[;-dx=—2.x2+1n|x|=—1n|shu|—m+C.
3.
CoS X 3 zamjena: f :=sin x, 1 e 1 L
a)-[sin2x+sinx'dx_{dt=cosx-dx }_-[tz+t dt_'[ ] ! =
=)
! S|
zamjena: u:=t+—,| ¢ 1 _ 1 20 L 2-u-1|
) du =dr : _qu—l du_z-1 lnu+1 _ln|2'“+1|_
“= 4 2 2
(2
21+ |-1 .
1 2 -1 | 2-t |_1 | t |_1 | sin x |
=In =1In =1n =In - .
|2-t+2| |t+1| |1+smx|

2~(l+1j+1
2

2-siny zamjena: f :=cos y, -2 1
b)j—_ —edy=y :J _z’df:z‘Jz_ dr =
2-cosy—cos”y dt =—siny-dy 2-t—t =21

jena: u:=t—1,
zz.j;z.d;: zamyena. i ZQ.J%.duzz.L.ln
-1 -1 du =dt u —1 2-1

=1n|(t—1)—1|=1n|t—2|=ln|c0sy—2|+c;
lt-D+1] | ¢ | | cosy |

u-—1
u+l

¢) Primijenimo identitet sin(2-¢)=2-sint-cost.

8-x
=J-)62—6-)c—7'

sin’t—6-sint—7 dx=cosz-dt

4-sin(2-1) 4.2-sint-cost zamjena: x :=sint,
[— : dr= d
sin“t—6-sint—7

Rastavimo podintegralnu funkciju na parcijalne razlomke. Iz x*—6-x—7=0 slijedi
x, =—1, x, =7. Dakle, vrijedi rastav:

X =6-x=T=1-(x=(=1))- (x=7) = (x+1)-(x=7).
Zbog toga trazimo A,Be R takve da vrijedi jednakost:

8-x A B
S = + )
x—6-x—-7 x+1 x-7

Imamo redom:
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8 x=A-(x-7)+B-(x+1)
x=—-1=>-8-A=-8< A=1,
x=7=>56=8-B< B=17.

Tako sada imamo:

-dx.

8- x 1
J.)c2—6~x—7.CbC:-'-m.dx-i_T x=17

Primijetimo da za svaki a€ R vrijedi jednakost:

zamjena: y:=x+da,
j 1 dx { ] y

1
dy = dx }—j;-dy—ln|y|—ln|x+a|.

X+a

Prema tome je:

J‘%~dx=1n|x+l|+7-ln|x—7|.
X =6 -x—

Primijetimo da iz nejednakosti —1 <sin¢ <1 slijede nejednakosti:
0<sinz+1<2=|sint+1|=sin+1,+
—8<sint—7<—6=|sint—7|=—(sint —7) =7 —sint.

Stoga je polazni integral jednak:

J~ 4-sin(2-1)

_2—_-dt=1n|sint+1|+7~ln|sint—7|=ln(sint+1)+7~1n(7—sint)+C.
sin“t—6-sint—7

a) [2-\/1+ch’g sh q-dq={zmjenam:°h q’}:jz'\/nxz dr=2 [Vi+2 de=

dx=shg-dg

:2-(%-\/1+x2 +%-ln(x+\/1+x2)jzx-\ll-i-xz +ln(x+\/1+x2)=
=ch g-+/1+ch’g +1n(ch q+\/1+ch2q)+C.
b) 2',[\/10-sh u—sh’u -chwdu:{zamjena:x::Shu’}=2"[ 10-x—x* -dx=

dx=chu-du
=2-J‘«/(—1)-(x2—10-x)-dx=2-j\/(—1)-[(x—5)2—25]-dx=2-J‘w/25—(x—5)2 ‘dx=
:{Zamjena: t:=x—5,}:2.‘.‘ 25—+ -dtzZ-(é-\/ZST—i-%-arcsin(éjj:

df =dx

=t-25-1 +25'arcsm(éj=(x_5)'\/m+25-arcsin(x;5j=
=(shu—5)-/10-sh u—sh?u +25-arcsin(8h L;_SJ+C,
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2.shw zamjena: x :=ch w,} 2
I\/4-ch2w+4-chw—3 dx=shw-dw J.\/4-x2+4-x—3
1

zamjena: t:=2-x—1,

1
=2 | — . dx= 1 L.
I 2 -x+1)° -4 dt=2-dx(:)dx=5~d J.Q/, -
1
= t+\/t2—4‘=ln 2-x—1+\/4-x2+4-x—3‘=
N

2~chw—1+\/4~chw2+4~chw—3‘+C.

-dt=In

=In

d J‘ 4-chv .dV:{Zamjena:xzzshv,}:J- 4 e
J8-shv—3—16-sh?y dx=chv-dv V8- x—3-16-x

4 4
I\/(—l)-(16-x2—8-x—3) I\/(—1).[(4-x—1)2—4]

zamjena: t =4 x—1,

dx=

1
== dx= =4.—.
J./4_(4.x_1)2 dr=4- cbc<:>dx—l J‘«/4 2

4
= J. L dr = arcsin [Lj = arcsin[ ] arcsin [ 4-shv- 1] +C.
41 2
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4. GRUPA ZADATAKA
1. Odredimo najprije sjecista krivulje K i osi apscisa:
8—2-x—x"=0=x,=-4, x,=2=5, =(-4,0), S, =(2,0).
Koeficijent smjera tangente povucene na krivulju K u bilo kojoj tocki jednak je:
k=(@8-2-x—x*) =0-2-2-x=-2-2"x.

Stoga koeficijenti smjerova tangenata povucenih na krivulju K u tockama S, i S, iznose
redom:

k =—2-2-(—4)=6,
ky=-2-2-2=—6.

JednadZbe tih tangenata zapisane u segmentnom obliku su:

1.y=6-(x—(-4)) t,.y=(-6)-(x-2)

y=6-x+24 y=—6-x+12
—-6-x+y=24 6-x+y=12,
LA | S A

—4 24 2 12

Sada mozemo nacrtati odgovarajucu sliku. Dobivamo sliku 2.

14

[

il
Slika 2.

Odredimo sjeciste povucenih tangenata. Iz sustava

y=6-x+24
y=—6-x+12

lagano slijedi (x, y)=(-1,18) . Dakle, S =(-1,18).
ZakljuCujemo da je traZena povrSina jednaka razlici povrSine trokuta s vrhovima S,,S, 1§ i

povrsine koju krivulja K zatvara s osi apscisa i pravcima x=-4 i x=2. Stoga je:
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2

2
—J(8—2-x—x2)-dx:54—[8~x—x2—l-xﬂ =
) 3

4

(4+2)-18
2

2 1 3

=54{8~2—2 32

P=P-R=

—(&(41)—(4)2 —%~(—4)3ﬂ=54—(16—4—§+32+16—%)=18 kv. jed.

2. Odredimo najprije sjecista zadanih krivulja. U tu svrhu rijeSimo sustav:
y=2—-x-x"
x+y+2=0
Uvrtavanjem prve jednadzbe u drugu jednadZbu dobivamo x+2—x—x>+2=0, odnosno
x*=4. Odatle je x,=-2, x,=2. UvrStavanjem tih vrijednosti u prvu jednadzbu sustava

lagano izra¢unamo y =0, y,=—4. Dakle, sjeciSta zadanih krivulja su tocke
S, =(2,00i85,=02,-4).

Nacrtajmo zadane krivulje u pravokutnom koordinatnom sustavu u ravnini. Dobivamo sliku 3.

Slika 3.

Vidimo da se traZena povrSina moZe izraCunati tako da se od povrSine ravninskoga lika
omedenoga krivuljama y=2-x—-x’, y=0, x=-2ix=2 oduzme povriina trokuta kojemu

su vrhovi (u koordinatnom sustavu na slici 2.) S, S, i (=2,—4). Stoga odmah imamo:

1 LT 8 8) 32, .
P= j[(z x=x")—(~x-2)]- j(4 x%)-dr= {4 x—gxl_[z;—g)—(—&gj_? kv. jed.

3. Odredimo najprije prvu koordinatu tocke 7. Ta tocka pripada krivulji K, pa njezine koordinate
moraju zadovoljavati jednadzbu krivulje. Tako redom dobivamo:

I=l-In(x, - & In(x, -)=0x,-1=" @ x, - 1=1x, =2.

Dakle, T =(2,1). Nadalje, odredimo jednadzbu normale povucene na krivulju K u tocki 7.
Koeficijent smjera te normale jednak je:

k= ! = ! = ! =(x-1)_,=2-1

1-In(x—1)) — e —l'j
|:( e ):|x:2 {0 x—1 (b l:z ( x—1 1 x=2

Il
—_
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7Zbog toga je jednadZba povucene normale zapisana u segmentnom obliku:

n.y—-1=1-(x-2)
y=x-1
—x+y=-1
XL

Z+==1.
I -1

Nacrtajmo odgovarajucu sliku. Dobivamo sliku 4.

\

\

Slika 4.

Primjecujemo da je lik ¢iju povrSinu traZzimo zapravo krivocrtni trokut ¢iji su vrhovi tocka T,
sjeciSte normale i osi apscisa, te sjeciSte krivulje K i1 osi apscisa.

SjeciSte normale i osi apscisa o€itamo iz segmentnoga oblika jednadZbe normale. To je tocka
A=(1,0).

Sjeciste krivulje K i osi apscisa dobijemo iz jednadZzbe 1—In(x—1)=0 . Imamo:

I-In(x-D=0h(x-D=lox-l=¢ o x=c+l.
Dakle, B=(e+1,0).

TraZenu povrSinu najlakSe i najbrZe ¢emo izracunati tako da gornji lik podijelimo na dva
dijela. Prvi dio je trokut omeden tockama 7, A i (2, 0), dok je drugi dio krivocrtni trokut
omeden krivuljom K, pravcima x=2, x=e+1 i osi apscisa. Stoga je trazena povrSina
jednaka:

1 e+l e+l e+l

1 1 1 e+l
P=PI+PZ=7+Jz.[l—ln(x—l)]-dx=5+J;l-dx—J;ln(x—l)-dx=E+[x]2 -

e+l e+l e+l

1 1
—!1n(x—1)-dx=5+(e+l)—2—.Eln(x—l)-dx:e—a—!1n(x—1)~dx.

t=x-1,
Odredimo standardnu antiderivaciju funkcije f(x)=In(x—1). Zamijenimo: {d xdx pa
=

dobijemo:

jln(x—l)-dx=jlnt-dt=t-1nt—t=(x—l)-ln(x—l)—(x—1).
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Tako konacno dobijemo:
P:e—%—[(e+1—1)-1n(e+1—1)—(e+1—1)—(2—1)-ln(2—1)+(2—1)]:
1 1 3 .
=e———[e:lne—e—2-Inl+1]=e———e-1+e—0—-1=e—= kv. jed.
2 2 2

4. TraZena prosjecna vrijednost jednaka je:

1
f=LO 4'x'32_2'x-dx=j4-x-ez_2"”-dx.

o'—.-—

Odredimo standardnu antiderivaciju podintegralne funkcije. Imamo redom:

zamjena: t =2—2-x 1 1 1 1
J.€2—2'x'dx: 1 zj.ef,(_j.dt:—_.jer.dtz—_.et:—.ez_z‘x,
dt=—2-dx:>dx=—5-dt 2 2 2 2

[4xe2 dr= u=d-x v:Iez_z'“x'dx:_é'ez_z —4X( j _I4( jez_z‘x'dxz

du=4-dx dv=¢""-dx

=2 x-& 7" +2- I e de="2-x-"" +2- (—%) &N =2 x e =,

Tako konacno dobijemo:
f==21. = (206" =" =21+ =€ - 3.

5. Odredimo najprije prirodnu domenu zadane funkcije. Izraz pod drugim korijenom treba biti
nenegativan, pa iz nejednadzbe

2-y—y*20
slijedi ye[0,2]. Dakle, D, =[0,2].

Tako dobivamo da je traZena prosjecna vrijednost jednaka:

§=2if 25—y dy=—4j\/( D-(7 2 ) -dy= 2L/< Do 1]

zamjena: 1 =y—1

=2 jm dy={dr=dy =2-jx/ﬁ-dz=

[0, 2]%[0—12—1]=[_1 q
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6. a) Primijenimo identitet cos’ x = % [14cos(2- x)]. TraZeni volumen je jednak:

Va T

(SAR]

1

3 3
V=x (4.cosx)2.dx:;z.j16.cos2x.dx=;z.jlé.z[ncos(z.x)].dx=8.7z- j[1+cos(2.x)].dx =
0 0 0

[SL N SIEY

z
2

=87 [x—i—;sin(lx)} =8.7z.(’2’+0+4)—0J=4.7z2kub.jed.

0

b) TraZeni volumen je jednak:

V=2-x

O 2 | Ny

2
x-4-cosx-dx=8-7z-“-x-cosx-dx=
0

U=x v=J.cosx~dx=sin 3
du=dx dv=cosx-dx

=87 [x-sinx]g —Jsinx-dx =8-7z-[5-sin(z)—o-sinO—[—cosx]gJ:
0

=8-ﬂ-(§-1—0+[oosx]gj=8-7[-[7—2[+cos(§)—oosOJ=8~75~(7—2z+0—1]=4~75~ (7—2) kub. jed.

7. a) Primijenimo identitete:

J.e“'“b -dx:l-e“'“b +C, ae R\{0}, CeR.
a
TraZeni volumen je jednak:

In2 In2 n2
V=rx I(8~shx)2~dx=7r~ J.64~sh2x-dx=ﬂ'- J64-(1~ez"”—l+l-e_2"‘)~dx=
0 0 d 4 2 4

n2
:64.7[. l.l.ez'x _l.x+l. _1 .6_2* :8.7[.|:ez>x _4._x_€_2'x:|ln2:
4 2 2 4\ 2 0

0

:8~7r~[e2'1"2 —4-In2—¢™" —(1—0—1)]=8-7r-(4—4-h12—i —0]:2~(15—16~1n2)-7zkub. jed.

b) TraZeni volumen je jednak:

In2 In2
V=21 jx.s.shx-dx=16.7z- jx.shx.dx=
0

0

u=x V=IShX‘dX=ChX
du=dx dv=sh x-dx

In2
=16.7z.[[x.chx]:'2 - I Chx‘dxj=16‘7l"(1H(2)'Ch(ln2)—0.ch 0_[th]:)r|2)=
0

=16«7Z'«(1n2'§—0—sh(ln2)+sh Oj=16«7r«(§ln2—§+Oj=4«7r«(5«ln2—3) kub. jed.
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5. GRUPA ZADATAKA

1. Prirodna domena obiju zadanih funkcija je skup (0, +oo> . Zbog toga treba pokazati da za sve x>0
vrijedi jednakost F I(x) = f(x) . Primjenjujuéi pravilo deriviranja umnoska dviju funkcija i pravilo
za deriviranje sloZene funkcije dobivamo redom:

F(x)=(n*x-3-Inx+6-Inx=6) - x+(n*x~3-In’ x+6-Inx—6)-(x) =
=(3~ln31x‘(lnx)' -3-2:In""x-(Inx) +6‘l—0)~x+(ln3x—3~ln2x+6‘lnx—6)~1:
X

:(3-ln2x‘l—6-lnx‘l+6‘l)-x+ln3x—3‘ln2x+6-lnx—6:
X X X

=3I’ x—6-Inx+6+In*x-3-Inx+6-Inx—6=1n’ x = f(x).

2. Odredimo najprije sve funkcije y = y(¢) takve da je y' =3-sin’ ¢. One su o¢ito primitivne funkcije
za funkciju f(t)=3-sin’¢, pa tvore neodredeni integral te funkcije. Odredimo taj integral.
Koristimo osnovni trigonometrijski identitet cos’z+sin’s=1, formulu za kvadrat razlike
(a—b)*=a>-2-a-b+b* ijednakost (cost) =—sint. Dobivamo:

j3~sin5t-dt:j3-sin4t~sint-dt:j3-(sin2t)2 ~sint~dt:J‘3-(1—coszt)2 -sint-df =

zamjena:
={x=cost, :j3~(1—x)2~(—dx):j3-(1—2~x+x2)~(—dx)=
dx=-sint-df = sint-dr =—dx
:—3~I1-dx+6~jx~dx—3~jx2~dx=—3~x+6~L~xl”—3~L-x2“ =
1+1 2+1

=-3-x+3-x—x’=-3-cost+3-cos’r—cos’t+C, Ce R.

Trazimo onu funkciju iz toga skupa za koju je y(0)=-1. U gornji izraz uvrstimo t=0, pa
dobiveni izraz izjedna¢imo s —1:
—3-.c0s0+3-cos’0—cos’0+C =1,
=1 =1 =1
-3+3-1+C=-1,
C=0.

Dakle, rjeSenje zadatka je funkcija y =—cos’ 7 +3-cos*t—3-cost
3. Trazena duljina je jednaka:

1=[1+(y) dx.

2

Odredimo podintegralnu funkciju i pojednostavnimo njezino pravilo najviSe Sto moZemo.

Koristimo osnovni trigonometrijski identitet cos® x+sin” x =1, jednakost v/ x* = |x| koja vrijedi za
sve xe R i jednakost tg(é-ﬂ'jz\/z+l. (Potonja jednakost se lako dokaZe koriste¢i adicijski
8

poucak za funkciju tangens.) Imamo redom:
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l _sinx \/ sin” x _\/c0s2x+sin2x_ [1 1
2 - 2 .
cosx cos? x cos® x cos’x  |cos x|

Za xe {0, %} vrijedi jednakost |cos x| =cosx, pa je zbog toga traZzena duljina jednaka:

SN

z z T
t "2 to x 7 4 T (O 72']
[=]41+ ~dx= ~dx=|Injtg| =+~ =In|tg| —+— ||=In|tg| =+— | =
'([ (y) '([cosx [ g(Z 4}1} . 2 4 £ 2 4
=In tg(%-ﬂj —In tg(zj =In[v2 +1 —@J—lﬂ(xﬁ—i—l) jed. duljine.
>0 =0

4. TraZeni volumen je jednak:

2
I\ A7 (F+2-%) 171' (x T (X +2:%) x) T X +2-x X +2-x

Da bismo izracunali taj odredeni integral, podintegralnu funkciju moramo rastaviti na parcijalne
razlomke. O¢ito vrijedi identitet x* +2-x=x-(x* +2), pa rastav traZimo u obliku:

4 A B-x+C
3 =t .
X +2-x x  x +2

PomnoZimo tu jednakost s x-(x” +2):

4=A-(xX*+2)+(B-x+C)-x.
U ovu jednakost uvrstimo zasebno x=—1, x=01x=1, pa dobijemo sljedeci sustav triju linearnih
jednadzbi s tri nepoznanice:

3.A+B-C=4,
2-A=4,
3.A+B+C=4.

Rjesenje toga sustava je (A,B,C)=(2,-2,0). Dakle,

4 2 -2-x+0 2 2-x

CH+2-x x X +2 x xX+2

Standardna antiderivacija prvoga pribrojnika jednaka je
J.g-dx=2-J.lvdx=2vln|x|.
X X

Standardna antiderivacija drugoga pribrojnika jednaka je
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zamjena:
J- z.x dx= [=)C2+2, :jl.d[:lnl[l:lnx2+2 =1n(x2+2).
X2 ' =
dfr=2-x-dx

Tako konacno dobivamo da je traZeni volumen jednak:
2 4 )
e = . —_ 2 = . — j— . — =
V_!x3+2.x dr=]2-In|a{~In(x* +2) | =(2-In2-In6) (2 Int ln3j
2

=2-1n2—1n6+1n3=1n[ J:In2kub.jed.

5. Trazena prosjecna vrijednost je jednaka:

1

g[O,Z] :2T 8.u.€2'u.du: -8

ct—_
ct—_

2
2. 2.
u-e" ~du=4-J.u~e “.du.
0

Taj odredeni integral moZemo izracunati metodom djelomic¢ne integracije. Pritom koristimo

identitet |e** -du :%-ez'" +C, Ce R. Dobivamo:

2

, I, 2

— — 2u.d —_. 2:u 2
g[02]=4~ju-62'“~du= x=u 'y Ie u=-er_, l:l.ulezu:l _Il_ezﬂ.du _
Y dx=du dy=¢*"-du 2 2

o

Slika 5.

Odredimo sjecista zadanih krivulja. U tu svrhu rijeSimo sljede¢i sustav dviju jednadzbi s dvije

nepoznanice:
Y =-x
2
y=x

Uvrstimo drugu jednadzbu sustava u prvu jednadzbu sustava i primijenimo formulu za rastav
zbroja kubova u faktore a’ +b° =(a+b)-(a* —a-b+b*). Dobivamo:
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Y =-xox+tx=0ex- P +Dh=0x-(x+1D- (x> —x+1)=0.

IzjednaCavanjem prvih dvaju faktora s nulom dobivamo x, =0ix, =—1, dok izjednaCavanje
trecega faktora s nulom daje kompleksna rjeSenja. Dakle, x, =0ix,=-1, pa su pripadne
vrijednosti nepoznanice y jednake y, =01y, =1. Prema tome, zadane krivulje se sijeku u tockama
S, =(0,0) = O (ishodiSte pravokutnoga koordinatnoga sustava u ravnini) i §, =(-1,1). Lik ¢iju
povrsinu traZimo je osjencan na slici 1.

Trazenu povrSinu mozemo izraCunati na dva nacina promatraju¢i lik u odnosu na svaku
koordinatnu os.

1. nadin: PovrSinu ra¢unamo promatrajuci lik u odnosu na os apscisa. Jednadzba dijela krivulje
K, iznad osi apscisa je y = J=x . Lik se nalazi iznad osi apscisa, pa ne trebamo koristiti apsolutnu
vrijednost. Njegovu povrsinu izraCunat ¢emo kao razliku povrSine lika omedenoga krivuljama
v =/-x, y=0, x=—1ix=0 i povriine lika omedenoga krivuljama y=x*, y=0, x=—1ix=0.
Pritom koristimo:

zamjena: . L T ;
— —+1 Z Z
jx/—x-dx= t=-x, =I\ﬁ-(—dt)=—_|.t2-dt=—1—-t2 =—§-t2 =—§-(—x)2+C, CeR
dt =—dv=dx=—dr 5+l

Dobivamo:

SEF ey §

2 2 2 3
= Z.02-=.0° |=| =2 (=(=1))2 == (=])°
{30 W](3<<D 3D

=0 =1 =1

2 1

=———=l kv. jed.
3 33

2. nadin: PovrSinu raCunamo promatrajuci lik u odnosu na os ordinata. Jednadzba dijela krivulje
K, iznad osi apscisa je x =—,/y . Lik se nalazi ispod osi ordinata, pa trebamo koristiti apsolutnu
vrijednost. PovrSinu lika izracunat ¢emo kao razliku povrSine lika omedenoga krivuljama
x=—Jy,x=0,y=0iy=1 i povriine lika omedenoga krivuljama x=-y°, x=0, y=0iy=I.
Pritom koristimo:

1 1 L 2 3
j\/}.dy:ij.dyzl_.yZ =Z.y2+C, CeR
—+1 3

\S)

Dobivamo:

Se—,
—_—
|
3
+
<
(3%}
N —
&
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6. GRUPA ZADATAKA

1. Odredimo najprije standardnu antiderivaciju. Podijelimo brojnik i nazivnik s 25:

10 2
=[5 j D =21 arig| £ |=2-arctg(5- 0+ C.
) 1 51 1
X+ X+ X +— - -
25 25 25 5 5
Odaberemo C = 0, pa dobijemo:
F(x)=2-arctg(5-x).
Tako sada imamo:
I, = lim j— dx = lim [F(0)— F(a)] = lim [0-2-arctg(5-a)]| =2 -Z |=7.
a—s—ed D5, a—r—oo a—s—oo 2
2. Odredimo najprije standardnu antiderivaciju. Imamo redom:
5 5 | 5 | zamjena:
=Im.dt=ﬁ.j 5 .dtz_.jﬁ.dtz x=1+1 b=
ns)-(t"+2-¢ n t"+2- r+ -
dx=dr
In3 ¢ x" -1 In3 2 |x+1] In3 |r+1+1] In3 |r+2
Odaberemo C = 0, pa dobijemo:
1 t
F( =— In|—.
® In3  |r+2
Tako sada imamo:
H 2 1 1
I, = lim I— dr= hm[F( 3)— F(a)]— hm —-In3——"In =
am= (In3)- *+2-1) In3 In3 a+?2
—
=1—L-ln1=1—L-O=l.
In3 In3
3. Odredimo najprije standardnu antiderivaciju. Imamo redom:
zamjena:
:I%.@:L.J’%.@:L.J‘%.dt: ;:y_l =
(In2)-(y"—y) In2 7y -y In2 1 1 2
YT2) T4 dr = dy
1 sLL
In2 <, 1 2 , 1 1 In2 1,1 In2 y
4 2 2 2 2
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Odaberemo C = 0, pa dobijemo:

1
F(y)=—-In
(») 2

y—l‘

Tako sada imamo:

b
Igzlimj.;zdy:lim [F(b)— F(2)]=lim| - |2~ L. n(lj -
T b (In2)-(y7 - y) b>es b+l In2 y | In2 2
-1
1 1 1
=——Il-—(n1-In2)=0———-(0-In2)=1.
In2 In2 In2
4. Odredimo najprije standardnu antiderivaciju. Imamo redom:
zamjena:
2-In2)- (W +w=2) 2:In2 Yw+w-2 2-In2 ( 1j 9 2
WH—
2] 4 dt=dw
-3 wer-)
227, 2 2:n2 5, 5 |, 2 222 1 S 2:In2 w42
4 2 2 2 2
Odaberemo C = 0, pa dobijemo:
Fw)=——. |21
2-In2  |w+2

Tako sada imamo:

’ 3

I,=lim | _ dw=lim [F(B)~ F)] = lim| — N -m(l)z
b3 (2:1n2)- (W +w—w) [ bl 2102 |w+2| 22 \4
-l
Lo ] 1

‘(In1-In4)=0————-(0-2-In2)=1.
(nl-Ind)=0-———( )

T2m2 2.2

5. Primijetimo da za svaki ne N vrijedi nejednakost nz—_anO. Naime, brojnik razlomka je

nenegativan kad je n>1, a nazivnik razlomka je uvijek strogo pozitivan. Zbog toga prigodom
primjene D'Alembertova kriterija ne moramo koristiti apsolutnu vrijednost. Tako imamo redom:

(n+1)-1 n
n+l n
r=lim 2 = lim—2"— = [im 22 — [im S S S
noa, n n—1 » n—1 n 2.n=2 n 2_% 2-0 2
2" 2" n

Dakle, zadani red konvergira.
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o . o n +n
Primijetimo da za svaki ne N vrijedi nejednakost

> (. Naime, brojnik razlomka je strogo

pozitivan kad je n>1, a nazivnik razlomka je uvijek strogo pozitivan. Zbog toga prigodom
primjene D'Alembertova kriterija ne moramo koristiti apsolutnu vrijednost. Tako imamo redom:

(n+1)*+(n+1) (n+1)-(n+2) 2
a 3+ 3.3 n+ o 1vo0 1
r=lim—*L =lim———————=Iim - =lim =lim—% = =—<l1
noa, " n +n " (n+1)-n » 3n 3 3 3
3 3

Dakle, zadani red konvergira.

Primijetimo da za svaki ne N vrijedi nejednakost ">0. Naime, brojnik razlomka je

nenegativan kad je n>1, a nazivnik razlomka je uvijek strogo pozitivan. Zbog toga prigodom
primjene D'Alembertova kriterija ne moramo koristiti apsolutnu vrijednost. Tako imamo redom:

(n+1)*—(n+1) (n+1)-n m
. a,, .. 5+l 5".5 . n+ . n 1+0 1
r=1im =lim > —hm =lim =lim =—<I1
noa, n n —n (n=D-n n 5.n-5 n 5_§ 0 5
5" 5" n

Dakle, zadani red konvergira.

.12n

Primijetimo da za svaki ne N vrijedi nejednakost >( jer su svi ¢lanovi razlomka uvijek

strogo pozitivni. Zbog toga prigodom primjene Cauchyjeva kriterija ne moramo Koristiti apsolutnu
vrijednost. Tako imamo redom:

[2}1 2
r—hm\/_—hm \/7 3 li \/73 1-9

n n,2 n n 23 ?

=2>1
8

Dakle, zadani red divergira.

n’-2018"

Primijetimo da za svaki ne N vrijedi nejednakost 3

>0 jer su svi Clanovi razlomka

uvijek strogo pozitivni. Zbog toga prigodom primjene Cauchyjeva kriterija ne moramo Koristiti
apsolutnu vrijednost. Tako imamo redom:

[n*-2018" > 1h018" 2018 1.
r=limga, =lim /" i?ﬂlg \/_ 2018 ( ) _1:2018_2018 _,

41337 n 13° 2197 2197

Dakle, zadani red konvergira.

. N n*+2-n+l . . :
Primijetimo da za svaki ne N vrijedi nejednakost 3:n n >0 jer su svi Clanovi
2-n-1)-2-n+1)
razlomka uvijek strogo pozitivni. Zbog toga prigodom primjene Cauchyjeva kriterija ne moramo
koristiti apsolutnu vrijednost. Tako imamo redom:
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, . 3n+2n+1 | 3.n7+2.n+l . 3 +2-n+l
r=limg/a, =limp =lim =lim > =
n » 1 (2-n-1)-2-n+1) n (2-n=-1)-2-n+l) » 4.n°-1

3+g+i
—lim—n ,12=3+0+0=§<1
n 4_i 4-0 4
nz

Dakle, zadani red konvergira.

1

11. Pretpostavimo da je a, = x", za neki xe R. Tada su a, , =x"" i a, ,=x"". Uvr§tavanjem tih

triju izraza u rekurziju i dijeljenjem dobivene jednakosti s x"* dobivamo kvadratnu jednadZbu
x*=2-x+8. Njezina rjeSenja su x=-2 1 x,=4. Stoga je rjeSenje zadane rekurzije
a,=A-(-2)"+B-4", gdjesu A,Be R konstante.

Budu¢i da imamo dva pocetna uvjeta, zadatak mora imati to¢no jedno rjeSenje. UvrStavanjem
n=1 u izraz a,=A-(-2)"+B-4" dobijemo a, =A-(-2)'+B-4', odnosno, zbog a =2,
jednakost —2-A+4-B=2,tj. —A+2-B=1.

Analogno, uvrStavanjem n=2 u izraz a,=A-(-2)"+B-4" dobijemo a, = A-(-2)*+B-4*,
odnosno, zbog a, =20, jednakost 4-A+16-B=20,tj. A+4-B=5.

-A+2-B=],

lagano slijedi (A,B)=(1,1). Dakle, rjeSenje zadatka je niz
Asa.pos 18 jedi (A,B)=(L1) jeSenj j

Tako iz sustava {
a,=(=2)"+4".

n—1

12. Pretpostavimo da je b, =x", za neki xe R. Tada su b, , =x"" i b,_, =x"". UvrStavanjem tih

triju izraza u rekurziju i dijeljenjem dobivene jednakosti s x"*> dobivamo kvadratnu jednadZbu
x*=5-x+6. Njezina rjeSenja su x,=—1 i x,=6. Stoga je rjeSenje zadane rekurzije
b,=A-(-1)"+B-6", gdjesu A,Be R konstante.

Budu¢i da imamo dva pocetna uvjeta, zadatak mora imati tocno jedno rjeSenje. UvrStavanjem
n=1 u izraz b,=A-(-1)"+B-6" dobijemo b = A-(=1)' +B-6', odnosno, zbog b =6,
jednakost —A+6-B=6.

Analogno, uvrStavanjem n=2 u izraz b,=A-(-1)"+B-6" dobijemo b,=A-(-1)’+B-6°,
odnosno, zbog b, =36, jednakost A+36-B=36.

—-A+6-B=6,

lagano slijedi (A,B)=(0,1). Dakle, rjeSenje zadatka je niz
A136. pog agano slijedi (4.8)=(0.1 jesenj j

Tako iz sustava {

b, =6".
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7. GRUPA ZADATAKA

1. Za odredivanje intervala konvergencije primijenit ¢emo Cauchyjev kriterij. IzraCunat ¢emo

r=1limz an| i rijesiti nejednadzbu r <1 po nepoznanici x. Potom ¢emo posebno razmotriti slucaj
n

r =1 za koji Cauchyjev kriterij ne daje odluku. Imamo redom:
H |

n n n
. X . X .y
r=hmn/—2 =11m{’/—2 =lim =
n n n n n

S
B g
Nejednadzba |x| <1 ekvivalentna je nejednadzbi —1< x <1, a odatle je xe (—1, 1> .

=

=[]

[N}

Preostaje razmotriti slucaj r=1, odnosno |x|=1. Iz ove jednadzbe slijedi xe{-1, 1}, pa

razmotrimo zasebno svaki slucaj.

Za x=1 polazni red glasi: z 12 = ziz To je Dirichletov ili hiperharmonijski red za p=2.
n=l1 n n=l1

Znamo da Dirichletov red konvergira ako i samo ako je p>1, pa zakljucujemo da dobiveni red
konvergira.

="

2

Za x=-1 polazni red glasi: Z . Taj red je alternirajudi, pa primijenimo Leibnizov kriterij.
n=l1

oo 1\
Niz % je strogo pozitivan i padajudi, te vrijedi lir{nn—l2 =0. Zbog toga red Z_;( 2) konvergira.

Iz navedenoga zakljuCujemo da zadani red konvergira za xe [—1, 1]. Dakle, traZeni interval

konvergencije je segment [—1, 1].

2. Za odredivanje intervala konvergencije primijenit ¢emo Cauchyjev Kkriterij. IzraGunat ¢emo

r=1limz an| i rijesiti nejednadzbu r <1 po nepoznanici x. Potom ¢emo posebno razmotriti slucaj
n

r =1 za koji Cauchyjev kriterij ne daje odluku. Imamo redom:

)
n 2" X
2n x2| 2l x e ,
r=limn =limy =lim =lim =—=x
— — 2
n n | n n n Yn n n 1

Iz nejednadzbe x° <1 slijedi xe (-1, 1).
Preostaje razmotriti slu¢aj =1, odnosno x* =1. Iz ove jednadzbe slijedi x =+1.

. LoEEy sl@E ] e s . o

Za x=121 polazni red glasi: z( ) =z[ ] Z—z —. To je harmonijski red.
n=1 n n=1 n n=1 N n=1

Znamo da je taj red divergentan, pa zakljuujemo da zadani red divergira za x ==1.

n

Dakle, trazeni interval konvergencije je (—1, 1> .
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3. Za odredivanje intervala konvergencije primijenit ¢emo D'Alembertov kriterij. IzraGunat ¢emo

an+l

a

n

r =1 za koji D'Alembertov kriterij ne daje odluku. Imamo redom:

r=lim 1 rijesiti nejednadZzbu r <1 po nepoznanici x. Potom ¢emo posebno razmotriti slucaj
n

(Inx)""! (Inx)" - (In x)
P P N e SN N A e 1 P (A
na, 7 | (Inx)" n (Inx)" nln+2
n+l n+l -

1z nejednadzbe |1n x| <1 slijedi —~1<Inx<1,odnosno ¢ <x<e,paje xe <l, e> .
e
Preostaje razmotriti slu¢aj » =1, odnosno |1n x| =1. Iz ove jednadzbe slijedi Inx=1 ili Inx=-1.
Iz tih logaritamskih jednadzZbi slijedi x, =l ix,=e.
e

- [ln 1)

Za )c=l polazni red glasi: z ¢ =Z(_1) . Taj red je alternirajuéi, pa primijenimo
e = n+l on+l

Leibnizov kriterij. Niz 1 je strogo pozitivan i strogo padajudi, te vrijedi lim =0. Zbog
n+

n n+1
+oo (_l)n

toga red
& ,,Z:;n+1

konvergira.

. C&(ne) &1 &1 &l . L S
Za x=e¢ polazni red glasi: ( = = =Y —. To je harmonijski red. Taj red je
P & nzz(; n+l nzz(;n+1 on+l ;n ! ! ! !

divergentan. Zakljuujemo da zadani red divergiraza x=e.

. e 1
Dakle, trazeni interval konvergencije je interval [—,ej .
e

4. Za odredivanje intervala konvergencije primijenit ¢emo D'Alembertov kriterij. IzraGunat ¢emo

an+l

a

n

r=1im i rijesiti nejednadzbu r <1 po nepoznanici x. Potom ¢emo posebno razmotriti slucaj
n

r =1 za koji D'Alembertov kriterij ne daje odluku. Imamo redom:

2-(n+l)-x ) )
e ean 62):
. la . n+)-2| .. — . |n—=2 . .
r = Tim| %] = Jim < z.n).x =lim|—L } =lim e =l-e =™
" a, n e no| e ‘ n|n—1 =
n-l
n—2 n—2 -!

Iz nejednad?be e** <1 slijedi 2-x<0, odnosno x<0, paje xe (—oo, O) .

Preostaje razmotriti sluéaj r =1, odnosno ¢** =1. Iz ove jednadzbe slijedi x=0.
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4o 2:n-0 o0 +oo
Za x=0 polazni red glasi: Z ¢ ! =Zl To je harmonijski red. Taj red divergira.

n=3n_2 rt=3n_2 n=1 N

Stoga zaklju€ujemo da zadani red divergira za x=0.

Dakle, trazeni interval konvergencije je interval (—oo, 0) .

5. Racunamo vrijednosti zadane funkcije i njezinih prvih triju derivacija u to¢ki ¢=0. Imamo
redom:

f)=2-( =sinx),  f(0)=2,
f()=2(2-¢" —cosx), f(0)=2,
f()=2-(4-¢> +sinx), f(0)=8,

fm(x)=2-(8-ez"”+cosx), £ (0)=18.
Stoga je traZeni MacLaurinov polinom jednak:
2 1 8 2 18 3 2 3 3 2
M3(x)=2+ﬁ-x +5~x +;-x =242 x+4-x"+3-x=3-x+4-x"+2-x+2.

6. Racunamo vrijednosti zadane funkcije i njezinih prvih triju derivacija u toc¢ki ¢=0. Imamo
redom:

g =6-[e"+sin2-y)],  g(0)=6,
g()=6[e" +2-cos2- )], g ©O)=18,
g (»=6-[e —4:sin2-y)], ¢ (O=6,
g () =6~[e~V —8-cos(2- y)}, g (0)=—42.

Stoga je traZeni MacLaurinov polinom jednak:

M3(y)=6+11—?-yl +%- ¥ —%-f =6+18-y+3-y"=7-y'==7-y +3-y* +18- y +6.
7. Racunamo vrijednosti zadane funkcije i njezinih prvih triju derivacija u to¢ki ¢=0. Imamo
redom:
h(t)=6-[sin(4-1)+cos(3-1)], 2(0)=6,
I (t)=6-[4-cos(4-1)~3-sin(3-1)], g (0)=24,

B (t)=6-[-16-sin(4-1)~9-cos(3-1)], g (0)=-54,
h'(t)=6-[-64-cos(4-1)+27-sin(3-1)], g (0)=-384.
Stoga je traZeni MacLaurinov polinom jednak:

M3(t)=6+%-t' —%-ﬁ —%4-:3 =6424-1-27-1* =641 =—64- =27 -1* +24 -1 +6.
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8. Racunamo vrijednosti zadane funkcije i njezinih prvih triju derivacija u to¢ki ¢=0. Imamo
redom:

p(w)=6-[cos(6-w)—sin(5-w)], p(0)=06,
p (W) =6-[~6-sin(6-w)—5-cos(5-w)], P (0)=-30,
p (w)=6-[-36-cos(6-w)+25-sin(5-w)], p (0)=-216,
p (W) =6-[-216-sin(6-w)+125-cos(5-w)], p (0)=750.

Stoga je traZeni MacLaurinov polinom jednak:

M3(w):6—%-w1 —%-wz +73—5'0-w3 =6-30-w—108-w’ +125-w’ =125-w’ —=108-w* —30- w+6.

9. Racunamo vrijednosti zadane funkcije i njezinih prvih triju derivacija u tocki ¢ =1. Imamo redom:

f)=3-¢", f(n=3,
F()=3-e""-2-x)=6-x-¢"", fa=e,
F()=6-e""46-xe "2 x)=>12-2>+6)-¢" ", f (=18,
Flx)=24-x-e " +(12-7+6)-e" 21, (1) =60.

Stoga je traZeni Taylorov polinom jednak:

Y;(X)=3+% (x=1' +12—8' (x=1y +%(')- (x=1)’ =10-(x=1)’ +9- (x—1)* +6- (x—1)+3.

10. Rac¢unamo vrijednosti zadane funkcije i njezinih prvih triju derivacija u to¢ki ¢ =1. Imamo redom:

g(y)=In’y, g()=0,
' 1 In '
g(y»)=2-Iny —=2.72 g =0,
y y
1
) —y—=(ny)-1 <y .
=22 — =2 — Jwm=2
y y
1
——y'=(1-lny)-(2-y)
g (yy=2—2 y4 , ¢ (h=-6.

Stoga je traZeni Taylorov polinom jednak:
0 2 6
Tz(X)=0+F-(y—1)' +5-(y—1)2 —5-(y—1)3 ==(y=D'+(-D"

11. Racunamo vrijednosti zadane funkcije i njezinih prvih triju derivacija u tocki c¢=7x. Pritom
koristimo osnovne trigonometrijske identitete cos’#=1—sin’¢ i sin’¢ =1-cos’¢ . Imamo redom:
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h(t)=sin’t, h(m)=0,
h'(t) =3-sin’¢-cost =3-(1—cos’t)-cost =3-cost —3-cos’ t, hy(ir) =0,
h“(t) =-3.sint+3-3-cos’t-sint=—=3-sint+9-(1—sin’¢) -sint =6-sinz —9-sin’ 7, g"(ir) =0,
gm(t)=6~cost—9~3-sin2t-cost, gm(ir)=—1.

Stoga je traZeni Taylorov polinom jednak:
_ 0 _ 1 0 _ 2 _ 6 _ 3 _ (4 3
T3(t)—0+1! (t—rm) +2! (t-rm) 3l -7y =—(t-r7).

12. Ra¢unamo vrijednosti zadane funkcije i njezinih prvih triju derivacija u tocki c:E. Pritom

koristimo osnovne trigonometrijske identitete cos’w=1-sin’w i sin’f=1-cos’w. Imamo
redom:

h(w)=cos’ w,

=
I/~
[N
N
Il
L

h (w)==3-cos* w-sinw=-3-(1—sin’* w)-sinw=3-sin’ w—3-sinw,

S

/ﬁ‘/ﬁ\

I
L

" . 3
h (w)=3-3-sin’ w-cosw—3-cosw=9-(1—cos” w)-cosw—3-cosw=6-cosw—9-cos’ w,

S

SN N
I
=)

AN P

h (w)=—6-sinw+9-3-cos> w-sinw,

h‘:
VR

(SRR

~
Il
|
—_

Stoga je traZeni Taylorov polinom jednak:

1 2 3 3
ron=0+ 0 (w-Z) 20 (o) 6, 2y _(, 7).
1! 2 2! 2 3! 2 2
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8. GRUPA ZADATAKA

1. Nacrtamo graf zadane funkcije na segmentu [—71',7[] . Dobivamo sliku 6.

‘I.v

Slika 6.

Uocavamo da zadana funkcija na navedenom segmentu nema nijedan strogi ekstrem, ali zato ima
dvije tocke prekida prve vrste (x =01 x=7). Stoga vrijede svi Dirichletovi uvijeti.

Vrijednosti Fourierovih koeficijenata raCunamo prema formulama iz Repetitorija matematike za
studente elektrotehnike, str. 53. Koristimo i parnost funkcije kosinus, tj. trigonometrijski identitet
cos(—n-m)=cos(n-x), Vne N . Imamo redom:

r 0

=L-[0—6-7Z'-(—ﬂ')+12-ﬂ'-ﬂ'—0]=9-7Z'2,

2-7
an=l-[J.6-ﬂ'-cos(n-x)-dx+J.12-72'-cos(n-x)-dx]=l-[[6'—7[-sin(n-x)} +[12 ”-sin(n-x)} J:
T - 0 74 n -7 n 0

=(zbog sin(n-0)=sin(n-7) =0,Vne Z) =0,Vne Z.

b, = -[I6-7[-sin(n-x)-dx+]£12-fr-sin(n~x)~dx]=l~{[—6'—ﬂ--cos(n-x)} +[—12'ﬂ-cos(n~x)} J:
V.3 n . n

- 0 0

67 67 12-7 12-7:}_1 {6-% 67
T

=l-{——+—-cos(n-ﬂ')— -cos(n- 1) +—— ———-cos(n-ﬂ')}=E-[1—cos(n-72')]
V4 n n n n n n

=b =%[1—cos(1-ﬂ')]=12, b, =§-[1—cos(2-ﬂ')]=0, b, =§-[1—cos(3-72')]=4.

Dakle, traZzeni polinom je jednak:

F,(x)=9-7+12-sinx+4-sin(3- x).
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2. Nacrtamo graf zadane funkcije na segmentu [—7[,71'] . Dobivamo sliku 7.

P

52 o 2
Slika 7.

Uocavamo da zadana funkcija na navedenom segmentu nema nijedan strogi ekstrem, ali zato ima
jednu toc€ku prekida prve vrste (¢ = ). Stoga vrijede Dirichletovi uvjeti.

Vrijednosti Fourierovih koeficijenata racunamo prema formulama iz Repetitorija matematike za
studente elektrotehnike, str. 53. 1 55. Budu¢i da je funkcija g identicki jednaka nuli na segmentu

[—72', 0], i pripadni odredeni integrali na tom segmentu su jednaki nuli. Stoga odredene integrale

raunamo na segmentu [O, 7'[] . Koristimo i parnost funkcije kosinus, tj. trigonometrijski identitet
cos(—n-m)=cos(n-x), Vne N . Imamo redom:

S =

y =—— 36-7z-z-dr=L-[18-7z-z2]’r=9-7:2,
2.7 2. 0

T

I 6-7m-t-cos(n-t)-dt =36- [ [cos(n-t)+n-t-sin(n- t)]}

é\IH

0
= (zbog sin(n-0) =sin(n-7)=0,Vne Z) = [cos(n 7 -1]=a =-72, a,=0, a, =-8.

T

]i 36-7-t-sin(n-t)-dt =36- [ “[sin(n-1)—n-t-cos(n- t)]}

é\lH

0

= (zbog sin(n-0) =sin(n- 1) =0,Vne Z)zi—?-[—wmcos(nﬂ')]:—% ”-cos(n%’):
=b =36-7, b,=-18-7, b, =12-1.
Dakle, traZeni polinom je jednak:
F3(t)=9-7r2—72~cost+36-7z'~sint—18-7r~sin(2~t)—8-cos(3-t)+12~ﬂ'~sin(3-t).

3. Nacrtamo graf zadane funkcije na segmentu [—ﬂ',ﬂ']. Dobivamo sliku 8. Uocavamo da zadana

funkcija na navedenom segmentu nema nijedan strogi ekstrem, ali zato ima dvije tocke prekida
prve vrste ( y=—x 1y =0). Stoga vrijede svi Dirichletovi uvjeti.
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Slika 8.

Vrijednosti Fourierovih koeficijenata raCunamo prema formulama iz Repetitorija matematike za
studente elektrotehnike, str. 53. 1 55. Koristimo i parnost funkcije kosinus, tj. trigonometrijski

identitet cos(—n-7x)=cos(n-x), Vne N . Imamo redom:

.Hl.ﬂ.yﬂl_[ﬁ.y]g]:

1 A
—| | 7Ty-dy+|—7x-dy |=—
“Trx Uﬂ i ! y] 2.7 |2
1 ., N
= | —— 7 ==,
2-7 2 4 2
1 0 V.4 0 T
a, =—-{Iﬂ-y-cos(n-y)-dy+J.—7[-cos(n-y)-dy]= I y-cos(n-y)-dy—J.cos(n-y)-dy=
7 - 0 - 0
1 0 T
=[—2~ (cos(n-y)+n-y-sin(n- y))} —[—- sin(n - y)} = (zbog sin(n-0) =sin(n-7)=0,Vne Z)
n - n 0
=L2~[1—cos(n~7r)]:al=2, a,=0, a,==
n 9
1 0 4 0 V.4
bn=—-[J7[-y-sin(n-y)-dy+J—7z-sin(n-y)-dyJ=Iy-sin(n-y)-dy—jsin(n-y)-dy=
_r 0 - 0
1 0 3
=[—2~(sin(n- y)—n-y-cos(n- y))} +[—~cos(n~y)} =(zbog sin(n-0) =sin(n-x7)=0,Vne Z)
n - n 0
V.4 1 1 4 =2
=—=-cos(n-m)+—-cos(n-1)——=—-[(1-7) -cos(n-7)—1|=> b =7-2, b, =——, by=——.
n n n n 3

Dakle, traZzeni polinom je:
Fs(y)z(———i—zj+2-cosy+(7r—2)-siny—g-sin(l y)+§-c0s(3- y)+[”;j-sin(3-y).

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 64



(preddiplomski stru¢ni demonstratura

e veLeucLete U zacresy | studij elektrotehnike) i grupnih .konzultac1:].a
POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE — nerecenzirana verzija
Elektrotehnicki odjel

@ Matematika 2 Zbirka zadataka sa

4. Znamo: ako je f neparna (2-7)-periodi¢na funkcija, onda u razvoju funkcije u Fourierov red
postoje samo ¢lanovi oblika b, -sin(n-x). Te ¢lanove ra¢unamo prema formuli iz Repetitorija
matematike za studente elektrotehnike na str. 54. 1 55. Imamo redom:

Va

:Ej 71'-sin(n~x)-dx=6~jsin(n~x)-dxz[—g-cos(mx)} =
T 0 n

0

=|ox

Jt=cos(n-m)]|= b, =12, b, =0, b, =4.

Dakle, traZeni polinom je F,(x)=12-sinx+4-sin(3- x).

5. Znamo: ako je f neparna (2-7)-periodi¢na funkcija, onda u razvoju funkcije u Fourierov red
postoje samo Clanovi oblika b, -sin(n-t). Te ¢lanove raCunamo prema formuli iz Repetitorija
matematike za studente elektrotehnike na str. 54.155. Imamo redom:

2 ¢ ‘ 12 ’
bn=—~J(—6)-7r-sin(n~t)~dt=—12~Jsin(n~t)-dt=[—-cos(n~t)} =
ﬂ’- - - n -
12
=—-[l—cos(n-7)|= b, =24, b, =0, b, =8.
n

Dakle, traZeni polinom je F,(t)=24-sint+8-sin(3-1).

6. Znamo: ako je f neparna (2-7)-periodi¢na funkcija, onda u razvoju funkcije u Fourierov red
postoje samo ¢lanovi oblika b, -sin(n-y). Te ¢lanove raCunamo prema formuli iz Repetitorija
matematike za studente elektrotehnike na str. 54.155. Imamo redom:

2.

S

n

-T-(y+1)-sin(n-y)-dy=12- I(y+1) sin(n-y)-dy=

O‘—-§

T

VA
1 12
=12. [—2 sin(n-y)—(n-y+n)-cos(n- y))} =—[I-(z+1)-cos(n-7)]
n

0

T+24,b,=-6-7, b,=4-7+8.
Dakle, traZeni polinom je F,(y)=(12-7+24)-siny—6-7-sin(2-y)+(4-7+8)-sin(3- y).

7. Znamo: ako je fparna (2- ) -periodi¢na funkcija, onda u razvoju funkcije u Fourierov red postoje
samo Clanovi oblika a, -cos(n-x), pri ¢emu je ne N;. Te ¢lanove raCunamo prema formuli iz

Repetitorija matematike za studente elektrotehnike na str. 54. 1 55. No, najprije primijetimo da,
prema definiciji funkcije apsolutne vrijednosti, vrijedi jednakost:

18 7m-x,za —w<x<0,
fx)=
18- 7w-x,za0<x<.

Napomenimo da zbog pretpostavljene (2-7)-periodicnosti funkcije f vrijedi jednakost

f(-=m)= f(7x)=18-7, no, ona nam nije bitna za rjeSavanje zadatka. Tako imamo redom:
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18-7r-x-dx=18-jx-dx=18-[%-x2} =9.7°,
0
18-7-x-cos(n-x)-dx=36- J‘x cos(n-x)-dx=36- [iz (cos(n-x)+n-x-sin(n-x))} =

0

é\lw é\l»-

]
]

=?-[cos(n-7r)—1]:>al =-72, a, =0, a, =-8.

Dakle, trazeni polinom je F,(x)=9 7> —72-cosx—8-cos(3- x).

8. Znamo: ako je fparna (2- ) -periodi¢na funkcija, onda u razvoju funkcije u Fourierov red postoje

samo Clanovi oblika a, -cos(n-t), pri ¢emu je ne N;. Te ¢lanove raCunamo prema formuli iz
Repetitorija matematike za studente elektrotehnike na str. 54. 1 55. Imamo redom:

2

16 ‘ 1,1 oz
ay=—- | zm-t-dt=|t-dt=|=1"| =-",
’ ”I J {2 L

2
0
=2 J]Z' t-cos(n-t)-dt=2- J-t cos(n-t)-dt=2 [LZ-(cos(n~t)+n~t~sin(n~t))} =
- n -

2
=n—2-[l—cos(n~71')]:>al =4,a,=0, a,=

2
Dakle, traZeni polinom je F,(t)= —% +4-cost+ 4 cos(3-1).

9. Znamo: ako je fparna (2-7x) -periodi¢na funkcija, onda u razvoju funkcije u Fourierov red postoje

samo c¢lanovi oblika a, -cos(n-y), pri ¢emu je ne N,. Te ¢lanove raCunamo prema formuli iz
Repetitorija matematike za studente elektrotehnike na str. 54. 1 55. Imamo redom:

ay= L j 367 y-dy=-36- jy dy=-36- 1 =-18.7°,
27
T 0 0
27 1 . i
a,== j —36- 7 y-cos(n- y)-dy=—72- jy cos(n- y)-dy=—72- [—2 (cos(n~y)+n~x~sm(n~y))} =
4 0

0

=—?~[cos(n-7r)—l]:>a1 =144, a, =0, a, =16.

Dakle, traZeni polinom je F,(y)=-18- 7° +144-cos y+16-cos(3- y).
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9. GRUPA ZADATAKA

1. Odredimo najprije standardnu antiderivaciju funkcije ————————. Imamo redom:
4-w+12-w+5
zamjena:
J.Z;-dw:‘[;z-dw: t=2-w+3 =lj 21 dr=
4-w +12-w+5 (2-w+3) -4 | 23721
dt=2-dw(:)dw=5-dt
L =2 =1.m‘w =l.1n‘2'w+1 =l.1n‘1_ +C=
222 |t+2] 8 |2-w+3+2] 8 |2-w+5 8 2-w4+5
F(w)=1-1n‘1— 4 .
8 2-w+5
Tako dobivamo:
. . (1 4 1 2
Izi-hm[F(—S)—F(a)]:i-hm —-Injl-———-=-In(1- =
In5 a-— In5 a>—| 8 2-(3)+5| 2 2-a+5

=i-(l-ln|l+4|—l-1n|1—0|j=i(l-h15—l-lnlj=i-(l-1n5—l-0j=1.
In5 8 8 In5 \ 8 2 In5 \ 8 2

2. Uoc¢imo da je baza potencije pod znakom zbrajanja strogo pozitivna jer je svaki ¢lan u doti¢nom

razlomku prirodan broj. To znaci da nije potrebno ispitivati apsolutnu konvergenciju reda. Stoga
2
primijenimo D'Alembertov kriterij. Ozna¢imo a, = %1"171 ,paje

(4D’ +11-(n+1) _n*+13-n+12

a
n+l 13n+1 13n+1
Stoga dobivamo:
n*+13-n+12
T qantl 2 .
;":hl’na’”rl =lim 213 =lim Mi =1i=i<1
"oa, non+11l-n n n +1l-n 13 13 13
13"

Zakljucujemo da zadani red konvergira.

3. RaspiSimo zadani red:

+oo
D (D" ctg®x=1-ctg’x+ctg'x—ctg’x +...

n=0

Vidimo da je rije¢ o geometrijskom redu ¢&iji je prvi ¢lan jednak 1, a koli¢nik jednak —ctg”x . Zbroj
toga reda jednak je:
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1 1 1 1 1 . 1
= —= —= —=— —= =sin’ x=="[l1-cos(2-x)].
I=(—ctg'x) l4ctg'x 14 508" x  sin xX+cos” x 1 2
sin® x sin® x sin” x

Iz jednadZbe S :% slijedi  1—cos(2-x) = %, odnosno  cos(2-x) :% . Odatle je
1 V4
2-x=iarccos(5j+2-k-7[, odnosno xzig-i-k-ﬂ', ke Z.

4. Primijenimo D'Alembertov kriterij. [zracunamo:

(x+1)(n+l)+l 1
2 2
L=lim At =lim (n+1) +(7’l+l) —T (n+1) +(7’l+l) '(x+1)(n+1)+17(n+1) —
nla, || (e n 1
n+n n+n
2
—lim—— (1) | =i Gt D] =liml " G 1) =1 e+ 1| =[x+,
n|(n+1)’ +(n+1) » (4D [(n+1) +1] n | n+2

Prema navedenu kriteriju, zadani red ¢e konvergirati za L < 1. Stoga iz |x+1|<1 slijedi

-l<x+l<le-2<x<0& xe <—2,0> . Preostaje ispitati konvergenciju reda u rubovima toga
intervala.

Za x=-2 dobijemo alterniraju¢i red . Taj niz je strogo

+oo (_1)n+1
. Promotrimo niz b =
2 n 2
‘o n+n n+n

padajucii limb, = 0. Stoga navedeni red konvergira prema Leibnizovu kriteriju.

400 n R
Za x=0 dobijemo red Z 21 =Z 21 . Primijetimo da vrijedi nejednakost
n+n Sn+n

n*+n>n*>>0,zasvaki ne N.

Odatle slijedi

1 1 < 1 < 1
0< <—, odnosno 0< <y —.
n+n n ,,Z:; n+n ,,Z:; n’
&1, . o S T
Red z? je Dirichletov red za p=2. Taj red konvergira i zbroj mu je jednak ra (S§to smo
n=1

dokazali na vjezbama). Dakle, zbroj reda z

n=1

~7Z'2>, pa je taj red

| =

! pripada intervalu <O,
n

2

konvergentan.

Stovise, moZemo toc¢no izracunati njegov zbroj S koriste¢i rastav funkcije na parcijalne razlomke:
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a,= =—+—=1=A-(n+)+B-n= =(A,B)=(, 1)2
+n n n+l zan=-1:B= +n n n+l

| 011 1 N1 1) 1
=S5 =a=1-+.8=5+a = 1-~ |+[2=1|=1-1 s =5 va =[1-1|+[ 1L )= L
1= 221&2(2j(23j332%(3j(34j4

indukcijom 1 1
= S, =1——1 =5 =1im§, :]jm(l——ljzl—O:l.

1 A B {Zan=0:A=1 111

n+ n+

Dakle, traZzeno podrucje konvergencije je segment [—2, O] .

n-x+1

Primijetimo da vrijede nejednakost 7z"*" >0in>0, Vxe R, Vne N. To znaci da nije potrebno
ispitivati apsolutnu konvergenciju reda. Primijenimo Cauchyjev kriterij. Ra¢unamo:

n-x+1

n x+1 [ nex+1 x+l

r=limz —hm =limz "=rx".
n n f n g/; n
—_—

—l1

Zadani red konvergira ako je 7" <1, odnosno x <0.

Preostaje ispitati konvergenciju zadanoga reda za x=0.

Za x=0 dobivamo red Z——ﬂ Z . Ocito je 7- Z >Z . Budu¢i da red Z divergira

n=1 N n=1 1 n=1 1 n=1 1 n=l1

(rije€ je o harmonijskom redu), onda divergira i red zz
n=1 1

Zaklju€ujemo da je traZeno podrucje konvergencije interval <—oo, 0) .

Imamo redom:

f)=2-[sin2-u)—e"] F(0)=—
f'(u)=2-[2-cos(2-u)—e”] £(0)=2
fw=2[-4sin2-w)—e"]  f(0)=-
£ y=2-[-8-cos2-u)—e"] f (0)=-

Stoga je traZeni polinom jednak

M (u)=—2+% —%-uz—gwﬁ =242 u—-u-3uw=-3w-uw+2-u-2.

7. Primijenit ¢emo trigonometrijski identitet sin(2- y)=2-sin y-cosy. Imamo redom:

f(y)=3-sin’y, f(2-m)=0,

f(y)=3-2-siny-cosy=3-sin(2-y), f(2-7)=0,

f (y)=6:cos(2y), 1@ m=6,

£ () =-12:sin(2- y), /@ =0,
fIV(y) =-24.cos(2-y), fIV(Z-JZ') =-24
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Stoga je traZeni polinom jednak
e TP Y SR P
L) =5;0-22 1 G-2.2) ==(y=2:7)" +3-(y-2-7)".
8. a) Vidjeti sliku 9. Funkcija g ima to¢no jedan prekid (u # =) i nema strogih lokalnih ekstrema

(rubne tocke segmenta zanemarujemo jer nismo razmatrali funkciju izvan zadanoga segmenta).
Stoga vrijede oba Dirichletova uvjeta.

Slika 9.

b) g je identicki jednaka nulfunkciji na segmentu [—71', 0]. Stoga pri izracunu Fourierovih
koeficijenata racunamo odredene integrale u granicama od 0 do 7. Imamo redom:

T

aozL]E (—4)-7-t-dt =(-2)- jr dr=(-2)- [— z} =7,

0

2.7
a1=% ]5( —4)-7m-t-cost-dt =(—4)- jt cost-dr =(—4)-[cost+1- smt]
=(-4)- [0 oSTT+ 7 -sinz —cos0—0- smO] (-4)-(-1+0-1-0) =8,
b, =% ]r. (=4)-7-t-sint-dt = (—4)- J.t sint-dt = (—4)-[sint—1- cost]
(-4) [Osmﬂ' 7-cosz—sin0+0- ((:OSO] (-4)-(0+7+0-0)=—4-7.

Dakle, traZeni polinom je jednak F(t)=-7z"+8-cost—4-7-sint.

9. a) Vidjeti sliku 10. Zadana funkcija je neprekidna na segmentu [—71',7[] i da na tom segmentu ima

jedinstveni strogi lokalni maksimum O za ¢ =0. Stoga vrijede oba Dirichletova uvjeta.
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Slika 10.

b) Prema pretpostavci, funkcija & je parna. To znaci da njezin razvoj u Fourierov red sadrzi samo
¢lanove oblika a, -cos(n-t), ne N, . Odredimo izraze za te koeficijente:

0 0 0
1 11 11, 1 1LY 1
t dt— —dt=——- | t-dt=—-|=-¢ =— | 0-—=-7" |=—,
L() -[7[ 7[7['[[ 7[2[2 1,, 7[2( 2 j 2

- —

0
Ih(t) cos(n-t)-dt = 2 Ii cos(n-t)- dt—— — It cos(n-t)-dr =
i T '
2 1 0 2 L za neparmne ne N
=—2-[—2-(n-t-sint+cos(n-t))} =——-|1-cos(n-(-7) | =3 n* 7%’ P ’
- Ln . N7
z =cos(n-7) 0, za parne ne N.
_ 4
Ddl—?, Clg—g.ﬂ_z.

Dakle, traZeni polinom je

1 4 4
F.(t)y=——+—"-cost+ -cos(3-1).
() 2 9.7 G2

10. Pretpostavimo da je a, =x", zanekixe R. Zbog a,,a, #0 zakljucujemo da vrijedi jednakost

x#0. Uvrstimo li jednakosti a, = x", a, , =x""ia, , =x"" u zadanu rekurziju, dobit éemo:

-1 -2 -2
x"=5-x""+6-x"7", /:x"

X’=5-x+6,
¥’ =5-x-6=0,
x,=-1,x,=6.

Dakle, opce rjeSenje zadane rekurzije je a, = A-(=1)"+B-6", pri ¢cemu su A,Be R konstante.
Odredimo te konstante iz pocetnih uvjeta. U opcée rjeSenje zadane rekurzije uvrstimo najprije
n=1:
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a,=A-(-1)' +B-6,
5=—A+6-B,
~A+6-B=5.

Potom u op¢e rjeSenje zadane rekurzije uvrstimo n =2:

a,=A-(-1)’+B-6",
37=A+36-B,
A+36-B=37.

Tako smo dobili sustav dviju jednadzbi s dvije nepoznanice:

-A+6-B=5,
A+36-B=37.

Njegovim rjeSavanjem dobijemo (A,B) = (1, 1). Stoga je rjeSenje zadatka niz a, =(-1)" +6".

Pretpostavimo da je a, =x", zanekixe R. Zbog a,,a, #0 zakljucujemo da vrijedi jednakost

n—2

x#0. Uvrstimo li jednakosti a, = x", a, , =x"" ia, , =x"" u zadanu rekurziju, dobit éemo:

X' —4x" 44X =0, /X"
X —4-x+4=0,

X =x,=2.

Dakle, opce rjeSenje zadane rekurzije je a, =(A-n+B)-2" pri ¢emu su A,Be R konstante.

Odredimo te konstante iz pocetnih uvjeta. U opce rjeSenje zadane rekurzije uvrstimo najprije
n=1:

a, =(A-1+B)-2',
2=(A+B)-2,
A+B=1.

Potom u op¢e rjeSenje zadane rekurzije uvrstimo n=2:

a,=(A-2+B)-2*,
8=(2-A+B)-4,
2-A+B=2.

Tako smo dobili sustav dviju jednadzbi s dvije nepoznanice:

A+B=1,
2-A+B=2.

Njegovim rjeSavanjem dobijemo (A, B)=(1, 0). Stoga je rjeSenje zadatkaniz a, =n-2".
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10. GRUPA ZADATAKA

Oznacimo zadani integral s /. Prema definiciji je:

(A
I=1Ilm >
b—&wex.ln X

Odredimo standardnu antiderivaciju podintegralne funkcije. Primijenimo metodu zamjene. Imamo
redom:

zamjena:

j ' av=lr=mnx, :J‘l‘dt:J.t_zdt:;i_z“:—t_lz—lz—L+C:>F(x):—L.
x-In%x | 2 —2+1 t In x Inx
dr =~ dx
X

Primjenom Newton-Leibnizove formule dobivamo:

1 1 1
I=lm|F®b)-F(e)|=lim| ——| —— | |=0+-=1.

—>too

Primijetimo najprije da su svi ¢lanovi zadanoga reda strogo pozitivni. Naime, za svaki ne N
vrijedi nejednakost n>1, pa mnoZenjem te nejednakosti s n* >0 dobivamo n’ >n’. Odatle
slijedi da je 2-n’ >n*, odnosno 2-n® —n* >0, odnosno 2-n® —n*+7-n>0.. Stroga pozitivnost
nazivnika slijedi iz stroge pozitivnosti svakoga ¢lana nazivnika.

Sada primijenimo Cauchyjev kriterij, ali bez koriStenja apsolutne vrijednosti (jer su, prema
dokazanom, svi ¢lanovi reda strogo pozitivni realni brojevi). Imamo redom:

—pn? 3! 2 3
r=lim{z/a_n=limy\l/[w) =lim[M]=

317 +1 3-n° +1
T-n—-n*+2-n 2_1_‘_1
—lim n lim| - n? | 270%0_2
n 3.n3+1 n 3+i 3+0 3
3 3
n n

IzraCunata granicna vrijednost je strogo manja od 1, pa primjenom Cauchyjeva kriterija
zakljucujemo da zadani red konvergira.

Primijenimo D'Alembertov kriterij, pri cemu ne smijemo izostaviti znak apsolutne vrijednosti jer

(x=1)"

ne znamo predznak izraza x+1. Oznacimo: a, = 1
n+

. Tada je

S (m+D)+1 n+2

~ (x_l)n+1 (x_l)n+l ‘

n+l

Stoga je:
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(x_l)n+l 1
= lim| 2| = im| 1% 2| | 22 eyt < gim| 2L oy =
wla, | -yt L " |nr2
n+1 n+l
1
1+—
=lim n~(x—1)=ﬂ-(x—1)=|1~(x—1)|=|x—1|.
"l 2 1+0
+i
n

Zadani red ¢e sigurno biti konvergentan bude li r <1. Tako dobivamo nejednadzbu
|x—ﬂ<1
koja je ekvivalentna nejednadzbi
-l<x-1<1,
odnosno nejednadzbi
—1+1<x—-1+1<1+1.
Odatle slijedi 0<x<2.

Preostaje analizirati konvergenciju polaznoga reda u rubovima ovoga intervala.

Za x=0 dobivamo alternirajuci red z(_l)

T Taj red konvergira prema Leibnizovu kriteriju jer
n=0 N +

jeniz b, =L strogo padajudi na intervalu [0,+oo> , te vrijedi limb, = limL =0.
n+l n n n+l

+oo R
Za x =2 dobivamo red ZL = Zl, tj. harmonijski red koji je divergentan.

n=0 n=1
Dakle, traZeni interval konvergencije je [O,2> .

4. Bududi da trazimo MacLaurinov polinom 2. stupnja, trebamo izracunati vrijednost funkcije i
vrijednosti prvih dviju derivacija funkcije u tocki ¢ =0. Imamo redom:

f(x) :esinx, f(o) — esinO — €0 :1’
[ (x)=e™ - (sinx) =e™" -cosx, f(0)=e™ cosO=¢"-1=1-1=1,

" — sinxy' . + sin x . ! — . . ;
f @ (im) cosx sii (cosx) f (0)=e""-cos0—e™ -sin0=1-1-0=1.

=e""" -cosx—e™" -sinx
Tako dobivamo da je traZzeni MacLaurinov polinom jednak:

1 1 1 1 1
M,(x)=1+—x'+— X’ =l+-x+—-x"=—-x" +x+1.
1! 2! 1 2 2

5. Budué¢i da trazimo Taylorov polinom 3. stupnja, trebamo izracunati vrijednost funkcije i
vrijednosti prvih dviju derivacija funkcije u tocki ¢ =—1. Imamo redom:
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g(t)=In*(t+2), g(-1)=0
g n=2.10FD ey,
+1
g(0=(2) MOFD=L oy
(t+1)
gm(t) — 2'L+13_3’ g'"(_l) =—6.
(t+1)

Tako dobivamo da je traZeni Taylorov polinom jednak:

2 , -6 ,
L= (4D + 2 +])

a) Zadana funkcija je neparna i (2-7)-periodi¢na, pa, prema rezultatu s predavanja, vrijedi
jednakost f(—7)= f(0)= f(x)=0. Dakle, graf zadane funkcije nuzno sadrzi tocke (-x,0),

(0,0)i (7,0).

Graf funkcije f na intervalu (0, 7r> je duZina Cije su krajnje tocke (0,7) i (7[, 7+ 7Z'), ali bez tih

krajnjih tocaka.

Zbog neparnosti, graf funkcije f na intervalu (—7[,0) je duZzina cije su krajnje tocke (0,—7) i

(—7,—7 + ), ali bez tih krajnjih tocaka.

Ucrtamo navedene tocke i navedene duzine u pravokutni koordinatni sustav u ravnini, pa

dobijemo sliku 1.

Vidimo da zadana funkcija na segmentu [—7[,7[] ima to€no tri prekida (u x=—7x, x=01 x=7)1i

da je strogo rastuca, pa nema nijedan strogi lokalni ekstrem. Zbog toga vrijede oba Dirichletova

uvjeta.

b) Zadana funkcija je neparna, pa vrijedi jednakost:

=%-(Z+1)2—g-(t+1)3 =—(t+1)° +(t+1)".

a, =0, Vne Nu{0} .

Dakle, razvoj funkcije u Fourierov red sadrZi samo ¢lanove oblika b, -sin(n - x) .

Odredimo formulu za op¢i ¢lan niza (b,) _ . Koristimo identitete:

Isin(n-x)-dx=—l-cos(n-x)+C,
n

J'cos(n-x)-dx=l-sin(n-x)+C,
n

zasvaki ne N isvaki Ce R. Imamo redom:
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b =

n

| fx)-sin(n-x)-dx=—-|7z-(1+x)-sin(n-x)-dx=—-7-|(1+x)-sin(n-x)-dx=

SRS

O ey Ny

CRES)

S =

ERES)

S =y

u=1+x vzjsin(n-x)-dxz—l-cos(n-x)
2' n =

(I+x)-sin(n-x)-dx=

S =y

du=1-dx dv=sin(n-x)-dx
1 ot

=2 ——-(I+x)-cos(n-x) —2~I——-cos(n-x)-dx=
n n

0 0

:_Z. (+7)-cos(n-7)—(1+0)-cos(n-0) +z-]€cos(n-x)-dx=
n — n

=1y’ 0

a

=—g~[(1+7[)~(—1)”—1]+g~[l~sin(n~x)} =
n n n

0

-2 [a+m)-(=1)" —1] +%- {sin(n 1) —sin(n- 0)} -2 [a+m)-(=1)" 1]
n n | N N — n

=0 =0

2
—-(m+2), za neparne n,
n
2
——- T, za parne n.
n

Sada lako izraCunamo:

b=l (42 =21+, by ===, b =2 (p+2) = 2 TFD
1 2 3 3
pa je traZeni Fourierov polinom stupnja 3 jednak:
F3(x)=2-(7[+2)-sinx—7[-sin(2-x)+w-sin(3-x).
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2

. +1 .
1. a)Oznacimo y= ¢ Tada imamo:

.er ’

(C+t2)'-2-€’ —(c+)-(2-¢) 2:1:2:¢-(CHP)2:€ 2:€-(2:1-C-F) p.p-C-p

v 2-¢) 2-¢) 2-¢) 2.¢
C( N [2t=C= CH+ 21
¢ ~(y +y)—e ' 2-¢ " 26 ) e =

S$to dokazuje tvrdnju.

. . 1 .
b) Analogno kao u a) zadatku, oznac¢imo y=C, -sint + C, - cost ~3 t-cost . Tada imamo:

' Lo | ' . 1 1 .
y =C, -(sint) +C, - (cost) —E-(rcost) =(, -cost—C, ~smt—5~cost+5~t~smt,
" . 1 . 1 . 1 . . 1
y ==C,-sint=C, -cost+—-sint+—-sinf+—-t-cost =—C, -sint —C, - cost +sint +—-1-cost,
2 2 2 2
" . . 1 . 1 .
y +y=-C, -sint-C, ~cost+smt+5~t-cost+C1 -sint+C, -cost—5~t~cost=smt,

Sto dokazuje tvrdnju.

2. Obje obicne diferencijalne jednadzbe su obicne diferencijalne jednadzbe sa razdvojenim
(separiranim) varijablama.

a) Zadanu jednadZbu najprije transformiramo na sljedeci nacin:

tg x - dx
(x> +1)-y-dy—arctgx-dr=0& (x* +1)- y-dy =arctg x-dx & y-dyz%
X+
Integriramo lijevu stranu jednadZbe, pa dobijemo:
1
dy==-v%.
Iy y > y
t = arctg x,
Desnu stranu jednadZbe integriramo koriste¢i zamjenu q 1 e Dobijemo:
t= .
1+x°
1, 1 2
jt-dt=—~t =—-arctg'x+C.
2 2

Izjednac¢avanjem dobivenih integrala slijedi:

y? =%- arctg’x + C.

L
2
Nepoznatu konstantu C odredimo koriste¢i pocetni uvjet y(0) = 0. Uvrstimo x =0iy=0u
gornju jednakost, pa dobijemo jednadzbu 0 =0 + C. Odatle je C =0.
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Dakle, rjesenje zadatka je:

1 2_1 2 2 _ 2 _
E.y _E.arctg X &yt =arctg x = y =arctg x.

b) Postupimo analogno kao u a) podzadatku. Imamo:

x-dy—y-(x+1)-dx=0<:>x-dy=y-(x+1)-dx<:>g=x—ﬂ-dx<:>ﬂ=[l+l)-dx.
y X y X

Integriramo lijevu stranu jednadzbe: J.Q =lny.
y

Integriramo desnu stranu jednadzbe:

J[1+lj.dx:Jl~dx+jl~dx=x+1nx=ln(€x)+lnx+C.
X X

Izjednac¢avanjem dobivenih izraza dobijemo:
Iny=In(e”)+Inx+C.

Nepoznatu konstantu C odredimo koristec¢i pocetni uvjet y(1) = e. U gornju jednakost uvrstimo
x=11y=e, padobijemo:

Ine=In(e")+Inl+C =1=1+0+C & C=0.
Tako kona¢no dobivamo:
Iny=In(e" ) +InxsIny=In(x-¢') = y=x-¢".

3. Obje zadane obic¢ne diferencijalne jednadZbe su nehomogene linearne obicne diferencijalne
jednadzbe 1. reda. U njihovu rjeSavanju koristimo identitete:

1

1 —1

e =x,e " ==, Vx>0.
X

a) Podijelimo jednadZbu s x. Dobivamo:

o1 sin x
y+—y= .
X X

sin x

Ocitamo P(x)=l, Ox)= , pa uvrstimo te funkcije u formulu za opce rjeSenje
X

navedenoga tipa obi¢nih diferencijalnih jednadZbi:

_fL LI . .
y=e Jx‘“.(jehd _dxc](j_dxc]i[jdxcj

X X

=é-(J.sinx-dx+C)=§'(—COSX+C)-
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Nepoznatu konstantu C odredimo Kkoriste¢i pocetni uvjet y(%)=0. U gornju jednakost
uvrstimo x = E 1y =0, pa dobijemo:
V4

O=2~[—cos§+Cj3—O+C=O:C=O.

Dakle, rjesenje zadatka je funkcija y=— cosx
X

Podijelimo obi¢nu diferencijalnu jednadZbu s ctg x, pri ¢emu primijenimo jednakost

=tgx, Vxe R\ {k z ke Z} . Dobijemo jednadZzbu:
ctg x 2

y|+(2-tgx)-y=2-tgx.

Ocitamo: P(x)=(Q(x)=2-tg x, pa uvrStavanjem u formulu za opce rjeSenje navedenoga tipa
obicnih diferencijalnih jednadZbi dobijemo:

y :e—jz-lgx-dx . (J‘el‘Z-lgx-dx . 2 th' dx+Cj :ez-ln(wsx) . [2 Je—z.Mamx) . % . dX+Cj —

COSX

:(C%x)z.(g.j L _@,dxw):mz%(}j sinx _dx+Cj:{zanjena; t=cosx}:

00S” X COSX oos’ x dt =—sinx-dx

=ooszx-(—2- | %-dt+Cj=coszx-[—2-%+l-f3” +Cj=ooszx-(f2 +C) =cos x- (008 x+C) =C-cos’ x+1.

Nepoznatu konstantu C odredimo koristec¢i pocetni uvjet y(0) = 2. U gornju jednakost uvrstimo
x=01y=2, padobijemo:

2=C-(cos0)V’ +le2=C+leC=1.

Dakle, rjeSenje zadatka je funkcija y =1+ cos” x.

4. Obje zadane obicne diferencijalne jednadzbe su Bernoullijeve obi¢ne diferencijalne jednadZbe.

a)

Zadanu obi¢nu diferencijalnu jednadZbu najprije transformiramo na sljedec¢i nacin:
x~(y' +y2)=y, /:x
. 1
y+y ==y,
X
o1
y ——-y=-y"
X

Qdatle oc¢itamo:

P(x) =—l, Ox)=-1,k=2.
X
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Uvrstavanjem u formulu za rjeSenje navedenoga tipa obicnih diferencijalnih jednadzbi
dobivamo redom:

1 1
(1-2)-| —dx —-dx
g(x)ze .[ x :ej-x — In x

2 X X x _ 2x . 2-x

= = = = c)y_—‘
(1—2)~jx-(—1)-dx+c jx~dx+c 1 2o ¥+2C X +2-C
2

y

Nepoznatu konstantu C odredimo koriste¢i pocetni uvjet y(1) = 2. U gornju jednakost
uvrstimo x = 11y =2, pa dobijemo:

2-1

= _oo= ©2+4.C=24.C=0& C=0.
’+2-C 1+2-C

2-x 2
2 ;

Stoga je rjesenje zadatka funkcija y = =
X
b) Zadanu obi¢nu diferencijalnu jednadZbu najprije transformiramo na sljedeci nacin:
x-(y'—y2)+y=O, /:x
|
y =y +—y=0,
X
o1
y+—y=y.
X
Odatle ocitamo:
1
P(x)=—, Q(x)=1, k=2.
by

Uvrstavanjem u formulu za rjeSenje navedenoga tipa jednadzbe dobivamo redom:

1 1
(1-2)- [ —dx —|—dx _
g(x):e -[x :eJ‘X :elnx:

1

y2—l _ X 1 1

= = - o y= )
(1—2)~J-l-l~dx+C ~Inx+C C-x—x-Inx Y C-x—x-Inx
x

Rl= %=

. T 1 .
Nepoznatu konstantu C odredimo koriste¢i pocetni uvjet y(e)=—— . U gornju jednakost
e
. . 1 .
uvrstimox=¢ i y=—— , pa dobijemo:
e

—lzéﬁ—ezC-e—@l@C~e=0<:)C=O.
e C-e—e-lne

1
x-Inx

Stoga je rjeSenje zadatka funkcija y=—
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5. Pretpostavimo da je y= y(x) trazena krivulja. Iz podatka da traZzena krivulja prolazi tockom A
zaklju€ujemo da mora vrijediti jednakost y(1)=1. Nadalje, neka je T =(x,,y,) bilo koja tocka
traZzene krivulje. Koeficijent smjera tangente povucene na traZenu krivulju u toc¢ki 7 jednak je

k = yl(xT). Prema uvjetu zadatka, taj koeficijent mora biti dvostruko ve¢i od omjera ordinate i
apscise tocke 7, pa zakljucujemo da vrijedi jednakost:

yg)=22L
xT
Ta jednakost vrijedi za svaku tocku 7, pa ,,brisanjem* indeksa dobivamo obi¢nu diferencijalnu

jednadzbu:

y =2

>

B
X

odnosno Cauchyjev problem u kojemu se pojavljuje homogena linearna obi¢na diferencijalna
jednadzba 1. reda:

UvrStavanjem u formulu za rjeSavanje navedenoga tipa obi¢nih diferencijalnih jednadZbi
dobijemo:

L l ﬂ){z
y=C-e f ne =C-ezfxdx=C-(32'l"’x=C-el ( )=C-x2, CeR.

Nepoznatu konstantu C odredimo koriste¢i pocetni uvjet y(1) = 1. U gornju jednakost uvrstimo
x=11iy=1, padobijemo:

1=C-I’=C=1.
Dakle, rjeSenje zadatka je krivulja y=x".

6. Pretpostavimo da je y= y(x) traZena krivulja. Iz podatka da traZena krivulja prolazi tockom A
zaklju€ujemo da mora vrijediti jednakost y(1)=2. Nadalje, neka je T =(x,,y,) bilo koja tocka
traZzene krivulje. Koeficijent smjera normale povuéene na traZzenu krivulju u toc¢ki 7 jednak je

k,=— ,(1 ) . Prema uvjetu zadatka, taj koeficijent mora biti jednak umnosku obiju koordinata
Y (X
tocke T, pa zakljuCujemo da vrijedi jednakost:
— 1 o x . y
vop)

Ta jednakost vrijedi za svaku tocku 7, pa ,,brisanjem* indeksa dobivamo obi¢nu diferencijalnu
jednadzbu

|
|
Il
=
<
)
'\<<
Il
|
g
~
Il
|
==

A
y’
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odnosno Cauchyjev problem u kojemu se pojavljuje obic¢na diferencijalna jednadzba 1. reda sa
razdvojenim (separiranim) varijablama

y =—

y()=

b}

< |-

L
X

2.
RijeSimo taj problem analogno kao u zadatku 2. Imamo redom:

dy 11 1 1 1,
e Coydy=—dro [y-dy=—[—dre = y*=-Inx+C, CeR.
PRI A S [y-dy Jx 5y

Nepoznatu konstantu C odredimo koriste¢i pocetni uvjet y(1) = 2. U gornju jednakost uvrstimo
x=11iy=2, padobijemo:

%~22:—ln1+C<:)2:0+C4:>C:2.
Stoga je:

y'=-Inx+2e y’=4-2-Inx=y=+/4-2-Inx.

N | =

Dakle, rjeSenje zadatka je krivulja y=+/4—-2-Inx .
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12. GRUPA ZADATAKA

1. U svim podzadacima najprije ¢emo napisati karakteristi¢cnu jednadzbu i rijesiti je. Opce rjeSenje
zavisi o tipu rjeSenja karakteristicne jednadzbe (dva razlicita realna rjeSenja, jedno dvostruko
realno rjeSenje ili dva razlic¢ita kompleksna rjeSenja).

a) Karakteristi¢na jednadZba glasi: k% +k-12=0. Njezina rjeSenja su k, =—4, k, =3. Ona su
medusobno razli¢iti realni brojevi. Stoga je traZeno rjeSenje: y=C, e +C,-e’".

b) Karakteristi¢na jednadZzba glasi: k?+16-k+64=0. Jedino njezino rjeSenje je k =-8. Stoga
—8-x

je traZzeno rjeSenje: y=(C,-x+C,)-e .

¢) Karakteristi¢na jednadzba glasi: k2 +9=0. Njezina rjeSenja su k, =-3-i, k, =3-i. Ona su
medusobno razlic¢iti kompleksni brojevi. Odaberemo ono rjeSenje koje ima strogo pozitivan
imaginarni dio. To je k, =3-i. Ocitamo realni i imaginarni dio toga rjeSenja: a =Re(3-i)=0,
b=1Im(3-i)=3. Stoga je traZeno rjeSenje:

y=[C, -cos(3-x)+C, -sin(3-x)]- e:; =C,-cos(3-x)+C, -sin(3 x).

=l

2. U svakom podzadatku najprije ¢emo rijeSiti pripadnu homogenu obi¢nu diferencijalnu jednadzbu
(ODJ) 2. reda s konstantnim koeficijentima. TraZeno partikularno rjeSenje odredujemo zavisno o
tipu rjeSenja pripadne karakteristicne jednadZbe i obliku desne strane polazne ODJ.

a) Pripadna homogena ODJ je: y" -4. yl +3-y=0. Njezina karakteristicna jednadzba glasi:
k*—4-k+3=0. Njezina rjeSenja su k=11k,=3.
Uocavamo da 0 nije rjeSenje karakteristi¢ne jednadZbe, pa je partikularno rjeSenje polinom ¢&iji
je stupanj jednak stupnju polinoma na desnoj strani polazne ODJ. Polinom 3-x—7 ima

stupanj jednak 1, pa partikularno rjeSenje polazne ODJ traZimo u obliku:

y,=A-x+B.
Tada su y;, =Ai yp =0, pa uvrstavanjem tih triju izraza u polaznu ODJ dobijemo:

3.A=3,
0-4-A+3-(A-x+B)=3-x-7 < & (A,B)=(1,-1)
—4-A+3-B=-7

Dakle, trazeno partikularno rjeSenje je y, =x—1.

b) Pripadna homogena ODJ je: y" + yl =0. Njezina karakteristi¢na jednadzba glasi: k> +k=0.
NjezinarjeSenjasu k, =—-11 k,=0.

Uocavamo da je 0 jednostruko rjeSenje karakteristicne jednadzbe i da je desna strana polazne

weee

traZimo u obliku:

Yy, =x'""(A-x+B)=A-x’+B-x.
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Tada su y;, =2-A-x+B i yp =2-A, pa uvrStavanjem tih dvaju izraza u polaznu ODJ
dobijemo:

2-A=
2:-A+2-A-x+B=2-x-T

]

< (AB)=(1,-2
2-A+B=0 (A.5)=0.-2)

Dakle, traZeno partikularno rjesenje je y, = X =2-x.
¢) Pripadna homogena ODJ je: —y" + y' =0. Njezina karakteristicna jednadzba glasi:
—k*+k=0. NjezinarjeSenjasu k, =01 k, =1.

Uocavamo da je 0 jednostruko rjeSenje karakteristicne jednadzbe i da je desna strana polazne

weee

traZimo u obliku:

y,=X (A X +B-x+C)=A-X' +B-X’ +C-x.

Tadasu y, =3-A-x>+2-B-x+C i y =6-A-x+2-B, pa uvritavanjem tih dvaju izraza u

polaznu ODJ dobijemo:
3-A=3,
3A-x* +2-B-x+C—(6-A-x+2-B)=3-x" ©{-6-A+2-B=0,< (A,B,C) =(1,3,6)
-2-B+C=0

Dakle, traZeno partikularno rjesenje je y, =x’ +3-x* +6-x.
d) Pripadna homogena ODJ je: y" -3 y' +2-y=0. Njezina karakteristina jednadzba glasi:
k> =3-k+2=0. NjezinarjeSenjasu k, =11k, =2.

Uocavamo da je 2 jednostruko rjeSenje karakteristicne jednadzbe i da je desna strana polazne
ODJ umnozak konstante (1) i eksponencijalne funkcije (e**). Stoga partikularno rjeSenje
polazne ODJ traZzimo u obliku:

Tada su:
v, =A(€ +x-2-e")= A2 x+1)- €,
v, =A 2 +2 x+1)- 2 = A (4o x+4) 07,
pa uvrStavanjem tih triju izraza u polaznu ODJ dobijemo:
A -x+4)- =3 A- 2 x+D)-e +2- A-x- e = @ A =" & A=1.

X

Dakle, trazeno partikularno rjeSenje je y, =x- e
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2. U svim zadacima najprije ¢emo naéi opée rjeSenje zadane nehomogene linearne ODJ 2. reda s
konstantnim koeficijentima koriste¢i pravilo da je to opée rjeSenje jednako zbroju opéega rjeSenja
pripadne homogene linearne ODJ 2. reda s konstantnim koeficijentima i bilo kojega
partikularnoga rjeSenja zadane ODJ. Iz pocetnih uvjeta dobit ¢emo konacno rjeSenje zadatka.

Radi jednostavnosti, s y, oznaceno je rjeSenje pripadne homogene ODJ, s y,  partikularno

rjeSenje, as y, opcCe rjeSenje zadane ODJ. Oprez: y, nije konacno rjeSenje zadatka!

a) Pripadna homogena ODIJ je: y" -4. yl +4-y=0. Njezina karakteristi¢na jednadZba glasi:
k> —4-k+4=0.Ona ima jedinstveno rjeSenje k, =k, =2 . Stogaje y, =(C,-x+C,)-e**.

Desna strana zadane ODJ je polinom 3. stupnja. Budu¢i da O nije rjeSenje karakteristiCne
jednadzbe, y, Ce biti takoder polinom 3. stupnja. Dakle, neka je y, =AX+B-xX’+C-x+D,

pri ¢emu su A,B,C,D € R konstante. Deriviranjem dobivamo:

y,=3-A-x’+2-B-x+C,
y,=6-A-x+2-B.

Uvrstavanjem ovih triju izraza u zadanu ODJ dobivamo:

6-A-x+2-B—4-3-A-x’+2-B-x+C)+4-(A- X’ +B-x*+C-x+D)=8-x°,

4-A- X’ +(~12-A+4-B)- x*+(6-A-8-B+4-C)-x+(2-B-4-C+4-D)=8-x°,
4-A=8, A=2,
-12-A+4-B=0, B=3-A,
6-A—8-B+4-C:0,@ 3-A-4-B+2-C=0,
2-B-4-C+4-D=0 |B-2-C+2-D=0

< (A,B,C,D)=(2,6,9,0)

Zbog toga je
Y, =2-X'+6-x" +9-x+6,
odnosno
Y, =3+, =(C-x+C)- € +2-xX +6- X’ +9- x+6.

Odredimo nepoznate konstante C, i C,. Iz pocetnoga uvjeta y(0)=6 zakljuujemo da mora
vrijediti jednakost:

6=(C,-0+C,)- e’ +2:0°+6-0°+9-0+6.

Odatle lako slijedi C, =0.

Iz pocetnoga uvjeta y(1) =23 zaklju€ujemo da mora vrijediti jednakost:
23=(C,-1+C,)- "' +2-1’+6:1° +9-1+6.

Odatle lako slijedi C, +C, =0.Zbog C, =0 slijedi C, =0. Stoga je rjeSenje zadatka:

y=(0-x+0)- ¢ +2- X’ +6: 8" +9-x+6=2- X’ +6- X +9- x+6.
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b) Pripadna homogena ODJ je: y +y=0. Njezina karakteristi¢na jednadzba je k>+1=0.
Rjesenja te jednadZbe su k, =—i, k, =i. RjeSenje koje ima strogo pozitivan imaginarni dio je
k, =i, paocitamo: a =Re(k,) =0, b=Im(k,)=1. Stoga je:

y, =(C,-cosx+C, -sinx)-e"* =C,-cosx+C, -sinx.

Desna strana polazne ODJ je 2-sinx . Koeficijent uz x (zapravo, kruzna frekvencija) u tom
izrazu jednak je S =1. Primijetimo da je f-i=1-i=i=k,, odnosno da je S-i jednostruko
rjeSenje karakteristicne jednadzbe. Zbog toga partikularno rjeSenje polazne ODJ traZimo u
obliku:
y, =x -(A-cosx+B-sinx)=x-(A-cosx+B-sinx).

Deriviranjem ovoga izraza dobivamo:

y;, =A-cosx+B-sinx+x-(B-cosx—A-sinx) =(B-x+A)-cosx+(—A-x+ B)-sinx,

y; =B-cosx—(B-x+A)-sinx—A-sinx+(—A-x+B)-cosx=(—A-x+2- B)-cosx+(—B- x—2- A)-sin x.
UvrStavanjem izraza za y, i y; u zadanu ODJ dobivamo:

(-A-x+2-B)-cosx+(—B-x—2-A)-sinx+x-(A-cosx+B-sinx)=2-sin x,

2-B-cosx—2-A-sinx=2-sinx,

2B=0 L AB)=(-10)
2-A=2 S
Dakle, y, =x-((—=1)-cosx+0-sinx)=—x-cosx, paje

y,=C,-cosx+C,-sinx—x-cosx.

Odredimo nepoznate konstante C, i C, . Iz poCetnoga uvjeta y (%) =1 slijedi:

1=C, -cos z +C, -sin Z1-[Z ) cos| Z <G, =1.
2 2 2 2

Iz pocetnoga uvjeta y(x) =7z slijedi:
7 =C,-cos()+C,-sin(wr)—7x-cos(x) & C, =0.
Dakle, rjeSenje zadatka je:
y=sinx—x-cosx.

¢) Pripadna homogena ODJ je: y" +4-y=0. Njezina karakteristicna jednadzba je k*+4=0.
RjeSenja te jednadzbe su k, =-2-i, k, =2-i. RjeSenje koje ima strogo pozitivan imaginarni
dio je k, =2-i, pao¢itamo: a = Re(k,) =0, b=1Im(k,) =2 . Stoga je:

¥, =[C,-cos(2-x)+C, -sin(2-x)]- " = C, -cos(2-x) + C, -sin(2- x) .
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Desna strana polazne ODJ je 4-cos(2-x). Koeficijent uz x u tom izrazu jednak je S=2.
Uo¢imo da je B-i=2-i=k,,
jednadzbe. Zbog toga partikularno rjeSenje polazne ODIJ trazimo u obliku

odnosno da je f-i jednostruko rjeSenje karakteristicne

y, =x -[A-cos(2-x)+B-sin(2-x)] = x-[A-cos(2- x) + B-sin(2- x)].
Deriviranjem ovoga izraza dobivamo:
y;, =A-008(2 X)+B-sin(2- x)+x-[2- B-cos(2- x) —2- A-sin(2- x)| =(2- B- x+A)-cos(2 x) +(2- A x+B)-sin(2- x),

¥, =2 B-oB(2-0)—2-(2- B-x+A)-sin2- )2 ASin(2- x)+2- (-2 A x+ B)-cos(2- x) =
=(~4- A x+4- B)-008(2- %) +(~4- B- x—d- A)-Sin(2- x).

UvrStavanjem izrazaza y, i y, uzadanu ODJ dobivamo:

(—4-A-x+4-B)-cos(2-x)+(—4-B-x—4-A)-sin(2-x)+4-x-[A-cos(2-x)+B-sin(2-x)] =4-cos(2- x),
4-B-cos(2-x)—4-A-sin(2- x) =4-cos(2- x),

B L AB=0. 1)
—4-A=0 S

Dakle, y, =x-[0-cos(2-x)+1-sin(2- x)] = x-sin(2- x) , pa je
v, =C, -cos(2-x)+C, -sin(2-x)+ x-sin(2- x).
Odredimo nepoznate konstante C, i C,. Iz pocetnoga uvjeta y(0)=1 slijedi:

1=C,-cos(2-0)+C, -sin(2-0)+0-sin(2-0) < C, =1.

N . T T ... ..
Iz pocetnoga uvjeta y(zj = T slijedi:

Z:C1 ~cos(2~£j+€2 ~sin(2~£j+£-sin(2~£j < C,=0.
4 4 4) 4 4

Dakle, rjeSenje zadatka je:

y=1-cos(2-x)+0-sin(2-x)+ x-sin(2- x) =cos(2- x)+ x-sin(2- x) .

Pripadna homogena ODIJ je: y" —-9.y=0. Njezina karakteristi¢na jednadzba je k>°—9=0.
Rjesenja te jednadzbe su k, =-3, k, =3.Ta rjeSenja su medusobno razliiti realni brojevi.
Stoga je:

y,=C, e +C, .
Desna strana polazne ODJ je 6-¢**. Koeficijent uz x u tom izrazu jednak je B =3. Uocimo
da je =3 jednostruko rjesenje karakteristi¢ne jednadzbe. Zbog toga partikularno rjeSenje
polazne ODJ trazimo u obliku:

1 3 3
y,=x Ae’=A-xe".
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Deriviranjem ovoga izraza dobivamo:

y;, :A’€3-X+A'.X'3'e3-x :(3.A.x+A).e3-x,
y:;:3.A.63-x+(3~A.x+A).3,e3.x:(9.A.x+6.A).eg.X‘

UvrStavanjem izraza za y, i y; u zadanu ODJ dobivamo:

(9-Ax+6-A)- " =9 -A-x-e =6 ©6-A-" =6 = A=1.
Dakle, y, =x-e™, paje:

v, =C, e 4 C, e x-e.
Odredimo nepoznate konstante C, i C,. Iz pocetnoga uvjeta y(0) =1 slijedi:
1=C,-e?’+C, e’ +0-e" = C, =1

Iz podetnoga uvjeta y(1)=2-¢’ i dobivene jednakosti C, =1 slijedi:

228 =C, e +C, e+l e e2.87=Cre +1 e+ & C, =0.
Dakle, rjeSenje zadatka je:

y=0-e+1-e +x- =(x+1)-€".
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13. GRUPA ZADATAKA

1. U svakom podzadatku treba primijeniti Laplaceove transformacije:

L(y)=5"F(s)-s 30—y ©)
L{y)=sF(s)-yO).
L(y)=Fs),

uz uvazavanje zadanih pocetnih uvjeta.

a) Primjenom Laplaceove transformacije dobijemo redom:
) 1 6
5T F(s)—s-5-1+s-F(s)-5+F(s)=—+—,
N S

F(s)~(s2+s+1)=i2+§+5~s+6,
S S

58 +6-5+6-5+1
Sz ’
582 +6-52+6-5+1

2 (2 +s+1)

F(s) (s +s+D)=

F(s)=

Podijelimo polinome 5-s° +6-s° +6-s+11i s> +s+1 prema pravilu za dijeljenje polinoma:

G-5+6-574+6-s+D):(s*+s+1)=5-5+1
—(5-5+5-5°+5-5)

s +s+1
—(s*+s+1)

0

Tako dobijemo:

3 2 2
F(s):5 s +6-54+6 s+1:(5 s+1)-(s +s+1):5 s+1:5 1

sS(sT+s+1D) sS (s +s+)D) s? s 50

Invertiranjem ovoga izraza lako nalazimo original:
y=5+x=x+5.

b) Primjenom Laplaceove transformacije dobijemo redom:

32~F(s)—s~1—(—1)+s~F(s)—1+i2+F(s)=0,
s

F(s)-(s2+s+1)=—i2+s,
N
3

F(s)~(s2+s+1)=s‘;1,
s
s =1 (=D (sP+s+D) _s—1_ s 1 1 1
F(s)= 2 2 T2 2 T~ 2 T 2 2T T
s (sT+s+1) s (s +s+1) s s© st s s
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Invertiranjem ovoga izraza lako nalazimo original:

y=l-x=-x+1.

¢) Primjenom Laplaceove transformacije dobijemo redom:

$F(s)=s5-0— (D) +s5-F(s)-0=2. - 4+ L.
S S
F(s)- (s +5) =2+ 11,
S S
)
F(S).(Sz-f-s):%m’
S

—s +s5+2 sT—s5-2 (s+1)-(s=2) s—=2 1 2
= =— = — =4 —
s2-(s*+5) s2-(s*+9) s (s+1) K s 5

T =

F(s)=

Ovdje smo primijenili i rastav s> —s—2=(s+1)-(s—2) koji se lako dobije rjesavanjem

kvadratne jednadZbe s* —s—2=0. Preostaje invertirati dobiveni izraz i dobiti:
y=—x+x"=x"—x.
d) Primjenom Laplaceove transformacije dobijemo redom:
s F(s)—s-2—-0—s-F(s)+2= 2(%2—%]

F(s)-(sz—s)=%—g+2-s—2,
N N

F(S)-(SZ—S)=2.S —2-52—2-s+2’
N
2-83-2-57=2-542 2-87(s—D)=2-(s—=1) 2-(s—-D-(s*-1)
F(S)= 2 2 = 2 = 3 =
s (s =) s -5-(s—1) s -(s—1)
2

3
N

2 _ 2
=2s 2=2s _322.1_
s

3

N 3 S3 N
Preostaje invertirati dobiveni izraz i dobiti:

y=2-x"=—x"+2.

e) Primjenom Laplaceove transformacije dobijemo redom:

1

sz-F(s)—s-2—0—(s-F(s)—2)—2-F(s):—2-—l,
§—

F(s)-(sz—s—Z):—il+2-s—2,
s—
2_ . —_— .
F(s)-(sz—s—Z)zz s —=2-5=2 s,
s—1
2-5(s=2) 2-5-(s=2) _ 25 —9. s

O =52 6D 606 1 s T

Ovdje smo primijenili rastav iz prethodnoga zadatka. Preostaje primijeniti inverz Laplaceove

transformacije i dobiti:

y =2-ch x = (prema definiciji funkcije ch)y=e* +¢™".
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f) Primjenom Laplaceove transformacije dobijemo redom:

]

s2-F(s)—s-l—2+s-F(s)—l—F(s)+5-2;=0
s +1

s - F(s)—s-1-2+4s-F(s)=1-F(s)+5- 21 =0,
s +1

F(s) (s +s-1)=—

25 +5+3,
s +1

_ S4357+s-2
(s +D-(s*+s-1)

F(s)

Podijelimo polinome s* +3-s>+s—2 i s* +s—1. Dobijemo:
(s +3-57+s5-2): (s +s—1)=s5+2
(s’ +57 =)
2.5 +2-5-2
—(2-5*+2-5-2)
0
Stoga je:

S +3-57+5-2 _ (s+2)~(sz+s—1)_s+2_ s 1

F(s)= =. = = +2- .
O D (P a5 D (D (s D) sal sal T

Invertiranjem ovoga izraza lako dobijemo:

y=cosx+2-sinx=2-sinx+cosx.

g) Primjenom Laplaceove transformacije dobijemo redom:

2 F(s)—s-2-242-5-F(s)—4+2-F(s)+10- 22 4=o,
sT+

F(s)-(s*+2-54+2)=—

2+

_2-5°4+6-57+8-5+4
(s> +4)- (5 +2-5+2)

20 +2-5+6,
4

F(s)

Podijelimo polinome 2-5* +6-s* +8-s+4 i s°+2-5+2:

2-54+6-5+8 5+4):(s*+2-5+2)=2-5+2
—(2-5°+4-5"+4-5)

2.5 +4-5+4
—(2-5"+4-5+4)

0
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Tako dobijemo:

F(s) = 2:57+6-57+8-s+4  (2:5+2)-(s+2-5+2) 2-5+2 s 2
(s+4) (5" +2-5+2)  (s°+4)-(s"+2-5+2) s*+4 s*+4

s*+4
Invertiranjem ovoga izraza lako dobijemo:
y=2-cos(2-x)+sin(2-x)=sin(2-x)+2-cos(2- x).

h) Primjenom Laplaceove transformacije dobijemo redom:

sz-F(s)—s-0—2—(s-F(s)—0)=2-L1,
o_

F(s)-(sz—s)=i+2,
s—1
F(S)-(SZ—S)=ﬂ
s—1
F(s) = 2-s 2-s 2 1

GG s s 6 G 2 Gl
Invertiranjem ovoga izraza dobijemo:
y=2-x-¢e".
i) Primjenom Laplaceove transformacije dobijemo redom:

N

2

s F(s)—s-0—0+F(s)=8- ,
s +1

8-s
st +1
85 2.8
TR P+

F(s)-(s*+1) =

s

F(s)

Invertiranjem ovoga izraza dobijemo:
y=4-x-sinx.
j) Primjenom Laplaceove transformacije dobijemo redom:

2 F(s)—s-0=3+F(s)+6- ! 1=0,

2+

F(s)- (s> +1)=— +3,

s2+1
3.57-3

s2+1

3523 3.1, -1
TR (SR (P

F(s)-(s*+1)=

F(s)

Invertiranjem ovoga izraz dobijemo:

y=3-x-cosx .
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k) Primjenom Laplaceove transformacije dobijemo redom:
5’ -F(s)—s-l—z—z-s~F(s)+2+4-iZ=—,
N N

F(s)-(sz—2~s):z—i+s
s 5

2

2

3 —
F(S).(Sz_z.s):w
s
s +2-5—4 _s3+2~s—4_ s 2-5—4 1 2:-(s=2) 1

F(s)=—
s

Invertiranjem ovoga izraz dobijemo:

y =" +xt=xt+e .
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14. GRUPA ZADATAKA

1. Odredimo prve tri derivacije zadane funkcije:
u =(x3 -3-x° +6-x+2036)-e)‘,

u =(x+2042) ¢,
u = +3- x> +2042) ¢

UvrStavanjem izraza za u iu uzadanu jednadZbu dobijemo:
u —u =(x+3- 27 +2041)- ¢ —(x* +2041)- " =31 -¢",
a to je upravo desna strana zadane jednadzbe. Time je dokaz zavrSen.

2. Zapisimo zadanu jednadZbu u obliku

1
2,22
X

y-=y=
X
Vidimo da je rije¢ o Bernoullijevoj obi¢noj diferencijalnoj jednadzbi. Oc¢itamo:

2 1
P(x)=Q(x)=—;, k=5.

Uvrstavanjem tih podataka u formulu za rjesenje Bernoullijeve jednadzbe dobijemo:

1 2 1 1
g(x)_e(ligjji; 5'(_2)'.{;"1’(: ~nx eln(fl)zx*l:l,
X
1 1 1
. il il il
y?l: X _ X __ X
(1—1j 1.2 gevc 1-2-](—12)01“(: —+C
2)%x x X X
1 —+C
y2==% =C-x+1

U ovu jednakost uvrstimo x =2, y =9, pa dobijemo jednadzbu:

1
2.C+1=922.C+1=3C=1.
Prema tome slijedi:

1
y2=x+1= yz(x+1)2 =x>+2-x+1.

3. Zadanu jednadzbu moZemo zapisati u obliku:

y = (ctgx) y=0.
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Vidimo da je rije¢ o homogenoj linearnoj obi¢noj diferencijalnoj jednadzbi 1. reda. Ocitamo:
P(x)=—ctg x, pa uvrstavanjem u formulu za rjeSenje navedenoga tipa jednadzbe imamo:

—I—ctg x-dx ctg x-dx

y=C-e =C-eI =C-e™" =C-sinx.

U ovu jednakost uvrstimo x = %-7[, y =1, pa dobijemo:

1=C-sin(%-7£]<:>c=1.

Dakle, rjesenje zadatka je:
y=sinx.
4. Pripadna karakteristi¢na jednadzba je
k> +8-k+17=0.
NjezinarjeSenjasu k, =—4—i, k, =—4+1i.
RjeSenje sa strogo pozitivnim imaginarnim dijelom je k, =—4+1i, pa o¢itamo:
a=Re(k,)=—4, b=Im(k,) =1.
Stoga je opce rjeSenje zadane jednadZbe:

y=(C, -cost+C, sint)-e™*', C,,C,e R.

. . ‘o . . . . T .
Nepoznate konstante C,,C, € R odredimo iz pocetnih uvjeta. UvrStavanjem =0 i t:E u opce

rjeSenje zadane jednadZzbe dobijemo:

1=C, 1,

0=C, e

1=(C,-cos0+C, -sin0)-e",
{ , & (C,C)=(1,0).

o
0= [Cl cosZ+ C, -sinzj e
2 2

Dakle, rjeSenje zadatka je:
y=e*"-cost.
5. U ovome su slucaju
L(y')=5"F(s)-0-s—(-4)=5" - F(s)+4,
L(y)=F(s),
1 8

L8 -sinw)=8-L(sinw)=8-——= .
( ) ( ) S+ st +1

UvrStavanjem tih izraza u zadanu jednadZbu dobijemo:
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s2-F(s)+4+F(s)=

241
F(s)-(s*+1)= -4,
() (s ) s +1
—4-5*+4 s7—1
Fs)-(s2+1)= 2 T2 o g 2 =0
() (s ) s2+1 = s2+1
s —1
F(s)= (-4 ——.
(s2+1)

Invertiranjem ovoga izraza lako dobijemo:
y=—4-w-cosw.

6. Iz postavki zadatka dobivamo sljedeci Cauchyjev problem:

{y' =x+y+3,
y(0) =-3.

Rijesimo taj problem. Jednadzbu moZemo zapisati u obliku:
y —y=x+3.

Odatle zakljucujemo da je rije¢ o nehomogenoj linearnoj obi¢noj diferencijalnoj jednadZzbi 1. reda.
Ocitamo:

P(x)=-1, Q(x)=x+3,

pa te funkcije uvrstimo u formulu za rjeSenje navedenoga tipa jednadzbe:

y=edere -Uef(‘”'d‘ -(x+3)-dx+cj=ef““ -Ue'J‘“ -(x+3)-dx+cj=

u=x+3 v=Ie’X-dx=—e’x

du=dx dv=e"-dx

e"-(J.e”‘-(x+3)~dx+C)= =e*-(—(x+3)~e**'—j—e**.dx)=

= -(—(x+3)~e")‘ +Ie“” -dx-i—C):e)‘ ~(—(x+3)-e“” - +C) =—x-3-14+C-e"=C-¢" —x—-4.

Nepoznatu realnu konstantu C odredimo iz pocetnoga uvjeta. UvrStavanjem x=0, y=-3 u
dobiveni izraz slijedi:

3=C-¢"-0-4-3=C-4C=1
Dakle, rjesenje zadatka je krivulja:

y=e" —x—-4.
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15. GRUPA ZADATAKA

Pripadna karakteristicna jednadZba glasi:
k*=8-k+17=0.

Njezina rjeSenja su k, =4+4i i k, =4 —i. RjeSenje koje ima strogo pozitivan imaginarni dio je k,,
pa oCitamo: a =Re(k,) =4, b=Im(k,) =1. Stoga je traZzeno opce rjeSenje zadane jednadzbe

y=(C, -cosx+C, sinx)-e**, C,,C,e R.
Odredimo prve tri derivacije zadane funkcije. Imamo redom:
. - (1 1 2
u=2t+l-e? | — |+0=2-t+1+—-¢ 2,
2 2

1
1 ) ‘E"

—-—-e
4
1, Ly
NIRRT
4 2 8

Uvrstavanjem posljednjih dvaju izraza u lijevu stranu zadane obic¢ne diferencijalne jednadzbe
dobijemo:

s

1
u”:2+0+1-(—1)92 =2
2 2

1,
2~um+u”=2~l-e 2 +2—l-
8 4

Sto je i trebalo pokazati.

Podijelimo zadanu obi¢nu diferencijalnu jednadZbu s x. Dobijemo:
o1 .
y ——-y=—x-sinx.
X

Uocavamo da je rije¢ o nehomogenoj linearnoj obi¢noj diferencijalnoj jednadzbi 1. reda, pri cemu
su P(x)= 1 i Q(x)=—x-sinx . Uvrstimo navedene funkcije u formulu za rjeSenje nehomogene
X

linearne obi¢ne diferencijalne jednadzbe 1. reda, pa dobijemo:
1 1
[P(x)-dx=[-=-dr=—[=-dx=—Inx,
X X
J.ejp(x)m -Q(x)~dx=J-e_1"“ ~(—x-sinx)-dx= —J.eln({]) -x~sinx-dx=—J-l-x~sinx- dx=—jsinx~dx=cosx,
X

y=e o -Uejpmdr 'Q(x)-dx+Cj:e’(’l““ (cosx+C)=€""(cosx+C)=x-(cosx+C), Ce R.

U posljednju jednakost uvrstimo pocetni uvjet, tj. x = Ziy =—7.
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—rm=x-(cost+C),
—r=x-(-1+0C),
-t=-7x+C-7,
C-n=0, /I'x
C=0.

Stoga je rjesenje zadatka:

Y =X:COSX.

Zadanu obi¢nu diferencijalnu jednadZbu moZemo rijesiti na dva nacina: ili kao homogenu linearnu
obi¢nu diferencijalnu jednadzbu 1. reda ili kao obi¢nu diferencijalnu jednadzbu 1. reda sa
razdvojenim (separiranim) varijablama. Opredijelimo se za prvi nacin.

Oc¢itamo P(x)=tgw, pa uvrStavanjem u formulu za rjeSenje navedenoga tipa jednadZbe
dobijemo:

7J.P(w)~dw

—|tg w-dw (-1 W 1 SW
y=C-e =C-(3J =(C.e T phtcosm) — . cosw, CeR.

Nepoznatu konstantu C odredit ¢emo koriste¢i pocetni uvjet. U dobivenu jednakost uvrstimo
w=01 y=1, padobijemo:

1=C-cos(0)=C=1.
Dakle, rjesenje zadatka je funkcija y =sinw .

Imamo redom:

1

2-|s* F(s)—s-1=-2|=-3-[s - F(s)-1]=2- ,
[s (s)—s } [s (s) ] -
2.5 F(s)=2-5s—4-3-5-F(s)+3= 2 ,
s—2
N 2
F(s)- (28" =3-5)=——+2-5+1,
s—=2
F(s)~(2~s2—3~s)=2+(2.S+1).(S_2),
s—2
2 —_— . —_— . 2— .
F(s)=2+2s+s24s 2= 2.8 32s _ 1 ’
(s=2)-(2-5°=3-5) (5—-2)-2-5°=3-5) s-2
y=e"'.

Rijesimo najprije zadanu obi¢nu diferencijalnu jednadZbu. Podijelimo je s x*. Dobijemo:

Tako redom imamo:
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=M ) 1
e
1
2-1 X
y = 9
(1—2)-]1-%-dx+c
X X
1 1 1 1 1
y= X _ X _ X __ X __ x
3 ) >
(_1)I%dx+c (—Z)J.X -dx+C (—2)'%')6_3“-}-6‘ x +C LZ+C
by +1 X
1
__ox X
Y C-xX*+1 C-xX*+1
2
X

Ova krivulja mora sjec¢i pravac y :% u tocno jednoj tocki. Iz toga podatka dobivamo sljedeci

sustav dviju jednadZbi s dvije nepoznanice:

_ X
CCxX 4+l
1

)’—E-

Lijeve strane jednadZbi su jednake, pa takve moraju biti i desne strane. Odatle slijedi:

1
+=—(:)2-x=C-x2+14:)C-x2—2~x+1=0.
C-x+1 2

Ova kvadratna jednadZba ¢e imati to€no jedno rjeSenje ako i samo ako njezina diskriminanta D
bude jednaka nuli. Tako dobivamo linearnu jednadZbu s nepoznanicom C. Rijesimo je:

D=(-2)’-4-C-1=4-4.C,
D=0o4-4.C=04-C=4C=1.

Dakle, trazena jednadzba krivulje je:

X

p— x p—
YT P4 P+l
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