TVZ Matematicki alati
u elektrotehnici
(preddiplomski stru¢ni

studij elektrotehnike)

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehmicki odjel

Vjezba 12.
Laplaceovi transformati. Rjesavanje
Cauchyjevih problema u MATLAB-u.

Zadatak 1.
Odredite Laplaceove transformate sljedecih realnih funkcija:

a) f(x)=x"-€" (varijabla u rjeSenju treba biti p);

b) g(t)=t-cos(2-1) (varijabla u rjeSenju treba biti s).
Zadatak 2.
Odredite Laplaceove transformate sljedecih realnih funkcija:

1, zaxe|0,5
[ > (varijabla u rjesenju treba biti p);

5 roef:

e, zax>5.

2,zat>2,

b) g(t)={ '

arijabla u rjesenju treba biti s).
t, zate[O,Z). (vari] ) ) )

Zadatak 3.

Odredite originale (inverze) sljede¢ih Laplaceovih transformata:

4-(4-3

a) F(p)= (varijabla u rjesenju treba biti ¢);

3

(p2+4
8:(3-5'~6-5"+8)

b) G(s)= :
(s-(s—2)-(s+2))

Zadatak 4.

Rijesite sljedeée Cauchyjeve zadade:

{y' +(arctg x)- y =0,
a)

y(0)=1.
{ y +[
)’(1) 5.
YHy=@-y),
c)
y(O)——
d) {y +2.y+y= (Pretpostavite da je y = y(¢).)
)’(0) =y (0)=1.
y +y=sinw,
e)
y(0) = y =0.
{ +4-y=cos(2-v),
¥(0) =y (0) =0.
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Zadatak 5.

Odredite eksplicitnu jednadzbu krivulje koja prolazi ishodiStem i ima svojstvo da je koeficijent smjera
bilo koje njezine tangente jednak kvadratu zbroja koordinata diralista te tangente. Nacrtajte tu krivulju.

Zadatak 6.

Vruéu kavu temperature 95°C ulili smo u Salicu smjestenu u sobi ¢ija je temperatura 22°C, pa se zbog
toga kava za jednu minutu ohladila na 90°C . Za koliko ¢e se minuta (racunajuéi od trenutka u kojemu

je temperatura kave bila 95°C ) kava ohladiti na 65°C ? (Zaokruzite rezultat na jednu decimalu.)

Napomena: Pretpostavite da je brzina hladenja kave proporcionalna razlici temperature kave i
temperature sobe, te da je temperatura sobe konstantna.

Rezultati zadataka:

2.6 6-(s'-24-5* +16)
1. a) F(p)=—-;b) G(s)= - :
(p+1) (s> +4)
55 L 5 1_ -2:p
2. a) F(s)="2 2:¢ +2; b) G(p)= ez .
2.5 p

3. a) f(t)=—t-sin(2-1); b) g(x)=(x-shx)’.

2.2 +2-1+1 1
t—2§ C) y=

1 2
4. a) y=1+x> - b) y=—+=+2= =0,
)y )y £t w42 u+?2

d) y=Q-t+)-€e" ;e) y:—%-w-cosw; f) y:i-v-sin(Z-v) :
5. Krivulja i njezina jednadzba prikazane su na slici 1.

6. 7.5.

y = tan(x) - x

y

A0t

Slika 1.
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Komentari i objasnjenja programskih kodova

Ova vjezba je posljednja vjezba iz predmeta Matematicks alati w elektrotehnici. U njoj
¢emo upoznati tri nove ugradene funkcije u MATLAB-u. To su: 1aplace namijenjena
odredivanju Laplaceovih transformata, ilaplace namijenjena odredivanju originala
(inverza) Laplaceovih transformata i dsolve namijenjena rjesavanju obic¢nih
diferencijalnih jednadzbi, odnosno Cauchyjevih problema. Prve dvije funkcije su vrlo
jednostavne za koristenje jer imaju samo dvije ulazne varijable. Posljednja funkcija je
malo slozenija, posebno kad se primjenjuje na rjeSavanje Cauchyjevih problema, ali ni s

njom ne¢emo imati (pre)velikih problema.

Svakako se preporucuje da prije rjesavanja zadataka ponovite odgovarajuce gradivo iz
Matematike 2 kako biste znali na Sto se tocno odnosi pojedini zadatak, odnosno sto je u
zadatku zadano, a Sto se trazi. Ucinite li to, bit ¢e vam lakse rjesavati zadatke.

z1l.m

U ovom zadatku upoznajemo ugradenu funkciju laplace. Ona odreduje Laplaceov
transformat realne funkcije. Ovdje se ne¢emo baviti teorijom i razmatrati koje realne
funkcije imaju Laplaceove transformate i uz koje uvjete. O tome smo nesto vise govorili
u  Matematici 2. Pretpostavit ¢emo da obje funkcije imaju svoje Laplaceove
transformate, odnosno da su podzadaci dobro zadani.

Ugradena funkcija laplace ima to¢no dvije ulazne varijable. Prva ulazna varijabla je
pravilo ili oznaka funkcije ¢iji Laplaceov transformat zelimo odrediti. U pravilu ée to
biti oznaka funkcije jer ¢emo pravilo zadati u neposredno prethodnom retku. Druga
ulazna varijabla je varijabla koja ¢e biti koriStena u Laplaceovu transformatu. Nju
bismo trebali znati unaprijed. Ta se varijabla obi¢no oznacava s p, s1i sl.

Vrlo je korisno prije pocetka rjesavanja ovoga zadatka predvidjeti rezultat. Svaki
Laplaceov transformat elementarne funkcije (ili ,kombinacije (zbroja, umnoska,
koli¢cnika i sl.) elementarnih funkcija) je prava racionalna funkcija. To ne znadci da je
Laplaceov transformat svake realne funkcije (koja ima Laplaceov transformat) prava
racionalna funkcija. Naime, realna funkcija moze biti zadana i po dijelovima, kao Sto
¢emo vidjeti u zadatku 2. U tom slucaju njezin Laplaceov transformat nije prava

racionalna funkcija.

Struktura nasega koda je vrlo jednostavna. U prvom retku popisemo sve simbolicke

varijable (u obama podzadacima). One su (abecednim slijedom) s, ¢t i z. U drugom i
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tre¢em retku zadajemo pravila funkcija fi g. U ¢etvrtom i petom retku odredujemo
Laplaceove transformate zadanih funkcija, pri cemu je varijabla u Laplaceovu
transformatu funkcije f jednaka p, a varijabla u Laplaceovu transformatu funkcije ¢
jednaka s. Pravila dobivenih pravih racionalnih funkcija pojednostavljujemo primjenom
ugradene funkcije simplify, pa ih pregledno ispisujemo u posljednjemu retku koda.

Pitanje za razmisljanje: Kako biste trazene Laplaceove transformate odrediti bez
primjene ugradene funkcije laplace? Preinacite programski kod na odgovarajuci
nacin tako da ispisuje ispravne rezultate. (Uputa: Primijenite ugradenu funkciju int.
Ne zaboravite pretpostaviti da varijabla transformata mora biti strogo pozitivna, pa
trebate primijeniti i ugradenu funkciju assume.)

z2.m

U ovom zadatku odredujemo Laplaceove transformate po dijelovima definiranih
funkcija. Otprije znamo da se funkcija definirana po dijelovima u MATLAB-u moze
zadati koriste¢i ugradenu funkciju piecewise. Medutim, ugradena funkcija laplace
kao svoj argument ne moze imati izlaznu varijablu funkcije piecewise. Formalno, u
neki redak koda mozemo upisati laplace (piecewise (..)), ali ¢¢ MATLAB u tom

slu¢aju samo ispisati upisani redak bez izvrsavanja funkcija laplace i piecewise.

Kako onda postupiti u ovakvim slucajevima? Jednostavno, treba primijeniti definiciju
Laplaceova transformata i ugradenu funkciju int. No, prije toga treba pretpostaviti da
je varijabla Laplaceova transformata strogo pozitivna jer ¢e ta pretpostavka biti
potrebna prilikom odredivanja nepravoga integrala. Kad koristimo funkciju laplace,
ta je pretpostavka veé¢ sadrzana u samoj ugradenoj funkciji, pa je ne moramo posebno
navoditi.

U a) podzadatku je trazeni Laplaceov transformat prema definiciji jednak:

F(p)=+ff(x>-e"”'dX=if(x>-e"”-dx++ff(x>-e-ﬂ'x-dxzil-e-ﬂ'x-dx+Te5-x-e-ﬂ»x.dx.

Time zapravo dobivamo ideju za rjesavanje zadatka. Dakle, trazeni transformat bit ce
jednak zbroju jednoga odredenoga i jednoga nepravoga integrala. Oba ta integrala bit
¢e funkcije varijable p, ali konacan rezultat nece biti prava racionalna funkcija u
varijabli p (kao Sto su to bili slu¢ajevi u zadatku 1.). Dakako da ¢emo pojednostavniti
dobiveni simbolicki izraz Sto vise mozemo, ali ni pojednostavljivanje nam neée dati
pravu racionalnu funkciju (nego zbroj prave racionalne funkcije i eksponencijalne
funkcije).
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Pogledajmo strukturu koda. U prvom retku popisujemo sve cetiri potrebne simbolicke
varijable. U drugom retku zadajemo pretpostavke na varijable p i s. Podsjetimo, one ¢e
biti varijable Laplaceovih transformata, pa nuzno moraju biti strogo pozitivne. U
tre¢em retku, prema gornjoj jednakosti, odredujemo Laplaceov transformat funkcije f.
Da bi se dobio relativnho jednostavan zapis rezultata, funkciju simplify treba
primijeniti 10 puta. Ne morate se muciti trazeéi odgovor na pitanje: ,Kako mogu
unaprijed znati da ¢u toliko puta trebati primijeniti ovu funkciju?® jer taj odgovor ne
postoji. Upravo zato i pisSemo rjeSenja zadataka u m-datotekama tako da naknadno
lako mozemo dodati sve sto budemo smatrali potrebnim.

U b) podzadatku trazeni je Laplaceov transformat jednak:

oo 2 oo 2 +oo
G(s)= j g(t)-e“”-dt:jg(t)-e“”-dt+ j g(t)-e‘”-dt:jt-e‘”-dt+jz-e‘”-dt.
0 0 2 0 2

Iz ove jednakosti izravno proizlazi ¢etvrti redak koda. Ponovno primjenjujemo funkcije
int i simplify, a dodatno koristimo i funkciju collect koja ¢e reducirati dobiveni

simbolicki izraz tako da bude prikazan u obliku jednoga razlomka.

Analogno kao i u rjeSenju prvoga zadatka, oba dobivena Laplaceova transformata
pregledno ispisujemo u petom retku koda koriste¢i funkciju fprintf i njezine

mogucénosti.

Pitanje za razmisljanje: Utvrdite sto bi se dogodilo ako bismo izostavili obje
pretpostavke navedene u drugom retku koda. Izvrsite tako dobiveni kod i objasnite
dobivene rezultate.

zZ3.m

U ovom zadatku promatramo obrnuti postupak u odnosu na prethodna dva zadatka.
Zadane su nam dvije prave racionalne funkcije koje predstavljaju Laplaceove
transformate odredenih realnih funkcija, pa trebamo odrediti njihove originale (t;.
funkcije ¢iji su Laplaceovi transformati zadane funkcije). Cim su Laplaceovi
transformati prave racionalne funkcije, znamo da su pripadni originali ili neke
elementarne funkcije ili ,kombinacije“ elementarnih funkcija, tj. ne radi se o

funkcijama koje su zadane po dijelovima.

Analiticki je proces odredivanja originala Laplaceovih transformata dulji i tezi od
odredivanja samih transformata. (Analogna ,prica® vrijedi i za deriviranje i integriranje

— deriviranje je najcesce bitno lakse od integriranja.) Medutim, u MATLAB-u su ti

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 5



™G . Matematicki alati Vijezba 12.

u elektrotehnici Laplaceovi transformati. RjeSavanje

roveememzeeee | (preddiplomski struéni | Caychyjevih problema u MATLAB-u,
Elektrotehmicki odjel .o .
studij elektrotehnike)

procesi i jednako dugi i jednako teski — dakle, vrlo kratki i jednostavni. Originale
Laplaceovih transformata odreduje ugradena funkcija ilaplace. Ona ima sintaksu
potpuno analognu sintaksi funkcije 1laplace. Njezina prva ulazna varijabla je pravilo
ili oznaka funkcije ¢iji original trazimo, dok je druga ulazna varijabla te funkcije oznaka
varijable originala.

Pogledajmo sada strukturu nasega koda. U prvom retku abecednim slijedom navodimo
sve varijable koje ¢emo koristiti u kodu. U taj popis ulaze i varijable originala koje
¢emo odrediti. U drugom i tre¢em retku zadajemo pravila Laplaceovih transformata iz
zadatka. (Pripazite na okrugle zagrade potrebne u nazivniku svake funkcije.)

U cetvrtom retku, koriste¢i ugradene funkcije ilaplace i simplify, odredujemo
original funkcije F. Njegova varijabla je t, a oznaka f. (Pripazite: na pocetku retka ne
smijete napisati f(t), nego samo f.) Za pojednostavljenje dobivenoga pravila funkcije f
bit ¢e dovoljna jedna primjena funkcije simplify.

U petomu retku, koristeé¢i iste ugradene funkcije, odredujemo original funkcije G.
Njegova varijabla je z, a oznaka g¢. Medutim, za maksimalno pojednostavljenje
dobivenoga pravila funkcije ¢g ¢ak 11 puta ¢emo morati primijeniti funkciju simplify.
Neka vas zbog toga ne hvata uzas: neéete morati jedanaest puta uzastopce pisati tu
ugradenu funkciju, nego — kao njezine dodatne ulazne varijable — trebate napisati
rezerviranu rije¢ 'Step' (pod jednostrukim navodnicima) i broj 11. Tako cete dobiti

maksimalno pojednostavljeno pravilo funkcije g.

U sSestom retku koda ispisujemo pravila originala f i ¢ koriste¢i ugradenu funkciju
fprintf i njezine opcije. Time je zadatak potpuno rijesen.

Pitanje za razmisljanje: Opisite kojom biste metodom analiticki odredili trazene
originale. Objasnite sve svoje tvrdnje.

z4a.m — z4f.m

U svim podzadacima zadatka 4. radi se o rjesavanju Cauchyjevih problema. Oni se
sustinski razlikuju prema tipu obi¢ne diferencijalne jednadzbe koja se u njima
pojavljuje. Zbog toga su i njihova analiticki postupci rjesavanja posve razliciti.
Medutim, postupak (algoritam) rjesavanja u MATLAB-u zapravo ne ovisi o
Cauchyjevu problemu kojega rjesavamo. U svakom pojedinom podzadatku moramo
napraviti ,pripremu® (deklarirati sve potrebne varijable i funkcije), pa rijesiti zadani
problem koriste¢i ugradenu funkciju dsolve.
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Prije negoli opisemo kako se primjenjuje funkcija dsolve, opisimo opéu ,pripremu” za
rjesavanje. U prvom retku svakoga koda moramo deklarirati nezavisnu varijablu, ali i
funkciju koja je nepoznanica u obi¢noj diferencijalnoj jednadzbi. Kako znamo iz
Matematike 2, obicne diferencijalne jednadzbe su jednadzbe (tko bi rekao?) u kojima je
nepoznanica realna funkcija jedne realne varijable, a ne neki realan ili kompleksan broj.
Zbog toga prilikom deklariranja svih varijabli koje ¢emo koristiti moramo deklarirati i
funkciju-nepoznanicu. Kako to c¢inimo? Jednostavno, ako je nezavisna varijabla

oznacena s z, a nepoznanica s y, onda pisemo:

syms X y(x)

Time ¢emo MATLAB-u reéi da su pocetne deklarirane simbolicke varijable z i y koja je
funkcija varijable z. Ovdje vidite pod kojim uvjetima i kako smijemo pisati izraz oblika
y(z). U prva tri zadatka to nismo mogli/trebali u¢initi, ali ovdje je to potrebno.

,Priprema“ jos obuhvaca definiranje oznaka svih derivacija nepoznanice y koje ¢e se
pojaviti u zadanoj obi¢noj diferencijalnoj jednadzbi i/ili po¢etnim uvjetima. Zbog toga
je u svakom podzadatku potrebno dobro prouciti i obi¢nu diferencijalnu jednadzbu i
pocetne uvjete tako da utvrdimo koje ¢e nam derivacije nepoznanice biti potrebne.
Otprije znamo da derivacije ne mozemo oznacavati s y, y itd. kao $to to radimo u
Matematici 2. (Zasto?) Zbog toga prilikom definiranja oznaka derivacija moramo
koristiti funkciju diff. Konkretno, zZelimo li definirati prvu derivaciju funkcije y po

varijabli z, zapisat ¢emo:
Dy=diff (y,x,1)

Umjesto Dy mozemo zapisati bilo koju drugu oznaku. Medutim, primjereno je da ta
oznaka bude sugestivna tako da nam bude lako zapamtiti Sto ona stvarno oznacava. Na

potpuno analogan nacin, drugu derivaciju funkcije y po varijabli  mozemo definirati s:

D2y=diff (y, x,2)

Buduéi da smo u prvom retku koda deklarirali y(z) kao funkciju varijable z, MATLAB

nece imati nikakvih . prigovora“ na gore definirane funkcije.
9

Deklariranjem nezavisne varijable i nepoznanice, te definiranjem svih potrebnih
derivacija te nepoznanice zavrSena je ,priprema‘ za rjesavanje Cauchyjeva problema.
Predstoji obaviti najvazniji dio posla, a to je rijesiti doti¢ni problem. U tu svrhu, kako
smo rekli, koristimo funkciju dsolve.

Ta funkcija, kao svoje ulazne varijable, ima obi¢nu diferencijalnu jednadzbu, te sve
pocetne uvjete. Ne smijete mijenjati redoslijed tih varijabli. Kako zadati koju ulaznu
varijablu?
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™G . Matematicki alati Vijezba 12.

u elektrotehnici Laplaceovi transformati. RjeSavanje

- roveomeon moveeee | (preddiplomski struéni | Gauchyjevih problema u MATLAB-u,
] studij elektrotehnike)

Obic¢nu diferencijalnu jednadzbu unosimo bez znakova navodnika, apostrofa i sl.
Umjesto derivacija nepoznanice koje se u njoj pojavljuju pisemo Dy, D2y i dr., ovisno o
kojoj se derivaciji radi. Sve ostale funkcije zadajemo kao i dosad. Operatore zbrajanja,
oduzimanja, mnozenja i dijeljenja zadajemo kao i dosad (nigdje se ne pojavljuju
operacije definirane po tockama). Znak jednakosti izmedu lijeve i desne strane
zadajemo kao i kod algebarskih jednadzbi dvostrukim navodenjem znaka =, tj. kao
==. Kad zavrsimo s unosom obi¢ne diferencijalne jednadzbe, stavljamo =zarez i

prelazimo na zadavanje pocetnih uvjeta.

Kako zadati pocetne uvjete? S obzirom da smo nepoznanicu u prvom retku koda zadali
u obliku y(z), pocetni uvjet takoder zadajemo u istom obliku. Npr. ako pise y(0)=0,
pisat C¢emo: y (0)==0 i sl. U tom slucaju samo treba pripaziti da umjesto
jednostrukoga znaka jednakosti pisemo ==. Medutim, ako se pocetni uvjet odnosi na
vrijednost prve, druge, .., n-te derivacije nepoznanice, onda ga ne smijemo zadati u
obliku y'(..)=... i sl., nego moramo pisati Dy(..)==(..), tj. ponovno koristiti ranije
definirane funkcije Dy, D2y i dr. Zapamtite: ni u obi¢noj diferencijalnoj jednadzbi, ni u
pocetnim uvjetima ne smije se pojaviti apostrof ' kao oznaka za derivaciju. Smiju se
pojaviti samo ,obi¢ne* funkcije (bez apostrofa i slicnih ,ukrasa“).

I to je zapravo sve Sto nam treba za rjesavanje svakoga od sSest navedenih
podzadataka. Kad koriste¢i funkciju dsolve rijesimo Cauchyjev problem, svakako
treba pojednostavniti dobiveni izraz sto je vise mogucée koristenjem dobro nam poznate
funkcije simplify.

Slijedom svega izlozenoga, u kodu z4a.m nema ni¢ega posebnoga sto bi trebalo
izdvojiti. Postupili smo u skladu s izlozenom strategijom. U prvom retku koda
deklarirali smo varijablu z i nepoznanicu y(z). U drugom retku koda definirali smo
simbolicku funkciju Dy (pazite: pogresno je Dy (x)!) kao prvu derivaciju nepoznanice
y. U tre¢em retku koda rijesili smo zadani Cauchyjev problem koriste¢i funkcije
dsolve i simplify. Maksimalno pojednostavljen izraz dobije se odmah nakon
jednostruke primjene funkcije simplify.

U kodu z4b.m jedino na Sto treba pripaziti je oznaka nezavisne varijable nepoznanice.
Ta varijabla je t, a ne x kao u prethodnom zadatku. Svi ostali dijelovi koda su potpuno
standardni. Analogna tvrdnja vrijedi i za kod z4c.m u kojemu je nezavisna varijabla

nepoznanice oznacena s .

U prvom retku koda z4d.m uobicajeno deklariramo varijablu nepoznanice i samu
nepoznanicu. U pripadnom Cauchyjevom problemu pojavljuje se homogena linearna
obi¢na diferencijalna jednadzba 2. reda s konstantnim koeficijentima, a iz njezina oblika
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ne mozemo odrediti varijablu nepoznanice. Zbog toga je u postavci zadatka navedeno
da je y funkcija varijable ¢, pa u prvom retku koda deklariramo ¢ i y(¢) kao simbolicke
varijable. U drugom retku koda standardno definiramo simbolicku funkciju Dy kao
prvu derivaciju nepoznanice y, a u tre¢em retku koda definiramo simbolicku funkciju
D2y kao drugu derivaciju nepoznanice y. U cetvrtom retku koda rjeSavamo zadani
Cauchyjev problem. Pritom treba pripaziti: ,na papiru® je potpuno korektno napisati
y(0)=y(0)=1 zbog tranzitivnosti relacije ,biti jednak“, ali u MATLAB-u to ne
smijemo uciniti. Svaku jednakost, odnosno svaki pocetni uvjet moramo zasebno
zadati. Dakle, ne smijemo napisati y (0)==Dy (0)==1 jer ¢e MATLAB javiti
pogresku ,ne priznajuéi“ tranzitivnost relacije ,biti jednak“. Zbog toga moramo
napisati y (0)==1, Dy (0)==1. Potpuno analogna tvrdnja vrijedi i za pocetne uvjete
u kodu z4e.m. (U tom kodu nije potrebno zadavati prvu derivaciju nepoznanice y —
zbog toga uvijek dobro procitajte zadatak i utvrdite sto sve treba zadati u ,pripremi®.)

Za kod z4f.m treba napomenuti da je potrebno definirati i prvu i drugu derivaciju
nepoznanice y iako se u obicnoj diferencijalnoj jednadzbi pojavljuje samo druga
derivacija te nepoznanice. Medutim, u drugom poc¢etnom uvjetu pojavljuje se y'(0), pa

je samo zbog toga uvjeta potrebno definirati i funkciju Dy.

Ovime smo zapravo zavrsili pregled/komentiranje svih Sest programskih kodova koji
predstavljaju rjesenja podzadataka 4. zadatka. Kako i sami mozete vidjeti, u njima
nema nista posebno teskoga, ali treba pripaziti da se:

e deklariraju sve potrebne simbolicke varijable (nepoznanica i njezina varijabla —
redoslijed deklariranja pritom nije bitan!);

e pomocu funkcije diff definiraju sve potrebne derivacije nepoznanice kao zasebne
simbolicke funkcije koje ¢e se onda koristiti u zapisu obic¢ne diferencijalne jednadzbe
i pocetnih uvjeta;

e izmedu lijeve i desne strane obicne diferencijalne jednadzbe napise ==, a ne = kao
,ha papiru®;

e svaki pocetni uvjet zadaje zasebno, bez obzira na to Sto njegova desna strana moze
biti jednaka desnoj strani nekoga od ostalih pocetnih uvjeta;

e dobiveno rjesenje Cauchyjeva problema obavezno pojednostavni Sto je vise

moguce.

Ne zvudi tesko, ne izgleda tesko, nije tesko, ali na kolokvijima i prakti¢nim ispitima
ipak bude tesko jer se u pravilu zaboravi barem jedan od gornjih pet zahtjeva. Zbog
toga treba rijesiti Sto vise ovakvih zadataka i time stec¢i potrebnu rutinu.

Pitanje za razmisljanje: Klasificirajte svaku od Sest obi¢nih diferencijalnih jednadzbi
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koje se pojavljuju u podzadacima u odgovarajuéu ,kategoriju“ (tip jednadzbe). Kako
biste ove probleme rijesili analiticki? Pokusajte to uciniti za vjezbu i provjerite dobiju li
se ista (konacna) rjesenja.

zZH.m

Najprije objasnimo kako se dobije Cauchyjev problem kojega treba rijesiti pomocu
MATLAB-a. Pretpostavimo da je jednadzba krivulje zadana u obliku y = y(). Zelimo
odrediti pravilo funkcije y. Ovdje treba istaknuti da veza varijabli x i y moze biti i
implicitna (pogotovo ako ravninska krivulja, kao npr. bilo koja kruznica, nije graf
nijedne realne funkcije jedne realne varijable). U tom je sluéaju na rjesavanje
Cauchyjeva problema nemoguée primijeniti funkciju dsolve. (Prisjetite se: druga
ulazna varijabla te funkcije je nezavisna varijabla nepoznate funkcije, sto pretpostavlja
da je veza medu varijablama z i y iskazana eksplicitno, a ne implicitno.) Da ne bismo
morali razmisljati ho¢emo li uopée moci rijesiti zadatak koriste¢i MATLAB, u zadatku
je navedeno da se trazi eksplicitna jednadzba ravninske krivulje, sto povlaci da je ta
krivulja graf neke realne funkcije jedne realne varijable.

U zadatku se navodi da ravninska krivulja prolazi ishodistem. Ishodiste ima koordinate
(0, 0). Sto to znaéi za funkciju y? To znaci da vrijedi jednakost y(0)=0. Upravo ta

jednakost bit ¢e nam jedan pocetni uvjet u Cauchyjevu problemu.

U zadatku se dalje navodi da je koeficijent smjera bilo koje tangente povucene na
zadanu krivulju jednak kvadratu zbroja koordinata pripadnoga diralista. Kako
modelirati ovaj podatak? Neka je D=(x,,y,) bilo koja tocka krivulje u kojoj funkcija

y ima derivaciju. (Za tocke u kojima funkcija nema derivaciju, ako takve postoje,
zadatak nema smisla.) Koeficijent smjera tangente povucene na krivulju u tocki D
jednak je prvoj derivaciji funkcije y u tocki x=x,:

k = y'(xD ).

Prema zahtjevu zadatka, taj isti koeficijent jednak je kvadratu zbroja koordinata
pripadnoga diralista, tj. kvadratu zbroja koordinata tocke D:

k, =(x,+ yD)z.

Promotrimo posljednje dvije napisane jednakosti. Njihove lijeve strane su medusobno
jednake, pa — zbog tranzitivnosti relacije ,biti jednak® — takve moraju biti i desne
strane. To znac¢i da smijemo izjednaciti izraze na desnim stranama tih jednakosti.

Uc¢inimo to, pa dobijemo:
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y (x,)=(x,+yp)°.

Ova jednakost mora vrijediti za bilo koju tocku D koja pripada trazenoj krivulji. Zbog
toga izbriSemo indekse na desnoj strani jednakosti, te okruglu zagradu na lijevoj strani
jednakosti. Dobivamo obi¢nu diferencijalnu jednadzbu u njezinu uobicajenu obliku:

y =(x+y)
Tako smo dobili Cauchyjev problem:
{y' = (x+)’,
y(0)=0.

Sada mozemo prije¢i na komentiranje programskoga koda. Pocetak je standardan:
zadajemo nezavisnu varijablu (odabrali smo oznaku z, ali smo je mogli oznaciti i nekim
drugim slovom (npr. ¢)) i nepoznanicu y(z). U drugom retku koda definiramo
simbolicku funkciju Dy kao prvu derivaciju nepoznanice y. U trecem retku zadajemo i
rjesavamo gornji Cauchyjev problem. Koristimo funkcije dsolve i simplify kako

bismo $to vise pojednostavnili pravilo funkcije y. Time smo rijesili prvi dio zadatka.

Drugi dio zadatka (crtanje krivulje) je uglavnom standardan. Krivulju crtamo koristeci
funkciju fplot jer smo njezinu jednadzbu dobili u eksplicitnom obliku. Analogno kao
u vijezbi 5., postavljamo pravokutni koordinatni sustav tako da se koordinatne osi
sijeku u ishodistu, prikazujemo koordinatnu mrezu i oznacavamo koordinatne osi

odgovaraju¢im oznakama.

Ovdje vrijedi izdvojiti kako iznad dobivena grafa mozemo ispisati njegovu jednadzbu, a
da pritom unaprijed ne znamo tu jednadzbu. U tu ¢e nam svrhu posluziti ugradene
funkcije string i strcat. Zasto ih uopée moramo koristiti? Funkcija title koja
ispisuje naslov slike kao svoju ulaznu varijablu ima znakovni niz (string), a ne
simbolicku funkciju. Pokusamo li jednadzbu krivulje ispisati unoseé¢i title (y),
MATLAB ¢e javiti pogresku. Zbog toga najprije koriste¢i funkciju st ring pretvaramo
funkciju y (simbolicku varijablu) u niz znakova (oznacen s yl). Da bismo dobili
jednadzbu krivulje u uobicajenom obliku, ispred toga niza znakova treba ispisati y = .
Zbog toga definiramo jos jedan niz znakova 'y ='(oznacen s 32). Ispred drugoga
apostrofa mozemo staviti koliko god bjelina zelimo (svakako konacno mnogo), no,
MATLARB ¢e sve te bjeline uspjesno zanemariti. Preostaje spojiti (konkatenirati) nizove
znakova 32 i yl (u navedenom poretku) u jedan niz znakova unutar kojega ¢e biti
dodana jos jedna bjelina izmedu zavrsnoga znaka niza 32 i po¢etnoga znaka niza yl. To
je ucinjeno u posljednjemu retku koda koristenjem funkcije strcat. Uocite kako je
dodana spomenuta bjelina: ona je stavljena pod znakove jednostrukih navodnika, pa je
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cijela ta struktura stavljena unutar viticastih zagrada. Cilj je postignut: izvrSenjem
cijeloga koda uvjerit ¢emo se da je iznad grafa korektno ispisana jednadzba krivulje.

Pitanje za razmisljanje: Kako biste dobiveni Cauchyjev problem rijesili analiticki?
Pokusajte to uciniti i tako provjeriti dobiveno rjesenje. (Uputa: Zamijenite u:=x+y,
gdje je u=u(x) nova nepoznata funkcija varijable z. Deriviranjem ove jednakosti
dobijemo y =u —1, pa uvrStavanjem u polaznu obi¢nu diferencijalnu jednadzbu

dobijemo u —1=u”. To je obi¢na diferencijalna jednadzba sa razdvojenim varijablama.)
z6.m

Najprije objasnimo kako se dobije Cauchyjev problem. Pretpostavimo da je T =T(¢)

temperatura kave u trenutku ¢ (iskazanom u minutama). Pretpostavka zadatka je da je
brzina hladenja kave proporcionalna razlici temperature kave i temperature sobe. Kako
zapisati tu pretpostavku? Brzina hladenja kave je prva derivacija funkcije 7 po
varijabli ¢, tj. T (f). Proporcionalnost povlaci da postoji konstanta ke R\{0} takva da

je T'(t) u svakom trenutku t jednako umnogku konstante k i razlike temperature kave u

tom trenutku i temperature sobe (koja je konstantna, prema jednoj od pretpostavki iz
zadatka). Dakle, mozemo pisati:

T (1)=k-(T(t)-22),
ili, u uobicajenom obliku bez navodenja nezavisne varijable u okrugloj zagradi:
T =k-(T-22).

Nadalje, u zadatku se navodi da na pocetku, a to znaci u trenutku =0, temperatura
kave iznosi 95°C. Dakle, vrijedi jednakost:

T(0)=95.
Tako smo dobili sljede¢i Cauchyjev problem:

T =k-(T-22),
T(0)=95.

Ovdje zastanimo na trenutak. Mozemo li rjesavati Cauchyjev problem u kojemu se
zapravo pojavljuju dvije nepoznanice: funkcija 7'i konstanta k7 Odgovor na to pitanje
je, naravno: mozemo jer je k konstanta, a ne varijabla. Moze li o uc¢initi i MATLAB?
Moze. Pritom ponovno dolazi do izrazaja deklariranje nepoznanice u prvom retku koda.
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U tom retku éemo kao simbolicku varijablu deklarirati funkciju 7(t). (Sjetite se da
MATLAB razlikuje velika i mala slova, pa je ovakvo deklariranje korektno.) Prilikom
primjene funkcije dsolve MATLAB ¢e shvatiti da je T funkcija varijable ¢, pa ce
varijablu k shvatiti kao konstantu i rijesiti zadani problem u skladu s tim (dakle,
prakticki ni po ¢emu ne razlikujuéi k£ od npr.  konkretnoga“ realnoga broja 22). To
znaci da ¢e rjesenje Cauchyjeva problema biti funkcija varijable ¢ u kojoj ¢e se kao
konstanta pojaviti i k.

Mozemo li izracunati vrijednost konstante k koriste¢i jos neki podatak iz zadatka?
Odgovor je potvrdan. U zadatku je zadano da temperatura kave nakon jedne minute
iznosi 90°C. To znaci da je T(1)=90. Kako iskoristiti taj podatak? Jednostavno: u
pravilo funkcije T treba uvrstiti r=1 i T(1)=90, pa rijesiti dobivenu jednadzbu po

nepoznanict ki time odrediti vrijednost te konstante.

Posljednji korak u rjesavanju ovoga zadatka je odrediti vrijednost varijable ¢ tako da je
T(t)=65. Pravilo funkcije T izjednacit ¢emo sa 65 i rijesiti dobivenu jednadzbu po
nepoznanici t. U prethodnom smo koraku odredili vrijednost konstante k, pa ¢emo
izjednacavanjem pravila funkcije 7 sa 65 dobiti jednadzbu s jednom nepoznanicom ().

Cini se da nas ¢eka poprili¢no posla. Nasreéu, to je samo dojam. Pripadni programski
kod sadrzi to¢no Sest linija, pa pogledajmo njegovu strukturu. U prvomu retku
deklariramo simbolicke varijable k i ¢, te simbolicku funkciju 7(¢). U drugom retku
definiramo simbolicku funkciju DT kao prvu derivaciju funkcije T po varijabli ¢. U
tre¢emu retku rjesavamo gore navedeni Cauchyjev problem. Namjerno izostavljamo
funkciju simplify jer nas ne zanima pravilo funkcije 7. (Naravno, nije pogreska ako
ispred dsolve upisemo simplify i stavimo cijeli izraz na desnoj strani jednakosti
kao argument te funkcije.) Izvrsenjem toga retka koda dobit ¢emo pravilo funkcije T
koje ¢e u svojemu zapisu sadrzavati varijablu te funkcije ¢ i konstantu k.

U cetvrtom retku koda odredujemo vrijednost konstante k rjesavanjem jednadzbe
T(1)=90 po nepoznanici k. Uocite kako smo uopée dobili tu jednadzbu. Koristenjem
funkcije subs u pravilo funkcije T uvrstili smo jedinicu umjesto varijable t. (Opet
dolazi do izrazaja deklariranje 7(¢) u prvom retku koda zbog kojega MATLAB nema
nikakve dvojbe umjesto koje veli¢ine treba uvrstiti jedinicu.) Dobiveni izraz sadrzi k
kao jedinu nepoznatu wvelicinu, pa funkcija solve prakticki nema nikakva izbora:

rjesava dobivenu jednadzbu po nepoznanici k.

U petom retku koda rjeSavamo jednadzbu 7(t) = 65 po nepoznanici t. Ocekujemo da se
na lijevoj strani te jednadzbe pojavi samo jedna nepoznata veli¢ina (¢) — i o¢ekujemo
pogresno. Naime, MATLAB kao pravilo funkcije 7 wuzima rezultat dobiven
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izvrsavanjem trecega retka koda, a u njemu se kao nepoznata konstantna velic¢ina
pojavljuje i k. Zbog toga ¢e primjena funkcije solve u petom retku koda dati rjesenje

koje ¢e zapravo biti funkcija varijable k.

»Zavrsni udar® slijedi u Sestom retku. U cetvrtom retku koda odredili smo k&, u petom
vrijednost rjesenja zadatka (oznacenoga s f,) kao funkciju varijable k, pa u Sestom
retku preostaje u izraz za ¢, uvrstiti vrijednost % koriste¢i funkciju subs i dobiveni

simbolicki broj pretvoriti u ,obican“ realan broj koristeéi funkciju double. Dobivena

vrijednost je trazeno vrijeme (iskazano u minutama).

Iako je kod prilicno kratak, sve provedene operacije mogu biti prilicno zbunjujuce. Zbog
toga se preporucuje da zadatak rijeSite analiticki, i to tocno onim redoslijedom
operacija koji se primjenjuje u kodu. Tako ¢ete najbolje i najlakse shvatiti primijenjeni
algoritam.

Pitanje za razmisljanje: Mozemo li medusobno zamijeniti ¢etvrti i peti redak koda?
Objasnite svoj odgovor.

Pitanje za razmisljanje: Mozemo 1i kao pocetni uvjet u tre¢emu retku navesti uvjet
T(1)=90? Ako mozemo, kako u tom slucaju treba izgledati ostatak koda da se dobije

ispravno rjesenje? Precizno objasnite sve svoje tvrdnje.
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Domaca zadaca
1. Odredite Laplaceove transformate sljede¢ih realnih funkcija i pojednostavnite
dobivene izraze sto vise mozete:
a) f(t)=t-cos(5-1) (varijabla u rezultatu treba biti p);

b) g(x)=ch(2-x)-sinx; (varijabla u rezultatu treba biti s);

t+10, zate[0,10),

(varijabla u rezultatu treba biti p).
1’ —8-1, zat 210.

c) h(t)= {

2. Odredite originale sljede¢ih Laplaceovih transformata:

8-(3-p*-16)
a) F(p)=———=—; (varijabla u rezultatu treba biti #);
(p2+16)
4_ X 2
b) G(s)= s"—98-5°+19208

(p-(p—14)-(p+14))*

Rijesite sljede¢e Cauchyjeve probleme:

{y'_yzx-ex,
y(0)=0.

4 {y“+4-y=16-t-sin(2-t),
y(0) =y (0)=0.

5. Vrijeme poluraspada tricija iznosi 12.3 godina. Pretpostavljamo da je brzina
raspadanja proporcionalna koli¢ini neraspadnutoga dijela tricija. Za koliko ¢e se
godina pocetna koliCina tricija smanjiti na 10% te koli¢ine? ZaokruZite rezultat na

jednu decimalu.
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Rezultati zadataka

6-(p*—150-p* +625 245
1. a) F(p)= ( : ); b) G(s)=—F———;
(p2+25) s —6-57+25
2. +11-p-e" + p+10- p*
c) H(p)= ”p3 7

2. a) f(t)=t"-sin(4-1); b) g(x)=x-ch*(7-x).
3. y=x"-e".
4. y=t-sin(2-1)—2-1*-cos(2-¢).

5. 40.9 godina.
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