™V . Matematicki alati u Vjezba 6.
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Zadatak 1.

Napisite funkcijsku m-datoteku kut.m koja sadrzi jedino funkciju kut ¢ije su ulazne varijable
vektori ai b zapisani u obliku jednoret¢anih matrica A i B. Funkcija treba ispisati mjeru kuta
(u radijanima) kojega zatvaraju vektori a i b. Sto se dobiva za 5:?—2~}'+3-/€ i

b=T7-i+5 j+k?
Zadatak 2.

Izracunajte zbroj svih elemenata matrice Ae M, (R) ¢iji su elementi definirani pravilom

a, :{log2 (ij + ji)—‘, za sve dopustive (i, j) .

Zadatak 3.

Napisite funkcijsku m-—datoteku 23.m koja sadrzi jedino funkciju 23 ¢ije su ulazne varijable
realna matrica A, te a,be R takvi da je a<b. (Nije potrebno provjeravati valjanost uvjeta
a<b.) Funkcija treba ispisati ukupan broj svih elemenata matrice A koji se nalaze u segmentu
27 271 272

,a=eib=x"?
3.1 3.14 3.5

[a,b] , te najmanji i najveéi od njih. Sto se dobiva za A :{

Zadatak 4.

Napisite funkcijsku m-datoteku 24.m koja sadrzi jedino funkciju 24 cija je jedina ulazna
varijabla realna matrica A. Funkcija treba ispisati ukupan broj svih elemenata matrice A koji

su potpuni kvadrati cijelih brojeva, te njihovu aritmeticku sredinu. Sto se dobiva za
-1 01

A= 7
2 4 9

Zadatak 5.

F=F =1,
Niz Fibonaccijevih brojeva (F)),. definiran je rekurzivno s b Napisite
F=F_ +F _,, zan=3.

funkcijsku datoteku z5.m ¢iji je koja sadrzi jedino funkciju 25 ¢iji je jedini argument xe R.
Funkcija treba ispisati najmanji Fibonaccijev broj strogo veéi od z i njegovu poziciju u
Fibonaccijevu nizu. Sto se dobiva za x=7°?

Zadatak 6.

Napisite m-datoteku koja omoguéuje upis realnih brojeva s tipkovnice u jednoretCanu matricu
A sve dok se prvi put ne upise strogo negativan realan broj. (Pretpostavimo da ne upisujemo
slova ili neki drugi znak s tipkovnice.) Sve elemente dobivene matrice treba uzlazno sortirati
(bez ispisa), pa ispisati koliko je medu njima prirodnih brojeva. Sto se dobiva ako se s

tipkovnice unese niz brojeva 1, In 2, log 5, log:512, 7, e, -17 (Napomena: 0 nije prirodan broj.)
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1
Zadatak 7. Harmonijski niz definiran je pravilom a, =—, Vne N. Napisite funkcijsku
n

datoteku 27.m koja sadrzi jedino funkciju 27 ¢iji je jedini argument xeR. Funkcija treba vratiti

najveéi me N takav da je Zan < x. Sto se dobiva za z = 10?

n=1
Zadatak 8.

Za svaki ne N oznacimo s b, zbroj svih znamenaka u dekadskom zapisu broja n. Izracunajte

zbroj prvih 100 ¢lanova niza (b,), .y -

Rezultati zadataka:

1.5708.

131.

3; 2.72; 3.14.

4; 3.5.

13; 7.

A = ]0.6931, 0.6990, 1.0000, 2.7183, 3.1416, 9.0000]. U matrici A ima ukupno 2
prirodna broja.

12 367.

901.

Sk e

% N
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Komentari/objasnjenja programskih kodova

kut.m

U ovom zadatku samostalno stvaramo funkciju u MATLAB-u. Dosad smo koristili
ugradene funkcije, te ih pozivali navodenjem njihova imena i svih potrebnih ulaznih
argumenata. No, obino smo i izlazne varijable oznacavali posebnim imenom (npr.
rezultat, rjesenje i sl.) Dakle, svaka funkcija je zapravo bila jednoznacéno
odredena analogno kao i funkcije koje smo sretali u matematici: imenom izlazne

varijable, imenom funkcije i popisom svih ulaznih varijabli.

Pogledajmo kako je stvorena funkcija kut. Prvi redak koda zapocet je rezerviranom
rije¢ju function. Ona oznacava da ¢e m-datoteka koju ¢emo stvoriti biti MATLAB-
ova funkcija. Nakon te rije¢i slijedi zadavanje imena izlazne varijable (y), imena
funkcije (kut) i popisa svih ulaznih varijabli (a, b). U ovom slucaju imamo dvije
ulazne varijable: to ¢e biti dvije matrice koje reprezentiraju vektore. Radi

jednostavnosti, pretpostavili smo da su matrice jednoretcane.

Pitanje za razmisljanje: Jesmo li mogli pretpostaviti da su matrice jednostupcane ili da
je jedna od matrica jednoretcana, a druga jednostupcana? Ako jesmo, kako bi u tom
slucaju izgledao analiticki rac¢un (tj. rac¢un ,ruéno na papiru“ uz pomoé¢ olovke i
kalkulatora)?

Kut izmedu dvaju vektora aib je pe [0, 7[] definiran pravilom:

@ = arccos i .
|-

Da bismo mogli odrediti taj kut, moramo odrediti svaki element u okrugloj zagradi.
Po¢nimo od brojnika. Skalarni umnozak vektora (zapisanih kao jednoretéane matrice)
odreduje ugradena funkcija dot. Njezini su argumenti dvije jednoret¢ane matrice ¢iji

skalarni umnozak treba odrediti.

Prijedimo na nazivnik. U nazivniku se nalazi umnozak duljina vektora aib. Duljinu
nekoga vektora (zapisanoga u obliku jednoret¢ane matrice) odreduje ugradena funkcija
norm. Ona ima jedinstveni argument, a to je, prirodno, vektor ¢iju duljinu treba
odrediti.

Nakon s$to smo, koristeéi ugradene funkcije dot i norm, odredili svaki element

brojnika, odnosno nazivnika gornjega izraza, preostaje primijeniti ugradenu funkciju
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acos. Uzimajuéi ranije odredene vrijednosti skalarnoga umnoska i duljina vektora, ta
funkcija ée vratiti kut izmedu zadanih vektora, ali iskazan u radijanima. Takva mjerna
jedinica je prirodna jer je slika funkcije arrcos segment [0, @] koji nema nikakvu mjernu

jedinicu.

Pitanje za razmisljanje: Preradite programski kod tako da kut bude iskazan u
stupnjevima, odnosno da funkcija ispisuje rec¢enicu ,Mjera trazenoga kuta jednaka je ..

stupnjeva.

Zakljuéno uoc¢imo da svaka funkcija u MATLAB-u mora zavrsiti sa rezerviranom
rije¢ju end. Ona oznacava da je funkcija zavrsena i omogucuje daljnje izvrsavanje
naredbi u programu ili radnom prozoru. Dobivenu funkciju u radnom prozoru pozivamo

potpuno analogno kao i sve ostale MATLAB-ove ugradene funkcije.
z2.m

U ovom je zadatku strategija sljedeéa: najprije odredimo svaki element matrice A
koristeéi formulu iz zadatka, a potom zbrojimo sve te elemente. Zadavanje matrice A
mozemo izvrSiti na dva nacdina: ,ruénim“ upisom svakoga pojedinoga elementa i
pomocu for-petlje. Prvi je nac¢in mukotrpan i prespor veé¢ za matrice reda 2, pa ¢emo

primijeniti drugi nacin.

For-petlja je programska struktura koja, grubo i pojednostavljeno, izvrsava odredeni
skup naredbi onoliko puta koliko vrijednosti moze poprimiti njezin brojac. Svaka takva
petlja ima sljedeci oblik:

for warijabla=pocetna:korak:krajnja

end

Varijabla je varijabla koja ¢e u prvom izvrsavanju petlje poprimiti vrijednost pocetna.
Nakon sto se izvrsi cjelokupni skup naredbi unutar petlje, vrijednost varijable varijabla
povecat ée se za vrijednost varijable korak. Ako dobivena vrijednost prelazi vrijednost
varijable krajnja, cjelokupni skup naredbi unutar petlje vise se nece izvrsiti. U
suprotnom, te ¢e se naredbe izvrsiti jos jednom, pa ¢e se vrijednost varijable varijabla
potom ponovno povectati za vrijednost varijable korak. Na taj nacin petlja ée se

izvrsavati sve dok vrijednost varijable varijabla ne premasi vrijednost varijable krajnja.

Napomenimo da se varijabla korak smije izostaviti ako i samo ako je vrijednost te

varijable jednaka 1. U suprotnom, tu varijablu ne smijemo izostaviti.
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Pitanje za razmisljanje: Pretpostavimo da su pocetna, korak i krajnja unaprijed zadane

vrijednosti takve da je pocetna < krajnja. Koliko ¢e se tocno puta izvrsiti gornja petlja?

Unutar jedne petlje, kao dio skupa naredbi, mogu se pojavljivati razlicite strukture, pa
cak i druge petlje. Pritom moramo paziti da nigdje u doti¢nim strukturama ne
koristimo varijablu wvarijabla. Ona je deklarirana u prvom retku petlje, poprima tocno
odredene vrijednosti u svakom pojedinom koraku i te vrijednosti ne mozemo mijenjati

drugim naredbama unutar petlje.

Pogledajmo na koji smo nacin definirali matricu A. U prvom retku definirali smo petlju
¢ija je varijabla oznacena s i. Njezina pocetna vrijednost i korak jednaki su 1, pa,
prema ranijoj napomeni, korak zbog toga ne mora nuzno biti naveden. Krajnja
vrijednost varijable i jednaka je 4. Sto ¢e se dogoditi izvrSavanjem ove petlje? Ona ée
se izvrsiti ukupno cetiri puta. U prvom izvrsavanju vrijednost varijable i bit ce
jednaka 1, u drugom 2, u treéem 3, a u posljednjem, ¢etvrtom, izvrSavanju 4. Sto
oznacava varijabla 1?7 Kao i u analognoj situaciji u Matematici 1, ona oznacava broj

retka matrice. Kratko i grubo kazemo: ,,Prva petlja prolazi po svim retcima matrice

A'LL

Unutar prve petlje smjestili smo drugu petlju. Njezina varijabla je oznacena s j.
Njezina pocetna vrijednost i korak jednaki su 1, pa je, analogno kao i maloprije, korak
zbog toga izostavljen. Krajnja vrijednost varijable j jednaka je 6. Sto ¢e se dogoditi
izvrsavanjem ove petlje? Ona ¢e se izvrsiti ukupno 4-6 =24 puta. U prvom izvrSavanju
vrijednost varijable J bit ¢e 1, u drugom 2, u tre¢em 3, u cetvrtom 4, u petom 5, u
Sestom 6, no, u sedmom izvrsavanju vrijednost varijable j bit ¢e ponovno jednaka 1.
Zasto? Naime, kad je i=1 druga petlja Ce se izvrsiti ukupno Sest puta. Ona ¢e potom
»stati“ i program ¢e se vratiti na prvu petlju. Vrijednost varijable ¢ povecat ¢e se na 2,
pa ¢e se i za tu vrijednost druga petlja izvrsiti jos Sest puta. IzvrSavanje obiju petlji
prestat ¢e tek kad vrijednost ¢ postane jednaka 5 jer ée tek tada biti premasena krajnja
vrijednost prve petlje.

U tre¢em retku navedeno je pravilo zadavanja elemenata matrice A. Uoc¢imo da

umjesto standardne matematicke oznake a; ovdje pise A (i, ). To i nije ¢udno jer,

kako otprije znamo, element matrice A dohvacamo tako da najprije napiSemo ime
matrice, otvorimo okruglu zagradu, napisemo broj retka u kojemu se nalazi taj element,
potom napiSemo broj stupca u kojemu se nalazi taj element (ne smijemo zamijeniti
redoslijed, pa najprije napisati broj stupca, a potom broj retkal) i potom zatvorimo
zagradu. Dakle, s A (i, ) definirat éemo element matrice A koji se nalazi na presjeku

itoga retka i jtoga stupca. Taj element definiran je formulom u zadatku, pa tu
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formulu upisujemo s desne strane znaka jednakosti. Ovdje znak = treba interpretirati

kao ,,dobiva vrijednost*.

Sto zapravo radimo ovim petljama? Grubo re¢eno, popunjavamo matricu A po retcima.
Potpuno je svejedno popunjavamo li je po retcima ili stupcima, pa u ovakvim

slucajevima mozemo samostalno birati nac¢in popunjavanja matrice.
Pitanje za razmisljanje: Preradite kod tako da matrica A bude popunjena po stupcima.

Nakon sto s rije¢ju end zatvorimo svaku petlju posebno, pa izvrSsavanjem obiju
petlji popunimo matricu A, preostaje zbrojiti sve njezine elemente. U tu svrhu
koristimo funkciju sum. Pritom moramo dodati i opciju 'all' jer matrica A nije ni

jednoretcana, ni jednostupcana.

z3.m

U ovom zadatku funkcija ima tri ulazne varijable razlicitih tipova. A je matrica, dok su
a,be R . Napomenimo da ¢emo prilikom pozivanja funkcije iz radnoga prozora morati
paziti na redoslijed navodenja ulaznih varijabli. Dakle, najprije ¢emo morati navesti

matricu, pa donju granicu segmenta i, naposljetku, gornju granicu segmenta.

Strategija rjesavanja problema je sljedeca. ,Pro¢i“ ¢emo ,kroz“ matricu A, tj. za svaki
njezin element utvrdit ¢emo pripada li segmentu [a, b]. Ako pripada, prepisat ¢emo ga
u novu matricu B. Ta ¢e matrica biti jednoretéana jer ne znamo postoji li uopée
element matrice A koji pripada segmentu [a, b] i, ako postoji, koliko je takvih
elemenata. Zbog toga je najjednostavnije prepisati sve takve elemente u jednoretcanu

madtricu.

Pri ,prolasku kroz* matricu zZeljeli bismo primijeniti strategiju iz zadatka 2. Medutim,
tu se javlja problem. Mi na pocetku ne znamo koliko redaka, odnosno stupaca ima
matrica A. Zadatak kaze da je A bilo kakva realna matrica, ali ne kaze nista o broju
njezinih redaka/stupaca. Zbog toga ¢emo u for-petljama koristiti ugradenu funkciju
size. Ta funkcija ima nekoliko znacenja, a ovdje nam je posebno korisno sljedece: ako
je argument funkcije matrica, onda funkcija moze vratiti broj redaka ili broj stupaca te
matrice. Da bismo to postigli, uz matricu A kao argument funkcije size dodajemo
broj 1 ako zZelimo odrediti broj redaka matrice A, odnosno broj 2 ako zelimo odrediti
broj stupaca matrice A.

Dakle, u treéem i Cetvrtom retku koda pokretemo dvije for-petlje kojima je svrha

»proci kroz“ cijelu matricu A i ispitati svaki njezin element. U petom retku definiramo
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sispitivanje“. U MATLAB-u ne postoji ugradena logicka funkcija koja bi provjeravala
pripada li neki broj nekom intervalu, pa ,ispitivanje* provodimo prema definiciji

segmenta:

(xe [a,b]) (:)(anSb).

Zbog toga za svaki element matrice A provjeravamo vrijede li istovremeno relacije
gornje relacije. Pritom ne mozemo jednostavno napisati a<=A (i, j)<=b jer
MATLAB odjednom moze provjeriti valjanost samo jedne relacije. To je razlog zbog
kojega moramo koristiti logicki operator AND kojega zapisujemo kao &&. Sto ¢ée
MATLAB napraviti kad ,naleti“ na taj operator? Provjerit ¢e valjanost logickoga
uvjeta s lijeve strane znakova &&, potom ¢e provjeriti valjanost logickoga uvjeta s
desne strane znakova && i na temelju dobivenih istinitosti utvrditi je li istinit logicki
uvjet dobiven primjenom operatora AND. Podsjetimo: A - B je istinito ako i samo ako

su istiniti i A i B, Sto u ovom slucaju i zelimo.

Time je zapravo obavljen najvazniji dio posla. Ako je logicki uvjet u retku 5. ispunjen,
onda MATLAB pripadni element matrice A prepisuje u matricu B i povectava broj
stupaca te matrice za 1 tako da bude moguce upisati sljede¢i element matrice A koji
zadovoljava isti uvjet. Ne moramo se brinuti zbog toga Sto ¢e nakon zavrsetka
izvodenja obiju petlji varijabla k (broja¢ elemenata matrice B) biti za 1 ved od
ukupnoga broja elemenata te matrice. Bitno je da u matrici B ne postoji nijedno

»slobodno mjesto®, tj. pozicija na kojoj nista nije upisano.

Uocimo da smo u okviru for-petlji primijenili strukturu ¢f — else. Ta struktura opcenito
kaze: ako vrijedi neki uvjet, izvrsi jedan niz naredbi, a ako ne vrijedi, izvrsi drugi niz
naredbi. Ovdje nismo imali drugi niz naredbi — ako neki element matrice ne pripada
zadanom segmentu, jednostavno ga ,pustimo na miru“ i s njim ne radimo nista.
Neovisno o postojanju dijela else, svaka struktura koja pocinje uvjetnom naredbom 1if

mora zavrsiti s end (analogno kao i for-petlja).

Nakon sto smo za svaki element matrice A provjerili valjanost logickoga uvjeta u
petom retku koda i prepisali sve elemente matrice A koji zadovoljavaju taj uvijet u

matricu B, preostaje ispisati ukupno tri podatka.

Prvi podatak je ukupan broj elemenata matrice B. Tu nas ¢eka zamka. Naime, moze se
dogoditi da nijedan element matrice A ne pripada segmentu [a,b]. U tom slucaju

matrica B nee postojati, odnosno u nju nece biti prepisan nijedan element matrice A.
Kako ¢emo znati je li nastupio taj slucaj? Tu ¢e nam pomodi varijabla k. Naime, ako
matrica B sadrzi barem jedan element, onda je vrijednost varijable £ jednaka barem 2,
sto znaci da je u tom slucaju k—12>1. Zbog toga ¢e nam strategija biti sljedeca:
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Ukupan broj elemenata matrice A koji pripadaju segmentu [a,b] bit ¢e uvijek jednak

k—1. Ako je k=1, odnosno k—1=0, onda u matricu B nije prepisan nijedan element
matrice A, pa MATLAB treba ispisati odgovaraju¢u poruku. U suprotnom, tj. ako je
k—1>0, onda je u matricu B prepisan barem jedan element matrice A i ta matrica nije
sprazna“, pa mozemo odrediti ukupan broj njezinih elemenata, te najmanji, odnosno
najveci od njih.

Najmanji element matrice B odredimo primjenjuju¢i ugradenu funkciju min, a najveci
primjenjuju¢i ugradenu funkciju max. Pri pozivima obiju funkcija bitno je da je B
jednoretcana matrica. Da je B bila matrica tipa (m,n) , gdje su m,ne N:m,n>2 | za
odredivanje najmanjega, odnosno najvecega elementa matrice B morali bismo napisati
min(B, [], 'all") ili min(min(B)), odnosno max(B,[],'all") ili

max (max (B) ).

Zakljucno, primijetimo da u kodu nigdje nismo koristili izlaznu varijablu y deklariranu
u prvom retku koda. MATLAB ¢e nas porukom upozoriti na to prilikom poziva
funkcije u glavnom programu. Umjesto y mogli smo upisati [x y z], pa u kodu
deklarirati z kao ukupan broj elemenata matrice B, y kao najmanji element te matrice,
a z kao najveéi element te matrice. Medutim, time bismo izgubili na jasnoéi funkcije jer
bez otvaranja koda ne bismo znali sto nam oznacava koja od tih triju varijabli. Dakle,

naustrb jasnoce funkcije ,Zrtvovali* smo deklariranje nepotrebne izlazne varijable.

Pitanje za razmisljanje: Preradite kod tako da ,prolaz kroz“ matricu A bude po

stupcima, a ne po retcima.

Pitanja za razmisljanje: Kako bi izgledao logicki uvjet u petom retku koda da je
umjesto segmenta [a,b] bio zadan interval <a,b>, odnosno <a,b], odnosno [a,b>?

Pitanja za razmisljanje: Je 1i moguce inicijalizirati k =0 u drugom retku koda? Ako je
moguce, preradite kod tako da ispisuje ispravne rezultate. U suprotnom, objasnite svoj
odgovor.

z4.m

U ovom je kodu zapravo jedini problem kako ispitati je li bilo koji realan broj kvadrat
nekoga cijeloga broja. Problem nema smisla ako je taj realan broj strogo negativan.
Zbog toga ¢emo za svaki element matrice A morati provjeriti je li nenegativan ili nije.
Ako je neki element strogo negativan, pustit ¢emo ga na miru i nista neéemo raditi s
njim. Medutim, ako je taj element (oznacimo ga s x) nenegativan, onda ¢e on biti

potpun kvadrat nekoga cijeloga broja ako i samo ako vrijedi barem jedna od jednakosti:
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Ja=|Va | il V=]V,

Naime, u vjezbi 2. smo rekli da su funkcije ,najmanje cijelo” i ,najvece cijelo®
identitete na skupu cijelih brojeva, tj. one sve cijele brojeve ,pustaju na miru“, a sve
ostale zaokruzuju na prvi veéi/manji cijeli broj. Zbog toga ¢emo u rjeSavanju ovoga
zadatka iskoristiti upravo jednu od njih. Dakle, za svaki element matrice A provjerit

¢emo vrijede li istovremeno relacije a, 20 i ,/a; :[\/a: —l Ako vrijede, taj element

¢emo prepisati u (jednoret¢anu) matricu B jer je rije¢ o potpunom kvadratu cijeloga
broja. Ako ne vrijedi barem jedna od njih, onda ¢emo taj element pustiti na miru i

zanemariti u daljnjim retcima koda.

U retcima 3. — 10. implementiramo upravo opisani algoritam. ,,Prolazimo kroz* matricu
A redak po redak, ispitujemo svaki element te matrice i elemente koji su potpuni
kvadrati prepisujemo u jednoretc¢anu matricu B. Nakon Sto zavrsimo ,prolazak kroz*

matricu A, u matrici B ¢e se naéi svi elementi matrice A koji su potpuni kvadrati.

Naposljetku, susre¢emo se s istim problemom kao i u prethodnom zadatku: sto ako u
matricu B nije prepisan nijedan element matrice A, tj. ako nijedan element matrice A
nije potpun kvadrat? RjeSenje toga problema je potpuno analogno onome u
prethodnom zadatku, pa ga ovdje ne¢emo posebno komentirati. Reé¢i ¢emo tek da smo
aritmeticku sredinu mogli odrediti pomoc¢u opcije mean (B) jer je B bila jednoretcana

matrica.

Pitanja za razmisljanje: Kako bi trebalo preraditi kod da se odredi ukupan broj svih
elemenata matrice A koji su potpuni kubovi nekih cijelih brojeva? Kako bi trebalo
preraditi kod da se odredi ukupan broj svih elemenata matrice A koji su potencije broja
27 Opcenito, ako zadamo prirodan broj k£ > 1, kako treba preraditi kod da se odredi
ukupan broj svih elemenata matrice A koji su potencije broja k? (Uputa: U svim

odgovorima koristite odgovarajuéu logaritamsku funkciju.)

Pitanja za razmisljanje: Kako bi trebalo preraditi kod da se odredi ukupan broj svih
elemenata matrice A koji su parni prirodni brojevi? Kako bi trebalo preraditi kod da se
odredi ukupan broj elemenata matrice A koji su neparni prirodni brojevi? Kako bi
trebalo preraditi kod da se utvrdi ukupan broj elemenata matrice A koji su djeljivi
unaprijed zadanim prirodnim brojem n? (Ne treba provjeravati je li ne N.) Odgovorite
na analogno pitanje za broj elemenata matrice A koji nisu djeljivi s n. (Uputa: U svim

odgovorima koristite ugradenu funkciju mod.)
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zZ5.m
Najprije primijetimo da je Fibonaccijev niz neopadaju¢i — stovise, podniz kojega

dobijemo kad izbacimo prvi ¢lan Fibonaccijeva niza je strogo rastu¢i. Elemente toga
niza pohranit éemo u jednoretc¢anu matricu F. Pocevsi od elementa na presjeku prvoga
retka i treéega stupca, a u skladu s rekurzivnom relacijom kojom je definiran niz, svaki
element matrice F izracunat ¢emo kao zbroj dvaju neposredno prethodnih elemenata te

matrice.

Razradimo algoritam pomocu kojega ¢emo rijesiti problem. Prema uvjetu zadatka, z je
bilo koji realan broj. Ako je x<I1, onda zadatak ima dva rjeSenja: to su prva dva
clana niza koja su medusobno jednaka i jednaka 1. U suprotnom, zadatak ima

jedinstveno rjesenje.

Slijedom navedenoga, najprije provjerimo je li x<1. Ako jest, onda MATLAB treba
ispisati poruku da su rjesenja zadatka F, i F,. Ako nije, onda treba popunjavati

matricu F sljede¢im c¢lanovima Fibonaccijeva niza i za svakoga novoga ¢lana provjeriti
je li strogo veci od x. Ako jest, treba zaustaviti popunjavanje matrice F'. U suprotnom,
treba nastaviti popunjavanje te matrice. Dakle, popunjavanje matrice F' se odvija sve
dok su njezini elementi jednaki ili manji od z, a prestaje kad taj uvjet vise ne bude

ispunjen.

Kako izvesti popunjavanje matrice F? Uvedimo varijablu k& koja ¢ée nam oznacavati
poziciju posljednjega upisanoga elementa. (Podsjetimo: matrica F je jednoretcana, pa je
svaki njezin element jednoznac¢no odreden zadavanjem broja stupca u kojemu se
nalazi.) Koristimo while-strukturu koja, pojednostavljeno, kaze: izvrsavajte neki skup
naredbi sve dok je zadovoljen logicki uvjet naveden iza rije¢i while. S obzirom da smo
slucaj x<1 eliminirali koriste¢i if-strukturu u retcima 4. i 5., izvrsenje redaka 7. — 12.
dogodit ¢e se ako i samo ako je x>1. Dakle, ,smjestimo“ se na poziciju 2, tj. pa sve
dok ne premasimo z prebacimo se na prvu sljede¢u ,praznu“ poziciju i na tu poziciju
upiSimo element izracunat pomoc¢u zadane rekurzivne relacije. Na taj nacin ¢emo u
svakom ,prolazu® kroz while-strukturu znati poziciju posljednjega upisanoga elementa,

a samim time i taj element.

Kad se skup naredbi u while-strukturi prestane izvrSavati zbog prestanka valjanosti
logickoga uvjeta, vrijednost varijable k bit ¢e jednaka broju stupca u kojemu se nalazi
posljednji upisani element. No, taj element je upravo trazeni element jer se skup
naredbi u while-strukturi prestao izvrsavati ¢im je u matricu F upisan prvi element

strogo veci od z. Zbog toga su taj element i njegova pozicija rjesenja zadatka.
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Pitanja za razmisljanje: Mozemo 1i u 7. retku koda inicijalizirati £ = 37 Ako mozemo,
preradite kod tako da ispisuje ispravne rezultate. Ako ne mozemo, objasnite svoj
odgovor.

Pitanja za razmisljanje: Preradite kod tako da ispisuje:
- mnajmanji Fibonaccijev broj jednak ili veéi od z i njegovu poziciju u nizu;
- mnajvedi Fibonaccijev broj jednak ili manji od z i njegovu poziciju u nizu;
- najvedi Fibonaccijev broj strogo manji od z i njegovu poziciju u nizu.
Ako trazeni Fibonaccijev broj ne postoji, funkcija treba ispisati odgovarajuéu poruku (u

tom slucaju koristite ugradenu funkciju disp).

7z6.m

U ovom zadatku pokazat ¢emo kako s tipkovnice unositi elemente u jednoretéanu
matricu, te uzlazno sortirati elemente dobivene matrice. U prvom retku deklariramo
varijablu i ¢ija ¢e vrijednost biti jednaka poziciji (zapravo, broju stupca) posljednjega
upisanoga elementa u matrici A. Veé smo vidjeli da se moze dogoditi da matrica A ne

sadrzi nijedan element, pa zbog toga pocetnu vrijednost varijable i postavimo na nulu.

Prelazimo na unos brojeva. Taj unos zapocinje tako da korisniku najprije ispisemo
poruku ,,Upisite prvi broj:“. Ta poruka je vektor sastavljen od niza znakova i oznacena
je kao varijabla unos. Potom u sljede¢em retku koriste¢i ugradenu funkciju input
omogucujemo unos prvoga elementa matrice i taj element pohranimo u varijablu x.
Daljnji postupak je jednostavan: provjerimo je li z nenegativan realan broj, pa, ako
jest, pohranimo ga na prvu poziciju u matrici A i omoguéimo unos sljedeéega realnoga
broja. (Prema pretpostavci, unos slova i drugih znakova s tipkovnice nije moguc.)
Postupak ponavljamo sve dok prvi put ne upisemo strogo negativan realan broj.
Primijetimo da ¢e taj postupak funkcionirati i za brojeve poput z, e, In2 i dr.

Nakon $to smo upisali sve zZeljene elemente matrice A, nastavljamo sa zadatkom.
Bududéi da unaprijed ne znamo postoji li uopée matrica A, moramo koristiti if-else
strukturu kako bismo mogli razlikovati dva slucaja. Ako je ¢ > 0, to znaci da je u

matricu A upisan barem jedan element, pa mozemo provesti sve daljnje zahtjeve.

Jednoretcanu matricu uzlazno sortiramo koriste¢i ugradenu funkciju sort. Pri
ulaznom sortiranju dovoljno je napisati sort (A), dok bismo pri silaznom sortiranju

morali napisati sort (A, 'descend').

Provjeru je li neki element matrice A prirodan broj obavljamo koristeéi funkciju

,najmanje cijelo“. Ona je identiteta na skupu cijelih, pa posebno i na skupu svih
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prirodnih brojeva. Medutim, moguce je da neki element matrice A bude jednak nuli, a
nula nije prirodan broj, pa, osim uvjeta A (i)==ceil (A (i), moramo postaviti i
uvjet A(i)>0. Ta dva uvjeta povezana logickim veznikom AND dat ¢e ispravan
kriterij za provjeru pripadnosti svakoga elementa matrice A skupu prirodnih brojeva.
Napomenimo da smo, umjesto funkcije ceil, mogli koristiti i funkciju ,najvece cijelo®,

odnosno floor.

Primijetimo da smo u retku 13. koristili i ugradenu funkciju length. Ako je A
jednoret¢ana matrica, onda length (A) vraéa ukupan broj stupaca matrice A.

Naravno, umjesto length (A) mogli smo koristiti i funkciju size u obliku size (&, 2).

U retcima 10. — 18., dakle, provjerili smo postoji li uopée matrica A, te, ako postoji,
uzlazno smo sortirali sve njezine elemente, ispisali dobiveni rezultat (uocite da je u 11.
retku matrica dobivena sortiranjem matrice A takoder oznacena s A, Sto je potpuno
korektno) i prebrojali koliko ukupno prirodnih brojeva ima u matrici A (sortiranoj ili
nesortiranoj, svejedno je). U retku 20. naveli smo poruku koja ¢ée biti ispisana ako i
samo ako matrica A ne sadrzi nijedan element. Time smo obuhvatili sve moguce

slucajeve i dovrsili rjesenje zadatka.

Pitanje za razmisljanje: Je 1i upisane brojeve moguce zapisati u obliku jednostupcane
matrice A? Ako jest, preradite kod tako da ispisuje ispravne rezultate. Ako nije,

obrazlozite svoj odgovor.

Pitanja za razmisljanje: Kako bi glasio 14. redak koda da smo trebali prebrojati sve
elemente matrice A koji nisu prirodni brojevi? Kako bi glasio taj redak da smo trebali
prebrojati sve elemente matrice A koji su jednaki ili ve¢i od 107 Kako bi glasio taj
redak da smo trebali prebrojati sve elemente matrice A koji su potpuni kvadrati nekih
cijelih brojeva? U svakom od tih slucajeva preradite dobiveni kod tako da ispisuje

ispravne rezultate.

Pitanje za razmisljanje: Preinacite kod tako da dodatno svi elementi matrice A koji
nisu prirodni brojevi budu izbrisani, da svi elementi matrice A koji su parni prirodni
brojevi budu podijeljeni sa 2 i da svaki od preostalih elemenata matrice A bude
zamijenjen prirodnim brojem koji je jednak ili manji od drugoga korijena doti¢noga

elementa.

z'7.m

I u ovom zadatku moramo razmotriti dva slucaja. Prvi i jednostavniji je slucaj x<1. U

tom slucaju zadatak nema rjesenja jer svi cClanovi harmonijskoga niza pripadaju
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segmentu [0,1], pa je njihov zbroj nuzno jednak najmanje 1. To je ucinjeno u drugom i
tre¢em retku koda. Slozeniji slucaj je x>1. Njega razmatramo u retcima 4. — 12. Prvi

¢lan harmonijskoga niza dobiva se za n=1, pa tu varijablu na pocetku inicijaliziramo

na navedenu vrijednost. Da bismo razjasnili daljnje korake, ispisimo prvih nekoliko

. . . 1 D :
clanova harmonijskoga niza: I,E,g,z,... i rijeSimo problem za relativno male strogo

pozitivne vrijednosti z:

e Za x=1 funkcija treba ispisati 1 jer treba uzeti samo prvi clan niza.
e Za x=1.4 funkcija takoder treba ispisati 1 jer treba uzeti samo prvi ¢lan
niza.

e Za x=1.5 funkcija treba ispisati 2 jer je 1+l= =15

3
2 2
Razradimo strategiju rjesavanja za x>1. Deklariramo varijablu zbroj i inicijaliziramo
njezinu pocetnu vrijednost na 0. Ona ée u svakom koraku oznacavati zbroj odredenoga
broja ¢lanova harmonijskoga niza. Pravo pitanje je: koliki é¢e biti taj broj? Clanove niza
zbrajamo sve dok ne premasimo z i to je implementirano u retcima 8. i 9.: u svakom

koraku pove¢avamo zbroj za vrijednost tocno jednoga c¢lana harmonijskoga niza, dok

vrijednost varijable n poveéavamo za 1.

11. redak koda je najzbunjujuciji dio cijeloga rjesenja. Zasto je rjesenje zadatka za cak
2 manje od posljednje vrijednosti varijable n nastale posljednjim izvrSavanjem naredbi

koje tvore while-strukturu? Razjasnimo ovaj prividni paradoks na primjeru x=1.

Prije prvoga prolaza vrijednost varijable n je 1, a vrijednost varijable zbroj je 0. Buduci
da vrijedi nejednakost 0<1=x, ulazimo u while-strukturu. Vrijednost varijable zbroj

1
povetava se na 0+i=0+1=1, dok se vrijednost varijable n povecava se na 1+1=2.
Nakon prvoga prolaza kroz dotiénu strukturu, dakle, varijable zbroj i n imaju redom

vrijednosti 11 2.

Sada se vracamo na logicki uvjet zadan u retku 7. Vrijednost varijable zbroj je 1 i za tu

vrijednost vrijedi 1<1=x. Zbog toga drugi put prolazimo kroz while-strukturu. U

. .. . , 1 3 .
drugom prolazu vrijednost varijable zbroj povecava se na 1+5:5, dok se vrijednost

varijable n povetava se na 2+1=3. Nakon drugoga prolaza kroz doticnu strukturu,

dakle, varijable zbroj i n imaju vrijednosti redom 5 i 3. Sada se vrac¢amo na logicki

3
uvjet zadan u retku 7. Vrijednost varijable zbroj je > i za tu vrijednost ne vrijedi
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i .3 .. . . .
logicki uvjet ESlzx. Zbog toga su nasi prolazi kroz while-strukturu zavrseni, pa
prelazimo na izvrsavanje naredbi poslije te strukture.

Vidimo da smo kroz while-strukturu prosli jednom previse. U drugom prolazu
vrijednost varijable zbroj postala je veéa od x=1. Zbog toga je ukupan broj prolaza
kroz tu strukturu za koje je istinit logicki uvjet iz retka 7. jednak 1. Drugim rijecima,
trebalo je samo jednom proc¢i kroz while-strukturu. U 1. prolazu wlazna vrijednost
varijable n bila je jednaka 1, pa smo varijabli zbroj dodali 1. ¢lan harmonijskoga niza.
Posljednja izlazna vrijednost varijable n (nakon drugoga prolaza kroz while-strukturu)
jednaka je 3. Da bismo dobili ispravno rjesenje, tj. zakljucili da treba uzeti samo 1. ¢lan
niza, posljednju #zlaznu vrijednost varijable n treba smanjiti za 2. To je u¢injeno u 11.
retku koda.

Pitanje za razmisljanje: Jesmo 1i u retku 5. mogli inicijalizirati n=07 Ako jesmo,

preradite kod tako da ispisuje ispravan rezultat. Ako nismo, objasnite svoj odgovor.

Pitanje za razmisljanje: Kako bi izgledali 2., 3., 7. i 11. redak koda ako bismo na

pocetku postavili uvjet Zan <x? Precizno objasnite svoje tvrdnje.

n=1

z8.m.

U ovom zadatku najprije moramo razrijeSiti sljedeéi problem: kako dobiti svaku
pojedinu znamenku prirodnoga broja n? Osnovnu ideju izlozit ¢emo na jednostavnom

primjeru.

Neka je n=1234. Dijeljenjem s 10 dobijemo koli¢nik 123 i ostatak 4. Dijeljenjem broja
123 s 10 dobijemo koli¢nik 12 i ostatak 3. Dijeljenjem broja 12 s 10 dobijemo koli¢nik 1
i ostatak 2. Dijeljenjem broja 1 s 10 dobijemo koli¢nik 0 i ostatak 1. Niz ostataka pri
ovim dijeljenjima je 4, 3, 2, 11 to su sve znamenke zadanoga broja (ispisane obrnutim

redoslijedom).

Zbog toga je osnovna ideja: podijelimo zadani broj sa 10 i zapisimo ostatak. Ako je
dobiveni koli¢nik veéi od 0, podijelimo ga s 10 i zapisimo novi ostatak. Ponavljamo
postupak sve dok posljednji dobiveni koli¢nik ne bude jednak 0. Tada zapisemo ostatak
i prekinemo postupak.

Kako ovaj postupak implementirati u MATLAB-u? Ostatak pri dijeljenju prirodnoga

broja n brojem 10 dobijemo izravnom primjenom ugradene funkcije mod. No, kako
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dobiti koliénik? Ne mozemo jednostavno napisati % jer ta vrijednost ne mora biti

1234
prirodan broj. Uostalom, pogledajmo gornji primjer: T=123.4, a mi smo daljnji
postupak nastavili s brojem 123, a ne sa 123.4. Sto onda uéiniti? Vrlo jednostavno:
kolicnik dvaju prirodnih brojeva dobijemo koriStenjem funkcije ,najveée cijelo®,
1234 12
odnosno funkcije floor. Jasno je da je {%sz%.ﬂ =123, {I—;Jz\JZSJ:lZ itd.
Tako ¢emo, dakle, koli¢nike odredivati pomoc¢u funkcije floor, a ostatke pri dijeljenju
— koji ¢e zapravo biti znamenke — pomocéu funkcije mod. U kodu ¢emo Kkoristiti i

relaciju ~= koju ¢itamo , biti razli¢it od“.

Pogledajmo kako izgleda programski kod. U prvom retku inicijaliziramo varijablu
rjesenje i postavimo njezinu vrijednost na 0. Vrijednost te varijable nakon izvrsenja
cijeloga koda bit ce rjesenje zadatka, pa otuda i ime varijabli. Potom za svaki prirodan
broj u segmentu [1, 100] odredimo zbroj njegovih znamenaka. U tu svrhu koristimo for-
petlju. Primijetimo da ¢emo unutar te petlje mijenjati vrijednost varijable n koju
koristimo u sintaksi for-petlje. Ta promjena nije problemati¢na. Naime, nakon sto se u
jednom prolazu kroz for-petlju izvrSe sve naredbe unutar nje, vrijednost varijable n se
povecava za 1 u odnosu na vrijednost na pocetku prolaza, a ne na posljednju vrijednost
dobivenu izvrsenjem svih naredbi unutar petlje. Drugim rijeCima, for-petlja ée se

izvrsiti toéno 100 puta: prvi put za n = 1, drugi put za n = 2, .., 100. put za n = 100.

Pri svakom prolazu petlje gore opisanim algoritmom racunamo zbroj znamenaka broja
n (uzimajuéi za n najprije 1, pa 2, pa 3 itd.). Taj zbroj u 8. retku koda dodajemo
vrijednosti varijabli rjesenje mijenjaju¢i njezinu vrijednost. Nakon prvoga prolaza
vrijednost varijable rjesenje bit ¢e jednaka zbroju znamenaka prvih 1 prirodnih

brojeva, tj. b,. Nakon drugoga prolaza vrijednost varijable rjesenje bit ¢e jednaka b +b,
itd. Nakon 100. prolaza vrijednost varijable rjesenje bit ¢e jednaka b +b,+...+by,,

odnosno rjesenju zadatka.

Primijetite da se vrijednost varijable zbroj inicijalizira na 0 prilikom svakoga prolaska
petljom. Drugim rije¢ima, 3. redak koda u svakom prolazu petlje prebrise raniju
vrijednost varijable zbroj i zamijeni je nulom. To je i primjereno jer varijabla zbroj u #

tom prolazu petlje racuna vrijednost b,, za svaki 7 = 1, 2, ..., 100.
Pitanje za razmisljanje: Moze li se navedeni zadatak rijesiti koriStenjem while-strukture

umjesto for-petlje? Ako moze, preradite kod tako da ispisuje ispravno rjeSenje. Ako ne

moze, objasnite svoj odgovor.
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elektrotehnici Rad s obi¢nim i
KO VELEUCILISTE U ZAGRES (redoviti preddiplomski funkcijskim m-
POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE . . .. .
Elektrotehnicki edjel struéni studij elektrotehnike) datotekama

Domac¢a zadaca

1. Svi elementi matrice Ae M, (R) definirani su pravilom a; =@+ 7)?, za sve
dopustive (i, j) . Izracunajte zbroj svih elemenata matrice A koji su neparni prirodni

brojevi.

2. Svi elementi matrice Be M4 (R) definirani su pravilom b, =|log,(i+j)], za sve

dopustive uredene parove (i, j). IzbriSemo sve elemente strogo veée od 3, a svaki od
preostalih elemenata umanjimo za 1. Izracunajte zbroj kvadrata svih elemenata

tako dobivene matrice.

n+2

5
n

3. Niz (a, )neN definiran je pravilom a, = . Odredite ukupan broj i zbroj svih

¢lanova niza koji nisu strogo manji od konstante eps. (Mantisa zbroja treba imati

to¢no 6 znamenaka.).

n—1
: L : a,=|In| » a, ||, zan>2, . _
4. Niz (a, )nEN definiran je rekurzivno s ~ Izracunajte zbroj
a, =3.

prvih 50 ¢lanova ovoga niza.

5. Za svaki ne N oznaCimo s b, najvecu znamenku u dekadskom zapisu broja n.

Izracunajte zbroj prvih 100 ¢lanova niza (b,) . .

Rezultati zadataka za domac¢u zadacéu

1. 59 335 000.

2. 354

3. 8192; 3.15618.
4. 248,

5. 250.
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