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Zadatak 1.

n*+2-n+1)?
GB-n+)’-2-n-1)>°

zbroj prvih 100 ¢lanova (s toénoséu od 107) i graniénu vrijednost L zadanoga niza.

Opdi ¢lan niza (a,),y je zadan pravilom a = . Izracunajte 70. ¢lan,

Potom nadite najmanji ke N takav da je |ak —L| <107

Zadatak 2.

3n
Opdi clan niza (b,),.y je zadan pravilom b :4’[l+9iJ . Odredite grani¢nu vrijednost
‘n

L zadanoga niza, pa nadite najmanji ke N takav da je |bk —L| <10~

Zadatak 3.

n-arctg n
Jn® +1

pa nadite najveéi ke N takav da je |ak —L| >107°.

Opdi ¢lan niza (c,),.y je ¢, = . Odredite grani¢nu vrijednost L zadanoga niza,

Zadatak 4.

L . 4/x*+3-8
Izracunajte L=lim————.

x—1 xz _1
Zadatak 5.

T . Al—e" —/l—cost
Izracunajte L= lim .
=0 Vsint

Zadatak 6.

Izracunajte L= lim -
y—2— —

1-2772

Zadatak 7.

Izracunajte L= lim (\/u2+5—\/u2—2-u+3).

U—>+oo
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Zadatak 8.

. . w=Aw+3-w
Izracunajte L= lim .

wome 2w+l

Zadatak 9.
(x—1)°

1-x
e

Odredite prve tri derivacije funkcije f(x)=

najvise sto mozete, pa izracunajte njihovu vrijednost u tocki ¢=1.
Zadatak 10.

Odredite sve stacionarne tocke funkcije g(f) =¢-(In*t—3-Int+3).

Rezultati zadataka:

24 781
Qpy =
25 200

2. L=3/, k=56 659 286.

, Sy =95.69953, L=1, k.. =119 998.

3. L:%, k_=1000 000.

4, 1.
5. —1.
6. 1.
7. 1.
8. 1.
2 2 2
9. f'(X)=xel_:l,f'(1)=0,f"(X)=%,f"(l)=2,f'"(X)=%,

10.x=11 x=e.
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Komentari/objasnjenja programskih kodova
zl.m

U ovom zadatku bavimo se nizovima realnih brojeva. Podsjetimo, niz realnih brojeva je
svaka funkcija f:N—>R. Ta funkcija moze (ali ne mora) imati svoju grani¢nu
vrijednost, tj. , konkretan“ realan broj L takav da se u svakom otvorenom intervalu oko

L nalazi beskona¢no mnogo ¢lanova niza, a izvan toga intervala kona¢no mnogo njih.

Niz je funkcija, pa je zadan svojim pravilom. Da bi se istaknula njegova posebnost,
varijabla niza oznacava se sa n. Tako je i u posljednjim trima zadacima ove vjezbe.
Radi brzine izvodenja programa, pri radu s nizovima treba kombinirati racun s realnim
brojevima (tj. racun s varijablama tipa double) i racun sa simbolickim varijablama.

Preciznije, gdje god budemo mogli, koristit ¢emo varijable tipa double.

Za odredivanje granicne vrijednosti funkcija MATLAB ima ugradenu funkciju 1imit.
Argumenti te funkcije su pravilo funkcije (ili, eventualno, oznaka funkcije, pri ¢emu
pravilo funkcije mora biti definirano u istom retku u kojemu je definirana oznaka
funkcije), varijabla funkcije i tocka u kojoj se racuna grani¢na vrijednost. U slucaju
grani¢ne vrijednosti niza, ta je ,tocka“ konstanta Inf koja u MATLAB-u oznacava

beskonacno veliku veli¢inu.

Pogledajmo strukturu programskoga koda. Pravilo niza zadano nam je u obliku koji
nije do kraja pojednostavljen. Kvadriranje, reduciranje i sredivanje izraza mozemo
obaviti ,rucno“, a mozemo ih prepustiti i MATLAB-u. Odlucit ¢emo se za potonju

varijantu.

U prvom retku koda deklariramo simbolicku varijablu (u ovom slucaju ona je oznacena
s n). U drugom i tre¢em retku zadali smo pravilo brojnika, odnosno nazivnika pravila
niza a, . U cetvrtom retku zadajemo pravilo samoga niza, pri ¢emu koristeé¢i funkciju
simplify najprije pojednostavljujemo algebarske izraze u brojniku i nazivniku, a
potom koriste¢i ugradenu funkciju collect ,skupljamo® koeficijente uz istu potenciju

varijable n i u brojniku i u nazivniku, te tako dodatno reduciramo izraz.

Pravilo kojim zadajemo niz a, je simbolic¢ki objekt. Da bismo izracunali 70. ¢lan niza, u

to pravilo umjesto varijable n moramo uvrstiti 70. To ¢emo napraviti koristeci
ugradenu funkciju subs. Rezultat ¢e biti (egzaktni) simbolicki broj, tj. dobit ¢emo

pravu, a ne pribliznu vrijednost ¢lana a,, .
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Potom trebamo izra¢unati zbroj prvih 100 ¢lanova s to¢noséu od 107 . Dakle, trazimo
pribliznu vrijednost toga zbroja. Zbroj simbolickih brojeva odredujemo koristeci
ugradenu funkciju symsum. Argumenti te funkcije su redom pravilo ili oznaka izraza
¢ije vrijednosti u pojedinim tockama treba zbrojiti, oznaka varijable doti¢noga izraza,
pocetna vrijednost varijable i krajnja vrijednost varijable. U ovome su slu¢aju oznaka
niza a, oznaka varijable n, pocetna vrijednost varijable 1, a krajnja vrijednost 100.
Rezultat ¢e ponovno biti simbolicki broj, i to razlomak s relativno mnogoznamenkastim
brojnikom, odnosno nazivnikom. Medutim, mi ionako trazimo pribliznu vrijednost toga
zbroja, pa ¢emo navedeni razlomak pretvoriti u ,obican“ realan broj koriste¢i funkciju
double. Na taj ¢emo nacin dobiti zeljenu pribliznu vrijednost.

Naposljetku, graniénu vrijednost zadanoga niza odredujemo koriste¢i ugradenu funkciju
limit. Njezin prvi argument je oznaka niza (tj. a), drugi argument oznaka varijable
niza (tj. n), a tre¢i argument tocka u kojoj raCunamo grani¢nu vrijednost (u ovom
slucaju konstanta inf). Bududi da trazimo egzaktnu, a ne pribliznu vrijednost grani¢ne

vrijednosti, ovdje ne¢emo koristiti funkciju double.

Preostaje odrediti najmanji k€ N takav da se svi ¢lanovi niza pocevsi od k-toga nalaze
u intervalu Sirine 2-10° oko broja L. Ideja odredivanja te vrijednosti je vrlo
jednostavna: efektivnho racunamo apsolutnu vrijednost razlike svakoga c¢lana niza,
pocevsi od prvoga, i broja L. Zbog definicije grani¢ne vrijednosti, (ispravno) o¢ekujemo
da ¢e se ta razlika sve vise i viSe smanjivati, pa ¢e u nekom trenutku postati manja od
107 i nastaviti se dalje smanjivati. Tako se zapravo namece potreba koristenja while-
petlje: za svaki ¢lan niza racunajmo navedene apsolutne vrijednosti sve dok su one
jednake ili veée od 107. Cim prvi put ,naletimo“ na vrijednost k takvu da je
spomenuta apsolutna vrijednost strogo manja od 107, petlja ée se prestati izvrsavati.
Doti¢na vrijednost k bit ¢e ujedno i rjesenje ovoga dijela zadatka.

Posebno istaknimo sljede¢e. Odredivanje apsolutne vrijednosti u cijelosti mozemo
provesti sa simbolickim brojevima. Medutim, tada bi izvrsavanje cijeloga programskoga
koda trajalo prilicno dugo. Racunanje s varijablama tipa double je bitno brze, pa

¢emo pribjeéi sljedeé¢em lukavstvu.

U 9. retku koda pretvaramo simbolicku funkciju u anonimnu funkciju koristenjem
ugradene funkcije matlabFunction. Jedini njezin argument je pravilo ili oznaka
simbolicke funkcije. U ovom slucaju pretvaramo simbolicku funkciju a¢ u anonimnu
funkciju koju ¢emo takoder oznaciti s a. Dakle, od 9. retka koda a vise nije simbolicka,

nego anonimna funkcija.

U 10. retku koda simbolicki broj L pretvaramo u ,obi¢an“ realan broj (varijablu tipa
double) koristenjem ugradene funkcije double. I na taj éemo nacin ubrzati izvodenje
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koda jer ¢emo izbjeéi formalno racunanje s mjesovitim tipovima varijabli (sym i
double).

Retci 11. — 13. predstavljaju implementaciju gore opisane ideje, pa ih ovdje necemo
dodatno komentirati. U retku 14. zadajemo ispisivanje svih triju trazenih vrijednosti i

time dovrsavamo cijeli kod.

Pitanja za razmisljanje: Kako biste odredili prve dvije trazene vrijednosti bez koristenja
ijednoga simbolickoga objekta (tj. samo koristenjem varijabli tipa double)? Moze li se
— ponovno samo koristenjem varijabli tipa double — naslutiti grani¢na vrijednost niza?

Ako moze, opisite algoritam kojim bismo mogli naslutiti tu vrijednost.

z2.m i z3.m

U oba zadatka zapravo imamo istu strategiju rjeSavanja, ali razlicite izlazne vrijednosti.
Najprije zadajemo oznaku simbolicke varijable. Potom zadajemo pravilo niza, pa

racunamo njegovu grani¢nu vrijednost.

Nakon toga prelazimo na odredivanje najmanjega (u 9. zadatku), odnosno najveéega
ke N koji ima neko svojstvo. Ideja je potpuno analogna kao u rjesenju 8. zadatka.
Najprije pretvorimo simbolicku funkciju u anonimnu, a simbolicki broj (jednak
grani¢noj vrijednosti niza) u ,,obi¢an® realan broj (varijablu tipa double). Krenemo od
prvoga clana niza, pa u nizu idemo sve dalje i dalje, i to sve dok je apsolutna vrijednost
razlike tekucega c¢lana niza i granicne vrijednosti niza jednaka ili veca od zadanoga
broja. Prema definiciji grani¢ne vrijednosti niza, u nekom c¢e trenutku ta razlika prvi
put postati strogo manja od zadanoga broja. Tu nastupaju razlike u posljednjem retku
koda. U rjesenju 9. zadatka program treba ispisati vrijednost (k) za koju se while-
petlja prestala izvrsavati, dok u rjesenju 10. zadatka program treba ispisati posljednju
vrijednost £ za koju je while-petlja izvrsena. Kako vidimo, od klju¢ne je vaznosti znati
interpretirati Sto zapravo Zelimo odrediti, pa algoritam osmisliti u skladu s tim, a ne
znati napamet neke algoritme bez razumijevanja sto oni zapravo rade i Sto ispisuju

pripadni programi.

u 9.
u 10. zadatku) odrediti bez koristenja simbolickih objekata? Mogu li se

Pitanje za razmisljanje: Mogu li se obje odredene prirodne vrijednosti (k

zadatku i k_,

te iste vrijednosti odrediti alternativno koristenjem neke druge strukture razli¢ite od
while-petlje (npr. for-petlje, if-then-else strukture i sl.)? Ako mogu, opisite pripadne

algoritme. Sve svoje tvrdnje precizno obrazlozite.
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z4.m, z5.m., z6.m, z7.m i z8. m

U ovih pet zadataka naucit ¢emo odredivanje granicne vrijednosti funkcija u
MATLAB-u. To odredivanje zapravo ve¢ mozemo i naslutiti na temelju rjesenja
prethodnih triju zadataka. Niz jest posebna vrsta funkcija, ali je ipak funkcija, pa se
odredivanje grani¢ne vrijednosti funkcije u tocki zapravo ne razlikuje od odredivanja

grani¢ne vrijednosti niza.

Dogovor: Dalje u tekstu pisemo granicna vrijednost funkcije, pri ¢emu mislimo na
granicnu vrijednost funkcije u tocki. (Dakle, izostavljamo toc¢ku u kojoj odredujemo tu

grani¢nu vrijednost.)

Analiticki, grani¢ne vrijednosti funkcija odredujemo razli¢itim postupcima, npr.
L'Ho6pital-Bernoullijevim pravilom, racionalizacijom brojnika i sl. U MATLAB-u tih
postupaka nema, bez obzira na tip grani¢ne vrijednosti koju treba odrediti. Bilo koju
grani¢nu vrijednost funkcije odredujemo koriste¢i ugradenu funkciju 1imit. Medutim,
za razliku od prethodnih zadataka, ta ¢e funkcija kao svoju posljednju ulaznu varijablu

moc¢i imati i ,konkretan® realan broj, a ne konstantu Inf.

Pogledajmo najprije programski kod z4.m. U prvom retku deklariramo nezavisnu
varijablu (to je z). U drugom retku zadajemo pravilo brojnika, a u treéem retku pravilo
nazivnika funkcije pod graniénom vrijednosti. U ¢etvrtom retku zadajemo pravilo same
funkciju kao koli¢nik njezina brojnika i mnazivnika. Naposljetku, u petom retku
odredujemo trazenu grani¢nu vrijednost koriste¢i funkciju limit. Prvi argument te
ugradene funkcije je funkcija ¢iju grani¢nu vrijednost trazimo, drugi argument je
varijabla te funkcije, a treéi tocka u kojoj trazimo granicnu vrijednost. Poredak
argumenata ne smije se mijenjati. I to je sve — pokretanjem koda dobit é¢emo

rjeSenje zadatka.

Zadatak 5., odnosno kod z5.m, razlikuje se od prethodnoga zadatka ponajprije prema
tipu grani¢ne vrijednosti. (Naravno, i funkcija pod grani¢nom vrijednosti je razlicita u
odnosu na onu iz zadatka 4.) Naime, u ovom zadatku rije¢ je o jednostranoj grani¢noj
vrijednosti, i to posebno o grani¢noj vrijednosti zdesna. Zbog toga moramo MATLAB-u
eksplicitno reé¢i da trazimo graniénu vrijednost zdesna. Kako to uciniti? Jednostavno:
dodajemo cetvrti argument ugradene funkcije 1imit. Taj argument bit ¢e rijec: ako
trazimo grani¢nu vrijednost zdesna, upisat ¢emo right, a ako trazimo grani¢nu
vrijednost slijeva, upisat ¢emo left. Tu rije¢ moramo staviti pod znakove
jednostrukoga navodnika (apostrofa). Upravo to je i ucinjeno u petom retku koda u
kojemu je kao posljednji argument funkcije 1imit stavljena rije¢ 'right'. Poredak

argumenata (ponovno) ne smijete mijenjati!
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Oprez: U ostalim retcima pripazite na nuznost svih stavljenih okruglih zagrada u
drugom i tre¢em retku kodal!

Pitanje za razmisljanje: Mozemo li u ovom zadatku odrediti grani¢nu vrijednost
slijeva? Postoji li obostrana grani¢na vrijednost? Obrazlozite svoje odgovore. (Uputa:
Promotrite vrijednost radikanda (izraza pod korijenom) u nazivniku za apsolutno male

negativne realne brojeve.)

Zadatak 6. je, slobodno govoreci, ,zrcalna slika“ zadatka 5. U njemu se trazi
odredivanje granicne vrijednosti slijeva. Zbog toga je u posljednjem retku koda z6.m
kao posljednji argument funkcije 1imit napisana rije¢ 'left'.

Oprez: Pripazite na nuznost svih stavljenih okruglih zagrada u drugom retku koda!

Pitanje za razmisljanje: Mozemo li u ovom zadatku odrediti grani¢nu vrijednost
zdesna? Postoji li obostrana grani¢na vrijednost? Obrazlozite svoje odgovore.

Kod z7.m koji predstavlja rjesenje zadatka 7. nema potrebe posebno komentirati.
Trazimo granicnu vrijednost funkcije kad njezina varijabla tezi u 4. Taj je slucaj
sintakticki identi¢an odredivanju grani¢ne vrijednosti niza: treca varijabla funkcije limit
treba biti jednaka konstanti inf. Ostali dijelovi koda su standardni: najprije se
deklarira nezavisna varijabla, potom pravilo funkcije i naposljetku izraz za odredivanje

grani¢ne vrijednosti.

Pitanje za razmisljanje: Je li u ovom zadatku svejedno tezi li varijabla ka oo ili —co?
Dobiju 1li se isti rezultati u oba slucaja? PokuSajte dati svoje odgovore bez
analitickoga racunanja, odnosno koristenja MATLAB-a, pa ih potom provjerite
koristeéi MATLAB. Sto primje¢ujete?

Pitanje za razmisljanje: Rezultat zadatka 7. je ,konkretan“ realan broj. Kako biste

(svojim rije¢ima) interpretirali njegovo znacenje?

Ni kod z8.m koji predstavlja rjesenje zadatka 8. nema potrebe posebno komentirati.
Trazimo graniénu vrijednost funkcije kad njezina varijabla tezi u —oo. Prva tri retka
koda su standardna: najprije se deklarira nezavisna varijabla, pa potom pravila
brojnika, nazivnika i same funkcije pod graniénom vrijednoséu. U petom retku se kao
posljednji argument funkcije 1imit pojavljuje konstanta —Inf. Nju piSemo kad

trazimo grani¢nu vrijednost funkcije ¢ija varijabla tezi u —oe.

Pitanje za razmisljanje: Je li u ovom zadatku svejedno tezi li varijabla ka oo ili —co?
Dobiju 1li se isti rezultati u oba slucaja? PokuSajte dati svoje odgovore bez
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analitickoga racunanja, odnosno koristenja MATLAB-a, pa ih potom provjerite
koriste¢éi MATLAB. Sto primjeéujete?

Pitanje za razmisljanje: Rezultat zadatka 8. je ,konkretan“ realan broj. Kako biste

(svojim rije¢ima) interpretirali njegovo znacenje?

z9.m

U ovom ¢emo zadatku vidjeti kako mozemo odrediti derivaciju neke funkcije u tocki,
odnosno bilo koju (!) derivaciju neke funkcije. Podsjetimo, derivacija funkcije u tocki
(ako postoji) je ,konkretan“ realan broj, dok je derivacija te funkcije ponovno funkcija.
Jezi¢ni izrazi su vrlo sli¢ni, ali u matematickom smislu radi se o potpuno razli¢itim
objektima, pa zbog toga ne smijemo izostaviti rijeci u tocki koje smo smjeli izostaviti
kod racunanja granicne vrijednosti funkcije.

Gotovo sve ugradene funkcije koje se pojavljuju u ovom kodu upoznali smo veé ranije.
Funkcija simplify pojednostavljuje simbolicki algebarski izraz, dok funkcija subs
racuna vrijednost simbolicke funkcije u ,konkretnoj“ tocki. Jedina nova ugradena
funkcija koja se ovdje pojavljuje je funkcija diff, pa recimo nesto vise o njoj.

Funkciju diff mozemo koristiti za odredivanje derivacija funkcije jedne realne varijable,
ali i tzv. parcijalnih derivacija funkcije barem dviju varijabli. Potonje funkcije bolje
¢ete upoznati upisete li specijalisticki diplomski studij elektrotehnike na TVZ i predmet
Matematika u 1. semestru toga studija. Ovdje se njima neé¢emo baviti, nego ¢emo se
ograniciti na derivacije funkcije jedne realne varijable. Potpuno analogno kao i funkcija
limit, i funkcija diff ima tocno tri ulazne varijable na ¢iji poredak moramo
pripaziti. Prva ulazna varijabla je pravilo ili oznaka funkcije koju deriviramo. Druga
ulazna varijabla je varijabla te funkcije. Trec¢a ulazna varijabla je red derivacije koju

trazimo.

Prisjetite se da u Matematici 1 nije bilo ni najmanje najmanje jednostavno odrediti
npr. 50. derivaciju neke funkcije. U posebnim sluc¢ajevima mogli smo izvesti formulu za
n-tu derivaciju neke funkcije, i to za svaki ne N. U nekim slucajevima morali smo
primijeniti Leibnizovu formulu. A u ostalim sluc¢ajevima morali smo slegnuti ramenima
i re¢i kao nakon poraza nasega omiljenoga nogometnoga kluba ili ,pada“ na kolokviju
iz manje omiljenoga predmeta: ,Nazalost, nista.“ jer je odredivanje derivacije bilo
kojega reda bilo pretesko. No, maloprije je pisalo da MATLAB moze odrediti derivaciju
bilo kojega reda. Znaci li to da profesor koji vam je predavao Matematiku 1 nema

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 8



™G . Matematicki alati Vjezba 8.

| : u elektrotehnici Diferencijalni rac¢un

T otecmcon zmcmmmenee | (preddiplomski strucni u MATLAB-u.
Flekrotehnickiode studij elektrotehnike)

pojma (pa pod hitno treba traziti povrat ulozene skolarine) ili da pisac ovoga teksta
bezocno laze tvrde¢i da MATLAB moze odrediti derivaciju bilo kojega reda?

Ispravan odgovor na prethodno pitanje je: ni jedno, ni drugo. Pitanje je postavljeno
namjerno jer, iako u teoriji doslovno vrijedi da kao tre¢u ulaznu varijablu funkcije
diff mozete napisati bilo koji konkretan prirodan broj, vrlo lako je moguce da cete u
vecini slucajeva u kojima imate relativno slozeno pravilo funkcije koju treba derivirati i
relativno velik red derivacije jednostavno ,zablokirati® MATLAB-ov daljnji rad i
morati pritisnuti tipke Ctr1-C da biste prekinuli izvrSsavanje koda. Dakle, kao i u
zivotu opcenito, ne pretjerujte — u ovom slucaju, sa zadavanjem reda derivacije

funkcije.

Pogledajmo strukturu nasega programskoga koda. Prva dva retka su nam veé¢ dobro
poznata: najprije deklariramo simbolicku varijablu, a potom pravilo funkcije koju
zelimo derivirati. U retcima 3. — 5. odredujemo prve tri derivacije zadane funkcije. S
obzirom da se oznaka ' (apostrof) veé¢ koristi u MATLAB-u kao alternativni zapis
funkcije transponiranja, prvu derivaciju ne mozemo uobicajeno oznaciti s f y Ipak,
sugestivno je mozemo oznaditi s £1, $to smo i napravili u 3. retku. Sto radi 3. redak
koda? Izraz diff (£, x,1) odreduje pravilo prve derivacije funkcije f (po varijabli z,
ali to je nebitno jer se u pravilu funkcije f ne pojavljuje nijedna druga oznaka,
konstanta itd.) Ugradena funkcija simplify ¢e potom pojednostavniti dobiveni izraz
kako najbolje zna i umije. Time ¢e u cijelosti biti odredeno pravilo prve derivacije.

Potpuno analogno postupamo u retcima 4. i 5. U 4. retku odredujemo pravilo druge
derivacije, dok u 5. retku odredujemo pravilo treée derivacije. Oba pravila
pojednostavljujemo koriste¢i funkciju simplify. Radi preglednosti, sva tri pravila

derivacija pohranjujemo u matricu F tipa (3,1) i ispisujemo je u 6. retku koda.

Kad znamo pravila prvih triju derivacija funkcije f, lako je izracunati vrijednost tih
derivacija u konkretnoj tocki. Jednostavno, u svako pravilo umjesto varijable z treba
uvrstiti konkretnu tocku. U tu ée nam svrhu posluziti funkcija subs. U retcima 7. — 9.
primjenom upravo te funkcije izracunate su vrijednosti prvih triju derivacija u zadanoj
tocki. Radi preglednosti, sve tri vrijednosti pohranjene su u matricu C'tipa (1, 3), te se
ispisuju u 10. retku koda.

Pitanje za razmisljanje: Ranije smo vidjeli da ugradena funkcija ,napada“ matricu tako
da djeluje na svaki element te matrice. Ako matricu X =[1 500 600] ,hapadnemo®

funkcijom diff, $to ocekujemo kao rezultat? (Uputa: Sto je prva derivacija svake

konstantne funkcije?) A Sto je zapravo diff (X)? Provjerite rjesenje koristeéi
MATLAB.
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z10.m

U posljednjem zadatku ove vjezbe kljuéno je prisjetiti se strategije analitickoga
rjesavanja ovoga tipa zadatka. Dakle, kako bismo ovaj zadatak rijesili analiticki?
Podsjetimo, stacionarna tocka funkcije ¢ je svaka nultocka njezine prve derivacije.
Samim tim slijedi strategija rjesavanja zadatka. Najprije ¢emo zadati pravilo funkcije g,
potom odrediti pravilo njezine prve derivacije i potom rijesiti jednadzbu g'(t)=0.
Khm, khm, je 1li ovaj posljednji korak u cijelosti ispravan? Jesu li sva rjeSenja
jednadzbe g'(t)=0 ujedno i nultocke funkcije g'? Nisu, naravno, kao sto smo to
istaknuli rjesavajuci vjezbu 7. Trazene nultocke bit ¢e samo ona rjesenja koja pripadaju
prirodnoj domeni polazne funkcije g.

Prirodnu domenu funkcije g odredimo napamet. Prirodni logaritam postoji samo za
strogo pozitivne realne brojeve. Dakle, rjesenje zadatka bit ¢e ona rjesenja jednadzbe
g'(t)=0 koja su strogo pozitivni realni brojevi. Sva rjesenja jednadzbe opcenito su
kompleksni brojevi. Zbog toga moramo smisliti logicki uvjet kako provjeriti je li neki

kompleksan broj ujedno i strogo pozitivan realan broj. Taj uvjet nije tezak i glasi:

(z>0) <= (Rez>0)A(Imz=0)).

Oprez: U matematici je sasvim dovoljno napisati z>0 da bismo zakljucili da z ne
moze biti kompleksan broj ¢iji je imaginarni dio razli¢it od nule. Naime, u Matematici 1
smo naucili da kompleksne brojeve ne mozemo usporedivati ,,po veli¢ini“ onako kako to
radimo s realnim brojevima. Preciznije, za dva kompleksna broja ne mozemo reéi koji je
vedi, a koji manji. Mozemo samo ustvrditi jesu li oni medusobno jednaki ili su

medusobno razli¢iti. No, u MATLAB-u postoji problem jer vrijedi:

(z>0) = Rez>0).

Npr. ako je z=1+i, onda ¢e izvrsavanjem z>0 MATLAB vratiti 1, tj. potvrdit ¢e nam
da je ta nejednakost tocna iako je ona matematicki besmislena. Zbog toga moramo

koristiti gornju ekvivalenciju.

Preostaje nam jos navesti ugradenu funkciju koja ¢e nam posluziti kao rjesavac
jednadzbi. Rije¢ je o funkciji solve. Ta funkcija moze rjeSavati (ne)algebarske
jednadzbe, sustave (ne)algebarskih jednadzbi itd. Zbog toga je njezina sintaksa prilicno
raznolika. Ovdje ¢emo koristiti sintaksu u skladu s kojom je prva ulazna varijabla
jednadzba koju treba rijesiti, a druga oznaka nepoznanice.

Pogledajmo sada strukturu nasega koda. Prva dva retka su jasna: najprije deklariramo
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ime varijable, a potom zadamo pravilo funkcije ¢g. U tre¢em retku odredujemo rjesenja

jednadzbe g'(t) =0. Skup svih tih rjesenja oznac¢imo s r jesenja. Potom pisemo znak
=. Nakon toga pozivamo funkciju solve. Ona ¢e rijesiti jednadzbu g'(t)=0 u skupu

kompleksnih brojeva. Kako zadati tu jednadzbu?

Jednostavno: prvu derivaciju zadamo koriste¢i netom naucenu funkciju diff. Potom
napisemo znakove == kojima ¢emo oznaciti da je rije¢ o jednadzbi, da je ,ono Sto pise
ispred tih znakova“ lijeva strana jednadzbe, a da je ,ono Sto piSe iza tih znakova‘“
desna strana jednadzbe. Zasto ne smijemo napisati samo jedan znak =7 Razlog je
jednostavan: MATLAB ¢e u tom slucaju nastojati dodijeliti objektu ispred znaka =
vrijednost iza toga znaka, a to je nemoguce jer je objekt ispred znaka = velic¢ina
definirana ugradenom funkcijom, a ne varijabla. Preostaje iza znakova == napisati 0.
Time je jednadzba koju treba rijesiti potpuno zadana. Preostaje upisati zarez, te

zakljuéno oznaku nepoznanice (t).

Da nam odgovara bilo kakvo kompleksno rjesenje jednadzbe, posao bi bio gotov.
Medutim, rekli smo da kao rjeSenje zadatka u obzir dolaze samo strogo pozitivni
brojevi. Zbog toga u posljednjem retku koda moramo implementirani ranije navedeni
logicki uvjet koji ¢e medu svim kompleksnim rjesenjima jednadzbe prepoznati samo ona
koja su strogo pozitivni realni brojevi i upravo ta rjesenja pohraniti u matricu
rezultat.

Zakljucno primijetimo nesto drugaciji oblik koristenja logickoga operatora AND. Ranije
smo taj operator pisali u ,dvostrukom® zapisu &&. Medutim, ovdje je zapisan u
yjednostrukom® zapisu &. Razlog ovoj promjeni je vrlo jednostavan. U MATLAB-u
postoje dva logicka operatora AND. Prvi (&) je operator koji djeluje na matrice prema
standardnom nacelu ,c¢lan po ¢lan“: usporeduje prvi ¢lan prve matrice s prvim c¢lanom
druge matrice, drugi ¢lan prve matrice s drugim ¢lanom druge matrice itd. Drugi (&&)
je operator koji usporeduje skalare (realne ili kompleksne brojeve). S obzirom da je
varijabla rjesenje zapravo matrica sa simbolickim objektima, primijenjen je prvi

oblik toga operatora.
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Domac¢a zadaca

n

) . Odredite 100. ¢lan, zbroj

1. Opéi ¢lan niza (a, )neN definiran je pravilom a, = .

prvih 200 ¢lanova (s toénoséu od 107) i graniénu vrijednost zadanoga niza. Potom
odredite najmanji ke N takav da je |ak —L| <107

n—5) 4+ (8. 2
2. Opéi ¢lan niza (b,) definiran je pravilom b, = (6-n 5)2 +@8-n+7) _
< (26-1+25)° —(24-n—23)

toénoséu od 107 odredite 50. ¢lan, zbroj prvih 100 ¢lanova i graniénu vrijednost

zadanoga niza. Potom odredite najveéi ke N takav da je |ak —L| >107.

3. Odredite sljedece granicne vrijednosti:

a) L, = lim L7 2,
x—l1 x_l
E
NE
b)Lzzlirg} e '

oL, = yh_)rg 2-arctg (ZTIyB’

) L, = lim (Vw? =2 w+24w).

w—>—o0

4. Funkcija f:R—R definirana je pravilom f(x)=x-sinx. Odredite f“””(0).

5. Odredite skup svih stacionarnih to¢aka polinoma p(t)=4-* +5-t* —=10-t>—20-¢+1.

Rezultati zadataka za domadéu zadacéu

A0 =ﬁ, S,00 =—0.69065, L=0, k_. =100 001.

2. a,,=0.68236, S,,, =61.87193, L=1, k_, =2 351 975.
3. a)L,=2-In2+1; b)L,=1; ¢)L,=-x; d) L, =-1.
4. —2020.

5. S={-11}.
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