TVZ

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

ELEKTROTEHNICKI ODJEL

RJESENJA ZADATAKA 1Z MATEMATIKE NA DRZAVNOJ MATURI
U KOLOVOZU 2010. - VISA RAZINA

I. ZADATCI VISESTRUKOGA IZBORA

1. C. Prva tvrdnja nije tocna jer je skup realnih brojeva R pravi podskup skupa kompleksnih brojeva
C, t. vrijedi skupovna inkluzija R < C. Drugim rije¢ima, svaki realan broj ujedno je i
kompleksan broj (s imaginarnim dijelom jednakim nuli), ali obratna tvrdnja nije to¢na, tj. postoji
beskona¢no mnogo kompleksnih brojeva (npr. svi kompleksni brojevi oblika a - i, za a € N) koji
nisu realni brojevi.

Iz istoga razloga nije to¢na niti Cetvrta tvrdnja jer je skup iracionalnih brojeva I pravi podskup
skupa realnih brojeva R, a samim time i pravi podskup skupa kompleksnih brojeva C. Dakle,
vrijede skupovne inkluzije I € R < C. Stoga je svaki iracionalan broj ujedno i kompleksan broj (s
imaginarnim dijelom jednakim nuli), ali obratna tvrdnja nije to¢na, tj. postoji beskona¢no mnogo
kompleksnih brojeva (npr. svi kompleksni brojevi oblika a - i za @ € N) koji nisu niti realni
brojevi, pa posebno niti iracionalni brojevi.

Druga tvrdnja nije to¢na jer je skup cijelih brojeva Z pravi podskup skupa svih racionalnih brojeva

Q. 4. vrijedi skupovna inkluzija Z < Q. Drugim rijecima, svaki cijeli broj moZe se prikazati kao

razlomak (s nazivnikom 1), ali obratna tvrdnja nije to¢na tj. postoji beskona¢no mnogo racionalnih

brojeva (razlomaka) koji se ne mogu napisati kao cijeli brojevi (to su npr. svi racionalni brojevi
n

oblika zan € N.)

n+

Treca tvrdnja je toc¢na jer je skup racionalnih brojeva Q pravi podskup skupa svih realnih brojeva
R. Dakle, vrijedi skupovna inkluzija Q — R.

2. D. Zadanu mjeru kuta iskazanu u radijanima pretvaramo u stupnjeve tako da je pomnoZimo s
razlomkom 180 (jer vrijedi jednakost 180° = & radijana). Stoga je traZena mjera jednaka

l~7r~@=7 - 18 =126°.
10 T

3. D. Koli¢inu podataka od 6 gigabajta najprije preracunajmo u megabajte. Budu¢i da jedan gigabajt
ima 1 024 megabajta, 6 gigabajta ima 6 puta viSe megabajta, tj. ukupno 6 - 1 024 = 6 144
megabajta. Stoga je traZeni broj CD-a jednak najmanjem prirodnom broju koji je veéi ili jednak

broju 14;4 . Budu¢i da je 6 144 : 700 = 8.78, zakljuujemo da je traZeni broj CD-a jednak 9. (Na

8 CD-a moZe se pohraniti ukupno 8 - 700 = 5 600 megabajta podataka, $to nije dovoljno za
pohranu svih podataka.)

4. A. Pokazimo najprije da su zadani trokuti sli¢ni prema poucku K — K, tj. da se podudaraju u dvama
kutovima. U prvom je trokutu tre¢i (nepoznati) kut trokuta jednak

B =180°—(78° +43°) =180° — 121° = 59°.
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U drugom trokutu primjenom sinusova poucka dobijemo:

64 _ 56

sin78° sinfB’

a odavde je
sin B = E~sin78° = E~sin78° :Z~sin78° .
6.4 64 8

U segmentu [0, 180°] ova trigonometrijska jednadzba ima dva rjeSenja: B; = 59° i B, = 180° — 59°
= 121°. Drugo rjeSenje, medutim, otpada jer bi zbroj dvaju kutova (kuta od 121° i kuta od 78°) u
drugom trokutu bio strogo vec¢i od 180°, §to je nemoguce. Stoga mora biti §; = 59°.

Tako smo zakljucili da se zadani trokuti podudaraju u dvama kutovima. Stoga se ti trokuti moraju
podudarati i u preostalom kutu. Mjera toga kuta jednaka je 43°, kako je i naznaceno u prvom
trokutu.

5. C. Iz podatka da su Iva i Matej podijelili novac u omjeru 3 : 5 zakljucujemo da postoji strogo
pozitivan realan broj k takav da je Iva dobila 3 - k kuna, a Matej 5 - kK kuna. Budu¢i da zbroj obiju
iznosa treba biti jednak ukupnoj svoti novca, tj. 24 464 kn, dobivamo linearnu jednadZzbu s jednom
nepoznanicom:

3-k+5-k=24464,
odnosno
8- k=24 464.

Dijeljenjem s 8 dobijemo k = 3 058. TraZeni iznos, tj. razlika svote koju je dobio Matej i svote
koju je dobila Iva, jednak je:

5-k-3-k=2-k=2-3058=6116kn.

6. D. Cinjenica da zadani graf prolazi ishodistem nije znadajna za rjeSavanje zadatka jer se lako vidi
da grafovi svih Cetiriju ponudenih funkcija prolaze ishodiStem pravokutnoga koordinatnog sustava
u ravnini, tj. da za sve Cetiri ponudene funkcije f vrijedi jednakost f (0) = 0. Medutim, zadani graf
se asimptotski pribliZava pravcu x = —1, §to znaci da pripadna funkcija nije definirana za x = —1.
Prve tri ponudene funkcije (linearna, kvadratna i eksponencijalna) definirane su za bilo koju realnu
vrijednost varijable x, pa posebno i za x = —1. Stoga je rjeSenje zadatka funkcija f (x) = loga(x + 1).
Doista, prirodno podrucje definicije te funkcije je otvoreni interval (—1, +oo), funkcija je strogo
rastuca (jer joj je baza logaritma strogo veca od 1) i njezin graf prolazi to¢kom (0, 0).

7. B. Opseg zadanoga pravokutnika jednak je:

O=2-la+a+3)]=2-(a+a+3)=2-2-a+3)=4-a+6.
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Iz podatka da opseg pravokutnika treba biti jednak 54 cm dobivamo linearnu jednadZbu s jednom
nepoznanicom:

4-a+6=54,
odnosno
4-a=54-6,
odnosno
4-a=48.
Odatle dijeljenjem s 4 slijedi a = 12 cm.
Sad uo¢imo da traZenu povrSinu trokuta moZemo izracunati kao polovicu umnoska stranice trokuta

¢ija je duljina a + 3 = 12 + 3 = 15 cm i visine na tu stranicu ¢ija je duljina a = 12 cm. Stoga je
traZena povrSina jednaka

P:%~(a+3)~a:%~(12+3)~12:15~6=90 cm’.

D. Treba napisati kvadratnu jednadZbu s cjelobrojnim koeficijentima ¢ije je jedno rjeSenje zadani
broj a. Da bi ta kvadratna jednadZzba imala cjelobrojne koeficijente, nuzno je i dovoljno da i broj

a, =1- V5 bude rjeSenje te jednadzbe. Preostaje primijeniti Vieteove formule:

a+ar=1+5)+1-5)=1+/5+1-/5=2,
a-ar= (1+5)-1-5) =1 =[5 =1-5=—4,

te napisati pripadnu kvadratnu jednadZbu (s nepoznanicom a):
a-2-a-4=0.

C. Uocimo da se mreza geometrijskoga tijela sastoji od jednoga pravokutnika i Cetiri trokuta koji
tvore dva para medusobno sukladnih trokuta. Stoga je traZzeno geometrijsko tijelo uspravna
cetverostrana piramida kojoj je osnovka pravokutnik, a pobocke trokutovi. (Sve strane trostrane
piramide su trokutovi, trostrana prizma ima mreZu sastavljenu od dva trokuta i tri usporednika
(paralelograma), dok mreZa Cetverostrane prizme sadrZi dva usporednika (paralelograma).)

B. 1z pretpostavke a < b slijedi a — b < 0. Funkcija apsolutne vrijednosti na strogo negativne realne
brojeve djeluje tako da im mijenja predznak. Stogajela—bl=—(a-b)=-a+b=>b-a.

A.Zaa+# J_r% primjenom formula za kvadrat zbroja, kvadrat razlike i razliku kvadrata dobivamo

redom :
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(2-a-1)’+4-a 2-a+l _(2-a)’-2-2-a)-1+’+4-a  2-a+l 2°-a’~4-a+1+4-a

2-a-1? 16-a*—1 (2-a—1) (@ -1 (2-a—1)
2-a+1 _ 4-d’+1 2-a+1 1 2-a+1 1

G a )G +) Qa1 (P-a-1)-G-a+1) (2-a-1} Ca-D-2a+l) (2-a-1)

12.

13.

D. Da bi funkcija f bila definirana, oba logaritmanda moraju biti strogo pozitivni realni brojevi. To
znacdi da istodobno moraju vrijediti sljede¢e nejednakosti:
x=3
X
x+2>0

>0

Koli¢nik dvaju realnih brojeva je strogo pozitivan realan broj ako i samo ako su djeljenik i djelitelj
istodobno ili strogo pozitivni ili strogo negativni realni brojevi. Stoga su moguca sljedeca dva
slucaja:
x=3>0 x-3<0
ili x>0 ili x<0
x+2>0  x+2>0

Promotrimo prvi slu€aj. 1z prve nejednakosti slijedi x > 3, a iz tre¢e x > —2. Presjek skupova
odredenih nejednakostima x > 3, x > 0 i x > -2 je interval (3, +oo). (TraZimo presjek jer sve tri
nejednakosti moraju vrijediti istodobno.)

Promotrimo drugi slucaj. Iz prve nejednakosti slijedi x < 3, a iz tree x > —2. Presjek skupova
odredenih nejednakostima x < 3, x < 01 x > -2 je skup (-2, 0). (Opet traZimo presjek jer sve tri
nejednakosti moraju vrijediti istodobno.)

Budué¢i da moZe nastupiti ili prvi ili drugi slucaj, domena zadane funkcije je unija skupova
dobivenih kao rjeSenja svakoga pojedinoga slucaja. Dakle, Dy = (-2, 0) U (3, +o0) .

B. Da bismo odredili jednadZzbu kruZnice, moramo odrediti srediSte i kvadrat polumjera te

kruZnice. Buduéi da je duZina AB, prema pretpostavci, promjer kruZnice, srediSte kruZnice je
poloviste te duZine jer srediSte kruZnice raspolavlja bilo koji promjer kruZnice. Dakle,

3+1 2+44) (-2 6
S=P_= S = =22 =(-13).
(e

Nadalje, kvadrat duljine polumjera kruznice jednak je Cetvrtini kvadrata udaljenosti izmedu toCaka
A i B jer je duljina svakoga polumjera kruZnice dvostruko manja od duljine bilo kojega promjera
kruznice. Dakle,
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»_ 1 2 2 2 1 2 2 1 2 2 1 2
r =Z~[d(A,B)] = ~{[l—(—3)] +(4-2) }=Z~[(1+3) +(4-2) ]=Z~(4 +2 )=Z~(16+4)=T=5

1
4
Preostaje napisati jednadZbu kruZnice &ije je srediste tocka S(—1, 3), a kvadrat polumjera > = 5.

Ona glasi:

[x— (D +(y-3)* =5,

(x+ 1)+ (y-3)*=5,
P42 x- 14124y -2-y-3+32 =35,
P+2 - x+1+y-6-y+9-5=0,
P+ +2-x-6-y+5=0.

14. A. Koriste¢i definicijsku formulu za funkciju tangens, te adicijski poucak za funkciju sinus,
zadanu jednadZbu najprije transformiramo na sljede¢i nacin:

sin[2~x—7rj sinz
3) 3 _p

T T
cos| 2-x—— COoS—
( 3J 3
sin 2~x—£ ~cos£—cos 2~x—£ ~sinz
3 3 3 3
=0
T T
cos| 2-x—— |-cos—
[ 3J 3
sin 2~x—£ _r
3 3

T T
cos| 2-x—— |-cos—
[ 3} 3

sin[2~x—2~ZJ
=0

T T
cos| 2-x—— |-cos—
[ 3) 3

Razlomak na lijevoj strani posljednje jednakosti bit ¢e jednak nuli ako i samo ako istodobno
brojnik toga razlomka bude jednak nuli, a nazivnik razli¢it od nule. Primijetimo da vrijedi ocita
jednakost

cosz:l;tO.
3 2

IzjednaCavanjem brojnika s nulom dobivamo:
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sin(2~x—2~zJ=0
3

2x-2Z=k.x

3
2x=2L 4k -x

3
2.x=§«2+3k)kz
x=%(3k+2xkel

Provjerimo je li za dobivene vrijednosti nepoznanice x nazivnik razlicit od nule:

cos 2~x—z =Cos 2~z+k~7r _z =Cos z+k~7z =cos£~cos(k~7r)—sinz~sin(k~7r)=
3 3 3] 3 3 3
1 za parne k € Z;
L costhomy -3 0= L coscr -1y =12
2 2 2 1
5 za neparne k € Z.

Odredimo za koje vrijednosti cijeloga broja k pripadna rjeSenja x pripadaju segmentu [0, 7],
odnosno, ekvivalentno, za koje vrijednosti cijeloga broja k pripadna rjeSenja x zadovoljavaju
nejednakost 0 < x < 7. Imamo redom:

0<Z.Gk+<x 1-2
6 T

0<3-k+2<6

0-2<3-k<6-2

-2<3-k<4 /:3
2 4

—Z<k<=
3 3

W |

Prema pretpostavci je k cijeli broj, pa zaklju€ujemo da segmentu {—%, } pripadaju to¢no dva
cijelabroja: k=01 k=1.

Za k = 0 pripadno rjeSenje polazne jednadZbe je x = % -(3:0+2)=

o N

” T
3
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Za k = 1 pripadno rjeSenje polazne jednadZbe je x = % -(3-1+2)= %7[
Stoga je traZeni zbroj jednak S :§+§~7Z:E~7r+§~7£=%~7£.

15. C. Trazimo sve strogo pozitivne vrijednosti varijable ¢ za koje je h(f) > 182. Dobivamo:

(<2)- (=11 +310> 182
(<2)- (t=11)*> >182-310
(<2) - (t=11)* >-128 /(-2)
(t-11)° < 64
-8<tr-11<8
8+11<tr<8+11
3<t<19

Dakle, projektil ¢e od 3. do 19. sekunde biti na visini iznad 182 metra, Sto znaci da ¢e na toj visini
provesti ukupno 19 — 3 = 16 sekundi.

II. ZADATCI KRATKIH ODGOVORA

16. a - cos @ + ¢ . Imamo redom:

a-cosp=b—c

b=a-cosp+c

17. Svaku tocku traZenoga grafa dobijemo tako da svakoj tocki polaznoga grafa promijenimo
predznak njezine ordinate (a apscisu ostavimo nepromijenjenu). Stoga Ce trazeni graf takoder sjeci
os x u to¢ki (=3, 0), dok ¢e os y sjeci u tocki (0, —2). TraZeni graf prikazan je na Slici 1. (Nacrtan je
debljom od dviju linija.)

Slika 2.
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18. 1.) —2. PomnoZimo polaznu jednadZbu najmanjim zajednickim viSekratnikom svih razlomaka
koji se pojavljuju u njoj, tj. s NZV(2, 3) = 6. Dobivamo redom:

3-x=2-4-x+1)+1-6
3-.x=8-x+2+6
3-x-8-x=8
(-5)-x=8.

Dijeljenjem ove jednakosti s (=5) dobivamo k = —2 .

2.) (3, 5). Najprije rije§imo pripadnu kvadratnu jednadzbu, tj. jednadzbu x* — 8 - x + 15 = 0. Nju
moZemo rijesiti lakSe i brZe koriste¢i Vieteove formule: pitamo se koja dva realna broja zbrojena
daju 8, a pomnoZena 15. To su odito realni brojevi 31 5, tj. x1 = 3 i x2 = 5. Preostaje prisjetiti se
¢injenice da kvadratna funkcija ¢iji je vodeéi koeficijent (tj. koeficijent uz x*) strogo veéi od nule
poprima vrijednosti strogo manje od nule na otvorenom intervalu kojega odreduju realne nultocke

te funkcije. U ovome su slucaju te nultocke x; = 31 x» = 5, pa je rjeSenje zadatka interval (3, 5).

19. 1.) (2, -1). Vektor AB :;—3? znaci da iz toCke A u tocku B dolazimo tako da se iz tocke A

pomaknemo za jednu jedinicu udesno, a potom za 3 jedinice prema dolje. Pomak iz tocke A za
jednu jedinicu udesno dovodi nas do tocke Ai(1 + 1, 2), tj. do tocke A(2, 2). Pomak iz tocke A za
3 jedinice prema dolje dovodi nas do tocke B(2, 2 — 3), tj. do toc¢ke B(2, —1), i to je traZena tocka.

2.) 148°40'17'" = 2.5948038127 radijana. Kosinus traZenoga kuta jednak je omjeru skalarnoga
umnos$ka zadanih vektora i ,,obi¢noga* umnoska duljind zadanih vektora. Dakle,

_ab_ (3452 _(D)S5+(4H2_ -15-8 23 23 -2 /%
o la| o] 32+ (4 32t VOH1625+4 V25429 529 529 145

Odatle slijedi & = arccos (—%@J =~ 148.6713071° = 148°40'17" = 2.5948038127 radijana.

20. 1.) 3~(003377[+i~sin377[) Realni dio zadanoga kompleksnoga broja jednak je Re(z) = 0, a

imaginarni Im(z) = -3. Stoga broju z pridruZena tocka kompleksne (Gaussove) ravnine ima
koordinate Z(0, -3). Njezina udaljenost od ishodiSta kompleksne ravnine jednaka je r = 3.
Spojnica tocke Z s ishodiStem kompleksne ravnine je negativni dio imaginarne osi. Taj polupravac

zatvara s pozitivnim dijelom realne osi kut ¢ =270° :T. Stoga je traZeni trigonometrijski

oblik zadanoga broja
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z:r~(cos(p+i~sin(0):3~(cos3.77[+i~sin3.77q
2.) 16. Imamo redom:
A+i)* =(1+i)* =[(1+i)2]4 =PP+2- i+ =[1+2-i+(-D]' =2-))* =2*-i* =16-i** =
=16-(i*)’ =16-(-1)’ =16-1=16
Tako je konacno
Re[(1 +i)*] = Re(16) =Re(16 + 0 - i) = 16.

21. 1.) —a — 14. Pomnozimo drugu jednadzbu sustava s (-2) i tako dobivenu jednadZbu pribrojimo
prvoj jednadzbi sustava. Dobivamo:

-4) - y+(149)+3-y=0+aq,
(1) y=a-(-14)
1) -y=a+14.

Dijeljenjem posljednje jednadzbe s (—1) dobijemo y = —a — 14.

2.) 20. Prema binomnom poucku, op¢i (k — ti) ¢lan zadanoga razvoja jednak je:

(6J 6—k ( 1 Jk (6J 6—k —1\k (6J 6—k -k (6j 6-2-k
SR = = aE (T = xR xR = O
k x k k k

Taj ¢lan nece sadrzavati x ako i samo ako eksponent u potenciji od x bude jednak nuli. Tako iz
jednadZbe

6-2-k=0
dobijemo:
(-2) - k=-6.

Dijeljenjem s (=2) slijedi k = 3. Dakle, tre¢i ¢lan navedenoga razvoja ne sadrZi x i taj ¢lan je
jednak

.x6_2'3= x0:6541:654=654=54:20
3 3 3! 123 6

22. 1.) ? Koristimo ekvivalenciju (log.x = y) < (x = @”), pa iz zadane jednadZbe odmah slijedi:

x-3=32
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a odatle je

x=3+32=34 L =31 27428
3 9 9 9

2) x< —% ili xe <—oo,—%}. Bazu potencije na lijevoj strani, te realan broj na desnoj strani

nejednadZbe najprije napiSimo kao potencije s bazom 2:

32=2,
3
3 2 3 34 L
Tako polazna nejednadzba prelazi u
1
(25 )x+1 < 2 2 ,
odnosno
1
25-X+5 S 2_5 )

Budu¢i da je eksponencijalna funkcija f (x) = 2* strogo rastuca, vrijedi ekvivalencija (x < y) &
(2* £27). Odatle slijedi da ¢e posljednja nejednakost vrijediti ako i samo ako vrijedi nejednakost

5-x+5< —l,
2
odnosno
5-x< —1—5,
2
odnosno
5 y< -1-10 ’
2
odnosno
5~x<—£.
2
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Odatle dijeljenjem s 5, pri ¢emu se znak nejednakosti ne¢e promijeniti, dobivamo x < —%, tj.

1.) 5.745. Duljinu katete a nasuprot kuta o, duljinu hipotenuze c i kut o povezuje trigonometrijska
funkcija sinus:

. a

sina=—.
c
Odatle slijedi
a=c-sino="7.5"-sin 50° = 5.7453 = 5.745 cm.
260 . ‘. . ..

2)V = T?[ Kvadrat polumjera osnovke nastaloga stoSca jednak je kvadratu duljine druge

katete zadanoga trokuta. Prema Pitagorinu poucku, taj je kvadrat jednak
r=9-4=81-16=65.

Nadalje, visina nastaloga stoSca jednaka je duljini katete oko koje je rotirao polazni pravokutan
trokut, tj.

h=4cm.
Tako je traZeni obujam stoSca jednak:
V=l~r2 ~7r~h=l~65~7[~4:@~7[ cm’
3 3 3

1.) 4. 1z zadane jednadzbe harmonijske funkcije o¢itamo kruznu frekvenciju (koeficijent uz x):

T

w==.
2

TraZeni temeljni period 7 jednak je koli¢niku realnoga broja 2 - 7 i kruZne frekvencije o:

[\

2.) 12. Maksimalna vrijednost zadane funkcije postiZe se za one vrijednosti varijable x za koje
funkcija sin x poprima najmanju vrijednost (jer u tom sluc¢aju od broja 9 oduzimamo najmanju
mogucu vrijednost). Najmanja vrijednost funkcije sin x jednaka je —1. Stoga je traZena vrijednost

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, predavac 11
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ﬁ11ax=(—3)'(—1)+9=3+9=12

1 postiZe se za xe {§~(4~k+3) ke Z} (jer je za vrijednosti x iz navedenoga skupa vrijednost

izraza sin x jednaka —1.)

1.) 66.022. Promotrimo trokut ACD. U tom trokutu poznate su duljine dviju stranica, te mjera kuta
kojega zatvaraju te stranice. TraZena udaljenost jednaka je duljini nepoznate stranice trokuta.
Primjenom kosinusova poucka dobivamo:

|AC|=y|aD[ +|cD[ ~2-|AD||cD]-cos120°

|AC| =V/31> +47* —2-31-47 -cos120°

|AC| =\/961+2 209-2 914(—%} =/3170+1457 =4 627 = 68.022055 m

2.) 31°18'52" ili 0.5465386 radijana . Promotrimo trokut ABC. U tom trokutu znamo duljine
dviju njegovih stranica: |AC | =~/4 627 m i IBCl = 55 m, te kut nasuprot vecoj od njih: B = 40°.

TraZimo kut nasuprot manjoj od njih. Primjenom sinusova poucka dobivamo:
|Ac|  |BC|

sinf#  sin ZBAC
sinf# _ sin ZBAC

lac| — |BC|
sinLBAC:%sinﬂ:\/%~sin40°z0.5197331719

Odatle slijedi B = arcsin -sin40° = 31.3143549° = 31°18'52" = 0.5465386 radijana.

55
V4 627
(Rjesenje B1 = 180° — B ne dolazi u obzir jer bi tada zbroj dvaju kutova u trokutu ABC bio strogo
veci od 180°, §to je nemoguce.)

3.)2 402.91. Povrsina zemljiSta jednaka je zbroju povrSine trokuta ACD i povrSine trokuta ABC.
PovrSinu trokuta ACD moZemo izrac¢unati kao polovicu umnoska duljina bilo kojih dviju stranica
toga trokuta i sinusa kuta kojega zatvaraju te dvije stranice, pa odmah imamo:

Poco :%~|AD|-|CD|~sin120°:%~31~47~§=#~\/§ m’.

Na potpuno analogan nacin postupimo i pri odredivanju povrSine trokuta ABC:
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Py = %-|AC| |BC|-sin ZACB = %-\/4 627 -55-sin| 180° - (LBAC + ZABC) |

Pyise :5_25.1/4 627 ~sin(LBAC+LABC):5_25.4/—4 627 -sin (31°18'52"+ 40°)

Pusc =%~\/4 627 -sin71°18'52" m’
Stoga je traZena povrSina jednaka:

P=P

AACD

+Pyep =#~ﬁ m’ +5—25~\/4 627 -sin71°18'52" =~ 2402.9083675 m’,

odnosno, P =2 402.91 m>.

26. 90; 1 440. Neka je m ukupna masa Secera koju imamo na raspolaganju, a p ukupan broj
raspoloZivih paketa. Budemo li pakirali Seer u paketima mase 18 kg, svu raspoloZivu masu Secera
spakovat ¢emo u ukupno p — 10 paketa. To znaci da vrijedi jednakost:

m=(p—10)- 18.

Nadalje, budemo li pakirali Secer u paketima mase 14 kg, spakovat ¢emo ukupno p - 14 kg Secera 1
ostat ¢e jo§ 180 kg nespakiranoga Secera. To znaci da vrijedi jednakost:

m=p-14+ 180
Tako smo dobili sustav dviju linearnih jednadZbi s dvije nepoznanice:

m=(p-10)- 18,
m=p- 14+ 180.

Lijeve strane tih jednadZbi su jednake, pa takve moraju biti 1 desne strane. Stoga je:

(p—10)- 18 =p - 14 + 180,

18 -p—180=14-p + 180,

18- p—14-p=180+ 180
4 - p=360.

Odatle dijeljenjem s 4 dobivamo p = 90. Dakle, ukupan broj raspoloZivih paketa jednak je 90, dok
je ukupna masa Secera jednaka

m=(p-10)-18=(90-10)- 18 =80 - 18 =1 440 kg.

27. §,3,2)18, [4, %j TraZene toCke dobit ¢emo rjeSavajuci sustav jedne linearne i jedne kvadratne

jednadZbe s dvije nepoznanice:

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, predavac 13
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X +4-y =25,
x+2-y-7=0.

Iz druge jednadZbe toga sustava je
x=T7-2-y.
UvrStavanjem toga izraza u prvu jednadZbu sustava dobivamo redom:

(7-2-y)+4-y*=25,
TP=2-7-2-y+ 2y +4-y" =25,
49 -28 - y+4-y* +4-y-25=0,
8-y —28-y+24=0 /4
2-y-7-y+6=0,

_7i\/72—4~6~2_7i\/49—48_7i\ﬁ_711:> _7+1_8_, _7-1_6_3
N2 2:2 4 4 g Ty T Ty Ty

Pripadne vrijednosti varijable x su:
x,=7-2-y=7-2-2=T7-4=3,
xX,=T7=2-y, =7—2-%=7—3=4.
Dakle, zadane krivulje se sijeku u to¢no dvije tocke: $,(3,2) 15, [4, %j

28. Oznacimo s N broj algi u trenutku otkrica. Nakon prvoga tjedna broj algi u jezeru bit ¢e jednak

N =N+ v =[1+ 2 )y,
100 100

nakon drugoga tjedna

2
N2:N1+£.N1: 1+£ .le 1+£ . 1+£ N = 1+£ .N’
100 100 100 100 100

nakon trec¢ega tjedna

2 3
VRV (WD DV WA Y (PER ISV PPEER B
100 100 100 100 100

te opcenito nakon k — toga tjedna
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k
N, = 1+ ) N=N1IS
100

1.) 11.5. U gornju jednadzbu uvrstimo N = 101 k = 1, pa dobijemo:
N, =10-1.15' =10-1.15=11.5 grama.

2.) 15.20875. U gornju jednadzbu uvrstimo N = 10 i k = 3, pa dobijemo:

N,=10-1.15=10-1.520875 =15.20875 grama.

3.) U 50. tjednu. TraZimo najmanji prirodan broj k takav da je Ny > 10 000. Za N = 10 imamo
redom:

10-1.15* >10 000 /:10
1.15 >1000 /log
log(1.15*) > 1og1000

k-log1.15>10gl0* /:logl.15
3
log1.15

k> =49.425152

Najmanji prirodan broj k koji zadovoljava posljednju nejednakost jest k = 50. Dakle, od 50. tjedna
populacija rakocva pocet ¢e naglo rasti.

III. ZADATCI PRODUZENIH ODGOVORA

1.) S:1(1, 0), S2(4, 0), S3(0, —4). Apscise svih sjecista grafa zadane funkcije s osi apscisa su realna
rjeSenja jednadZbe f (x) = 0. Imamo redom:

f@=0
P-5-x+4)-(x-1)=0.

UmnoZak dvaju realnih brojeva jednak je nuli ako i samo ako je barem jedan od tih brojeva jednak
nuli. Iz x¥* = 5 - x + 4 = 0 primjenom Viéteovih formula (pitamo se koja dva realna broja zbrojena
daju 5, a pomnoZena 4) odmah dobivamo x1 =11ix =4, aizx -1 =0 slijedi x3 = x; = 1. Stoga su
sve nultocke zadane funkcije x; = 11 x> = 4, pa su traZene tocke Si(1, 0) i $2(4, 0).

Sjeciste grafa funkcije f s osi ordinata je jedinstveno. Njegova prva koordinata je jednaka nuli, dok
je druga koordinata jednaka f (0). Zbog toga racunamo:

f(0)=(0"-5-0+4)-(0-1)=4-(-)=—4.

Dakle, (preostalo) sjeciSte s osi ordinata je tocka S3(0, —4).

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, predavac 15
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2) f'(x)=3-x"-12-x+9. Zadanu funkciju deriviramo prema pravilu za deriviranje umnoska
dviju funkcija i zbroja funkcija:

FO=0=5-x+4) x-D+@=5-x+4) - x=D'=[D-5-@0+@]- =D+ -5
X+4) - [0 -D]=Q - x=540) - x-D+x*=5-x+4)-1-0=Q2-x=-5 -x-D+ & -
5ox+4)-1=2--5-x=-2-x+5+x>-5-x+4=3-x>-12-x+09.

3.) (—o0, 1) i (3, +o0). Interval(e) strogoga rasta zadane funkcije tvore sva rjeSenja nejednadzbe
f'(x) > 0. Iz podzadatka 2.) znamo da je f'(x)=3-x>—12-x+9. Stogaiz 3-x*=12-x+9 >0
dijeljenjem s 3, pri cemu se znak nejednakosti ne mijenja, dobivamo kvadratnu nejednadzbu

X-4-x+3>0.

U rjeSenju zadatka 18. 2) istaknuli smo da kvadratna funkcija kojoj je vodeci koeficijent strogo
pozitivan realan broj poprima strogo negativne vrijednosti isklju¢ivo na otvorenom intervalu
kojega odreduju realne nultocke te funkcije. Stoga rjeSavamo kvadratnu jednadZzbu

¥ —4-x+3=0.

Primjenom Vieteovih formula (pitamo se koja dva realna broja zbrojena daju 4, a pomnoZena 3)
odmah dobivamo x; = 1 i x; = 3. Stoga zakljucujemo:

(f'(0)<0) = (xe(l,3)
f'0)=0) = (xe {1,3})

te konacno

(f'x)>0) e (xe R\[(1,3)U{l,3}],
(xe R\[1,3]) & (x e (=0, 1) U (3, +o0)).

Dakle, zadana funkcija raste na dvama intervalima: (—oo, 1) i (3, +oo).

4.) strogi lokalni minimum —4 za x = 3; strogi lokalni maksimum (0 za x = 1. Kandidati za
lokalne ekstreme su sva realna rjeSenja jednadzbe f'(x) = 0, odnosno jednadzbe 3- x> —12-x+9 =
0. Tu jednadZbu rijesili smo u podzadatku 3.) i dobili x; = 1 i x» = 3. Odredimo drugu derivaciju
zadane funkcije:

'O =F'®]'=3x*-12-x49)=3-(N)'-12- @)+ (9)=3-2-x'-12-1=6-x - 12.
Racunamo f"(x) za x = 1 i x = 3, te usporedujemo izraCunane vrijednosti s nulom:

f'(1)=6-1-12=6-12=-6<0,
f'3)=6-3-12=18-12=6>0.

1z dobivenih rezultata zakljucujemo:
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— zax = 1 funkcija f poprima strogi lokalni maksimum. Taj maksimum je jednak:
f (1) =0 (jer je 1 nultocka funkcije f).
— zax = 3 funkcija f poprima strogi lokalni minimum. Taj minimum je jednak:
f3)=(3"-5-3+4)-3-1)=09-15+4)-2=(2)-2=—4.

Grubo (i neprecizno) govorec¢i, moZemo re¢i da f ima strogi lokalni minimum u tocki m(3, —4), a
strogi lokalni maksimum u tocki Si(1, 0).

5.) Graf zadane funkcije prikazan je na Slici 3. Ucrtana su sjecista grafa s osi apscisa izraCunana u
podzadatku 1.), te lokalni ekstremi izracunani u podzadatku 4.) Korisno je primijetiti da je f (0) =
= —4, §to znaci da graf zadane funkcije sijeCe os y u tocki 7(0, —4). Takoder, iz slike je razvidno da
dobiveni lokalni ekstremi nisu i globalni ekstremi zadane funkcije.

+
sty

P

Slika 3.

30. %\/ﬁ = 3.1610476 m/s. Odredimo najprije jednadzbu pravca kroz tocke A i T, tj. jednadZzbu

putanje prvoga automobila. Imamo redom:
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0.7-0
4.4-2
0.7

y=—-(x=2
p-..y 2.4( )

p..y—0= (x=2)

7
y=—-(x-2
p-..y 24( )

7 7

LY =—-X
by 24 12

Jedini mogu¢éi nacin za sudar automobila jest da su istodobno stigli u tocku koja je sjeciste
njihovih putanja. U tu svrhu odredimo sjeciSte pravaca koji predstavljaju putanje automobila, tj.
rijeSimo sljedeci sustav dviju linearnih jednadzbi s dvije nepoznanice:

_71 .7

Y704 12
1

=——-x+44
YT

Lijeve strane tih jednadZzbi su jednake, pa takve moraju biti i desne strane. Stoga slijedi:

7 7 1

_.x .

24 12 4

7 7 1 44
—X “x+
24 12 4 10
l~x—l=—l~x+2 /-120
24 12 4 5
35-x=70=-30-x+528
35-x+30-x=528+70
65-x=598 /:13
5-x=46

Odatle dijeljenjem s 65 dobijemo x = 4—56 . Pripadna vrijednost varijable y jednaka je:

_ 746 7 32 732 70 252 21

Y7245 12 120 12 120 120 120 10°
Dakle, modeli su se sudarili u tocki S (4—56,12—(0 .

Nadalje, izracunajmo udaljenost tocke sudara, tj. tocke S od polaziSta svakoga modela automobila:
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acmaiso=(a-5] (o5 =[5 () () ()

d_\/1296 441 _ \/5184 441 \/5625 7515

25 100 100 ' 100

2
2
d,=d(S,B)= [0__J (ﬁ_é ( J (2_J =J2116+529=\/8464+529
10 10 25 100 \ 100 100
8993  [17-529 [17-23* 23
’ \/100 \/100 \/? 10J7m

Izracunajmo brzinu modela A. Znamo da je taj automobil za jednu sekundu prevalio put od tocke
A do tocke T. Udaljenost od tocke A do tocke T jednaka je

o= 5] 45 () ) )

_[576, 49 _ [e25 _25 _5
'=\T00 100 \100 10 2

pa zakljuCujemo da je brzina modela A jednaka v4 = % m/s. Tom brzinom model A presao je put

od tocke A do tocke S dug d, = % m, pa je vrijeme potrebno za prevaljivanje toga puta

= % =3 sekunde.

Dakle, oba modela automobila su do trenutka sudara vozila 3 sekunde jer su krenuli istodobno. U

te 3 sekunde model B prevalio je put d, = f_(?)) 17 m. Stoga je traZena brzina modela B jednaka

23r
po= 10 0 23 = 31610476 mis.
By 3 30

pripremio:
mr.sc. Bojan Kovaci¢, predavac
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