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HNICUM ZAGRABIENSE

1. B. Prvi interval obuhvaca sve realne brojeve koji su strogo vec¢i od -3 i strogo manji od
—1. U tom intervalu se nalazi to¢no jedan cijeli broj i to je —2.

Drugi interval obuhvaca sve realne brojeve koji su strogo ve¢i od —1 i strogo manji od 3.
U tom se intervalu nalaze to¢no tri cijela brojaitosu0, 112.

Tredi interval obuhvaca sve realne brojeve koji su jednaki ili veéi od —1 i jednaki ili manji
od 0. U tom se intervalu nalaze to¢no dva cijela brojaito su—110.

Cetvrti interval obuhvaca sve realne brojeve koji su jednaki ili ve¢i od —1 i strogo manji
od 0. U tom se intervalu nalazi to¢no jedan cijeli broj i to je —1.
Dakle, u drugom intervalu se nalazi najvise cijelih brojeva.

2. D. Imamo redom:

T=2.7.123 2.1 i=3~ﬁ~7z=£~7zzo.54413981zo.544.
\ 40 V400 20 10

3. B. Najmanji kut pravokutnoga trokuta nalazi se nasuprot najkrace katete. Prema
nejednakosti trokuta, mora vrijediti nejednakost 4+ b >13, a odatle je »>9. Dakle, dulja
kateta ima duljinu strogo vecu od 9 cm (a time i strogo vecu od 4 cm), pa se traZeni kut
trokuta nalazi nasuprot kateti duljine 4 cm. Primjenom funkcije sinus dobijemo:

, 4
sinof=—,

13
a = arcsin (%) —17.92021313939° = 17°5513"

4. B. Svi ponudeni trokutovi imaju najmanju stranicu duljine 10 cm. Najmanja stranica

zadanoga trokuta ima duljinu 4 cm. Stoga je koeficijent sli€nosti k = ? = %, pa su duljine

ostalih dviju stranica slicnoga trokuta jednake %-5 = % =125cmi %-6 =15 cm. Dakle,

duljine stranica traZzenoga trokuta su 10 cm, 12.5 cmi 15 cm.

5. A. Neka je v traZena prosjecna brzina vlaka iskazana u km/h. Tada je 2-v prosjecna
brzina automobila. Vrijeme potrebno za prelazak 260 km automobilom iznosi

= 260 = 130 sati. Preostalih 520 — 260 = 260 km putnik je preSao vlakom i za to mu je

20w
260 . . . . . ..
trebalo 7, =—— sati. Ukupno vrijeme provedeno na putu iznosi ¢, +¢, sati. Ta vrijednost
%
treba biti jednaka 6, pa dobivamo jednadZbu:

130 260
- ==
1% 1%

6.

RijeSimo tu jednadZbu:
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130 = 260
—_— =

6,
y y
30 _¢
y
v=@=65.
6

Dakle, prosje¢na brzina vlaka iznosi 65 km/h.

6. C. Izrazimo a iz svake pojedine jednadzbe:

D e atb=3cea=3c—b.
C
021:2(:)a+1=2-b(:)a=2-b—1.

Lijeve strane tih jednakosti su jednake, pa takve moraju biti i desne strane:

3-c=b=2-b-1,
3-c=b-2-b=-1,
3-¢c=-3-b=-1,
(=3)-(b—c)=-1.

Odatle dijeljenjem s (=3) slijedi b—c = %

7. C. Primijenimo binomni poucak. U ovome je slu¢aju n = 5, pa vrijedi jednakost:

(a+x) = i{ij.as_k Xk

k=0

5 .
Koeficijent uz x° dobijemo za k=2i on iznosi {2j'as_2=%'613=10'613. Prema

zahtjevu zadatka, taj broj mora biti jednak 640. Stoga dobivamo jednadzbu 10-a’ = 640,
odnosno, nakon dijeljenja s 10, a® = 64. Jedino realno rjesenje ove jednadzbe je a = 4.

8. B. Imamo redom:
5 . 22()16 + 6 . 22()14 — 22()14 . (5 . 22 + 6) — 22()14 . (5 . 4 + 6) — 22()14 . (20+ 6) — 22()14 . 26 —
— 22()14 . 2 . 13 — 13 . 22()15.

9. D. Prvi ¢lan niza jednak je a, =502+3-(1-1)=502+3-0=502. 13. ¢lan niza jednak je
a,,=502+3-(13-1)=502+3-12=502 + 36 = 538. Stoga je traZeni zbroj jednak:

S, zl—;-(al +a,) :%-(502+538) :%-1040: 13-520 = 6760.
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C. Iz slike se vidi da graf kvadratne funkcije sijece os ordinata u tocki €ija je ordinata
negativan broj. No, s druge je strane ta ordinata jednaka f(0)=c, pa zakljucujemo da je

c<0.

Parabola ima oblik U, Sto znac¢i da je vodeéi koeficijent pripadne kvadratne funkcije
strogo pozitivan. Dakle, a >0.

Napokon, tjeme parabole nalazi se u tre¢em kvadrantu, $to znaci da su obje koordinate
tiemena strogo negativni realni brojevi. Prva koordinata toga tjemena je 5 itaj je
-a

broj, prema prethodnom zakljucku, strogo negativan. Budu¢i da je a > 0, razlomak _b

2-a
¢e biti strogo negativan ako i samo ako je b > 0.

Zaklju¢imo: b >0, ¢ < 0.

D. Koeficijent smjera povucene tangente jednak je koeficijentu smjera zadanoga pravca, a
taj je jednak 5. Pronadimo sve tocke grafa zadane funkcije u kojima je povucena tangenta
ima koeficijent smjera jednak 5. Primijenimo geometrijsko znacenje prve derivacije

funkcije u tocki. RijeSimo jednadZbu f (x) =5. Koriste¢i osnovna pravila za deriviranje,
imamo redom:

(=63 +17-x) =5,

(x*) =6-(x*) +17-(x) =5,

3.x7=6-2- 37" +17-x" =5,

3-x=12-x+17 =5,

3-x*=12-x+17-5=0,

3-x*=12-x+12=0, /:3

X’ —4-x+4=0,

(x—2)*=0,

x—=2=0,

x=2.
Dakle, prva koordinata diraliSta traZzene tangente je 2. Druga koordinata istoga diralista
jednaka je  f(2)=2-6-2°+17-2=8-6-4+34=8-24+34=18.Prema  tome,
koordinate diraliSta su (2, 18).

Preostaje napisati jednadzbu pravca koji prolazi tockom D = (2, 18) i ima koeficijent
smjera jednak 5:

t..y—18=5-(x-2),

t..y=5-x—-10+18,

t..y=5-x+8.
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12. B. Neka su d, r, ir, redom duljina tetive, duljina polumjera prve kruznice i duljina
polumjera druge kruZznice. Iz podatka da je d duljina stranice kvadrata upisanoga u

kruZznicu ¢iji je polumjer r, zakljuCujemo da je 2-r duljina dijagonale kvadrata Cija je
stranica d. Stoga vrijedi jednakost:

2-r1=d-\/§.

Odatle dijeljenjem s V2 slijedi:

2
2 (V)
d =) = —
V2
Nadalje, iz podatka da je d duljina stranice pravilnoga Sesterokuta upisanoga u kruZnicu
polumjera r, zakljucujemo da je r,=d jer je duljina stranice pravilnoga Sesterokuta

ujedno jednaka i polumjeru tome Sesterokutu opisane kruZnice. Tako smo dobili
jednakosti:

h=y2n,

{d:ﬁ-rp

d=r,.
Lijeve strane tih jednakosti su jednake, pa takve moraju biti i desne strane. Stoga je:
V2- n=rn, [: V2- r

2o g
Ny

13. A. Iz zadane slike slijedi da je duljina izvodnice stoSca s=12 cm. Duljina luka
prikazanoga kruZnoga isjecka iznosi
12-7-147° 49
:—:_.ﬂ'
180° 5

l

Ta je duljina istodobno jednaka opsegu osnovke stoSca. Ozna¢imo li s r polumjer osnovke
stoSca, iz jednadZbe 2-r -7 = ?7{ slijedi r = % cm. Preostaje izracunati duljinu visine

stoSca:

2
Y 122_(%j :\/144_2401:\/144-100—2401:\/14400—2401:

100 100 100
2
_ 11999 _ 13 7L_13 i em
100 10010
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Prema tome, traZeni obujam stoSca jednak je:

1 149V 13 1 2401 _ 13
30 ( j 10 Vi 310 Vi

3 (10

_31213
— 275.4186243 = 275.42 cm’
3000 17 cm

14. A. RijeSimo zadani sustav dviju jednadZzbi s dvije nepoznanice. Primijetimo najprije da
moraju vrijediti nejednakosti x>0 1 y >0 jer u suprotnom brojevi log, x 1 log, y nisu

definirani.

Koriste¢i pravila za logaritmiranje, prvu jednadZbu toga sustava moZemo transformirati
ovako:

log,(x-y)=lex y=4 o x y=4
Koriste¢i pravila za potenciranje, drugu jednadZbu sustava moZemo transformirati ovako:
3-3)=03"=3"=1+x=3yox=3-y-1.

Tako smo dobili polaznom sustavu ekvivalentan sustav dviju jednadzbi s dvije
nepoznanice:

x-y=4,

x=3-y-1.

Rijesimo taj sustav. Uvrstimo drugu jednadZbu toga sustava u prvu jednadZzbu:

B y-Dy=43y -y=43y -y-4=0c

141’43 (—4) _1£/1-(=48) 121448 _1+49 147
2-3 6 6 6 6
147 1-7 6

LT84 176
N T 3T e T e

SV =

Zbog uvjeta y > 0 rjeSenje y, =—1 odbacujemo. Stoga je y=1y, = %, pa uvrStavanjem te
vrijednosti u drugu jednadzbu gornjega sustava slijedi x=3- % —1=4-1=3. Dakle,

rjeSenje sustava je uredeni par (x, y) ( j Lako vidimo da vrijede jednakosti:
_33_
4

x_3_33.9
y 4 4’
3
4 3.3—-4 9-4 5
x—y:3——: = =—,
3 3 3 3
x-y=4,
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4 3-3+4 9+4 13
X+y=3+—= =—=—,
3 3 3 3

Zakljucujemo da je istinita prva od Cetiriju ponudenih jednakosti.

C. Zbog pretpostavke A <0, minimalna vrijednost funkcije 7 postize se kad je
cos(B-t+C)=1 1 ta vrijednost iznosi T, =A-1+D=A+D. Zbog iste pretpostavke,
maksimalna vrijednost funkcije T postize se kad je cos(B-t+C)=-1 i ta vrijednost
iznosi T, =A-(-1)+D=-A+D. Stoga dobivamo sljede¢i sustav dviju linearnih

jednadzbi s dvije nepoznanice:

A+ D =13,
—-A+ D =29.

Zbrajanjem tih dviju jednadzbi dobijemo 2-D =42, a otuda dijeljenjem s 2 slijedi
D =21. UvrStavanjem te vrijednosti u prvu jednadzbu sustava dobijemo A+21=13, a
otuda je A=-8. Dakle, (A, D) = (=8, 21).

3—25 =17.5 kv. jed. Iz slike oCitamo da su vrhovi trokuta tocke A=(-2,-1), B=(5,-3) i

C =(-2,4). Stoga je traZena povrsina trokuta jednaka:
1
P=—|(2)-(3=4+5:[4=(=D]+ (2 [-D - (3] =

=%~|(—2)-(—7)+5~(4+1)+(—2)~(—1+3)|=%~|(—2)-(—7)+5~5+(—2)~2|=.

=l-|14+25+(—4)|=1~|14+25—4|=l~|35|=1-35=§=17.5 kv. jed.
2 2 2 2 2

2.36. Imamo redom:

13530 =135+ (ﬁj =135+ (lj =135"+0.5"=135.5" =
60 2

355 g1 _2TNT s 49011~ 2,36 rad.
180 1800 360

(Tre¢a znamenka iza decimalne toCke je jednaka 4, pa pri zaokruZivanju prve dvije
znamenke iza decimalne tocke prepisujemo.)

1.) 15. Neka su S, cijena karte u pretprodajii S, cijena karte na dan koncerta. Iz podataka
u zadatku slijedi:
2 2 1 2 12
S, =5+ g o 1420100420 ¢ 120 06 ¢
100 100 100 100 5

Odatle dijeljenjem s g slijedi:
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Tada je uSteda, odnosno razlika cijene na dan koncerta i cijene u pretprodaji, jednaka:

U=SZ—SI=Sz—%~82=82~[1—%j=g~82=

6 S

N~

U zadatku je zadano S, =90kn, pa traZena uSteda iznosi U = é -90 =15kn.

2.) 11. Primijenimo formulu card(Au B) = card(A) +card(B) —card(An B).Neka su A =

= {dan u mjesecu kad je najviSa temperatura bila vi§a od 10°C} i B = {dan u mjesecu kad
je najvisa temperatura bila niza od 14°C}. Tada su A N B = {dan u mjesecu kad je najvisa
temperatura bila viSa od 10°C i niza od 14°C} i A U B = cijeli mjesec. Znamo da je
card(A) = 22, card(B) = 20 i card(A U B) = 31, pa uvrStavanjem u navedenu formulu
dobivamo:

31 =22 +20 — card(A N B).

Odatle je card(A N B) = 22 + 20 — 31 = 11. Dakle, u 11 dana je najviSa dnevna
temperatura bila izmedu 10°C i 14°C.

19.1.) x=-5ili xe [—5,+oo> . Pomnozimo zadanu nejednadzbu sa 4. Dobivamo redom:

2-(x—1)-8<3-x-5,
2-x-10<3-x-5,
2-x—=3-x<-5+10,
—x<5.

Odavde dijeljenjem s (—1) dobivamo x=-5. Skup svih rjeSenja zadane nejednadZzbe
moZemo zapisati i kao poluzatvoreni interval [—5,+oo> .

2.) xe <—%,§> . Uzimanjem drugoga korijena svakoga faktora na lijevoj i desnoj strani
zadane nejednadZbe dobivamo ekvivalentnu nejednadzbu:
2-Jx—1]<3, /:2
|x - 1| < E
2
Prema definiciji funkcije apsolutne vrijednosti dalje slijedi:
—§<x—1<§ /+1
2 2
—§+1<x—1+1<§+L
2 2

——<x<—.
2
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Dakle, skup svih rjeSenja zadane nejednadzbe je otvoreni inteval <—%,%> .

1.) S = (0, -4). Prva koordinata traZenoga sjecista je jednaka O jer svaka toCka na osi
ordinata ima prvu koordinatu jednaku 0. Druga koordinata traZenoga sjeciSta jednaka je
f(0). Stoga izraCunajmo f(0):

1 1
FO)=2:(0+2):(0-4) =22 (-4 =—4.

Prema tome, traZeno sjeciste je tocka S =(0,—4).

2.) Vidjeti Sliku 1. Zadana funkcija je kvadratna funkcija jer je umnoZak konstante
(polinoma stupnja 0) i dvaju polinoma 1. stupnja. Njezin graf je parabola. Da bismo
nacrtali tu parabolu, potrebne su nam (barem) tri njezine razlicite tocke. Jednu tocku te
parabole znamo: to je S =(0,—4). Preostale dvije toCke parabole odredit ¢emo koriste¢i

nultocke funkcije f.
Dakle, rijeSimo jednadZzbu f(x)=0. Znamo da je umnoZak triju realnih brojeva jednak
nuli ako i samo ako je barem jedan od tih brojeva jednak nuli. Prvi faktor, a to je %, ocito

ne moZe biti jednak nuli. Drugi faktor, a to je x+2, jednak je nuli kad je x=-2. Tre¢i
faktor, a to je x—4, jednak je nuli kad je x=4. Stoga su sve nultocke zadane funkcije
x, =-21 x, =4, pa graf te funkcije prolazi toCkama §, =(-2, 0) 1 S, =(4, 0).

Preostaje ucrtati tocke S, S, 1S, u pravokutni koordinatni sustav u ravnini, te ih spojiti
parabolom. Dobivamo krivulju prikazanu na Slici 1.
\ I’ /

Slika 1.
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1.) 0; 2 ili obratno. Lijevu stranu zadane jdnadZbe rastavimo na faktore koriste¢i formulu
za kub binoma. Imamo redom:

X (X’ =6-x*+12-x-8)=0,
x-(x=2)"=0.
Odatle slijedi x=0 ili x-2=0, odnosno x,=0 1 x,=2. Dakle, trazeni skup je

s ={0,2}.

2.) (—2, 1> . Funkcija raste na otvorenom intervalu / kad povecanje vrijednosti nezavisne

varijable xe I povlaci povecanje vrijednosti zavisne varijable y. Na grafu se povecanje

»i8€itava® kao ,,penjanje* grafa funkcije u pozitivnom smjeru osi ordinata. Lako vidimo da
se graf ,,penje‘ kad se varijabla x nalazi izmedu brojeva -2 i 1. Dakle, traZeni interval je

(2. 1).
1.) [%ﬁooj. Zadana funkcija je definirana kad je izraz pod drugim korijenom

nenegativan. Tako dobivamo nejednadzbu:

2-x=520.

Odatle odmah slijedi x > % Stoga je traZzena domena interval {%ﬁooj .

2.) 14-x* —19. Imamo redom:

(fog)(x)=f(T-X*=11)=2-(7-x*~11)+3=14-x* =22 +3=14-x* —19.

1.) L Imamo redom:
a-b

1 1 1 1 b+a a+b 1

a*+ab ab+b* a-(a+b) b-(a+b) a-b-(a+b) a-b-(a+b) a-b

2.) % . Obje strane jednadZbe napisat ¢emo kao potencije s bazom 5. Imamo redom:

Is' =7,

3
54 = 520D
3
52 — 5—2+X’
-2+x :E’
4
X=—+2= u
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. M: 25.79890176. 1z rekurzivne formule kojom je definiran op¢i ¢lan niza

390625
(an)neN zaklju€ujemo da se svaki ¢lan toga niza, osim prvoga, dobije tako da se

neposredno prethodni €lan niza pomnoZi s 1.2 = g Stoga je niz (a, )neN geometrijski niz

¢iji je koli¢nik g =1.2 = g Trazimo 10. ¢lan toga niza, pa odmah imamo:

9 9 9
6 6 10077696
a.=a,-¢" "' =a-¢ =5|—-| =5-—=—=——"-=25.79890176.
=4 14 ( j 5 5% 390625
2.) a =3.Imamo redom:
a-x—3-x=2,
x-(a-3)=2.

Ova jednadZba nema realnih rjeSenja ako i samo ako je a—3=0 (ne postoji nijedan
realan broj koji pomnoZen s 0 daje 2). Odatle je odmah a = 3.

1.) 2. ZapiSimo lijevu i desnu stranu zadane jednakosti u algebarskom obliku. Imamo
redom:

—442-i+4-b-i=2-b-i* =10-i,
—442.i+4.b-i—2-b-(-1)=10-i,
(2-b—4)+(4-b+2)=10-i.

Dobiveni kompleksni brojevi ¢e biti jednaki ako i samo ako vrijede jednakosti

2-b—4=0, N . e
1z obiju jednakosti lako slijedi b = 2.
4-b+2=10.

5 o . . y ..
2.) —- 7. Kompleksnom broju i u Gaussovoj ravnini odgovara tocka (0, 1). Spojnica te
« . o . T .. e .. .
tocke s ishodiStem Gaussove ravnine zatvara kut od B radijana s pozitivnim dijelom osi

apscisa. Stoga je Arg(i)z%. Prigodom mnoZenja kompleksnih brojeva zapisanih u

trigonometrijskom obliku argumenti se zbrajanju, pa je traZeni argument jednak:

5
6

o T T
2 3

1.) 12. Koristit ¢emo ¢injenicu da su vektori medusobno okomiti ako i samo ako je njihov
skalarni umnoZak jednak 0. Stoga odredimo skalarni umnoZak zadanih vektora:

a-b=(41-6-j)-(A-i+8j)=4-A+(=6)-8=4-1—48

Tako iz jednadZbe 4- 4 —48 =0 odmah slijedi 4=12.
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2.) y*=6-x. Prema definiciji, parabola je skup svih to¢aka koje su jednako udaljene od
fiksirane tocke F i fiksiranoga pravca d. Posebno, ako je p>0, onda parabola

y> =2 p-x predstavlja skup svih to¢aka koje su jednako udaljene od totke F = (%,Oj i

pravca x= —g. U ovome je sluCaju oCito p=3, pa je rjeSenje zadatka parabola
y’=2:3-x=6-x.
27.1.) 1.4-1og5=0.97856. TraZena visina jednaka je vrijednosti funkcije h za t =4

h(4)=1.4-log(4+1)=1.4-1og5=0.97855800607 .
25
2.). 10" —1=60.05. Trazimo vrijeme ¢ takvo da je h(t) =2.5. Trebamo rijesiti jednadZbu
1.4-log(t+1) =2.5. Imamo redom:

1.4-log(t+1)=2.5, /-10
14-log(t+1)=25, /:14
25
log(t+1)=—,
g(r+1) "
é
r+1=10",

25

t=10" —1=60.054023 minute.

_ 14
.) % =54.94.. Neka je ¢ traZzeno vrijeme. Primijetimo najprije da je funkcija &

strogo rastuca funkcija jer je ona umnoZak strogo pozitivne konstante 1.4 i strogo rastuce
funkcije log(r+1). Ova potonja funkcija je strogo rastuca jer je kompozicija strogo

rastuce funkcije logz i strogo rastuce funkcije 7#+1. To znadi da Sto zrakoplov dulje leti,

njegova visina ¢e biti veca. Odatle zaklju¢ujemo da je vrijeme leta prvoga zrakoplova
jednako ¢ + 10 minuta jer se taj zrakoplov nalazi na 100 metara vecoj visini. Visina na
kojoj se nalazi drugi zrakoplov iznosi

h,=1.4-log(t+1),
a visina na kojoj se nalazi prvi zrakoplov iznosi
h =14-log[(t+10)+1]=1.4-log(t +11).

Razlika tih dviju visina h —h, treba biti jednaka 100 metara = %:0.1 km (obje

visine su iskazane u kilometrima, pa i njihova razlika mora biti iskazana u kilometrima),
pa dobivamo jednadZzbu:

1.4-log(t+11)—1.4-log(t +1)=0.1

To je logaritamska jednadZba koju rjeSavamo na uobicajen nacin:

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 11
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1.4-log(t+11)—1.4-log(t +1)=0.1,
1.4-[log(t +11)~log(t +1)] =0.1, /-10
14-[log(r +11) —log(t + )] =1, /:14

log(t+11)

(I+11
log
t+1

r+11
t+1

10

1
—log(t+1)=—,
gt +1) ”

_ L
14°

1

oo l(t+1)

t+11:1\“/ﬁ-(t+1),
t+11=Y10-r+ %10,
t=¥10-1=%10-11, /(-1
¥10-1—r=11-410,
t-(410-1)=11-¥10, /:(¥10-1)

L _11-¥10

C W10-1

=54.9382243 minute.

28.1.) —1; 5. Treba rijesiti jednadzbu f(x)=0. Imamo redom:

f(x)=0,

|x=2|-3=0

|x_q:3¢${x—2:3ﬂi {x:3+2=i
x—2=-3

Dakle, traZzene nultocke su x, =—11 x, =5.

2.) [—3,+oo>. Primijetimo da je zadana funkcija definirana za svaki xe R . To znaci da je

skup R prirodna domena funkcije f. Takoder, znamo da za svaki xe R vrijedi

nejednakost |x| > (. Stoga redom imamo:

Prema tome, za svaki xe R, odnosno za svaki x iz domene funkcije f, vrijedi nejednakost
f(x)=-3. To znaci da je slika funkcije f skup svih realnih brojeva jednakih ili ve¢ih od

|x-2|>0, /-3
|x—2|-320-3,
f(x)=-3.

—3. Svi ti brojevi tvore interval [—3,+oo>.

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac
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3.) Vidjeti Sliku 2. Zadanu krivulju je najjednostavnije nacrtati tako da nacrtamo pravac
y = x—2 (crvena iscrtkana krivulja na Slici 2.) dio toga pravca ispod osi apscisa zrcalimo
s obzirom na os apscisa (zelena iscrtkana krivulja na Slici 2.) i dobivenu krivulju potom
translatiramo za tri jedinicne duZine prema dolje. Tako dobivamo krivulju prikazanu
plavom punom crtom na Slici 2.

g Ty e

SN

v
Slika 2.

Pritom pravac y =x —2 najlakSe i najbrZe crtamo tako da njegovu jednadzbu zapiSemo u
segmentnom obliku:

y=x-2,
—x+y=-2, /:(=2)

£+l:1’

2 2
pa iz toga oblika ocitamo da pravac prolazi tockama (2, 0) i (0, -2).

Zrcalnu sliku dijela toga pravca ispod osi apscisa najlakSe dobijemo tako da tocku (0, —2)
zrcalimo s obzirom na os apscisa, pri ¢emu prva koordinata to¢ke ostaje nepromijenjena, a
drugoj mijenjamo predznak. Tako dobijemo tocku (0, 2). Povuc¢emo polupravac kojemu je
pocetak u tocki (2, 0) i koji prolazi tockom (0, 2).

Napokon, prigodom pomicanja svake tocke krivulje dobivene u prethodnom koraku za tri
jedini¢ne duZine prema dolje prva koordinata tocke ostaje nepromijenjena, a druga se
smanjuje za 3. Tako se tocka (2, 0) preslika u toc¢ku (2, —3), tocka (0, 2) u toc¢ku (0, -1), a
npr. tocka (3, 1) pravca y=x-2 u toCku (3, -2). Preostaje nacrtati dva polupravca
kojima je pocetak u tocki (2, —=3). Prvi polupravac prolazi to€¢kom (0, —1), a drugi to€kom
(3, =2). Tako se dobije trazena krivulja.

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 13
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29.1.) f£—+k-2-7, priCemuje ke Z. Primijenimo osnovni trigonometrijski identitet

sin® x +cos” x =1, odnosno njemu ekvivalentan identitet sin® x =1—cos’ x. Dobivamo:
2-(1-cos’x)—3-cosx =0,
2—-2-cos’x—3-cosx=0, /:(=1)
2-cos’x+3-cosx—2=0.

Zamijenimo ¢:=cosx. Budu¢i da za svaki xe R vrijedi nejednakost —1<cosx<1,
vrijedi i nejednakost —1 <¢<1. Navedenom zamjenom dobivamo kvadratnu jednadZzbu:

2.2 +3-t=2=0.

RijeSimo tu jednadZbu na uobi€ajen nacin:

L _3EYF o422 32 9-(-16) | 3£VO+16 _ 34425 35

]

1,2 22 4 4 4 4
L7345 2 1 _-3-5_ 8
! 4 4 277 4

Rjesenje ¢, =2 ne zadovoljava nejednakost —1<¢ <1, pa to rjeSenje odbacujemo. Tako

. 1 1
preostaje t=t, = 5 odnosno cosx = 5

Ova jednadZba u segmentu [O, %} ima jedinstveno rjesenje x:%. Zbog parnosti

funkcije kosinus, rjeSenje jednadzbe je i x, :—g. Zbog (2-m)—periodic¢nosti funkcije
kosinus, zakljucujemo da su sva rjeSenja polazne jednadzbe

xk=§+k-2-ﬂ',

T
x,=——+1-2-x,
3
pri ¢emu su k,/ e Z . Ekvivalentno, sva rjeSenja polazne jednadZbe dana su izrazom

xk:i§+k-2-7£, pri Gemu je ke 7.

2) ce {—2 13, 2:413 } . ZapiSimo jednadZbu tangente u eksplicitnom obliku:

2-y==3-x+c¢c, /:2

Y773 2

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 14
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Ocitamo obje koordinate srediSta kruZnice, kvadrat polumjera kruZnice, koeficijent smjera
tangente i odsjeCak tangente na osi ordinata:

p=4,q=-6r" =4 k=—=,1=

Preostaje primijeniti uvjet tangencijalnosti za kruZnicu (¢g—k-p—1)>=r"-(1+k’).
UvrStavanjem gornjih podataka dobijemo:

c, =t 413 =24 13 =42413,
I =2.4/13, c2=—2~\/ﬁ.

Dakle, sve trazene vrijednosti tvore skup S = {—2 . \/B , 2- \/B }

3.) 15 cm; 8 cm. Neka je m duljina male, a v duljina velike kazaljke (obje duljine su
iskazane u cm). Prema prirodi problema vrijedi nejednakost 0 <m < v jer je duljina male
kazaljke uvijek strogo manja od duljine velike kazaljke.

Podioci koji oznacavaju sate dijele kruZnicu na 12 jednakih dijelova, a kut mjere 360° na
12 jednakih dijelova. Stoga je kut koji kazaljke zatvaraju u 14:00 sati jednak

2-%: 60°, dok je kut koji kazaljke zatvaraju u 9:00 sati 9-%: 270°, odnosno -
gledaju¢i manji kut — 360" — 270" = 90°.

Najprije promotrimo poloZaj kazaljki u 14:00 sati. Spojimo njihove vrhove duZinom. Tako
dobijemo trokut kojemu su duljine dviju stranica m i v, kut izmedu tih stranica 60°, a
duljina trece stranice 13 cm. Prema kosinusovu poucku vrijedi jednakost

13> =m*+v* =2 -m-v-cos(60°),
odnosno
2 2 1
169=m" +v —2-m-v-§,

m*+vi—-m-v=169.

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 15
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Sad promotrimo poloZaj kazaljki u 9:00 sati. Postupimo analogno. Spojimo vrhove
kazaljki duZinom. Tako dobijemo trokut kojemu su duljine dviju stranica m i v, kut

izmedu tih stranica 90°, a duljina trece stranice 17 cm. Taj trokut je pravokutan, pa prema
Pitagorinu poucku vrijedi jednakost:

17 =m” +v°,
odnosno
m’ +v* =289.
Tako smo dobili sustav dviju jednadzbi s dvije nepoznanice:
m’ +v: —m-v =169,
{mz +v7 =289,
Rijesimo taj sustav. Uvrstimo drugu jednadZbu sustava u prvu jednadZbu, pa dobijemo:
289 -m-k =169,
a otuda je
m-k=289-169 =120,
2-m-k =2-120=240.

Sad jednadzbi m’+v* =289 najprije dodajmo jednadzbu 2-m-k =240, a potom od
jednadzbe m” +v* =289 oduzmimo jednadzbu 2-m -k =240. Dobijemo redom:

m’> +v> +2-m-v =289+ 240,

m>+2-m-v+v> =529,

(m+v)? =529, /v

m+v=23.

(Smjeli smo korjenovati obje strane pretposljednje jednakosti jer iz nejednakosti
O<m<v slijedi m+v >0, pasuilijeva i desna strana pretposljednje jednakosti kvadrati
strogo pozitivnih realnih brojeva.)

Analogno je

m*+v>—2-m-v =289 - 240,

m*=2-m-v+v’ =49,

(m—v)>=49, /

|m—ﬂ=T
Medutim, iz nejednakosti 0<m<v slijedi m—v <0, pa je [m—v|=—(m-v)=v-m,
odnosno

v—m=17.

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 16



Y katenraza | Matematika na rjeSenja zadataka
e | drzavnoj maturi | iz kolovoza 2016.

- viSa razina

HNICUM ZAGRABIENSE

Tako smo dobili sustav dviju linearnih jednadZbi s dvije nepoznanice:

m+v =23,
v—m=17.

Zbrajanjem obiju jednadZzbi dobijemo 2-v =30, a otuda je v =15. Oduzimanjem druge
jednadZzbe od prve dobijemo 2-m =16, a odatle je m=8.

Dakle, duljina velike kazaljke je 15 cm, a duljina male kazaljke 8 cm.

4.) T:(_E’EJ . Povucimo tockom A pravac p, okomit na zadani pravac. Njegov

koeficijent smjera je suprotan i reciproan u odnosu na koeficijent smjera zadanoga
pravca. Koeficijent smjera zadanoga pravca jednak je 2, pa je koeficijent smjera pravca
p, jednak

kl :—E.

Odredimo jednadZbu pravca p,. Poznati su nam jedna tocka A=(4,-2) 1 koeficijent
smjera k, = —% toga pravca, pa imamo:
1
P y=(=2)===-(x-4),
2
“x+2-2,

P Yy=-—

- X.

|~ |~

pl“' y=-

Odredimo sjeciSte zadanoga pravca i pravca p,. U tu svrhu rijeSimo sustav dviju linearnih
jednadzbi s dvije nepoznanice:

y=2-x-3,
-1
y 5t

Primijenimo metodu komparacije. Lijeve strane tih jednadZbi su jednake, pa i njihove
desne strane moraju biti jednake. Izjednacavanjem desnih strana dobijemo:

2-x—3=—l-x,
2
1
2:x+—-x=3,
2
§-x=3.
2

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 17
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Odatle dijeljenjem s % slijedi x = g .

UvrStavanjem te vrijednosti u drugu jednadzbu sustava odmah dobijemo

__1e6_3
YT T
Ly : C 6 3
Dakle, sjeciSte zadanoga pravca i pravca p, je tocka S = 575 )

Napokon, neka je T =(x,, y,) traZena tocka. Iz podatka da je ta tocka simetri¢na tocki A

s obzirom na zadani pravac zakljucujemo da je toc¢ka S poloviste duZine AT . Poloviste
duzZine AT u op¢em slucaju ima koordinate

P:(xA+xT yA+yTj:(4+xT —2+yrj.

] ]

2 2 2 2

Ta tocka se mora podudarati s tockom S. To znaci da prva koordinata tocke P treba biti
jednaka prvoj koordinati tocke S i da druga koordinata tocke P treba biti jednaka drugoj
koordinati tocke S. Tako dobivamo sustav dviju linearnih jednadzbi s dvije nepoznanice:

44+x. 6
2 5
24y, 3
2 5

RijesSimo taj sustav. PomnoZimo obje jednadzbe s 2:

12 12 8
dhx =2, ==

6 6
24y =-g |yr=moH2=1

Dakle, traZzena tocka je T = (—%,%)

=1.92 kn. Neka su r duljina polumjera osnovke limenke i v duljina visine limenke (obje
duljine su iskazane u metrima). Obujam limenke je 0.35 L = 0.35 dm’ = 0.35 - 10° m’ =
0.00035 m’ , §to znai da vrijedi jednakost

r* v =0.00035.

Prigodom izrade limenke potroSi se onoliko ¢etvornih metara materijala koliko iznosi
oplo§je te limenke. OploSje limenke iznosi:

O0=2-rT+2-r-7mv.

Zelimo li da za izradu limenke bude potro$eno najmanje materijala, oplogje limenke mora
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biti najmanje. Tako dobivamo sljedec¢i optimizacijski problem:

minimizirati O =2-r> -7 +2-r-7-v
pod uvjetima

r’-7-v=0.00035,

r,v>0.

Svedimo taj problem na optimizacijski problem funkcije jedne varijable. Iz uvjeta
r*-7-v =0.00035 izrazimo varijablu v:

0.00035
V=—7
r -

]

pa uvrstimo dobiveni izraz u funkciju cilja O:

0=2-7 -7z‘+2-r-7z‘-0'020035,
r -
0=2.1 7420007
r

TraZimo globalni minimum toga izraza. Promatramo taj izraz kao realnu funkciju jedne
realne varijable r. Prva derivacija toga izraza po varijabli r je:

(0.0007) - r—0.0007 - (r)
2 9
P

0 =272+

. 0-r=0.0007-1
+—

2 ]
r

0.0007

B .
r

O =4-7-r

O =41 r—

Izjednacimo taj izraz s nulom. Dobivamo jednadZbu:

0.0007 _

2
r

4-w-r— 0.

Zbog prirodnoga uvjeta r >0, gornju jednadzbu smijemo pomnoZiti s r*. Slijedi:

~0.0007 _

2
r

4-7-r —0.0007 =0,

4-7-r=0.0007, /:4-7x

s 0.0007 _ 0.7-107 _ 7-107"-107 _ 7-107 _ 7-107 _ 7-10_3.
4- 4- 4- 4-10-7  40-m 85«

4-7-r 0 /7

Ova kubna jednadZba ima jedinstveno realno rjesenje jer je funkcija 4 : R — R definirana
pravilom h(x)= x’ bijekcija sa skupa R u samoga sebe. To jedinstveno rjesenje je:
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_37-10—3_3/10‘3'3/ 7 _%/10—3'3/ 7 _10‘1'3/ 7 1 '3/ 7 _L.J 7
857w 8 57 €/§ 57 2 5.7 2100 5.2 20 57

Izra€unamo li pribliZnu vrijednost polumjera r, dobit ¢emo:

@ kaTeDraza | Matematika na | rjeSenja zadataka

r=0.038191.

Treba provjeriti da se za tu vrijednost doista postize globalni minimum na intervalu
<0,+oo>. Odaberimo 1, =0.01 i r, =1, pa izraCunamo:

0'(0.01):4-7:-0.01—00007 0.04. 7.~ 2907 _ 6 04. 7-7 <0,
0.012 0.0001
0)=4 —0'0(2)07:4-7:-—0‘0007=4-7z—o.0007>o.

Naime, iz nejednakosti 7 <7 slijedi 0.04-7<0.04-7=0.28<7, pa je 0.04-7-7<0.
Analogno, iz nejednakosti 7 >0.0007 slijedi 4-7>4-0.0007 =0.0028 > 0.0007,

odnosno 4 -7 —0.0007 > 0.

Iz dobivenih vrijednosti zaklju€ujemo da funkcija O strogo pada na 1nterva1u a

strogo raste na intervalu <r,+oo>, pa O doista ima najmanju vrijednost za r=

<3|H

Izracunajmo tu vrijednost:

2 2
0. =2. s /L . 0.0007 5. 1 '3/ 27 z.mzo 0.0007:
20 5@ 1 s 7 400 V5 & 3L
57

20 V5.7
= 2(1)0 ¥ 527;2 7+ Oliﬁ*/_ 2(1)0 \/ o 202)/5 J’f ~0.027493 m’,
Stoga je traZena cijena materijala (priblizno) jednaka
C=0,, -70=192453 kn =1.92 kn.
pripremio:

mr.sc. Bojan Kovacié, visi predava¢
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