Matematika na | rjeSenja zadataka

Pcuﬂzw driavnoj maturi iz kolovoza 2019.

ZAGRABIENSE o .
— Visa razina

1. A. Za skup prirodnih brojeva Ni skup cijelih brojeva Z vrijedi skupovna inkluzija
N c Z . To znaci da je svaki prirodan broj ujedno i cijeli broj.
Nijedan cijeli broj nije iracionalan broj jer je svaki cijeli broj ujedno i racionalan
broj, a skup racionalnih brojeva i skup iracionalnih brojeva nemaju zajednickih

elemenata.
Nije svaki racionalan broj ujedno i cijeli broj. Npr. %je racionalan broj, ali nije
cijeli broj.
Nije svaki realan broj ujedno i iracionalan broj. Npr. % je realan broj, ali nije

iracionalan broj (jer pripada skupu racionalnih brojeva).

2. A. Imamo redom:

m_ L i
h r

mzh(l—tj:l_r‘t‘h.
r m

3. C. Rijesimo najprije pripadnu kvadratnu jednadzbu na uobic¢ajen nacin:

1£J(=1)> —4-1-(—20) _12/1-(=80) _

2-1 2 B

1+41+80 1£+/81 1%9 1+9 10 1-9 -8
= = = :>x1:—:—:5, x2:_:_:_4'
2 2 2 2 2 2

xz—x=20<:>x2—x—2020:>x1,2=

Koeficijent uz x> jednak je 1 i on je strogo pozitivan. To zna¢i da pripadna
kvadratna funkcija poprima strogo pozitivne vrijednosti na intervalu koji se dobije

kad se iz skupa realnih brojeva R izbaci segment odreden realnim nultockama te
funkcije. U ovom slucaju, taj segment je [—4,5]. Dakle, rjesenje zadatka je skup

R\[—4,5] koji mozemo zapisati kao u obliku <—00,—4>u<5,+00>.

4. B. Osnovno svojstvo aritmetickoga niza je da je razlika svakoga c¢lana (osim
prvoga) i njemu neposredno prethodnoga ¢lana konstantna.

U slucaju niza navedenoga pod A. razlike tvore niz 3, 3, 5.
U slucaju niza navedenoga pod B. razlike tvore niz 1, 1, 1.
U slucaju niza navedenoga pod C. razlike tvore niz 0.5, 1, 2.

U slucaju niza navedenoga pod D. razlike tvore niz -0.1, -0.2, -0.2.
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Dakle, jedino u sluc¢aju niza navedenoga pod B. vrijedi navedeno osnovno svojstvo

aritmetickoga niza.

5. C. U prvih 35 utakmica vratar je imao ukupno 38.6-35=1 351 obranu. U sljede¢ih
5 utakmica vratar je imao ukupno 38.2-5=191 obranu. Dakle, u svih 35+5=40
odigranih utakmica vratar je skupio ukupno 1351+191=1 542 obrane, pa je prosjek

1542 771
njegovih obrana u svim utakmicama jednak 1542 =——=38.55.
40 20
6. D. Primijetimo najprije da zadani izraz nije definiran za a=-1 jer razlomak a—?
a+

nije definiran za tu vrijednost. Pogledajmo s$to ¢emo dobiti sredivanjem i
pojednostavljivanjem zadanoga algebarskoga izraza do kraja. Imamo redom:

(a+3)-(a-3) - (a+3)-(a=3) ) a+1

M= 1-(a=3)+2-(a+3) .a—3 a-3+2-a+6 .a—3_
a+l
( 3-a+3 j_a—3_ 3-(a+)  a-3_ 3

(a+3)-(a-3)) a+1 (a+3)-(a=3) a+l a+3
. . .. o 3 3
Uvrstimo li u ovaj izraz a=-1, dobit ¢emo M = =—.
-1+3 2

7. B. Kvadratna funkcija f(x)=a-x*+b-x+c ima to¢no jednu nultocku ako i samo
ako vrijedi jednakost b*—4-a-c=0. U ovome su sluéaju a=-4, b=11, pa

uvrstavanjem tih vrijednosti u navedenu jednakost dobivamo:

112 —4.(—4)-c =0,

121+16-c=0,
c= _12t =-7.5625.
16

Navedeni broj oc¢ito zadovoljava nejednakost —11< ¢ <—4.

8. C. Trazenu duljinu izracunat ¢emo koristeci kosinusov teorem:

[FH| = |[[FG[ +[GH[ ~2{FG|.[GH|-cos 2FGH =

=+/54% +427 —2.54.42.cos 70" =~/2 916+1 764—4 536-0.34202 =
=+/4 680—1551.40272 =+/3 128.59728 =~ 55.93387 ~ 55.93 dm.

9. C. Promotrimo pravokutan trokut kojemu je duljina jedne katete jednaka polovici
duljine stranice kvadrata, a duljina hipotenuze jednaka duljini bocne visine
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piramide. Prema pretpostavci, svi bridovi piramide su jednake duljine, pa pobocje
piramide tvore cetiri jednakostrani¢na trokuta. Radi odredenosti, neka su a>0
duljina osnovnoga brida piramide i & trazena mjera. Tada je duljina boc¢ne visine v
piramide jednaka duljini visine jednakostrani¢noga trokuta c¢ija osnovica ima
duljinu a, pa je:

a
=23
: V3

Kosinus trazenoga kuta jednak je omjeru uocene katete i hipotenuze, pa imamo:

= = = a=54.73561" =54°448’.

2-v 25\/_ a- \/_ \/_

10.B. Koriste¢i osnovna svojstva logaritma dobivamo redom:
log . (16-9) =2 < log, 144 =2 & x* =144,

Baza logaritma ne moze biti strogo negativan broj, pa uzimanjem drugoga korijena
slijedi x=12. Tako je:

log(x+31) =log(12+31) =1log43 = 1.633468 = 1.633.
11.D. Koristed¢i definiciju skalarnoga umnoska imamo redom:
BE—E; ‘p‘ ‘p‘ cosé p p —‘E‘~‘;‘~cos4(5,;):
=8-8:-cos0" —=8-13-cos120° :64«1—104«(—%j:
=64—-(-52)=64+52=116.

12.D. Primijetimo da je zadana funkcija strogo padajuc¢a na intervalu <—00,4>, a strogo
rastu¢a na intervalu <4, +00>. Prema definicijama strogo rastuce, odnosno strogo
padajuce funkcije, odatle slijedi da vrijede nejednakosti f(1)>f(2)>f@3)>
> f(4) < f(5). Dakle, tocna je nejednakost pod D.

13.D. Deriviranjem obiju strana zadane jednakosti dobijemo:

g =(f-17),
g=f-17
g =f -0,
g=f.
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14.A. Neka su Eem, FGW, GeBC i HeCA vrhovi pravokutnika. Prema
pretpostavci, ABC je jednakokracan pravokutan trokut s pravim kutom kod vrha
C. To zna¢i da kutovi toga trokuta imaju mjeru 45°, 45° i 90°, te da su duljine
stranica toga trokuta:

Ac|=[3e| 4.

AB|=Nd* +d* =\2-d* =\2Nd* =d 2.

Takoder, znamo odrediti i duljine duzina AM, BM i CM . Naime, prema

pretpostavci zadatka, M je poloviste hipotenuze E, pa su:

— B

‘AM‘z‘BM‘zl-‘AB‘:—-d.
2 2

Prisjetimo se da je u svakom pravokutnom trokutu (pa posebno i u trokutu ABC)
poloviste hipotenuze ujedno i srediste trokutu opisane kruznice. Tako odmah slijedi:
2

AM :]BM :]CM =24
2

Sada ¢emo dokazati sljedece tvrdnje:

Tvrdnja 1. Vrijede jednakosti:

— = | == 2
‘FG‘:‘FB‘:—-‘CM‘:i-d.
2 4
Dokaz: Presavijanje iz zadatka zapravo tvore tri osne simetrije. Znamo da se vrh B
u osnoj simetriji s obzirom na pravac F'G preslika u tocku M. Medutim, pravci BM i
FG su okomiti jer je kut kod vrha F u pravokutniku FFGH pravi kut. Iz definicije

osne simetrije slijedi da tocka F mora biti poloviste duzine %, odnosno da vrijedi:

‘FB‘ =‘FM‘=§-‘BM‘.

Nadalje, i trokut GFB je jednakokrac¢an pravokutan trokut (ima pravi kut kod vrha
F, mjera kuta kod vrha B iznosi 45° pa je i mjera kuta kod vrha G 45°) pa vrijedi:

75 =[G

Iz navedenih dviju jednakosti i jednakosti AM‘ :‘BM‘ :‘CM‘ slijedi:
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767 | L e = 2 -
2 4

sto je i trebalo dokazati. [ |
Potpuno analogno kao i tvrdnja 1. dokazuje se

Tvrdnja 2. Vrijede jednakosti:

<] - [ .

o[

Iz tvrdnji 1. i 2., te jednakosti ‘AM‘:‘BM‘:‘CM =2 .4 sada slijedi:

= ] - [z 5 = 2| 5 o] 5] [ [ =

V2,
2

< |- - -

Dakle, trazena povrsina je jednaka:

z‘ﬁuﬁ‘:(ﬁdj(ﬁdJ:Maﬂ :i.aﬂ =l.d2.
2 4 2.4 2.4 4

1 e .
Napomena: Povrsina zadanoga trokuta je B =§-d2, pa mozemo zakljuciti da je

trazena povrsina jednaka polovici povrsine zadanoga trokuta.

15.A. Vrijeme potrebno da svako plovilo prijede udaljenost od polazne do odredisne
luke jednako je koli¢niku prijedenoga puta i prosjecne brzine. Tako je trazeno

vrijeme jednako:

s s 15 km 15 km
At = ttraiekt - tkatamaran = - = v - v =
‘ Viaieki Viaamarn 12 €VOTOVA 36 Evorova
15 km 15 km 15 km a 15 km _
12 1.852 km/h  36-1.852 km/h 12 20852 Km/min. 36-1.852 Km/min

15-60 min. 15-60 min. _ 75 min. 25 min. _ 50 min.

= = = =26.99784 = 27 min.
12-1.852 36-1.852 1.852 1.852 1.852

16.1.) 1 950. Iz zahtjeva da ukupan iznos mora biti podijeljen u omjeru 1 : 2 : 3 slijedi
da postoji jedinstven k>0 takav da dijelovi na koje je iznos podijeljen iznose
k,2-k i 3-k. Zbroj tih triju iznosa treba biti jednak 3 900, pa dobivamo

jednadzbu:
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k+2-k+3-k=3900,
6-k=3900, /:6
k =650.

Zaklju¢ujemo da je trazeni iznos jednak 3-k =3-650=1 950 kn.

2.) 12.5. Trazeni postotak dobit ¢emo tako da ukupan broj trkaca koji su stigli na
cilj za manje od 5 sati (taj broj je jednak 68) podijelimo sa ukupnim brojem svih

trkaca koji su stigli na cilj (taj broj je jednak 180—50-640=544) i dobiveni koli¢nik

pomnozimo sa 100 (jer rezultat treba iskazati u postotcima). Dakle,

17.1.) x>—+ ili <—1,+oo>.
5 5

p=28 100=1.100=125.
544 8

Imamo redom:

x+4-3-x*=12-x<6—x-3-x%,
x+4-12-x<6—1x,
x—12-x+x<6-4,
(-10)-x<2, /:(-10)

1

x>——=——,
10 5

1 1 .. .
Svi realni brojevi strogo vec¢i od 3 tvore interval <—§,+0<>>. Taj interval je skup

svih rjesenja zadane nejednadzbe.

2.) —3. Izrazimo z iz druge jednadzbe sustava, pa dobiveni izraz uvrstimo u prvu

. 4 -
jednadzbu sustava. Lako vidimo da je x=§- y?, pa slijedi:

3-%-y2+8-y+12=0,

§~y2+8~y+12=0, /:%
y +6-y+9=0,

(y+3)" =0,

y+3=0,

y=-3.

18.1.) 6. Zapravo trazimo ukupan broj svih cijelih brojeva ¢ija apsolutna vrijednost
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pripada skupu {9,10,11}. Za svaki element toga skupa postoje tocno dva cijela broja

koja imaju apsolutnu vrijednost jednaku tom elementu. Apsolutnu vrijednost 9
imaju cijeli brojevi -9 i 9, apsolutnu vrijednost 10 imaju cijeli brojevi -10 i 10, a
apsolutnu vrijednost 11 imaju cijeli brojevi -11 i 11. Dakle, trazeni je broj jednak 6.

2.)15. Neka je ¢ koli¢nik toga niza. Iz zadanih podataka dobivamo jednadzbu
5-¢g""' =135, otkuda dijeljenjem sa 5 slijedi ¢’ =27. Jedino realno rjesenje ove

jednadzbe je g =3. Zbog toga je trazeni broj jednak 5-3=15.

Napomena: Da bi zadatak bio potpuno korektan, nuzno je pretpostaviti
da se radi o nizu realnih brojeva. Ako bismo pretpostavili da se radi o
nizu kompleksnih brojeva, onda postoje tocno tri razlicite moguce
vrijednosti koli¢cnika g, pa samim tim i toc¢no tri rjeSenja zadatka.

19.1.) 1260.-ti. Trazeni je broj jednak najmanjem zajednickom viSekratniku brojeva
84, 105 i 126. Rastavom svakoga od tih brojeva na proste faktore dobivamo:

84=2-2-3-7,
105=3-5-7,
126=2-3-3-7.

Odatle slijedi da je trazeni broj jednak 2-2-3-3-5-7 =1 260.

2.) 80. Oznacimo sa b;i b, redom volumen ulja u prvoj, odnosno drugoj bacvi.

Prema podatcima u zadatku, ukupan volumen ulja u objema bac¢vama iznosi 140 L,
pa mora vrijediti jednakost:

b, +b, =140.
Ako se osmina ulja iz prve bacve prelije u drugu bacvu, u prvoj ¢ée bacvi ostati
1 1 -1 7
ukupno bl—g-b1 =b1-(1—§j:(8?j-bl :§-b1 litara ulja. Nakon ucinjenoga

o 1 ,
prelijevanja, volumen ulja u drugoj bacvi bit ¢e jednak b,+—-b, litara. Prema

zahtjevu zadatka, ta dva volumena trebaju biti jednaka, pa dobivamo jednakost:

7 1
g bl _b2+§'bl,
7 1 6 3
bz :g'bl—g'bl :g'bl :Z'bl.

Tako smo dobili sustav dviju linearnih jednadzbi s dvije nepoznanice:
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b, +b, =140,
3
b2 :Z'bl.

Zadatak trazi da se odredi vrijednost b,. Uvrstavanjem druge jednadzbe sustava u

prvu jednadzbu sustava dobivamo redom:

b+ b, = 140,
4

b, .(1+§j:140,
4
(%) b, =140,

b, =140, /:

SR
NN

=80.

20.1.) §=1.2. Prema pretpostavci, f je linearna funkcija, sto znac¢i da postoje

konstante a,be R, a#0, takvi da je f(x)=a-x+b, za svaki xe R. Iz tablice je
vidljivo da su f(0)=-421 f(2)=28. Uvrstavanjem x=0 u pravilo funkcije f

dobivamo:

fO)=a-0+bs f(0)=0+b=b.
U ovu jednakost uvrstimo jednakost f(0)=-42, pa odmah dobivamo b=-42.
Nadalje, uvrstavanjem x =2 u pravilo funkcije f dobivamo:

f(Q)=a-2+b.
U ovu jednakost uvrstimo f(2)=28 i b=-42, pa slijedi:

28=a-2+(-42),
2-a=28+42,
2-a=70, /:2
a=35.

Dakle, f(x)=35-x-42. Vrijednost x, za koju je f(x,)=0 dobit d¢emo

izjednacavanjem pravila funkcije f sa nulom i rjesavanjem dobivene linearne

jednadzbe 1. stupnja s jednom nepoznanicom:
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35-x,—42 =0,

35-x,=42, /:35

=22 01,
35 5

Prema tome, u tablicu treba upisati g ili 1.2.

5 ... . . . .
2.) y =—Z-x ili 5-x+4-y=0. Iz podatka da je trazeni pravac okomit na zadani

zakljucujemo da je koeficijent smjera trazenoga pravca suprotan i reciproc¢an u

- . . 1 5
odnosu na koeficijent smjera zadanoga pravca, tj. k:_Z:_Z' Iz podatka da

5
trazeni pravac prolazi ishodistem pravokutnoga koordinatnoga sustava u ravnini

zakljucujemo da je njegov odsjecak na osi ordinata jednak 0. Dakle, eksplicitni oblik

. . y . 5
jednadzbe trazenoga pravca je y= —Z-x.

21.1.) J41. Jednadzbu zadane kruznice najprije iz razvijenoga prevedemo u kanonski

oblik:
(=5 3)+(2)5)
x—| =|=| +| y+=| -|=| =0,
2 2 2 2
(x=4) =4 +(y+5)° -5 =0,
(x—4)" =16+ (y+5)*-25=0,

(x—=4) +(y+5)> =25+16,
(x—4)’ +(y+5)> =41.

Odatle zaklju¢ujemo da je r* =41, odnosno r=+/41.

1
2.) y=—Z-x—1. Odredimo najprije nepoznatu ordinatu tocke 7. Trazimo strogo
negativno rjesenje kvadratne jednadzbe y*=4. Ono je jednako y, =-2. Dakle,
1

T =(4,-2).1z jednadzbe parabole oc¢itamo 2-p=1<p 25. Tako trazena jednadzba
tangente glasi:

(<) y =t (x+4)

y 2 b
(-2)- y=%~x+2, /:(=2)

=——x—1.
YT
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22.1.) x>2 ili [2,+o<>>. Funkcija drugoga korijena je definirana ako i samo ako je

radikand (izraz pod korijenom) nenegativan. Tako dobivamo sustav dviju linearnih

nejednadzbi s jednom nepoznanicom kojega rijeSimo na uobicajeni nacin:

x>0, x>0,
& = X226 x€(2,+%).
x—220 x=2

1 . .
2.) xza. Uvedemo li zamjenu t::{’/;, onda je 3/;=t2, pa dobivamo kvadratnu

jednadzbu:
> +0.25=t.

Nju ne moramo rjesavati na uobic¢ajeni nac¢in uoc¢imo li da je > —t+0.25=(t—-0.5)".
Tako iz t*+0.25=¢ slijedi (t—0.5)>=0, odnosno #—0.5=0, odnosno ¢=0.5.

6
1 1
Napokon iz jednadzbe Yx=05 slijedi x=0.5° = (%j =—=—

23. 1.) % Najprije dokazimo sljede¢u tvrdnju.

Tvrdnja 3. Neka je o >0. Temeljni period funkcije f(x)=tg(e-x) jednak je z
a

Dokaz: Prema definiciji temeljnoga perioda, trazimo najmanji strogo pozitivni broj
T takav da je f(x+T)= f(x). Koristeéi adicijski teorem za funkciju sinus, imamo

redom:

tg(a-(x+T))=tg(a- x),
sin(x- (x+171)) _ sin(& - x)
cos(a-(x+T)) cos(a-x)’

sin(@-(x+T7))  sin(&x-x) _
cos(a-(x+T)) cos(a-x) S
sin(a-(x+T))-cos(a-x)—cos(a-(x+T))-sin(ax-x) _
cos(a-(x+T))-cos(x-x) B
sin(ee-(x+T)—a-x)
cos(a-(x+T))-cos(x- x) S
sin(@-x+a-T—a-x)
cos(a-(x+T))-cos(x- x) -
sin(a-T) _
cos(a-(x+T))-cos(x- x) S

0,
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Posljednja jednakost mora vrijediti za svaki dopustivi xe R, a to ¢e biti ispunjeno

ako i samo ako je sin(-T)=0. Odatle slijedi &-T =k-7x, odnosno T zk-z, gdje je
(94

. .. .. . .. . V/ 2 ..
ke Z. Najmanji strogo pozitivan T dobiva se za k=1 i iznosi 7, =—, Sto je i
(94

trebalo pokazati. [ |

U ovome je zadatku a =2, pa primjenom tvrdnje 3. slijedi T :%

2.) Vidjeti sliku 1. Izra¢unajmo vrijednosti funkcije f za svaki element skupa

S = {k % ke {-1,1,0,1,2,3, 4}}.U tu svrhu popunimo donju tablicu.

T - T 10 T 2.7

3
_.ﬂ'
2

[\)
ooy

fx |21 0 |2 21 0 2

Ucrtamo pripadne tocke u pravokutni koordinatni sustav, pa ih spojimo

kosinusoidom. Dobivamo sliku 1.

~ y

Slika 1.

24.1.) =36.85 cm. Neka je ¢ trazena duljina. Primjenom interpretacije funkcije sinus

. . y cmge 173 )
za kutove pravokutnoga trokuta, dobivamo jednadzbu sin28 2—3 iz koje odmah
c

slijedi ¢ = _17'3 = 17.3 ~36.8499423 = 36.85 cm.
sin28° 0.46947156

— ] —
2.) KL—Z-KM . Prema pretpostavci, ¢etverokut KLMN je paralelogram, pa vrijedi

vektorska jednakost KL=NM . 1z podatka da je ‘ﬁ‘z%‘ﬁ‘ slijedi jednakost
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odgovarajuc¢ih duljina vektora, tj. ‘ﬁ‘z% W‘ Tocke T i M se nalaze s iste

strane pravca KM, pa vektori KT i KM imaju istu orijentaciju. Zbog toga iz

‘H‘ZE‘W‘ slijedi ﬁ:§~w, odnosno m:lw
4 4 4

Preostaje uociti da tocke T, N i M tvore trokut, pa prema pravilu trokuta za
vektore mora vrijediti vektorska jednakost TM +MN + NT =0. Iz te jednakosti
izrazimo trazeni vektor NT i primijenimo prethodno dobivene vektorske jednakosti,
pa dobijemo:

W:—TW—MN:—%-KMHVM:— KM +KL=KL-~-KM.

N
N

25.1.) 119°. Radi odredenosti, ozna¢imo sa S sjeciste povucenih tangenata.
Promotrimo kruzni luk DB (dobijemo ga krecuéi se po zadanoj kruznici od tocke D
tocke B u smjeru suprotnom od smjera kazaljke na satu). Sredisnji kut nad tim
lukom jednak je kutu ZDAB. Kut ZBCD, ¢iju mjeru trazimo, jednak je obodnom
kutu nad tim lukom. Prema Teoremu u obodnom i sredisnjem kutu mora vrijediti
jednakost:

m(LBCD) = ~m(LDAB),

N | =

pri ¢emu je s m oznacena funkcija koja svakom kutu pridruzuje njegovu mjeru.
Nadalje, lako se vidi da je m(£DAB) moze izracunati i tako da se od 360° oduzme

mjera kuta A u cetverokutu BSDA. Dakle,

1

m(£BCD) =—-m(£DAB)= -(360°—m(LA)):180°—§-m(LA).

o | =
| =

No, u uocenom cetverokutu BSDA kutovi kod vrhova Bi D su pravi kutovi (jer je
rije¢ o kutovima koje zatvaraju tangente povucene u tim tockama sa pravcima AB i
AD kojima pripadaju polumjeri zadane kruznice), pa zbroj mjere kuta kod vrha A i
mjere kuta kojega zatvaraju tangente (tj. mjere kuta kod vrha S) u tom
cetverokutu mora biti jednak 360 —(90° +90°) =360"-180" =180". To znac¢i da mora

vrijediti jednakost:
m(ZA)+m(£S) =180,
iz koje je

m(£A)=180" —m(ZS).
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1
Uvrstavanjem ove jednakosti u jednakost m(ZBCD) =180 —Em(LA) dobijemo:

m(£BCD) =180 —%-(180’ —m(£S)),

m(LBCD)=180" - .180° + 1 - m(S),
2 2

m(£BCD)=180"—-90° +l-m(4S),
2

m(LBCD)=90°+%«m(LS).

Preostaje uvrstiti m(£S)=58" u dobivenu jednakost, te konacno dobiti:

m(£BCD) =90 +%-58° =90"+29" =119"

2.) 10. Za odredivanje trazene duljine dvaput ¢emo primijeniti kosinusov teorem.
Kosinus unutrasnjega kuta pri vrhu T trokuta ¢ije stranice imaju duljine 6 cm, 4
cm i 8 cm jednak je:

6°+8° -4 36+64-16 84 7

cos(£LT)= = =—
2-6-8 96 9% 8

Preostaje primijeniti kosinusov teorem na trokut RST. Duljine dviju stranica toga
trokuta su 144+6=20cm i 8+7 =15 cm, kosinus kuta nasuprot preostaloj (trecoj)

.7 . y o
stranici trokuta jednak je PE pa je trazena duljina jednaka:

‘R_S‘:\/202+152—2-20-15% = J400+225-525 =100 =10 cm.

3.) 18-/3. Pobocje tvore tri pravokutnika. Svaki od njih ima jednu stranicu ¢ija je

duljina jednaka visini prizme, a drugu stranicu jednaku jednoj od stranica baze.
Tako odmah slijedi:

P=a-v+bv+cv=(a+b+c)v=8+7+3)-/3=18-/3 cm’.

Napomena: Povrsina poboéja bilo koje uspravne prizme jednaka je umnosku
opsega baze (osnovke) i duljine visine te prizme. Dokaz te tvrdnje je potpuno
analogan rjesenju gornjega zadatka.
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3 . . .
26.1.) <—§,+oo> . Logaritmand (izraz pod logaritmom) mora biti strogo pozitivan, pa
dobivamo:

8-x+3>0,
8-x>-3, /:8

-3
xX>—.

Dakle, zadana funkcija je definirana za sve realne brojeve koji su strogo veéi od g

3 . : y .
Oni tvore interval <—§,+oo>. Taj skup je trazena prirodna domena.

2.) (0,1+1log,3)=(0,1-1log, 3).. Prva koordinata sjecista grafa bilo koje funkcije f

2
definirane u 0 sa osi ordinata je upravo 0, dok je druga koordinata toga sjecista
jednaka f(0). Izracunajmo f(0) koriste¢i osnovna svojstva logaritamske funkcije:

f(0)=1+log, (8-:0+3)=1+log, (0+3)=1+log, 3=1+log , 3=1-log, 3.

2 2 2

Dakle, trazeno sjeciste je S =(0,1+1log, 3)=(0,1-log, 3).

2

3) — 2
8- x+3.

imamo redom:

. Koriste¢i osnovna svojstva eksponencijalne i logaritamske funkcije

(gof)<x>=g(f(x»:g[mogl(8-x+3>j=g(1+log21<8-x+3>)=

2
2! 2

_ _ ) _ Al-log, (8x+3) __ =
=g (1-log,(8-x+3))=2"" CQlnGd) g4 3

27.1.) 3-sin” x-cosx. Koristeé¢i pravilo deriviranja slozene funkcije dobivamo:

f ()= (sin3 x) =3-(sinx)*" - (sinx) =3-sin® x-cos x.

2.) b >§ ili be <§,+oo>. Eksponencijalna funkcija f,(x)=a" je strogo rastuca ako

i samo ako je baza te funkcije (a) strogo veéa od 1. Tako dobivamo linearnu
nejednadzbu 1. stupnja s jednom nepoznanicom:

10-6-3>1.
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Rijesimo tu nejednadzbu na uobicajen nacin:

10-b—-3>1,
10-b>1+3,
10-6>4, /:10

Dakle, zadana funkcija ¢e biti rastu¢a ako i samo ako je b>§. Skup svih takvih

2
realnih brojeva je interval <g,+c>0>.

3.) £ je neparna, a g nije ni parna, ni neparna. Za funkciju ¢ mozemo dati
odgovor bez promatranja slike/grafa jer je njezina domena [1,5], a u tom se

intervalu ne nalazi nijedan strogo negativan realan broj. (Da bi funkcija bila
(ne)parna, njezina domena nuzno mora sadrzavati jednako mnogo pozitivnih i

negativnih brojeva.)

Promatrajuéi sliku, vidimo da za svaki xe [O, 2] vrijedi tvrdnja: T =(x, f(x)el’,
ako i samo ako T} =(—x,—f(x))e I',. Dakle, ,,¢im z promijeni predznak, onda i f(x)

promijeni predznak®, a to je upravo (slobodna i neprecizna) interpretacija neparne
funkcije. Matematicki formalno, rekli bismo da je graf funkcije f centralno
simetrican s obzirom na ishodiSte pravokutnoga koordinatnoga sustava. Tako
zakljucujemo da je fneparna funkcija.

28. Jednadzba nema rjesenja za p=3. Za p#3 jednadzba ima jedinstveno

9.
rjesenje x:—p3. Iz zadane jednadzbe redom slijedi:
p—

p-x=3-x=2-p,
x(p=3)=2-p.

Sada moramo razlikovati to¢no dva slucaja:

1.) p=3.U ovom slucaju nasa jednadzba glasi: 0-x=6. Ta jednadzba oc¢ito nema

rjesenja.

2.) p#3. U ovom je sluaju p—3#0, pa jednadzbu x-(p—3)=2-p smijemo podi-

jeliti s p—3. Tako dobijemo x= i to je jedinstveno rjesenje zadane jednadzbe.
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29.1.) n—1. Prema definiciji funkcije faktorijela, a uz koristenje formule za razliku

kvadrata, imamo redom:

n*onlent nt(nP=1) w21 (=D (n+1) _

= = = —-1.
(n+1)! (n+)-n! n+1 n+l1

2.) =3.672. Neka su a i aredom duljina stranice, te sredisnji kut pravilnoga
sedmerokuta. Sedmerokut tvori ukupno sedam sukladnih jednakokracnih
trokutova. Osnovica svakoga od tih trokutova je osnovica sedmerokuta, dok je
kut nasuprot osnovici jednak sredisnjemu kutu pravilnoga sedmerokuta. Visinu v

na osnovicu mozemo odrediti primjenom trigonometrije pravokutnoga trokuta:

pa je povrsina sedmerokuta sedam puta vecéa od povrsSine jednoga od uocenih

sedam trokutova:

P:7lav:z agctgg:z azctg_
2 2 2 2 4
Odavde izrazimo trazenu duljinu stranice a:
7 o o
P==-a"-ctg=, [—-tg=
4 £ 2 g 2
4
a=— P-tgz, IN
7 2
4 o
a:‘f—-P-t —.
7 g 2
.. . . 360° ..
U ovaj izraz uvrstimo P=49i a':T, pa dobijemo:
360°
a= g-49-tg % = 28-tg[gjz\/13.484089z3.672069z3.672 cm.
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3.) Vidjeti sliku 2. P=§~7Z'. Prisjetimo se geometrijske interpretacije

apsolutne vrijednosti kompleksnoga broja. U Gaussovoj ravnini taj pojam
predstavlja duljinu spojnice tocke pridruzene nekom kompleksnom broju i
ishodista pravokutnoga koordinatnoga sustava u Gaussovoj ravnini. To znadci da,

za a>0, izraz |z|£a zadaje skup svih tocaka u Gaussovoj ravnini koje su od

ishodista pravokutnoga koordinatnoga sustava u toj ravnini udaljene najvise za
a jedinica duljine. No, to je upravo geometrijska definicija zatvorenoga kruga sa
sredisStem u ishodistu pravokutnoga koordinatnoga sustava u ravnini i

polumjerom a. Dakle, izraz |z|£3 u Gaussovoj ravnini zadaje sredisnji krug

polumjera 3.

Izrazom Re(z)-Im(z) <0 zadane su sve tocke Gaussove ravnine koje se ili nalaze
na nekoj od koordinatnih osi (u tom slucaju je navedeni umnozak jednak nuli)
ili imaju svojstvo da su njihove koordinate razli¢itih predznaka. Naime,
umnozak dvaju realnih brojeva je strogo negativan ako i samo ako su ti brojevi
razli¢itih predznaka. Ako na trenutak zanemarimo koordinatne osi, onda tocke
Gaussove ravnine ¢ije su koordinate razli¢itih predznaka leze u II. T IV.

kvadrantu te ravnine.

Dakle, trazeni skup tvore dvije sukladne cetvrtine sredisnjega kruga polumjera
3. Prva cCetvrtina nalazi se u II. kvadrantu (ukljucujuéi i koordinatne osi), a
druga u IV. kvadrantu (ukljuc¢ujuéi i koordinatne osi). Trazeni je skup prikazan

na slici 2.

4 Im

Re
>
1.4

Slika 2.
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Njegova je povrsina jednaka polovici povrsine kruga ¢iji je polumjer 3 jedinice

duljine, pa lagano slijedi:

p=liz -

l~9-7L’=2-7L' kv. jed.
2 2 2

4.) -1 i 1. Rijesimo najprije prvu jednadzbu. Primijetimo da vrijede jednakosti:

25664 (§j2

“100 25 (5)°

-1

0625="2 2[5
1000 8 (5

Tako redom dobivamo:

© J 1GIR
(3"
3

(=2) y*+3=y,
2-y*+y-3=0.

Prema zahtjevu zadatka, mora vrijediti jednakost |x|= y. Lijeva strana ove

jednakosti je nenegativna, pa takva mora biti i desna strana. Dakle, u obzir
dolazi jedino nenegativno rjeSenje jednadzbe 2-y*+y—3=0, pa odredimo to

rjesenje:

2:-y’+y-3=0=>y=

_—1+\/g_—1+5_f_

4 4 4

—1\P—4-2-(=3) _—1+/1-(24) _—1+1+24 _
4

2-2 4

Preostaje rijesiti jednadzbu |x|=1. Prema definiciji funkcije apsolutne
vrijednosti, odavde izravno slijedi x,=1 i x, =-1. To su svi realni brojevi koji

su rjesenje ovoga zadatka.
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5.) 3-x’—y*>=3. Neka je T =(x,,y,) bilo koja tocka koja ima svojstvo iz
zadatka. Udaljenost od tocke T do tocke A iznosi:

d(T,A)=(x, =2)" +(3, =0)" =/(x, =2)" +37.
Udaljenost tocke T do pravca 2-x—1=02-x=1< xzé iznosi

1
d(T,p)=‘XT —5‘-

Prema zahtjevu zadatka mora vrijediti jednakost d(T,A)=2-d(T,p), pa

uvrstavanjem gornjih izraza u navedenu jednakost dobivamo redom:

b

1
(=2 +3F =2 =

b

x—22+ 2 —[2. )c—l
(T ) Yr TS

(=2 +y2 =2, 1| P

2

2
(%, =2) +y7 =(2-x, 1),
X —d-x +4+yr =4-x0 —4-x, +1,
4-x7—4-x, +1-x2 +4-x, —4—y> =0,
3-x—y;=3=0.
(Kvadriranje u tre¢em koraku smo smjeli provesti jer su obje strane jednakosti

nenegativni realni brojevi.) S obzirom da je 7, prema pretpostavci, bila

proizvoljna tocka sa zadanim svojstvima, izostavljanjem indeksa dobivamo:
3:x* =y -3=03-x-y>=3..

Dakle, trazena krivulja je hiperbola 3-x*—y* =3.

30. (%,10). Graf funkcije f ocito prolazi tockom N =(4,5). To zna¢i da mora vrijediti

jednakost f(4)=5. Uvrstavanjem tih podataka u pravilo funkcije f dobivamo:

B-4-4
4y=_2"FF
T = s

B-16
=+
16—-16+5
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523%16+C, /-5

25=B-16+5-C,
B+5-C=25+16,
B+5-C=41.

Iz podatka da u tocki N funkcija f postize lokalni minimum primjenom Fermatova
teorema zakljucujemo da je vrijednost prve derivacije funkcije f u tocki c=4
jednaka nuli, tj. f'(4)=0. Zbog toga odredimo f' i f'(4), pa izjednac¢imo potonji
izraz sa nulom. Primjenom pravila za deriviranje koli¢nika dviju funkcija i tablice

derivacija elementarnih funkcija imamo redom:

(B—4-x) (" =4-x+5)—(B—4-x)-(x* —4-x+5)

= (¢ —d-x+5) HO=

(B =4-(x) ) (¢ =4-245)-(B-4-0)((*) =40 + )

) (¥ —4-x+5) "0

_(0—4~1)~(x2—4~x+5)—(B—4~x)~(2~xH—4~1+0)_

- (¥ —4-x+5) -

_(—4)-(x2—4-x+5)—(B—4-x)-(2-x—4)_

B (x—4-x+5) B

(4 x’+16-x-20-2-B-x+8- x> +4-B—16-x _

- (¥ —4-x+5) -

_4-x*-2-B-x+4-B-20

(P —dexes)

. 4.4-2.B-4+4.B-20 4.16-8-B+4-B-20 64—-4.B—20 44-4.B

f 4= > = > = > = :
(42_4.4+5) (16-16+5) 5 25

f(4)=0=44-4.B=0=4-B=44 = B=11.

Sada iz B+5-C=41 slijedi 11+5-C=415-C=41-115-C=30< C=6.
11-4-x
Dakle, f(x)=—————=+6, te
J @) x*=4-x+5
xP=211x+4-11-20  4-x°=22-x+44-20 4.-x°-22-x+24

()62—4-)c+5)2 ()62—4-)c+5)2 ()62—4-)c+5)2

fl=2

Jedno rjesenje jednadzbe 4-x*—22-x+24=0veé znamo: to je x, =4. Drugo rjeSenje
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lagano odredimo koriste¢i Vieteove formule. Umnozak obaju rjesenja treba biti

jednak %=6, pa je drugo rjesenje jednako xzzgzgzg. Da bismo odredili
X

postize li se za x, =% lokalni maksimum, trebamo provieriti ima li funkcija f

. . ... w3 . . .
razli¢ite predznake na dovoljno maloj okolini tocke > takvoj da toj okolini ne

pripada tocka 4. Uoc¢imo da je nazivnik funkcije f ' uvijek strogo pozitivan, pa je

dovoljno provjeriti ima li izraz u brojniku te funkcije razli¢ite predznake na

dovoljno maloj okolini tocke % takvoj da toj okolini ne pripada tocka 4. U tu svrhu

odredimo vrijednost brojnika npr. za x=11iza x=2:
4-1"=22-1424=4-1-22+24=4-2=2,
4.2°-22.2424=4.4—-44+24=16-20=—4.

Time smo potvrdili da funkcija f postize lokalni maksimum za x, = % Izracunajmo

vrijednost toga maksimuma:

1-4.3
A3 e—2 6= 6o 3 63 6= i6=446=10.
2773 ; 9 9 9-47°73
2 —4.7 45 —=6+5 ——1 — =
5 5 4 4 4 4

Dakle, trazena tocka je T = (%,10).

Pripremio:

mr.sc. Bojan Kovacié¢, visi predavac
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