@ kaTEDra za | RieSenja zadataka iz matematike na drZzavnoj maturi —

ZAJEDNIEKE viSa razina - lipanj 2016.
PREDMETE

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

1. D. TraZimo pe R takav da je ﬁ-568 =426 . RijeSimo tu jednadzbu na uobicajen
nacin:
14 _
——-568 =426, /-100
100

568 =426-100, /:568
| 426-100 42600
P=7568 568

75.

Dakle, 75% od 568 iznosi 426.

2. B. Oznacimo traZeni broj s c. Tada redom imamo:

1

1 1
b==-(a=1) == (10~1) ==-9° =~ 729 = 243,
(a=1'=2-(10-1"= 29" =—

1
3
3. A. Zadani izraz treba svesti na najmanji zajednicki nazivnik i reducirati algebarski
izraz u brojniku. Dobivamo redom:
14+43-a 5 1+3:a_5-a-(1+3-a) 5a-1-3-a 2-a-1

5_ -
a 1 a a a a

Brojnik ovoga izraza jednak je 2-a—1.

4. D. Kut ¢ija je mjera 108° je vanjski kut pravokutnoga trokuta. Njegova mjera jednaka
je zbroju mjera unutra$njih kutova toga pravokutnoga trokuta koji tom vanjskom kutu

nisu susjedni. Mjere tih kutova su 90° i ¢ . Nadalje, u pravokutnom trokutu ¢iji su
kutovi % i B vrijedi jednakost %+ S =90°, pa tako dobivamo sustav dviju linearnih
jednadzbi s dvije nepoznanice:

90"+ =108",

(24 .

B + 3 =90".
Iz prve jednadZbe toga sustava je & =108" —90" =18" , §to uvrSteno u drugu jednadZzbu

sustava daje

18°

—+5=90",
S th
9" + =90,
L=90"-9" =81".
5. C. Na slici je prikazana elipsa Cija jednadZzba u segmentnom obliku glasi:
2 2
x_2+y_2 =1. Jedina od cetiriju ponudenih jednadzbi koja ima taj oblik je jednadzba
b

navedena pod C.
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6. B. Zadanom kompleksnom broju odgovara to¢ka Z =(0,5)Gaussove ravnine. Ta
tocka pripada pozitivnom dijelu imaginarne osi. Stoga je njezina spojnica s ishodiStem
Gaussove ravnine upravo pozitivan dio imaginarne osi. Ta spojnica s pozitivhim

dijelom realne osi zatvara kut ¢ija je mjera 90°, odnosno % radijana. Dakle, traZeni
. V4
argument je jednak (025.

7. C. Koriste¢i pravila za potenciranje potencija, imamo redom:
1 1 2

3m
27" =8 (3) =2 e3"=2 o (9% 29" =0 e (9) =2 o

2 1,2 32

2
I3 0s 2 1,2 2
@{(9'")23} (2P e (9) =209 =2 9" =4
8. A. Graf zadane funkcije je pravac Cija jednadZzba u eksplicitnom obliku glasi:
y=4-x+1. ZapiSimo tu jednadZbu u segmentnom obliku. Dobivamo:

y=4-x+1,
—4-x+y=1,

Iz ovoga oblika oc¢itavamo da graf zadane funkcije sijeCe os apscisa (os x) u tocki
S, = (—i, O), a os ordinata (os y) u tocki S, =(0,1). Dakle, to¢na tvrdnja je tvrdnja
A.

9. C. Primijetimo da vrijede jednakosti:
fE0 =0 =D x" =1x" =x" = f(0),
1 1
g(=x)=—=-—=-g(x),
-X X
h(—x) =sin(—x) = —sin(x) = —h(x).
Odatle slijedi da su g i & neparne funkcije.

Napomena: U zadatku nije navedeno prirodno podrucje definicije nijedne zadane
funkcije iako je ono bitno za utvrdivanje (ne)parnosti funkcije. Stoga se u
rjeSenju pretpostavlja da je svaka od njih definirana na najveéem podskupu

skupa R za koje pravilo funkcije ima smisla. U slu¢aju funkcija f i & taj podskup

je upravo sam skup R, dok je u slu¢aju funkcije g rije¢ o skupu R\{0}.
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10. C. Rastavimo zadani izraz na faktore primjenjujuc¢i formulu za razliku kvadrata.
Dobivamo redom:

4.0’ +12:0° —n=3=4-n" - (n+3)—(n+3)=(n+3)-(4-n" -1) =
=(n+3):[(2:n) =" |=(n+3)-2:n—1)-2-n+1).

Dakle, u rastavu se pojavljuju binomi n+3, 2-n—1 1 2-n+1. U popisu ponudenih
binoma pojavljuje se jedino 2-n+1.

11.D. Za xe(1,3) vrijede nejednakosti 2-x+3>0 i 1-5-x<0. Odatle slijedi da za
xXe <1,3> vrijede jednakosti:
[2-x+3=2-x+3,
[1-5-x=—(1-5-0)=-1+5-x=5-x—1.
Zbog toga je zadani izraz jednak
[2-x+3+[1-5-4=Q2-x+3)+(S-x-1)=2-x+3+5-x-1=7 -x+2.

12. A. Izracunajmo najprije nepoznatu ordinatu tocke (2, y). Da bismo to ucinili, u pravilo
funkcije f uvrstimo x = 2. Tako dobijemo:

y=f(2)=N2+1=/8+1=49 =3.

Dakle, tangenta je povucena u tocki T = (2, 3). Njezin koeficijent smjera dobijemo kao
vrijednost prve derivacije funkcije f za x = 2. Prigodom deriviranja primjenjujemo
pravilo deriviranja sloZene funkcije. Imamo:

k=(f)_ =L' )18+1 -(x‘+1)l_2 :{%m-[(f)#(m}}ﬁ =L' Jﬁ (32 Jro)l_2 _

_( 3% j 3.2° 34 34 34 4
24X +1)

_ - - - =2
2241 24841 249 23 2

Primjenom izraza za dobivanje jednadzbe pravca kojemu su zadani jedna tocka i
koeficijent smjera slijedi:

t..y=3=2-(x-2),

t.y=2-x—4+3,

t..y=2-x—1.
Napomena: Zadatak je moguce rijeSiti i kraée tako da se, nakon izra¢una

nepoznate ordinate tocke 7, uo€i da od navedenih Cetiriju pravaca jedino pravac
naveden pod A prolazi tockom 7.

13. D. Odredimo najprije koeficijent smjera pravca p. Njega ¢emo odrediti iz podatka da
je pravac p okomit na pravac 4-x+3-y+5=0. Stoga najprije zapiSimo jednadZbu
toga pravca u eksplicitnom obliku:
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4-x4+3-y+5=0,
3-y=—4-x-5, /:3

y=——-x——.

3 3

Odatle slijedi da je koeficijent smjera pravca p

Preostaje odrediti odsjecak / pravca p na osi ordinata. U tu ¢emo svrhu iskoristiti uvjet
tangencijalnosti za kruZnicu ¢ija je jednadzba zadana u opéem obliku. Iz jednadZzbe

kruZnice o¢itamo p=4, g=-2, r* =16, pa uvrStavanjem u spomenuti uvjet
tangencijalnosti dobivamo:

(—2—%44)2 :16-{1+(2J2},
(_2_3—1)2=16.(1+%j,

(=5-1)>=16+9,
(=5-1)> =25.

Odatle slijedi da mora vrijediti ili jednakost =5—/=35 ili jednakost —=5—-/=-5. 1z
prve jednakosti odmah slijedi [ = —10, a iz druge [ = 0. Dakle, zadatak ima dva

rjeSenja: p,...y :%x—lO 1 p..y= %‘x . U popisu ponudenih odgovora ponuden je
jedino pravac p, .

14. B. Na kraju prvoga tjedna povr§ina mahovine bit ¢e jednaka:
1.3+i‘1.3 =13- l+i =1.3-1.05' m’.
100 100

Na kraju drugoga tjedna povrSina mahovine bit ¢e jednaka:

13-1.05'+—(1.3-1.05') :(1.3-1.051)-(1+ij=1.3-1.051 '1.05=1.3-1.05" m’.
100 100

Matematickom indukcijom zakljucujemo da ¢e povrSina mahovine na kraju n-tjedna

biti jednaka 1.3-1.05" m*. U zadatku se traZi izra¢un povr§ine mahovine nakon n = 8
tjedana rasta, pa lako dobivamo:

P=1.3-1.05"=1.3-1.47745544378906 = 1.92069207692578 = 1.92 m* .
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15. C. Najmanja vrijednost funkcije f postiZe se kad je vrijednost sinusa jednaka —1. Ona
iznosi f . =A-(-1)+D=-A+D. Najveta vrijednost funkcije f postize se kad je

vrijednost sinusa jednaka 1. Ona iznosi f,, =A-1+D=A+D. U zadatku je
=300, f,

max

navedeno da su f

min

=920, pa dobivamo sljede¢i sustav dviju linearnih
jednadZzbi s dvije nepoznanice:

—-A+ D =300,
A+ D =920.

Zbrajanjem obiju jednadzbi dobijemo 2-D =1220, a odatle dijeljenjem s 2 slijedi
D =610. UvrStavanjem ove vrijednosti npr. u drugu jednadzbu sustava dobivamo
A=310.

Razdoblje izmedu pojave najmanje i pojave najvece vrijednosti iznosi 4 godine. Taj
broj je jednak polovici temeljnoga perioda funkcije f. Temeljni period funkcije f dan je

izrazom T :% , pa je njegova polovica jednaka 1'2‘_7[22 Tako iz jednadzbe

z_ 4 odmah dobivamo B = z.
B 4

Dakle, funkcija f je definirana pravilom f(¢)=310-sin (% -t —% . 7[) +610. TraZeni

broj jednak je f(18), pa izrac¢unajmo tu vrijednost:

f(18):310-sin(%-lS—%-7[)+610=310-sin(%-7[—%-71'}+610=310-sin(lzl-irj+610=

N

:310-sin(%-71'+2-7rj+610:310-sin(%-7rj+610=310-7+610=155-\/§+610z
=829.20310216783 = 830.

Napomena: Za rjeSenje zadatka nije bitno u kojoj je godini racunajuci od
trenutka pocetka mjerenja broj jedinki bio najmanji, a u kojoj najveéi. Bitan je
podatak koliko je vremena proSlo od godine pojave najmanje vrijednosti do
godine pojave najvece vrijednosti.

16. 72. Primijetimo da vrijede jednakosti 5832=18" i 288=18-16, pa dobivamo:

\/288-3/5832 =/18-16-3/18° =/18-16-18 =+/182 -4 =+/187 /4> =18-4=72.
17. 2.459424-10" =2.459.10" . Imamo redom:

1.644-10° astronomskih jedinica =1.644-10° -1.496-10"" m =2.459424-10°""" m =
=2.459424-10° m =2.459424-10°-10° km = 2.459424-10°°" km = 2.459424-10"" km.

18.1.) 2. Imamo redom:
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x—[3-x—(5+x)]+8=3-(x+2)—1,
x—(B-x=5-x)+8=3-x+6-1,
x—(2-x-5)+8=3-x+5,
x—2-x+5+8=3-x+5,

—x+8=3-x,
—x—-3-x=-8,
—4.-x=-8.

Odatle dijeljenjem s (—4) slijedi x = 2.
2.) x>—4 ili xe (—eo,—4) . Imamo redom:

X3 445 /2

x—3<4-x+9,
x—4-x<9+3,
(-3)-x<12.

Odatle dijeljenjem s (-3) i promjenom znaka nejednakosti slijedi x>—4. Stoga je
traZeno rjeSenje interval <—oo, —4> .

19.1.) . Imamo redom:

6-B—5
5.A+C=6-A-B,
5-A—6-A-B=—C
A-(5-6-B)=—C, /:(5-6-B)
c ¢ _ ¢ _ c
5-6:B —(5-6-B) -5+6-B 6-B-5

2) 0, % Rastavimo lijevu stranu jednadZbe na faktore primjenjuju¢i formulu za
razliku kubova:

5-y-135-y*=0, /:5

y=27-y*=0,

y-(1-27-y") =0,

y[P=3-»']=0,

y-(1=3-3)- (143 y+9-y*)=0

Izra¢unajmo diskriminantu D kvadratne jednadzbe 9-y*> +3-y+1=0. Ona je jednaka:

D=3"-4.9.1=9-36=-27. O¢ito je D < 0, pa navedena kvadratna jednad?ba nema
nijedno realno rjeSenje. Stoga mora biti y=0 ili 1-3-y=0. Prva jednadZba je
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trivijalna, a iz druge slijedi y:%. Dakle, sva realna rjeSenja zadane jednadZbe su
. 1
W= 01 Y, 25 .

20. 1.) 38. Rijesimo zadanu jednadZbu uobicajenim postupkom:

B 15i\/(—15)2 —4-0.75-(=513) 15£/225—-(-1539) 15++225+1539

"2 2.0.75 15 - 15 -
_15%4/1764 _15%42 _15+42_5_7_38 . _15—42__2__18
1.5 1.5 15 15 P15 1.5 ’

Od dvaju dobivenih rjeSenja jedino n, =38 pripada skupu prirodnih brojeva.
2.) 17. U izraz za iznos zarade Z uvrstimo n =401 Z = 515. Dobivamo:

515=0.75-40" —t-40-5,
515=0.75-1600—1-40-5,
515=1200~-¢-40-5,
40-r=1200-5-515,
40-1=680.

Odatle dijeljenjem s 40 slijedi ¢ = 17. Dakle, traZeni troskovi iznose 17 kn.

21.1.) x<log,2+11ili xe <—o<>,log7 2+1] . Imamo redom:

77'<2 /log,
x—1<log, 2
x<log, 2+1.

Dakle, traZeno rjesSenje je poluzatvoreni interval <—<>o,log7 2+ 1] .

2.) %-loga 5. Oznacimo zadani izraz s x. Tada redom imamo:

1

= /1 2
' log, (a*) rosle’):
[logs(az)}-le,
(2-logga)-x=1, /:(2-x)
lo a—L

8s 2y

Lt
log,5 2-x
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log, 5=2-x, /:2
1
x=—-log,5.
> €a
22.1.) 170. Primijetimo da vrijedi jednakost ay, =as, +3-d . U nju uvrstimo a,, =206 i
d =12, pa dobijemo:

206 =a,, +3-12,
., =206—3-12 = 206 — 36 =170.

2.) 1. U binomni poucak uvrstimo x =—1, y = 2 i n = 100. Dobijemo:

100 _<&( 100 k  ~100-k 100 0, 91000 1001
[(-D+2] Z( kj-(—l) 2 =[ 0}(4) 2 ( j( D'-2

k=0
+ 100 (= 1) 1002 100 '(_1)98 .0100-98 100 '(_1)99 .0100-99
2 98 99
[ 100, Cayoogroomon (100 4 o [O0) ) o0 [O0] 4 ooy
100 0 | )

100 , (100 . (100 o [100Y ., (100) g
+ 127+ (=12 + 1-27 = 27— 27+
98 99 100 0 1
100) o 100} _, (100} _, (100
+ 274+ 27— 27+ .
2 98 99 100

Tako smo na desnoj strani dobili izraz ¢iju vrijednost trazimo. Tu ¢emo vrijednost
100
=1"=1.

lako izradunati koriste¢i lijevu stranu: [(—1)+2]

23.1.) -13. Prema Vieteovim formulama, umnoZzak svih rjeSenja zadane jednadZbe jednak
2-p -p
3

je . Taj izraz treba biti jednak 5, pa dobivamo jednadZbu 2 =5. RijeSimo tu

jednadZbu na uobicajen nacin:

2; =5 /3
2—-p=15,
-p=15-2,
-p=13, /:(-1)
p=—13.

2) p<-lili pe <—oo,—l> . Vode¢i koeficijent (koeficijent uz x*) u pravilu funkcije f
jednak je 3. Stoga ¢e funkcija f poprimati strogo pozitivne vrijednosti ako i samo ako
diskriminanta kvadratne jednadzbe f(x)=0 bude strogo negativna. (U tom slucaju ta
jednadZba nema realnih rjeSenja, pa se graf funkcije f nalazi iznad osi apscisa, a to
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upravo znac¢i da funkcija poprima samo strogo pozitivne vrijednosti.) Diskriminanta
kvadratne jednadzbe f(x)=0 je

D=(—6)"—4-3-2—p)=36-24+12-p=12-p+12.

Taj izraz treba biti strogo negativan, pa dobivamo nejednadzbu 12-p+12<0.
RijeSimo tu nejednadzbu:

12-p+12<0,

12-p<—12, /:12

p<-l.

Dakle, traZeni realni brojevi tvore otvoreni interval <—oo, —1) .

24.1.) Vidjeti Sliku 1. Iz podatka da je graf kvadratne funkcije simetri¢an s obzirom na
os ordinata (os y) zakljuCujemo da je ta kvadratna funkcija parna. Stoga njezino
pravilo nuZno ima oblik f(x)=a-x’+c, gdje su a,ce R konstante. Odredimo te

konstante koriste¢i dvije zadane tocke grafa funkcije. U pravilo funkcije f najprije
uvrstimo x =01 f(0)=-3:

-3=a-0"+c,
-3=0+c,
c=-3.

Preostaje odrediti konstantu a. U pravilo funkcije fuvrstimo x =2, f(2)=11 ¢=-3:

l=a-2°+(=3),
a-4-3=1,
4-a=1+3,
4.-a=4, /:4

a=1.

Dakle, traZena kvadratna funkcija je f(x)=x"—3. Tjeme njezina grafa je sjeciste
toga grafa s osi ordinata, a to je tocka (0, —3). Radi parnosti je i f(-2)= f(2)=1.
Stoga u pravokutni koordinatni sustav u ravnini ucrtamo tocke (0, -3), (2, 1) i (-2, 1),
pa ih spojimo parabolom. Dobivamo Sliku 1.

\

|

it /

Slika 1.
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2.) Vidjeti Sliku 2. Trazeni graf mozemo dobiti tako da graf funkcije cos x
»1izduzimo* triput (svaku ordinatu te tocke povecamo tri puta), a mozemo se posluZiti i
donjom tablicom:

x - 7 |0\ 7| 7m|3 2.
—_— p— — ﬂ'
2 2 2
f(x) | -3 0 [3/]0]-3] O 3
U obama slu¢ajevima dobivamo Sliku 2.
/ g \\\\ P A
/ \\
// \\\ ///
// \\‘ //
/ A\ /

7 \ /
/ o /
/ \ /

s \ /

/ i /

/ \ /

/ \ /
/ b\ /
/ \ /
/ \ /
// \\ //
% \\ //
% \\ o

Slika 2.

25.1.) 2-a’. Imamo redom:

2

=2-tg"x.

. . . . . . 2
sin” x—cos’ x+1 _sin’ x+(1—cos’x) _sin’ x+sin’x _2-sin’ x _ (smxj

cos” x cos” x cos” x cos” x COS X

Ozna¢imo li a = tg x, zakljuéujemo da je zadani izraz jednak 2-a°.
2) x=2-k+1) S ili x :E+k‘7t, gdje je ke Z . Primijenimo formulu za razliku

kvadrata i identitet sin® x = % [1-cos(2- x)] . Dobivamo:

%-[1—005(2-x)]z%+i,

%~[1—cos(2~x)]=l /2
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1—cos(2-x)=2,
—cos(2-x)=2-1,
—cos(2-x)=1, /:(-1)
cos(2-x)=-1.

Odatle slijedi 2-x=(2-k+1)-x . Dijeljenjem ovoga izraza s 2 dobivamo:
T .y .
x=(2‘k+1)~5 ,pri¢emuje ke Z .

26.1.) = 2.81. Povucimo visinu iz vrha u kojemu se sastaju krakovi trokuta na osnovicu.
Dobivamo pravokutan trokut kojemu je mjera jednoga kuta 32°, a duljina jedne katete
jednaka polovici duljine osnovice polaznoga trokuta q, =% cm. TraZenu duljinu v
visine na osnovicu izracunamo primjenom trigonometrijske funkcije tangens:

1%

tg32 =—=v =%-tg 32" =2.811912084 =~ 2.81 cm.

(CRINC]

2.) 0.654142184 rad. =37°28'47". Primijenimo sinusov poucak. Ozna¢imo li traZzenu
mjeru kuta s o, dobivamo redom:

178 113
sin(73°26")  sina’
17.8-sina=11.3-sin(73°26")

sina = Q sin(73°26").
17.8

Budu¢i da se nasuprot kracoj stranici nalazi kut manje mjere, znamo da ¢e rjeSenje
zadatka biti kut u intervalu <0,73°26 '>. Stoga moZemo primijeniti funkciju arkus sinus

1 dobiti:
. |111.3 . orgr . (11.3 :
« = arcsin| ——-sin(73°26") | = arcsin| ——-0.958488619 | = arcsin(0.60847873) =
17.8 17.8
=0.654142184 rad. =37°28'47".
3 11 .. . o . .
27.1.) yz—g-x+? ili 6-x+10-y—-55=0. Izracunajmo najprije koeficijent smjera
pravca koji prolazi tockama A i B:

p=de Y _ 0-3 -3 3

Xp—X

, 4—(-1) 4+1 5’

A

Preostaje napisati jednadzbu pravca koji prolazi tockom § i ima koeficijent smjera
jednak k. Koristimo izraz za odredivanje jednadZbe pravca ako su zadani jedna tocka

© mr.sc. Bojan Kovacié¢, visi predavac 11
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pravca i koeficijent smjera pravca:

3 3
y—4——§-x+5,
3
y=—= x+5+4,
3 3442
TS 2
5 2
ST
5 2

Ovu jednadZbu podesnije je zapisati u implicitnom obliku:

3 11
=—=-x+— /-10
Y= 2

10-y=—6-x+55,
6-x+10-y—55=0.

2)) V34 jedinice duljine. TraZena duljina jednaka je udaljenosti toaka A i B.
Primjenom formule za udaljenost dviju tocaka u ravnini dobijemo:

[4B)=\[4-(-DF +(0-3)* =J 4+ 1 + (-3 =5 +(-3)* =V25+9 =/34.

3.) C = (6, 5). Primijenit ¢emo osnovno svojstvo paralelograma ABCD: Cetverokut

ABCD je paralelogram ako i samo ako duZine AC i BD imaju isto poloviste. U

naSem zadatku to znaci da je tocka S poloviste duZzine AC. Primjenom formule za
racunanje koordinata polovista duZine dobivamo:

5 —l+x
2 2 S5=—-1+x.,
o o (x,y.)=(6,5).
4:3+yc 8=3+y,
2

Dakle, tocka C ima koordinate (6, 5).

28.1.). D, :[—3,+oo>\{2}. Zadana funkcija je definirana za sve xe R za koje su

istodobno vaZece relacije x+3>0 (jer je drugi korijen definiran samo za nenegativne
vrijednosti radikanda) i x—2#0 (jer je razlomak definiran samo u slucaju kad je
njegov nazivnik razli¢it od nule). Iz prve relacije odmah slijedi x>-3, a iz druge
x # 2. Dakle, rjeSenje zadatka su svi realni brojevi koji su istodobno jednaki ili veci

od 3, te razliciti od 2. Oni tvore skup [ —3,-+e0)\{2} .

© mr.sc. Bojan Kovacié¢, visi predavac 12
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2)) xz%. Lijeva strana polazne jednadZbe je vrijednost drugoga korijena, a ta je

vrijednost uvijek nenegativan realan broj. Stoga i desna strana polazne jednadZbe
mora biti nenegativan realan broj. Taj zahtjev daje uvjet 4—x >0, odnosno x<4.

Uvazavajudéi taj uvjet, kvadriramo zadanu jednadzbu. Dobivamo redom:

(V1) = -,

X H1=47 =24 x+x%,

1=16-8-x,
8-x=16-1,
8- x=15.

Dijeljenjem ove jednakosti s 15 dobivamo x = % Ta vrijednost je strogo manja od 4,

e . N 15
pa je jedino rjeSenje zadane jednadzbe x =—.

3.) 4. Odredimo najprije prvu derivaciju funkcije f. Primijenimo osnovna pravila za
deriviranje:

F0)=Gx*+10) =(3-x*) +(10) =3-(x*) +0=3-2-x>"=6-x'=6-x.
Tako dobivamo:

f(2)—f'(3):(3-22+10)—(6-3):3-4+10—18:12+10—18:4.
1 1
29.1.) ]R\{—E, O}:<—oo,—5>u<0,+oo>. Imamo redom:

2-x=1)°+3-(2-x-1)+2>0,
(2-x)°=2-(2:x) 1+ +6-x—=3+2>0,
4-x*—4-x+146-x-3+2>0,
4-X°+2-x>0 /:2

2-x*+x>0,

x-(2-x+1)>0.

Uoc¢imo da kvadratna jednadzba 2-x*+x=0, odnosno njoj ekvivalentna jednadzba
x-(2-x+1)=0 1ima rjeSemja x, =0 1 x, :—%. Stoga kvadratna funkcija

f(x)=2-x>+x poprima strogo pozitivne vrijednosti na skupu koji se dobije kad se iz

skupa realnih brojeva R izbaci segment odreden nultoc¢kama te funkcije, tj. segment

© mr.sc. Bojan Kovacié¢, visi predavac 13
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{—%, 0}. Dakle, rjeSenje zadatka je skup R\{—%, O] Taj skup moZemo zapisati
kao uniju dvaju otvorenih intervala: R\{—%, 0} = <—oo,—%> u<0, +oo>.

2.) 4; 6; -2. Antilogaritmiranjem prve jednadzbe dobijemo 3-x+z=10", odnosno
3-x+z=10.

. . . 4 1 1 5 . y .
Nadalje, uo€imo da je 0.04 = 00 :E = 37 =57, pa izjednacavanjem eksponenata u
drugoj jednadzbi dobijemo x—y=-2.

Tako smo dobili sljedeci sustav triju linearnih jednadzbi s tri nepoznanice:

3-x+z=10,
x—y=-2,
y+3-z=0.

Zbrojimo li drugu i trecu jednadzbu, pa tako dobivenoj jednadZzbi nadopisemo prvu
jednadZbu sustava, dobivamo sustav dviju jednadZbi s dvije nepoznanice:

3-x+z=10,
x+3-z=-2.

Taj sustav moZemo rijeSiti npr. metodom suprotnih koeficijenata. Pomnozimo drugu
jednadZbu s (=3) i pribrojimo tako dobivenu jednadZbu prvoj jednadzbi. Dobivamo:

—-8-z=16.

Odatle dijeljenjem s (-8) slijedi z = —2. Sada iz druge jednadZbe odmah dobivamo
x=-2-3.2=-2-3-(-2)=-24+6=4, a iz tree jednadZbe ranije razmatranoga
sustava triju linearnih jednadZzbi s tri nepoznanice y=-3-z=-3-(-2)=6. Dakle,
rjeSenje zadatka je uredena trojka (x, y,z) =(4,6,-2).

3) 15+10-+/3. Spojimo srediSta triju manjih kruZnica. Dobivamo jednakostranic¢an
trokut ¢ija je duljina stranice 15 + 15 = 30 cm. Tocka S je jednako udaljena od
svakoga vrha toga trokuta, i ta udaljenost je jednaka R—15 cm, pri ¢emu je R traZzeni
polumjer. Stoga zakljuCujemo da je tocka S srediSte kruZnice opisane uocenom

jednakostrani¢cnom trokutu. Polumjer te kruznice je r = 3—?? ~3=10-3 (dvije tre¢ine

visine jednakostrani¢noga trokuta). Tako iz R-15=10- V3 odmah slijedi
R=15+10-v/3 cm.

4.) 56-7+8- V5.7 em?. Rotacijom zadanoga trapeza oko njegove dulje osnovice
nastaju valjak i stoZac koji imaju zajedni¢ku osnovku (,,spaja“ ih upravo ta osnovka).
Stoga strane dobivenoga tijela tvore jedna osnovka valjka, plast valjka i plast stoSca.
IzraCunajmo zasebno povrSinu svake pojedine strane.

© mr.sc. Bojan Kovacié¢, visi predavac 14



ZAJEDNIEKE viSa razina - lipanj 2016.

@ kaTEDra za | RieSenja zadataka iz matematike na drZzavnoj maturi —
PREDMETE

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

Osnovka valjka ima polumjer jednak duljini kra¢ega kraka trapeza. Ta duljina iznosi 4
cm, pa je povrsina osnovke valjka B=4"-7=16-7 cm”.

Razvijemo li plast valjka u ravninu, dobit ¢emo pravokutnik kojemu jedna stranica
ima duljinu jednaku opsegu osnovke valjka, a druga stranica ima duljinu jednaku

duljini kraée osnovice. Stoga je povrsina plasta jednaka P, =(2-4-7)-5=40-7 cm”.

Preostaje izraCunati povrSinu plaSta stoSca. U tu nam svrhu treba duljina njegove
izvodnice. Duljina polumjera osnovke stoSca jednaka je duljini polumjera osnovke
valjka i iznosi 4 cm. Duljina visine stoSca jednaka je razlici duljina vece i manje
osnovice trapeza i iznosi 7 — 5 = 2 cm. Primijenimo Pitagorin poucak, pa dobijemo:

=42 = 1674 =20 =\E5 =G5 =245 .
Stoga je povrSina plasta stoSca jednaka
P=4-7-235=8+5-7cm*.
Dakle, traZzeno oplosje iznosi:
O=B+P+P,=16-7+40-7+8/5-7=56-7+8-/5 -7 cm” .

30. gz15.143 km. Neka su redom ¢, v, i v, vrijeme proteklo od pocetka gibanja

obaju prijevoznih sredstava do trenutka u kojemu ¢e navedena udaljenost biti
najmanja, brzina automobila i brzina vlaka. Oznac¢imo s D polozaj vlaka, a s E polozaj

automobila u trenutku 7. Odredimo najprije duljine duZina BD i BE.

Za vrijeme t vlak je preSao v, -t km. Dakle, ‘E‘:v‘,-t, pa je

‘BD‘ = ‘AB‘ —‘AD‘ =53—v,-¢ km.
Za vrijeme t automobil je preSao ukupno v, -# km. Dakle, ‘ﬁ‘ =y, -tkm.

Prema pretpostavci, automobil je dvostruko brzi od vlaka, $to znaci da vrijedi
jednakost v, =2-v . UvrStavanjem te jednakosti u jednakost ‘ﬁ‘ =v, -t dobijemo
‘ﬁ‘ =2-v, 1.

Ozna¢imo x=v, -¢t. Promotrimo trokut BDE. Duljine dvaju njegovih stranica su

‘E‘ =53-v, - t=53-x1 ‘EE‘ =2-v, -t =2-x. Duljina trece stranice je upravo zra¢na

udaljenost d izmedu automobila i vlaka. Prema kosinusovu poucku, kvadrat te
udaljenosti jednak je:

1[0 =[50+ -2 o} e} o o) -
= (53=x) +(2:%)" =2+ (53-1)+ (2 X)-c0s 60" =
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:532—2-53‘x+x2+4-x2—2‘(53—x)-2‘x‘%:

=2809-106-x+x*+4-x*—2-x-(53-x) =

=2809-106-x+x" +4-x* —106-x+2-x* =

=7-x*—212-x+2809.
Ta udaljenost ¢e biti najkraca za onu vrijednost nepoznanice x za koju kvadratna
funkcija f(x)=7-x*—212-x+2809 postiZze svoju najmanju vrijednost (tada ¢e i d
posti¢i najmanju vrijednost). Budué¢i da je f kvadratna funkcija ¢iji je vodeci
koeficijent (to je 7) strogo veci od nule, ona postiZze najmanju vrijednost za:

(212 212106
27 14 7

(prva koordinata tjemena pripadne parabole). 1z interpretacije varijable x slijedi da je x

upravo duljina puta kojega je presao vlak do trenutka kad je zracna udaljenost izmedu
njega i automobila bila najmanja. Dakle, traZzena udaljenost iznosi:

_106

X - ~15.142857 =15.143 km.

pripremio:
mr.sc. Bojan Kovacié, visi predavac
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