e . Matematika na | rjeSenja zadataka
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Elektratehnicki aodjel

1. C. Vrijedi jednakost: —% =-0.75, pa zaklju¢ujemo da vrijedi nejednakost —1<(—‘3J<—0.5.
To znaci da zadani broj pripada intervalu <—1,—0.5> .
2. D. RijeSimo zadanu jednadZbu na uobi¢ajen nacin:

2.x*=7-x+3=0,

L TEJ(=T)-4:2:3 7+£49-24 T7+\25 745

X
b2 2.2 4 4 4

TraZeno vece rjeSenje dobivamo odabirom znaka + i ono iznosi:

_T7+5 12

X, 3.
4 4

3. A. Neka je T =(x,,y,) traZzena toCka. Iz zadanih podataka slijedi da moraju vrijediti
jednakosti:
x, —1=-5,
vy —2=10.

Iz tih jednakosti odmah slijedi (x,,y,)=(-4,12). Dakle, traZena toCka je T =(—4,12).

4. B. Geometrijski red ima konacan zbroj ako i samo ako za njegov koli¢nik ¢ vrijedi

nejednakost |q| <1. Koli¢nik prvoga reda jednak je g, :_T3 =-3. Koli¢nik drugoga reda

1
jednak je g, =T2 = —%. Koli¢nik tre¢ega reda jednak je g, = % =2. Koli¢nik cetvrtoga

reda jednak je g, =

— oo | wo

= % Apsolutne vrijednosti izraCunanih koli¢nika su redom 3, % ,21

% . Vidimo da za koli¢nik ¢, vrijedi nejednakost |q2| = % <1, pa pripadni geometrijski red
ima konacan zbroj.

5. D. Neka je h traZzena visina (iskazana u cm). Prosje¢na visina svih 5 + 3 + 10 + 2 = 20
ucenika jednaka je aritmetic¢koj sredini zadanih 20 podataka:

5-172+3-176+10-178+2-h _ 860+528+1780+2-h 3168+2-h 1584 +h
5+34+10+2 20 20 10

h=

Vrijednost ovoga razlomka mora biti jednaka 177 cm, pa dobivamo jednadZbu:

1584 +h
10

=177.
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Rijesimo ovu jednadZbu na uobi¢ajen nacin:

1584 +h
10
1584+ h =17170,

h=1770-1584 =186.

=177, /-10

6. A. Koristeci definiciju funkcije apsolutne vrijednosti imamo redom:

lx—2—4=4ili [|]x-2/=8ili x-2=8ili
|x-2/-4|=4 = o lx-2=-8ili & xe{-6,2.10}.
-2 -4=—4 |x=2|=0
x=2=0

Zaklju€ujemo da je trazeni zbroj jednak (-6) + 2 + 10 = 6.

7. C. Povrsina zadanoga pravokutnika jednaka je P =12.8-5=64-7 cm’. Iz pretpostavke da
je osjencana povrSina jednaka povrSini polukruga zaklju€ujemo da je povrSina polukruga
jednaka polovici povrSine pravokutnika. Oznacimo li trazeni polumjer (izraZen u cm) sa r,
dobivamo jednadZzbu:

P or=Lea
2

N | =

Dijeljenjem s %7[ dobivamo kvadratnu jednadzbu r’ :ﬁ ¢ije je jedino strogo
V1

pozitivno realno rjeSenje r = el = 3 =4.51351666838205 = 4.51.
Nz Jx

8. B. Oznacimo duljine stranica trokuta redom s a, bic. Iz podatkadajea:b:c=4:5:6
zakljucujemo da postoji k>0 takav da vrijede jednakosti a=4-k, b=5-ki c=6-k.
Najveci kut trokuta nalazi se nasuprot najdulje stranice trokuta, a u ovom je slucaju rijec o
stranici ¢. Ozna¢imo li traZzenu mjeru s ¥, onda primjenom kosinusova poucka dobivamo:

b= (k) +G5k) =6k 16k +25-k*=36-k _ 5-k> 1
2-a-b 2-(4-k)-(5-k) 40k 40-k* 8

cosy=
U intervalu <0,7r> ova trigonometrijska jednadZba ima jedinstveno rjeSenje:

Y = arccos (%j =1.4454684956 radijana = 82.8192442°=82°49°9" .

9. C. Bez snizenja bismo oba proizvoda platili ukupno 85 + 199 = 284 kn. Nakon sniZenja
od 10% cijena majice iznosi:

85—£-85=85—i-85=85—8.5=76.5 kn.
100 10

Nakon sniZenja od 25% cijena hlaca iznosi:

© mr.sc. Bojan Kovacié¢, visi predavac 2



e . Matematika na | rjeSenja zadataka
~~~ | drzavnoj maturi iz lipnja 2018.
' ;’nn:.n-.(.:m..l::‘:ur,;./..-\-(‘vu“n.lr-m;r- —_ viéa razina
Elektrotehnicki adjel
25 1

199 ———-199 =199 ——-199 =199 - 49.75 =149.25 kn.
100 4

Odatle zaklju¢ujemo da ¢emo nakon obaju sniZenja te proizvode platiti ukupno 76.5 +
+ 149.25 = 225.75 kn, odnosno za 284 — 225.75 = 58.25 kn manje nego prije sniZenja.
Iskazana u postocima usteda iznosi:

p=2825 10023825 _ 1051056338 = 20.51%.
284 284

10. D. Iz prve reCenice zadatka zakljuCujemo da postoji ke N takav da je n=8-k+3.
PomnoZimo 1i ovu jednakost s 5, dobit ¢emo 5-n=40-k +15. Podijelimo 40-k +15
bombona na osmero djece tako da svako dijete dobije jednak broj bombona:

40-k+15 40-k+8+7 40-k 8 7 7
= = +—+—=5-k+1+—.
8 8 8 8 8 8

Odatle zakljucujemo da bi svako dijete dobilo 5-k +1 bombona i da bi 7 bombona ostalo
nepodijeljeno. Dakle, traZeni je broj jednak 7.

11. C. Rijesimo zadanu jednadZbu po nepoznanici z. Imamo redom:
3-z—-4-i-z=11-27-i-5-6-1,
2-(3—-4-i)=6-33-i,

_6-33-i 6—33-1''3+4-i_18—99-1’+24-i—132-i2 _18-99-i+24-i+132

Z

C3—4.i  3-4-i 344 32— (4-i) 9-16-i
_150-75i _25:(6-3-) _ 5.
9+16 25

Sada lako slijedi Im(z) =-3.

12. B. Neka su S=(p,q) i r redom srediSte, odnosno polumjer kruZnice iz zadatka. Iz
podatka da kruZnica dodiruje os apscisa u tocki (3, 0) zaklju€ujemo da vrijede jednakosti
p=3 i g=r. To znaéi da jednad?ba kruZnice ima oblik (x—3)*+(y—r)" =r".
Uvrstimo li u ovu jednakost x =0 i y =10, dobit ¢emo:

(0-3+(10-7r)" =17,

(-3 +10*=2-10-r+r* =72,
9+100-20-r=0,
20-r=109, /:20

r:@:5.45.
0

13. B. Koriste¢i definiciju kompozicije funkcija imamo redom:

(gof)B)=g(f3)=g(2-3-1)=g(6-1)=g(5)=5"+5=25+5=30.

© mr.sc. Bojan Kovacié¢, visi predavac 3



14.

15.

e . Matematika na | rjeSenja zadataka

~~~ | drzavnoj maturi iz lipnja 2018.
T POLYTEGHNIGUM ZAGRABIENSE - visa razina

Elektratehnicki aodjel

A. Baze logaritamskih funkcija navedene pod C i D su strogo vece od 1, pa su te funkcije
rastuce. Za preostale dvije funkcije dokazimo najprije sljedece tvrdnje.

Tvrdnja 1. Kompozicija dviju padajucih funkcija je rastuca funkcija.

Dokaz: Neka su f'1 g padajuce funkcije, te neka su x,,x, e D(geo f) takvi da je x, <x,.
Buduc¢i da je f padajuca funkcija, nejednakost x, < x, povlaci nejednakost f(x,)= f(x,),
odnosno nejednakost f(x,) < f(x,).

Budu¢i da je g padaju¢a funkcija, nejednakost f(x,)< f(x,) povla¢i nejednakost
g(f(x,))=g(f(x,)), odnosno nejednakost (go f)(x,)=(ge f)(x,), odnosno nejednakost
(8o f)x)=(ge f)x,).

Tako smo dobili da iz pretpostavke x, <x, slijedi (go f)(x)<(geo f)(x,), pa je
g o f rastuca funkcija, $to je i trebalo pokazati. ]

Tvrdnja 2. Kompozicija padajuce i rastuce funkcije je padajuca funkcija.

Dokaz: Neka su f rastuca funkcija, g padajuca funkcija i x,,x,€ D(geo f) takvi da je
X < x,.

Buduc¢i da je frastuca funkcija, nejednakost x, < x, povlaci nejednakost f(x,) < f(x,).
Budu¢i da je g padajuc¢a funkcija, nejednakost f(x,)< f(x,) povla¢i nejednakost
g(f(x)) 2 g(f (x,)), odnosno nejednakost (g £)(x)2(go f)(x,).

Tako smo dobili da iz pretpostavke x, <x, slijedi (go f)(x)2(geo f)(x,), pa je
g o f padajuca funkcija, Sto je i trebalo pokazati. ]

Nastavimo s rjeSavanjem zadatka. Funkcija f,(x)=1og, x je padajuca funkcija (jer joj je
baza strogo manja od 1). Funkcija f,(x)=—x je padajuca funkcija (jer joj je koeficijent
uz x strogo negativan). Prema Tvrdnji 1., funkcija f;(x)=(f, o f,)(x)=—log,sx je
rastuca funkcija.

Funkcija f,(x) =log, xje rastu¢a funkcija (jer joj je baza strogo veca od 1). Prema
Tvrdnji 2., funkcija f5(x) =(f, o f,)(x)=—log, x je padaju¢a funkcija.

B. Graf funkcije f ima oblik U, $to znaci da je vode¢i koeficijent a strogo pozitivan, tj.
a>0. Iz slike se vidi da taj graf sijeCe os ordinata u toc€ki koja se nalazi na negativnhom
dijelu te osi. Koordinate te tocke su (0, ¢), pa zakljucujemo da je koeficijent ¢ strogo
negativan, tj. ¢<0. Nadalje, tjeme grafa funkcije f se nalazi u Cetvrtom kvadrantu, §to
znaci da je prva koordinata toga tjemena strogo pozitivan realan broj. Ta koordinata je

jednaka —L. Zbog a>0, nejednakost —2L >0 je ekvivalentna s nejednakosti
-a -a
—b >0, odnosno s nejednakosti »<0.

Dakle, broj a je strogo pozitivan, a brojevi b i ¢ su strogo negativni. Odatle slijedi da su
brojevi a-c¢, c—a ib—a strogo negativni (umnoZak pozitivnoga i negativnoga broja, te
razlika negativnoga i pozitivnoga broja je negativan broj), a broj b-c strogo pozitivan
(kao umnoZak dvaju negativnih brojeva).
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1.) 12. Ukupan broj jabuka jednak je %-48 =30. To znaci da u koSari ima 48 — 30 = 18

kruSaka i limuna. Ukupan broj kruSaka u koSari jednak je %-18: 6, pa je ukupan broj
limuna u koSari jednak 18 — 6 = 12.

2.) 93837.9. PovrSina od 15 Kkatastarskih jutara jednaka je povrSini od
15-5774.64=86619.6 m*. Nadalje, ako povrS§ina od 1600 cetvornih hvati odgovara

povrSini od 5774.64 m’ , onda povrsina od 2000 cetvornih hvati odgovara povrSini od

%-5774.64:7218.3 m’. Dakle, ukupna povrsina iznosi 86619.6 + 7218.3 = 93837.9 m’.

1.) 86. Iz zadanih podataka zaklju¢ujemo da je dvostruka vrijednost traZzenoga broja
jednaka 172. Dakle, traZeni broj jednak je 172 : 2 = 86.

2.2 —i. Uvrstimo li drugu jednadZbu sustava u prvu jednadzbu, dobit ¢emo:

3-x+x-3-5=0,
4.x=8, /4
x=2.

Uvrstimo li ovu vrijednost u drugu jednadZzbu sustava, dobit ¢emo:
2-3=4.y,
4.y=-1, /:4

y=—z~

Dakle, rjeSenje sustava je (x,y) = (2,—%)

1.) 108°. Mjera kuta suplementarnoga kutu ¢ija je mjera 150° jednaka je 180" —150° =30".
Mjera trecega kuta trokuta kojemu mjere dvaju kutova iznose 42° i 30° jednaka je
180" —(42° +30")=180"—72° =108". Taj kut trokuta 1 kut & su vrSni kutovi, pa oni

imaju jednake mjere. Tako zaklju¢ujemo da mjera kuta ¢ iznosi 108".

2.) 576. Povrsina osnovke zadane piramide jednaka je B=a”=12° =144 cm’. Tako
slijedi da je traZzeni obujam jednak:

1

V= -B-h:§-144-12:576 cm’.

W | =

1) x< —% ili xe (—oo,—é} . PomnoZimo zadanu nejednadzbu s 2. Imamo redom:

6—-(x—1D22-2-x+4),
6—x+124-x+8,
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-x—4-x>28-6-1,
=5-x21, /:(-5)

x<——.

Dakle, skup svih rjeSenja zadane nejednadZbe je interval (—oo,—%} .

2.) xe <0,2> . Primijetimo najprije da je izraz log, x definiran ako i samo ako je x>0.
Uz tu je pretpostavku funkcija f(x)=log, x rastuca, pa koriste¢i definiciju logaritma
imamo redom:

1 1 1

2 _(92\2 _ "2 _ Al _
x<42=(2")?=272=2'=2,

Dakle, skup svih rjeSenja zadane jednadZbe tvore strogo pozitivni realni brojevi koji su
strogo manji od 2. Oni tvore interval <0,2> .

1.) 3. Koriste¢i svojstva komutativnosti zbrajanja i mnoZenja realnih brojeva, te formulu
za kub binoma imamo redom:

(ab+c¢)-(c+ab)-(ba+c)=(ab+c)-(ab+c)-(ab+c)=(ab+c)’ =
(ab)’ +3-(ab)* -c+3-(ab) -c+c=a’ b’ +3-a*-b*-c+3-a-b-* +c.
Odatle lako slijedi da je trazeni koeficijent jednak 3.

2.) 2-b. Primjenom formule za razliku kvadrata dobivamo:

3-a-b 3-a+b (3-a-b)-(3-a+b)

3-a+b-3-a+b 2-b

= — -(9-a2—bz)zﬁ-(qaz—bz):z-b.
(3-a)"-b 9-a>-b

1.) %-(coleO" +i-s5in210°) = —% 3 —% -i. Iz zadane slike slijedi da je modul trazenoga
broja r = 1.5, dok je glavni argument trazenoga broja jednak ¢ =270" —60° =210°. Zbog
toga je:

z:r~(cos¢+i~sin¢):1.5~(cos210°+i~sin210°):1.5~( ————— iJ:—( ————— iJ:

3 - 03
=_2.3-2.
4 V3 4"

2.) 7. Faktori 1!, 2!, 3! i 4! ne sadrZe nijednu nulu jer u pripadnim umnoScima nema
nijednoga djelitelja broja 5. Faktori 5!, 6!, 7!, 8! i 9! sadrze po jednu nulu koju
»generiraju‘ faktori 2 1 5 u svakom od njih. Faktor 10! sadrZi dvije nule: prvu ,,generiraju®
faktori 215, adrugu ,,generira“ faktor 10. Dakle, traZeni je broj jednak 5-1+1+1=7.
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22.1.) % =0.1; \/ﬁ Racunamo redom:

= 1
-3)=10° =10" =—=0.1,
f(=3) 0

3 2 1
f(ﬂ:lm =102 =4/10.

2.) Vidjeti Sliku 1. Iz podatka f(0)=3 zakljuCujemo da trazeni graf prolazi tockom
(0, 3). Iz druge recenice zadatka proizlazi daje f(0+4)= f(0)—1, odnosno f(4)=3-1,
odnosno f(4)=2. Dakle, graf prolazi i tockom (4, 2). Zbog toga u zadani pravokutni
koordinatni sustav u ravnini ucrtamo tocke (0, 3) i (4, 2), pa ih spojimo pravcem.
Dobiveni pravac je trazeni graf (vidjeti sliku 1.).

ty

Slika 1.

23.1.) 6-x’+6-x—2. Koristimo osnovna pravila za deriviranje funkcija, te podatke o
derivaciji potencije x‘, ae R\{0}, i derivaciji konstante iz tablice derivacija

elementarnih funkcija. Imamo redom:

f'(x)=(2-x+3)'-(x2—1)+(2-x+3)-(x2—1)'=((2-x)'+3')-(x2—1)+(2-x+3)-((x2)'—1')=
=(2:(x) +0)-(x* = 1)+ (2 x+3)-(2:27" =0) =(2:1+0) - (x* = 1) + (2 x+3)-(2-x) =

2:(F —1)+4- X +6-x=2-X"—2+4- X +6-x=6-X" +6-x 2.

2)) —% =—-0.4 . TraZeni koeficijent je jednak vrijednosti prve derivacije funkcije f u tocki

x=5t. k=f (5). Koriste¢i osnovna pravila za deriviranje funkcija, imamo redom:

f(x)zgzlo-x‘l = f ()=(10-x") =10-(x™) =10-(-D)-x" =-10-x7 =
X
, 1 10 2
k=f(5=-10-52=-10- > =—=-2=-04.
/©) 5 25 5
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24. 1.) =12.07. Treba izracunati duljinu stranice AB (@ili duljinu stranice CD, svejedno).
Promotrimo trokut ABD. Mjera kuta kod vrha B toga trokuta jednaka je mjeri kuta kod
vrha D u trokutu BCD jer je rije¢ o sukladnim kutovima uz prijecnicu (transverzalu). Iz

slike se vidi da je mjera kuta kod vrha D u trokutu BCD jednaka 29°, pa zakljucujemo da
je mjera kod vrha B trokuta ABD jednaka 29°. Mjera kuta A u trokutu ABD jednaka je:

ZBAD =180" - (73" +29°) =180" -102" =78".

Preostaje primijeniti sinusov poucak i izraunati traZenu duljinu (iskazanu u cm):

BD
5D sinZBDA= 220 in73 ~12.0742142875813,

A8 [BD]
sin Z/BAD sin 78

sinZBDA sin ZBAD

(A5 -

2)) % =3.75. DokaZimo najprije sljedecu tvrdnju.

Tvrdnja 3. Neka je zadan trokut ABC kao na slici u zadatku 24.2. Povucimo pravac p
paralelan sa stranicom AB toga trokuta i neka taj pravac dijeli visinu povuéenu iz vrha C
na stranicu AB u omjeru m: nracunajuci od vrha C, pri ¢emu su m,n >0. Tada je omjer
povrsina likova na koje pravac p dijeli trokut ABC jednak m” :(2-m-n+n2), pri cemu

prvi ¢lan omjera odgovara povrsini lika kojemu je jedan vrh C.

Dokaz: Koristimo oznake sa slike u zadatku 24.2. Neka su N noZiste visine povucene iz

vrha C i M tocka u kojoj pravac p sijece duZinu CN . Pravac p dijeli trokut ABC na dva
dijela. Prvi dio je trokut CDE, a drugi trapez ABDE. Povr§ina trokuta ABC jednaka je
zbroju povrsine trokuta CDE i povrSine trapeza ABDE. S jedne je strane

P = 1[G,

a s druge

P =P+ P = [PF G+ (5. ) ],

Iz pretpostavke da pravac p dijeli duZzinu CN u omjeru m:nracunajuci od vrha C slijedi
da vrijedi jednakost ‘C_M‘ : ‘M_N‘ =m:n. To znaci da postoji k >0 takav da su:

‘C_M‘zk-mi ‘M_N‘zk-n.
Tada je duljina visine CN jednaka:
‘W‘Z‘C_MM‘M_N‘:IC-m+k-n=k-(m+n).

Uvrstimo ove izraze u ranije napisane izraze za povrsinu trokuta ABC i izjednacimo te
izraze (jer je rije€ o izrazima za istu veli¢inu). Dobivamo:
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[R5 ] & (7 ) .

AB -‘CN‘: DE‘- CM‘+(‘AB‘+‘DE‘HMN‘,

AB-k-(m+n):‘ﬁ‘-k-m+(‘ﬁ‘+‘ﬁ‘)-k-n, Ik

AB -(m+n)=‘ﬁ‘-m+(‘ﬁ‘+ ﬁ‘)-n,

AB|-m+ E‘nz‘ﬁ‘mﬂﬁ -n+‘ﬁ‘-n,

AB|-m=|DE|-(m+n),

DE‘

"7
m+n

Povrsina trokuta CDE jednaka je:

Pycoe :%‘EHC_M‘:

m+n

A ko= 2B .
m+n 2

Povrsina trapeza ABDE jednaka je:

o= ) (2 ) 1452 -

_m+n+m 1 mwn _2-m+n ‘AB‘ 2-m-n+n’ ‘A_B‘k
T m+n ”(E‘ ‘ j_ m+n ( j m+n ( )

Zbog toga je traZzeni omjer povrSina jednak:

? 2 1 —
PACDE:PABDE:[mn:_n( ‘AB‘ Jj (%'(5"1“3"]{}}:?}12:(2-m-n+l’l2),

Sto je i trebalo pokazati. |

Posljedica 1. Uz oznake kao u Tvrdnji 3. i dokazu te tvrdnje vrijede jednakosti:

2
m
Pycoe :(m+nj “Pyapes

2-m-n+n’

P
(m+n)*

ABDE — *Lanpe-

Dokaz: 1z rezultata Tvrdnje 1. slijedi da postoji k, >0 takav da vrijede jednakosti

Pyps =k -m”* i Py =k -(2-m-n+n®). Uvrstimo ove jednakosti u jednakost

P pc =Pycpr + Pigpr » Pa dobivamo:
Pyse =Pops + Pispe = Pupe =k, -m* +k, -(2-m-n+nZ)=k1 -(m2 +2-m-n+nZ)=k1 -(m+n)’,
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e . Matematika na | rjeSenja zadataka
~~ | drzavnoj maturi iz lipnja 2018.
e - visa razina
a odavde je:
1
1= 7 Pusc:
(m+n)

v . . . . 2 . 2
UvrStavanjem ovoga izraza u jednakosti P, =k -m" i PABDE:kl-(2-m-n+n )

dobivamo Zeljene jednakosti. ]

Primijenimo Tvrdnju 3. i Posljedicu 1. na na§ zadatak. Prema pretpostavci, pravac p
prolazi poloviStem visine povucene iz vrha C, §to znaci da on dijeli tu visinu na dva
jednako duga dijela, tj. u omjeru 1:1. Dakle, m=n =1, pa primjenom druge jednakosti iz
Posljedice 1. odmah slijedi:

15

2 2
b _2emeontn _2- 0+l o 241 =375’

ABDE T ) M T () 22

5=3.5
4

25. 1.) 36. Odmah imamo: 3> =3*.3*=4.9=36.

2.) %, uz uvjet k#—1. Iz druge jednadZbe sustava je ﬁzk, a odavde je x=k-y.
+ Yy
UvrStavanjem ovoga izraza u prvu jednadZzbu sustava dobivamo:

k-y+y=3 I
k-y+y=09,
y-(k+1)=9, /:(k+1)
9

y—m-

Posljednje dijeljenje smo smjeli provesti uz dodatnu pretpostavku k #—1. Ako bi bilo
k=1, onda bi slijedilo x=k-y=(=1)-y=—y i Jx+y=+y-y+y=+0=0%3, pau
tom slucaju zadani sustav nema rjesenja.

3.) —% 1 0. Podsjetimo da je umnoZak dvaju brojeva jednak je nuli ako i samo ako je

barem jedan od tih brojeva jednak nuli. Takoder, potencija (s prirodnim eksponentom)
nekoga broja jednaka je nuli ako i samo ako je baza te potencije jednaka nuli. Primjenom
tih tvrdnji na umnozZak iz zadatka dobivamo da mora vrijediti 2-x+3=0 ili 5-x—-8=0.

Odatle slijedi x = _3 ili x= §
2 5

Za )c:—é vrijednost izraza 5-x —8 jednaka je 5- 3 —SZ—E—Szﬂz—ﬂ.
2 2 2 2 2

Za ng vrijednost izraza 5-x —8 jednaka je 0.

Dakle, izraz 5- x —8 moZe poprimiti vrijednosti iz skupa {—%, O}.
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drzavnoj maturi iz lipnja 2018.
- viSa razina

POLYTECHNICUM ZAGH NSE
Elektrotehnicki adjel

26.1.) E= (—%, 2) Zadatak je najlakSe 1 najbrZze rijeSiti koriste¢i vektore. Najprije
odredimo AB=(-2-5)-i+(3—(=1))- j=—7-i+4-j. Racunajuéi od toke A, tocka C
dijeli duzinu AB u omjeru 1:3, tocka D u omjeru 2:2=1:1 (tj. tocka D je poloviste
duZine AB), atocka E uomjeru 3:1. Odatle zakljucujemo da je:

3 - 21 - -
AB=—-(-T-i+4 - j)|=——-i+3-j.

g (i)
Pretpostavimo li da je E =(x,,y,), iz dobivene jednakosti slijedi:

21 21 =21+20 1

Xy —5= , Xp = —_— ,

4 4 4
y,—(-)=3 |y, =3-1=2.

Dakle, E = (—%, 2}.

2.) Vidjeti Sliku 2. Podijelimo jednadZzbu zadane krivulje sa 144, pa dobivamo:

4-x> 9-y°
- =1,

144 144

x2 yZ
36 16

2 2
XY

62 42

Vidimo da je rije¢ o elipsi kojoj su duljina velike poluosi a =6 i duljina male poluosi
b =4. Ona prolazi tockama (6, 0), (0, 4), (-6, 0) i (0, —4). Ucrtamo te toCke u pravokutni
koordinatni sustav, pa ih spojimo elipsom. Dobivamo sliku 2.

Iy
//" ) \.\
7 A Ol d
~—~l . =y
]
Slika 2.
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27.

28.

e . Matematika na | rjeSenja zadataka

~~~ | drzavnoj maturi iz lipnja 2018.
T POLYTEGHNIGUM ZAGRABIENSE - visa razina

Elektratehnicki aodjel

1

V5

zakljuujemo da vrijedi jednakost 2- p=12 iz koje je p=6. Zariste parabole je tocka

3) :%\/g . Iz jednadZbe parabole y*> =12-x usporedbom s izrazom y*=2-p-x
F= (g,OJ = (g,Oj =(3,0). Njezina udaljenost od pravca y=2-x+5, odnosno pravca

2-x—y+5=0 iznosi:

_2:3-045 _ 645 11 11 \/E_E'ﬁ

2+ VA1 5 55 S

d

1.) R\{2}. Zadana racionalna funkcija je definirana kad god je njezin nazivnik razli¢it od

nule. Iz x-2=0 slijedi x=2, pa zakljuujemo da je zadana racionalna funkcija
definirana kad god je x # 2. Skup svih realnih brojeva razli¢itih od 2 je S =R\{2}.

2.) % Temeljni period funkcije f,(x)=cos(a- x), gdje je a>0, dan je izrazom TZZ—I[.
a
Naime, za svaki xe R vrijedi identitet cos(a-x)= sin(a . x+%j, a znamo da je temeljni

period harmonijske funkcije f,(x)=sin(a-x+b) jednak T:2-_7[. U ovom slucaju je
a

a =06, pa je traZeni temeljni period jednak 7 = 27” = %

3.) [—2,2]. Znamo da za svaki xe€ R vrijedi nejednakost —1 <sinx <1. PomnoZimo li je s
(-2), dobit ¢emo nejednakost 2 =-2-sinx =-2, odnosno - zapisano pomocu znaka < -
nejednakost —-2<-2-sinx<2. To zna¢i da vrijedi nejednakost —2< g(x)<2, pa je
trazeni skup segment [-2,2].

—4; 6. 1z slike se vidi da je tocka (-1, —3) toc¢ka globalnoga minimuma funkcije f na
njezinoj domeni.

Graf funkcije f,(x)= f(x+3) dobijemo tako da svaku tocku zadanoga grafa pomaknemo

za 3 jedinice duljine ulijevo usporedno s osi apscisa. Time se mijenja samo apscisa svake
tocke grafa funkcije f, dok ordinata te tocke ostaje nepromijenjena. Pomicanjem tocke
(-1, -3) za 3 jedinice duljine ulijevo usporedno s osi apscisa dobivamo tocku (-1-3,-3) =
(-4, =3). Svojstvo globalne minimalnosti pritom ostaje ,,sacuvano®, tj. (-4, —-3) je tocka
globalnoga minimuma funkcije f,.

Naposljetku, graf funkcije g=-2-f, dobivamo tako da ordinatu svake tocCke grafa
funkcije f, pomnoZimo s (—2). Apscisa te tocke se pritom ne mijenja. Time toc¢ka (-4, -3)

prelazi u tocku (4, (-2) - (-3)) = (-4, 6). MnoZenjem negativnim brojem mijenja se i
svojstvo globalne minimalnosti, pa toc¢ka globalnoga minimuma postaje to¢ka globalnoga
maksimuma nove funkcije. Dakle, tocka globalnoga maksimuma funkcije g je (-4, 6).
Zaklju€ujemo da g poprima maksimalnu vrijednost 6 za x = 4.
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Elektratehnicki aodjel

29.1.) =19.32. Neka je r traZeni polumjer (izraZen u cm). Pripadni sredi$nji kut je dvostruko
ve¢i od obodnoga kuta, pa njegova mjera iznosi 2-15° =30°. Oznac¢imo li sa S, A i B

redom srediSte kruZnice, te krajnje tocke zadane tetive, onda primjenom kosinusova
poucka na trokut SAB dobivamo:

—2 —2 —2 — |—

|4B| =[sa| +[sB| ~2-[sa]-[sB| 2asB,

10° =+ =2-r-r-cos30,

NE

100=2-7" =27 —=,
2

100=2-7 —\/g-r2,

r-(2-+3) =100,
, 100 100 2443 100-(2+43) 100-(2+43) 100-(2++3)
"Tao 2B 2443 T S R =100-(2++3).

r:,/1oo-(2+ﬁ) =100 7243 =10-42++/3 = 1931851652578 cm.

2) x=arctg(2)+k-7x=1.107+k -7, ke Z. Najprije primijetimo da mora vrijediti
nejednakost tgx#0. UvaZavajuéi taj uvjet, mnoZenjem zadane jednadzbe s tg x
dobivamo:

tg’x+4=4-tgx,
tg’x—4-tgx+4=0,

(tgx—2)* =0,
tgx—2=0,
tgx =2,

x=arctg(2)+ k-7 =1.1071487177940905+k - 7, ke Z.

3.) 240. Iz podatka da su x, 2-x i 2-y tri uzastopna ¢lana aritmetickoga niza slijedi da
x+2-y

vrijedi jednakost 2-x= Odatle mnoZenjem s 2 dobivamo 4-x=x+2-y,

odnosno 2-y=3-x, otkuda je y:%x.

Analogno, iz podatka dasu 2-x, 2-y i x—y+12 tri uzastopna ¢lana aritmeti¢koga niza
2-x+x—-y+12
2
4.y=2-x+x—y+12, aodatle sredivanjem slijedi —=3-x+5-y=12.

slijedi da vrijedi jednakost 2-y= . Odatle mnoZenjem s 2 dobivamo

Tako smo dobili sustav dviju linearnih jednadZbi s dvije nepoznanice:

-3-x+5-y=12.
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T POLYTEGHNIGUM ZAGRABIENSE - visa razina

Elektratehnicki aodjel

RijeSimo taj sustav metodom zamjene, tj. uvrStavaju¢i prvu jednadzbu sustava u drugu
jednadzbu:

—3-x+5-§-x:12,
2

—3-x+£-x:12,
2

(—3+Ej-x=12,
2

ﬂ.lez’

Dakle, prvi ¢lan niza je a, =x :% Razlika niza d jednaka je razlici drugoga i prvoga

¢lana niza:
d=2-x—x=x=§.
3

Tako kona¢no dobivamo da je traZeni devedeseti ¢lan niza jednak:

a9o:al+(90_1),d:§+89.§:8+89'8:8+712:720
3 3 3 3 3

=240.

4.) =26.9. Podatak da se potpuno prazna baterija napuni do 99% za 70 minuta znaci da je
B(70) =99. Uvrstavanjem ¢ = 70 i B(70) = 99 u pravilo funkcije B dobivamo:

99=100-(1-a™), /:100

g2
100

R P e S SR T\ S

100 100 100

a” =100,

a="100="10* =¥/10.

Ako se baterija punila 25 minuta, onda je njezina napunjenost nakon isteka toga vremena
jednaka:

B(25)= 100-(1—(%)_25) = 100-[1—10‘% - 100-[1—10‘3}
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Elektratehnicki aodjel

Mi trazimo vrijeme za koje Ce se isprazniti baterija koja se punila 25 minuta. Drugim
rijeCima, trazimo vrijeme f, za koje je B(25)—3-t,=0. UvrStavanjem vrijednosti B(25)
dobivamo:

5
100.[1—10 7]—3't0=0,

100 =
t, = = [1 -107 ] ~26.8976742370558 minuta.

39

2 10
koja tocka jednako udaljena od zadanih pravaca. Udaljenost tocke 7 od prvoga pravca
jednaka je:

5) 6-x+10-y+9=0 ili y:—g-x—% ili %+L=1. Neka je T=(x,,y,) bilo

J PBex 45y
1 NEFE

Udaljenost tocke T od drugoga pravca jednaka je:

|3-xT +5-y, +10|
d,= .
e
Te udaljenosti moraju biti jednake, pa izjednaCavanjem gornjih dvaju izraza dobivamo:

3-x, 45y, =1 _[3-x,+5 y, +10|
V3 +5 NEFE

3-x, +5 v, =1 =[3-x, +5 v, +10.

Izrazi pod apsolutnom vrijedno$¢u ne mogu biti istoga predznaka jer bismo u tom slucaju
izostavljanjem znaka apsolutne vrijednosti dobili oc¢igledno neto¢nu jednakost —1=10.
Zbog toga mora vrijediti:

3-x,+5-y, —1==3-x, +5-y, +10).
Sredivanjem ovoga izraza dobivamo:
3-x,+5-y, —14+3-x, +5-y, +10=0,
6-x, +10-y, +9=0.
Budué¢i da je T bila proizvoljna tocka, traZeni skup toc¢aka je pravac 6-x+10-y+9=0.

ZapiSemo li njegovu jednadzbu u eksplicitnom obliku, dobit ¢emo y:—%x—%, a

zapiSemo li je u segmentnom obliku, dobit ¢emo %+L9 =1.Svaki od tih triju oblika

210
je ispravno rjeSenje zadatka.
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30. 396 (uz pretpostavku da je poklopac ima bridove duge 12 cmi 6 cm). Nekasua,bic
redom duljina, Sirina i visina kutije (izraZene u cm). Iz podatka da je duljina kutije
dvostruko vec¢a od Sirine kutije slijedi jednakost a=2-b. Ukupna duljina ukrasne niti
jednaka je zbroju duljina svih bridova kvadra jer se niti nigdje ne preklapaju. Kvadar ima
ukupno 4 brida duljine a, 4 brida duljine b i 4 brida duljine ¢, pa je zbroj duljina svih
bridova kvadra jednak 4-a+4-b+4-c. Taj zbroj treba biti jednak 108, pa dobivamo
jednakost 4-a+4-b+4-c =108, odnosno, nakon dijeljenja s 4, a +b+c=27. Uvrstimo
li u ovu jednakost a =2-b, dobit ¢emo jednakost 3-b+ ¢ =27 iz koje je c=27-3-b.

Obujam kutije jednak je V=a-b-c=(2:b)-b-(27-3-b)=54-b>—6-b*. Zelimo da

vrijednost toga izraza bude maksimalna. Pritom uo¢imo da mora vrijediti relacija
be [0,9]. Naime, prema prirodi zadatka, vrijednost b je nenegativna. Takva je i vrijednost

¢, §to daje 27-3-b20, odnosno —3-H>-27, aodatle je b <9. Zbog toga je be [0,9].

Dakle, trazimo globalni maksimum funkcije V =V(b)=54-b> —6-b’ na segmentu [0,9].
Odredimo njezine stacionarne tocke. Prva derivacija funkcije V je:

V' (b)=54-2-b"=6-3-b>" =108-b—18-b* =18-b-(6—D).

Iz ovoga izraza lako odredimo sve be [0,9] za koje je V (b)=0. To su b, =0 i b, =6.
Sada izraCunamo:

V(0)=54-0>-6-0°=54-0-6-0=0-0=0,
V(6)=54-6"—6-6"=54-36—6-216=1944 —1296 = 648,
V(9)=54-9"-6-9°=54-81-6-729 =4374—-4374 =0.

Dakle, funkcija V ima globalni maksimum 648 za b = 6. Sada lako izraCunamo:

a=2-b=2-6=12,
c=27-3-b=27-3-6=27-18=09.

TraZena povrS$ina papira jednaka je oplo§ju kutije bez poklopca. U zadatku se ne navodi s

koje strane je kutija otvorena, pa ¢emo pretpostaviti da je kutija (standardno) otvorena na

strani ¢ija je duljina 12 cm, a Sirina 6 cm. Zbog toga su strane kutije jedan pravokutnik

¢ija je duljina 12 cm, a Sirina 6 cm, dva pravokutnika ¢ije su duljine 12 cm i Sirine 9 cm,

te dva pravokutnika ¢ije su duljine 6 cm i Sirine 9 cm. Ukupan zbroj njihovih povrSina

jednak je:
O=a-b+2-(a-c+b-c)=12-6+2-(12-946-9)=T72+2-(108+54)=72+2-162 =
=72+324=396 cm’.

Pripremio:
mr.sc. Bojan Kovaci¢, viSi predavac
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