Matematika na | rjeSenja zadataka

Pcuﬂzw driavnoj maturi iz lipnja 2019.

ZAGRABIENSE o .
— Visa razina

1. C. Zaokruzimo li zadani broj na najblizi cijeli broj, dobit ¢emo 5 (jer je prva

znamenka iza decimalne tocke 5).

Zaokruzimo li zadani broj na jednu decimalu, dobit ¢emo 4.6 jer je druga znamenka
iza decimalne tocke 7, tj. vec¢a od 5.

Zaokruzimo li zadani broj na dvije decimale, dobit ¢emo 4.57 jer je tre¢a znamenka
iza decimalne tocke 2, tj. manja od 5.

Zaokruzimo li zadani broj na tri decimale, dobit ¢emo 4.573 jer je Cetvrta znamenka
iza decimalne tocke 6, tj. ve¢a od 5.

Odatle slijedi da zaokruzivanje zadanoga broja na dvije decimale nije ispravno.

2. A. Pomaknemo li se od tocke T po pravcu x=-12 za pet jedini¢nih duzina ulijevo,
do¢i ¢emo u tocku T, =(-12-5,8) =(-17,8). Pomaknemo li se od te tocke po istom

pravcu za pet jedini¢nih duzina udesno, do¢i ¢emo u tocku 7, =(-12+5,8) =(-7,8).

Analogno, pomaknemo li se od tocke T po pravcu y =8 za pet jedini¢nih duzina
prema gore, do¢i ¢emo u tocku T, =(-12,8+45)=(-12,13). Pomaknemo li se od te

tocke po istom pravcu za pet jediniénih duzina prema dolje, do¢i ¢emo u tocku
T,=(-12,8—-4)=(-12,4).

Dakle, rjesenje zadatka je tocka T, =(-17,8).

3. B. Iz zadane jednakosti izrazimo R. Pomnozimo zadanu jednakost sa OV B
.v.

Dobit éemo:

Ako je v=0, onda veli¢ina R nije definirana (nazivnik je jednak nuli). Ako je v#0,
onda razlomak na desnoj strani smijemo skratiti sa v i dobiti:

nm-v

R= :
0-B

Napomena: Sluzbeni rezultat je tocan uz dodatnu pretpostavku v 0.

4. C. Simetrala zadane duzine prolazi njezinim polovistem okomito na zadanu duzinu.
Zbog toga je njezin koeficijent smjera suprotan i recipro¢an u odnosu na koeficijent
smjera pravca kojemu pripada zadana duzina.
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Odredimo najprije koordinate polovista P zadane duzine:

pP= (1"'(_3) ,ﬂj :(__z’gj =(-1,3).
2 2 2 2

Sada izracunajmo koeficijent smjera simetrale:

= I x,—x _1—(—3)_1+3_i_2
kig  Ys—Ya 4-2 2 2

Preostaje napisati jednadzbu simetrale (u eksplicitnom obliku) koristedi izraz za
jednadzbu pravca kojemu su zadani koeficijent smjera i jedna tocka pravca:

S..y=3=2-(x—(=1)),
S..y=3=2-(x+1),
S..y=2-x+243,
S..y=2-x+5.

5. D. Prema definiciji funkcije apsolutne vrijednosti, nejednadzba |x| <a ekvivalentna

je nejednadzbi —a < x <a. Rijesimo svaku od cetiriju ponudenih nejednadzbi.

Prema gornjoj napomeni, nejednadzba |x—6|<3 ekvivalentna je nejednadzbi

—3<x—-6<3. Svakoj strani ove nejednadzbe dodamo 6, pa dobijemo 3<x<9. Zbog
toga je skup svih rjesenja ove nejednadzbe interval <3,9>.

Analogno, nejednadzba |x— 3| <6 ekvivalentna je nejednadzbi —6< x—3<6. Svakoj

strani ove nejednadzbe dodamo 3, pa dobijemo —-3<x<9. Zbog toga je skup svih
rjeSenja ove nejednadzbe interval <—3,9> .

Nejednadzba |x+ 6| <3 ekvivalentna je nejednadzbi —-3<x+6<3. Od svake strane

ove nejednadzbe oduzmemo 6, pa dobijemo —9<x<-3. Zbog toga je skup svih
rjeSenja ove nejednadzbe interval <—9,—3> .

Nejednadzba |x+ 3| <6 ekvivalentna je nejednadzbi —6< x+3<6. Od svake strane

ove nejednadzbe oduzmemo 3, pa dobijemo -9<x<3. Zbog toga je skup svih
rjeSenja ove nejednadzbe interval <—9,3>, odnosno zadani interval.

6. B. Primijetimo najprije da mjera kuta nasuprot kracoj stranici mora biti strogo
manja od 63° jer se nasuprot stranici ve¢e duljine nalazi kut vec¢e mjere. Oznacimo
li trazenu mjeru s o, primjenom sinusova poucka i funkcije arkus sinus (koju

smijemo primijeniti jer trazimo mjeru u intervalu <0, 63°>) dobivamo:
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17 12
sin63"  sina

&sina= % -$in63° => ¢ = arcsin (% sin 63°j ~38.97239° =38°58 21 .

7. A. Pomaknimo (translatirajmo) vektor ¢ u krajnju tocku vektora Zl, a iz krajnje
tocke vektora b nacrtajmo vektor jednak vektoru b. Tako ¢emo dobiti trokut u
kojemu vrijedi jednakost: a+c+(=2)-b=0. Odatle lagano slijedi c=—a+2b.

Napomena: Zadatak se moze rijesiti i analiticki. Postavimo pravokutni koordinatni
sustav u ravnini tako da ishodiste bude pocetna tocka svih triju zadanih vektora. U

tom koordinatnom sustavu standardno uvedimo osnovne jedini¢ne vektore i i j.

Tada zadane vektore mozemo zapisati kao linearnu kombinaciju vektora i i j:

a=3-i+j, b=—i+2-j, c==5-i+3-].

Trazimo a,fe R takve da vrijedi jednakost E=0{~a+,3~l;. Imamo redom:
=543 j=a (304 j)+ B (-i+2 ),
—5-i+3-j=@-a-B)i+(@+2-B)- j=

3~0{—,B:—5,® 6-a-2-=-10,
a+2-f=3 a+2-p=3.

Zbrajanjem ovih jednadzbi dobivamo 7-a=-7, a odatle je &« =-1. Uvrstavanjem u
prvu jednadzbu sustava slijedi f=3-a+5=3-(-1)+5=-3+5=2. Dakle, trazena

linearna kombinacija je c=—a+2b.

8. B. Prema pretpostavci, zadani trokutovi su sli¢ni, sto znac¢i da se duljina najduze
stranica slicnoga trokuta dobije mnozenjem duljine najduze stranice zadanoga
trokuta koeficijentom sli¢nosti k. Duljina najduze stranice slicnoga trokuta je 20 cm,
duljina najduze stranice zadanoga trokuta je 12.5 cm, pa dobivamo jednadzbu:

20=k-12.5.

2 . . . ..
Odatle je k=%=% Povrsina slicnoga trokuta dobiva se tako da se povrsina
zadanoga trokuta pomnozi sa k. Ekvivalentno, povr§ina zadanoga trokuta dobiva
se tako da se povrsina slicnoga trokuta podijeli sa k*. Tako slijedi da je trazeni
omjer jednak:

2 2 2
k> =1:| = =1:8—2=5—2=§=0.390625.
5 8 64
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9. D. Zapisimo najprije zadani broj u standardnom (algebarskom) obliku. U tu svrhu
pomnozimo brojnik i nazivnik s ¢ i primijenimo osnovno svojstvo imaginarne

jedinice, tj. jednakost i* =—1. Dobivamo:

(zi+D-i _ —i*+i _—(=D+i _ _(_1)+ i

ii i’ (1) - D

=—1-i.

Tom broju u Gaussovoj ravnini pridruzena je tocka Z =(Rez,Imz)=(-1,—-1). Ona

se nalazi u treéem kvadrantu te ravnine, pa je trazeni glavni argument jednak:

@ = Arg(z) = r +arctg

_—1 = +arct (1)—7r+£—§-7£
-1 £ 4 47

10.D. Zadanu jednadzbu najprije transformirajmo ovako:
x 2 x 1 x 2 x x 2 x
(57) =7-5"-5'+250=0(5') =7-5"-5+250=0 ¢ (5') —35-5'+250=0.

Uvedimo zamjenu ¢:=5", pa dobivamo kvadratnu jednadzbu ¢*—35-1+250=0.
Koriste¢i Vieteove formule (trazimo dva broja ¢iji je zbroj 35, a umnozak 250) lako
napamet nalazimo da su rjesenja te jednadzbe t, =10 i ¢, =25.

Tako iz jednadzbe 5* =10 slijedi x, :10g510=%, a iz jednadzbe 5 =25 slijedi
0g

1
log5

= 3.43068.

x, =2. Zbog toga je trazeni zbroj jednak x,+x, =2+

11.A. Najveca vrijednost funkcije f,(x)=sinx jednaka je 1, pa je najveca vrijednost

zadane funkcije jednaka f_ =2-1=2.

max

. .. .. " V4 ..
Najveca vrijednost funkcije f, postize se za x=5+ 2-k-x, gdje je ke Z . Zbog toga
dalje imamo:

3x-FZivkged =il ko3 i=r+2 kTS
2 2 2 2
(:)3-x:(2-k+1)-7r(:)x:(2-k+1)-§.

Dakle, svoju najveéu vrijednost funkcija postize u neparnim ,visekratnicima® broja

. .. . . . . .. .
%. Najmanji takav pozitivan ,visekratnik® dobiva se za k=0 i jednak je 3

12.B. Koristec¢i definiciju kompozicije funkcija dobivamo redom:
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FO=(f0 )0 = LU= f,03-0)=-B3=x)+3-x =x-3+3-x.

13.C. Umnozak dvaju realnih brojeva je strogo negativan ako i samo ti brojevi imaju
razli¢ite predznake. U ovom slucaju to znac¢i da ako povucemo pravac cija je
jednadzba x=a, onda ¢e umnozak f(a)-g(a) biti strogo negativan ako taj pravac
sije¢e zadane krivulje u razli¢itim kvadrantima. Naime, pravac x=a sijece graf
funkcije f u tocki T, =(a, f(a)), a graf funkcije ¢ u tocki 7, =(a, g(a)). Ako su te
tocke u razli¢itim kvadrantima, onda f(a) i g(a) imaju razli¢ite predznake, sto i

zelimo dobiti.

Pravac x=0 (os ordinata) ocito sijece obje krivulje u tockama kojima je druga
koordinata strogo pozitivna. Zbog toga je umnozak f(0)-g(0) strogo pozitivan.

Pravac x=1 ocito sijece graf funkcije f u tocki (1,0). Zbog toga je ummnozak

f(@)-g() jednak nuli, pa nije strogo negativan realan broj.

Pravac x=3 ocito sijece graf funkcije f u ¢etvrtom kvadrantu, a graf funkcije g u
prvom kvadrantu. Zbog toga je umnozak f(3)-g(3) strogo negativan realan broj.

Pravac x=4 ocito sijece grafove funkcija f i ¢ u cetvrtom kvadrantu. Zbog toga je
umnozak f(4)-g(4) strogo pozitivan realan broj.

14.C. Najprije zamislimo da je desno od svakoga drveta, osim zadnjega, posaden to¢no
jedan grm. Ukupan broj posadenih grmova za jedan je manji od ukupnoga broja
svih stabala, tj. jednak je 238 —1=237.

Sada desno od svakoga stabla oznacenoga neparnim prirodnim brojem izmedu 1 i
238 posadimo jos jedan grm. Ukupan broj svih novoposadenih grmova jednak je
ukupnom broju svih neparnih prirodnih brojeva koji su jednaki ili veéi od 1, a manji
od 238, tj. ukupnom broju svih neparnih prirodnih brojeva u intervalu [1,238>. Ti
brojevi tvore aritmeticki niz ¢iji su prvi ¢lan 1, posljednji ¢lan 237 i razlika 2, pa iz
jednadzbe

237=1+(k-1)-2

odmabh slijedi

237-1 236

k= +1l=——+1=118+1=119.
2 2

Dakle, ukupan broj svih posadenih grmova jednak je 237+119 =356.
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15.C. Brojevi koji su vec¢i od 0 i jednaki ili manji od 10 tvore ukupno 65% —25% =
=40% cijeloga skupa. To su ujedno pozitivni brojevi koji su jednaki ili manji od 10.
Brojevi koji su veéi od 10 tvore ukupno 100% —65% =35% cijeloga skupa. Zbog
toga je trazeni omjer jednak 40% :35% =8:7.

16.1.) 840. Trazeni je broj najmanji zajednicki visekratnik brojeva 60 i 168.

Rastavimo svaki od tih dvaju brojeva na proste faktore, pa dobijemo:

60=2-2-3-5,168=2-2-2-3-7,
otkuda slijedi da je trazeni broj jednak 2-2-2-3-5-7 =840.

2.) (x—11)-(x—13) ili (x—13)-(x—11). Najprije pojednostavnimo zadani izraz

koristeéi formulu za kvadrat binoma. Imamo redom:

(x=7"=10-(x=7)+24=x"=2-x-7+7"=10-x+70+24 =
=x*—14-x4+49-10-x+70+24 = x* =24 - x +143.

Potom odredimo rjeSenja kvadratne jednadzbe x*-24-x+143=0. Dobivamo:

244424741143 244576572 24++/4

X' =24-x+143=0=x,, =
’ 2-1 2 2

24+2 24+2 26 24-2 22

Preostaje primijeniti Osnovni poucak algebre, te je konacno:
=24 x+143=1-(x—13)- (x=11) = (x=13)- (x = 11).

17.1.) 50. Neka je t trazeno vrijeme (iskazano u minutama). Nakon proteka toga
vremena u prvoj ¢e posudi ostati ukupno 250—¢-3 litara vode, dok ¢e u drugoj
posudi biti ukupno 2-r litara vode. Ta dva volumena moraju biti jednaka, pa

dobivamo jednadzbu:
250—¢-3=2-1.
Rijesimo je na uobicajen nacin:
250=3-1+2-t & 5-1=250 =1t =50.

2.) 46. Neka su a i k redom ukupan broj sjedala u autobusu, odnosno ukupan broj
sjedala u kombiju. U cetirima kombijima ima ukupno 4-k sjedala, a u Sest
autobusa ima ukupno 6-a sjedala. Ukupan broj svih sjedala u ¢etirima kombijima i
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Sest autobusa jednak je 4-k+6-a. Prema zahtjevu zadatka taj broj mora biti
jednak 356, pa dobivamo jednadzbu:

4-k+6-a=356<=2-k+3-a=178.

Analogno, u dvama kombijima ima ukupno 2-k sjedala, a u osam autobusa ima
ukupno 8-a sjedala. Ukupan broj svih sjedala u dvama kombijima i osam autobusa
jednak je 2-k+8-a. Prema zahtjevu zadatka taj broj mora biti jednak 448, pa
dobivamo jednadzbu:

2-k+8-a=448.
Tako smo dobili sljedeci sustav dviju linearnih jednadzbi s dvije nepoznanice:

2-k+3-a=178,
2-k+8-a=448.

Oduzmemo li prvu jednadzbu od druge, dobit ¢emo 5-a =270, a odatle je a=54.
Uvrstavanjem te vrijednosti npr. u prvu jednadzbu sustava dobivamo
2-k+3-54=178, odnosno 2-k=178-3-54<2-k=178-162<2-k=16< k =8.
Dakle, svaki autobus ima ukupno 54 sjedala, a svaki kombi 8, pa je u svakom
autobusu za 54 -8 =46 sjedala vise nego u kombiju.

18.1.) xe [—3,1>. Rijesimo zasebno svaku nejednadzbu. Dobivamo:

2-x<5-3, 2-x<2, x<l,
= =
—x<7-4 —x<3 x=>-3.

Dakle, skup svih rjesenja zadane nejednadzbe je interval [—3,1> .

4.x+13 _ 4-x+13

= . Koristeéi formulu za razliku kvadrata dobivamo:
2:x+6  2-(x+3)

2.)

x=3 x+2 x=3 x+2 1 1

———+2= : +2= +2= +2=
2-x+4 x -9 2:(x+2) (x=3)-(x+3) 2-(x+3) 2-x+6
C1+2-2-x+6) 1+4-x+12  4-x+13  4-x+13

2.x+6 2.x+6  2-x+6  2-(x+3)

19. 1.) Bilo koje dvije toc¢ke T, =(a—1l,a) i T, =(—a—-5,a), gdje je a>-2. Najprije
nadimo sve a€ R za koje jednadzba f(x)=a ima barem dva razli¢ita realna

rjesenja (po nepoznanici z). Najprije imamo:

|x+3|—2=a<:>|x+3|=a+2.
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Lijeva strana ove jednakosti je nenegativan realan broj, pa takva mora biti i desna
strana. Taj zakljucak daje linearnu nejednadzbu a+2>0, odnosno a>-2. Dakle,
jednadzba f(x)=a ima barem dva realna rjeSenja ako i samo ako je a=>-2.

Odredimo i eksplicitne formule za ta rjesenja:

(x+3=a+2)v(x+3=—(a+2) =(x=a+2-3)v(x=—a-2-3) o (x=a-1)v(x=—a-5).

Dakle, sve trazene tocke su T, =(a-l,a) i T,=(-a-5,a), gdje je a=-2.
Odaberimo npr. a =0, pa dobivamo tocke 7, =(-10) i 7, =(-5,0).

2.) (0, 5). Prva koordinata trazenoga sjecista jednaka je 0. Druga koordinata toga
sjecista jednaka je f(0), pa izracunajmo tu vrijednost:

f(0)=10"+4=1+4=5.
Dakle, trazena tocka je S =(0,5).

1.) 33. Ako prosjecan broj bodova u svih Sest provjera treba biti jednak 40, onda je
ukupan broj bodova u svih Sest provjera jednak 6-40=240. U prvim cetirima
provjerama Marko je ostvario ukupno 42+42+35+38 =157 bodova. Dakle, u petoj
i Sestoj provjeri treba ostvariti jos 240—157 =83 boda. U posljednjoj, Sestoj provjeri
moze ostvariti najvise 50 bodova (jer toliko bodova moze ostvariti u svakoj

provjeri), pa u petoj provjeri treba ostvariti najmanje 83—50=33 boda.

2.) 2025. Neka je S vrijednost automobila u trenutku kupovine (pocetkom 2015.
1 7
godine). Na kraju 2015. godine vrijednost automobila iznosi S—%-S=(1—§j-5=§-5.

7 17 7 1
Na kraju 2016. godine vrijednost automobila iznosi —-§——-—- S=—-S-(1——j:
8 8
7.7 (7 « . . L ) . .
=§-S -§= 3 -§ itd. Induktivno zakljucujemo da vrijednost automobila na kraju

7 n
n-te godine iznosi (gj -S.

k
7 1
Trazimo najmanji ke N za koji je (gj -S<Z-S. Rijesimo tu eksponencijalnu

jednadzbu na uobicajen nacin. Najprije je podijelimo sa S, $to smijemo uciniti jer je,
prema prirodi zadatka, § >0. Dobivamo:

k
7 <l(:)k-log 7 <log 1 =
8 Z 8 4
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1 -
. Og(4j_log1—log4_ 0-logd __—logd __log4 .
log(7j log7—-log8 log7-log8 log7—log8 log8—Ilog7 '
8

Najmanji ke N za koji vrijedi ova nejednakost je k. =11. Dakle, trazena godina

je 11. ¢lan niza 2015, 2016, 2017, 2018, ..., tj. 2015. + 10 = 2025. godina.

2 2 2 2

21.1.) LIS Ay | TS A Pretpostavimo da je jednadzba elipse zapisana u

196 98 98 196

2 2
obliku x—2+?=1, gdje su a i b redom duljina velike, odnosno duljina male poluosi
a

elipse. Zarista elipse nalaze se na velikoj osi elipse, pa se preostala dva vrha

kvadrata nalaze u tjemenima elipse na maloj osi.

Udaljenost tih dvaju tjemena s jedne je strane jednaka duljini male osi elipse, a s
druge — prema podacima u zadatku - duljini dijagonale kvadrata. Tako dobivamo

2 2
jednakost 2-b:14-\/§, a odavde je b=7-\/§, odnosno b2:(7-\/§) :72-(\/5) =
=49.-2=098.

Udaljenost izmedu zarista elipse takoder je jednaka duljini dijagonale kvadrata.
Tako dobivamo jednakost 2-e:14-x/§, a odavde je e=7-\2. Znamo da je

e=+a’ —b* , pa uvritavanjem e= 742 i b*=98 u tu jednakost dobivamo:

7.2 =Na>-98, /I
98 =q>—-98 < a® =98 +98 =196.

2 2

Dakle, jednadzba elipse glasi 1);—6+y— =1.

98

Gornje razmatranje proveli smo uz (presutnu) pretpostavku da velika os elipse
pripada osi apscisa, a mala os elipse osi ordinata. Pretpostavimo li da velika os

elipse pripada osi ordinata, a mala os osi apscisa, onda dobivamo jos jedno rjesenje:
2 2 2 2 2 2

x—+y—=1. Dakle, zadatak ima dva rjesenja: —+y—:1 i X + Y

—+—=—=1.
98 196 196 98 198 196

2.) yzg-x iy =—%-x. Primijetimo da vrijedi jednakost 25-16 =400. Neka su a i

b redom duljina realne, odnosno imaginarne poluosi hiperbole. Iz jednadzbe

hiperbole o¢itamo b*=25 i a*=16, otkuda su b=5 i a=4. Tako odmah

. y . o . 5 . 5
dobivamo da trazene asimptote imaju jednadzbe y =Z-x iy =—Z-x.
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22.1.) 12. Promjer bunara je 1.2 m=1.2-10=12 dm, pa je polumjer bunara dvostruko

manji, tj. r =%-12 =6 dm. Povrsina osnovke ploce jednaka je razlici povrSine
kvadrata stranice 2 m=2-10=20 dm i povrsine kruga polumjera 6 dm:
B=20>-6"-7=400-36-7 dm”.

Visina ploée h jednaka je njezinoj debljini, tj. 5ecm=5-10"=0.5 dm. Volumen
ploce jednak je volumenu valjka kojemu osnovka ima povrsinu B, a visina duljinu A.

Taj volumen jednak je
V=B-h=0.5-(400-36-7)=200-18-7 dm’.

Tako zaklju¢ujemo da je trazeni najmanji broj vreca suhoga betona jednak:

0 :{200—18-75—‘:{400—36-75—12[11'5] —12.
12.5 25

2.) 3. Neka su r polumjer osnovke (baze) stosca (i valjka), v, visina valjka i wv,
visina stoSca. Volumen valjka jednak je r*-z-v,, dok je volumen stosca jednak

g-rz-n'-vs. Prema zahtjevu zadatka, ti volumeni su jednaki, pa mora vrijediti

jednakost:

rereov,=ro-xwev, -

Dakle, visina stosca je tri puta veca od visine valjka.

k-5
2-k+4
jednakosti, a sve one koji ne sadrze nepoznanicu z prebacimo na desnu stranu

23. 1.) . Sve clanove koji sadrze nepoznanicu z prebacimo na lijevu stranu

jednakosti. Pritom pazimo na promjenu predznaka prilikom prijelaza s jedne strane

jednakosti na drugu. Dobivamo:

k-5

2k-x+d-x=k-5x 2 k+4)=k-5 x= .
2-k+4

Dijeljenje izrazom 2-k+4 smjeli smo provesti jer je, zbog pretpostavke k #-2,
vrijednost toga izraza razlic¢ita od nule. (Izraz 2-k+4 poprima vrijednost 0 ako i
samo ako je 2-k+4=02-k=—4k=-2.)
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2.) x=i§+k-7£, ke Z. 1z zadane jednadzbe slijedi tg’x=3, a odatle je |tg x| =3.
Iz jednadzbe tg)C:\/g slijedi x:alctg(x/g)+k-71':§+k-7r, dok iz jednadzbe tgx:—\/§
e . T e . o
slijedi x=arctg(—\/§)+k-7t=—§+k-n'. Dakle, sva rjesenja zadane jednadzbe su
. T
dana izrazom x=i§+k~7t, ke Z.

4

1 2. . . . ..
24.1.) §=O.5. Vrijednost izraza XT je minimalna ako i samo ako je vrijednost

izraza 2-x*—x minimalna. Prva derivacija izraza 2-xt—x je 2~(x4) —(x)'=2~4~x4’1—1
=8-x—1. Izjedna¢imo li taj izraz sa nulom, dobit ¢emo jednadzbu 8-x’—1=0,

1 . D . . 1
odnosno jednadzbu x’ :§. Jedino realno rjesenje ove jednadzbe je sz.

1
Sada primijetimo da je predznak izraza 8-x’—1 negativan ako je xe <—c>0,5>, a
. : 1 .. . 4
pozitivan ako je xe€ 5,+c>o . To znaci da funkcija f,(x)=2-x"—x strogo pada na

1 1
intervalu <—c>0,5>, a strogo raste na intervalu <5,+0<>>. Buduéi da intervali

1
<—c><>,%> i <%,+c><>>, te skup {E} u uniji daju skup R, odnosno prirodnu domenu

1 s
funkcije f,, zaklju¢ujemo da f, postize globalni minimum za sz. Odatle slijedi

da za isti z globalni minimum, tj. svoju najmanju vrijednost postize i zadana

funkcija.

2.) 3-n+3. Zadani broj transformirajmo ovako:
g5 =(2') 5.5 =27 57625 =(2-5)"" - 625 = 625-10™".

Dakle, rjesenje je broj oblika 6250...0 koji ocito ima ukupno 3-n+3 znamenaka.

3-n nula

7+4/13
2

25.1.) =~5.30276. Neka je z trazena duljina. Tada je ‘ﬁ‘z‘ﬁ‘—‘ﬁ‘=7—x.

Prema pretpostavci zadatka, tocka E nalazi se blize tocki B, sto znaci da je trazena

duljina vec¢a od polovice duljine stranice E?, a manja od duljine te strane. Dakle,

7
mora vrijediti jednakost xe <§,7> .
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Dokazimo da su trokuti AED i EBC slicni. Oba ta trokuta su pravokutna. Nadalje,
vrijede jednakosti

ZAED+90° + ZCEB =180’,
/CEB+ Z/ECB=90".

Oduzimanjem druge jednakosti od prve dobivamo:

ZAED+90" + ZCEB—-(ZCEB+ ZECB)=180° —90" <
ZAED+ ZCEB - ZCEB—- ZECB =180° —90' —90° <
ZAED- /ECB=0" < ZAED = ZECB.

Dakle, mjera kuta kod vrha E u trokutu AED jednaka je mjeri kuta kod vrha C'u
trokutu EBC. Dakle, pravokutni trokutovi AED i EBC imaju par Siljastih kutova
jednakih mjera, pa primjenom poucka K-K zakljuéujemo da su ti trokutovi sli¢ni,

Sto smo 1 tvrdili.

Iz netom dokazane sli¢nosti trokutova AED i EBC slijedi razmjer

|AE|:[AD| =[BC|:|BE| =
x:3=3:7T-x)
x(7T-x)=33&
7-x-x=9&
x*=7-x+9=0.

7
Trazimo ono rjesenje ove kvadratne jednadzbe koje pripada intervalu <5,7>. Ono

je jednako:

= 5.30276.

L TANT -4 19 74449-36 7+13
2

2-1 2

2.) 8 Neka su A, B, i C redom ortogonalna projekcija tocke A na zadanu

ravninu, ortogonalna projekcija tocke B na zadanu ravninu i ortogonalna projekcija
tocke B na pravac AA,. (Nacrtajte sliku!) Promotrimo trokut ABC. Prema

konstrukciji tocke C, taj trokut je pravokutan s pravim kutom pri vrhu C. Duljina
hipotenuze toga trokuta je ‘E‘ = 13. Duljina katete BC jednaka je duljini

AB,|=5. Duljina

ortogonalne projekcije duzine AB na zadanu ravninu, tj. ‘B_C‘:

katete AC jednaka je zbroju udaljenosti tocke A od ravnine i udaljenosti tocke B

od ravnine, tj.
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|AC|=[AA|+[aC|=[aA |+ |BB|=4+[BB,

Primjenom Pitagorina poucka dobivamo:
2 —\2
| +5 = (4+[BB|) =13 -5’ =

=144 =

(48] =[ac| +[BC| = 13* =(4+[BB,

2 -
) :144:>4+‘BBI

(:)(4+B_BI)2=169—25(:>(4+‘B_BI

< 4+[BB, =12-4 < [BB|=8.

=12 |BB,

Dakle, trazena je udaljenost jednaka 8 jed. duljine.

3.) J13. Trazena duljina jednaka je polovici duljine vektora Zl, pa odmah imamo:

-«/42+(—6)2=%-\/16+3 :%'ﬁ:‘/(éj 52 = i-szzﬁ.

26.1.) 19. Prema zahtjevu zadatka mora vrijediti jednakost f(x)= f(12)+2.

Uvrstavanjem pravila za fi izracunavanjem vrijednosti f(12) dobivamo:

- 1
2

:%.‘5‘:

1
2

x—2=2 300 g
777 77

2|

2-x—3=2-12-3+14,
2-x=24-3+14+3,
2-x=38, /:2
x=19.

2.) D(f)=<13,+oo>. Uo¢imo da za svaki xe R vrijedi nejednakost x*+5>0. To

zna¢i da je nazivnik razlomka u pravilu funkcije f uvijek strogo pozitivan, pa
posebno i razli¢it od nule. Dakle, jedini uvjet na vrijednost varijable z dobije se iz

zahtjeva da izraz pod logaritmom mora biti strogo pozitivan:
x—13>0 x>13.

Skup svih realnih brojeva koji su strogo veéi od 13 je interval <13,+00>, pa je taj

skup prirodna domena zadane funkcije.

3.) Vidjeti sliku 1. Iz definicije parne funkcije slijedi da graf funkcije f na
segmentu [—4, 4] mora biti osno simetrican s obzirom na os ordinata. Bududéi da se

dio grafa funkcije f nalazi u drugom kvadrantu, trazeni dio nalazit ¢e se u prvom
kvadrantu. Svakoj tocki (x,y)e I'(f) grafa funkcije iz drugoga kvadranta pridruzit
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¢emo tocku (—x,y) u prvom kvadrantu. (Grubo govoreéi, ,z promijeni predznak, a

y ostane nepromijenjen.“) Tako dobivamo sliku 1.

-4 - 2 - o 1

Slika 1.

27.1.) y=5-x—1. Tangenta prolazi tockom T=(1, f1))=(L +2-1+1)=(1,1+2+1)=(1,4)

i ima koeficijent smjera jednak:

x=1 x=

k=f'(1):((x3+2-x+1)') =(3-x7142:140) =(3-x*+2) =3-F+2=3.1+2=5
x=1

Koristeci izraz za jednadzbu pravca kojemu su zadani koeficijent smjera i jedna

tocka konac¢no dobivamo:

t..y—4=5-(x—-1),
t..y=5-x-5+4,
t..y=5-x-1.

. (T N . .. . v e
2.) 9-sin (2—9-)(). Koristeé¢i pravilo deriviranja slozene funkcije imamo redom:

f'(x)=—sing—9-xj-g—9-xj =—sin(%—9-xj-[(%j —9-(x)}=
=—sin(z—9-xj-(0—9-1)=—sin(z—9-xj-(—9)=9-sin(z—9-xj.
4 4 4

3.) 3-sin(4-x). Koristeéi formule za sinus i kosinus dvostrukoga kuta dobivamo:

f(x)=12-cos(2-x)-sinx-cosx =6-cos(2-x)-(2-sin x-cosx) =6-cos(2-x)-sin(2- x) =
=3-(2-sin(2- x)-cos(2- x)) =3-sin(4- x).
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28.—5 i 7. Primijetimo da je x*+2-x+1=(x+1)>. To znaéi da racionalna funkcija na
lijevoj strani jednadzbe nije definirana za x=-1 jer iz (x+1)*=0 slijedi x+1=0,
odnosno x=-1. Zbog toga ni izraz x+1 u brojniku racionalne funkcije ne moze biti
jednak nuli. Prema tome, navedena racionalna funkcija ¢e poprimiti vrijednost 0
ako i samo ako je x+5=0 ili (x=7)>=0. Iz prve jednakosti odmah slijedi x=-5,
a druga je ekvivalentna jednakosti x—7=0 iz koje je x=7. Dakle, skup svih
rjeSenja zadane jednadzbe je S ={-5,7}.

29.1.) 3450. Prema definiciji binomnoga koeficijenta vrijede identiteti:

n) n-(n-1) _nz—n
2 2! 2

n+l _(n+1)‘((n+1)—1)_(n+1)~(n+1—1)_(n+1)-n_n2+n
2 ) 2! - 2 2 2

Navedeni brojevi ¢e biti prva tri ¢lana aritmetickoga niza ako je drugi ¢lan niza

aritmeticka sredina prvoga i trecega ¢lana niza. Taj uvjet daje:

nz—n+n2+n n’—n+n’+n
2_q. —_— 2 A =
n-3n+36__ 2 20 3-n+36 _ 2 N
2 2 2 2
2.0’

n-3-n+36 o n’-3-n+36 n’
= & =—
2 2 2 2

n=3-n+36=n"-3-n+36=0=(3) - n=-36=n=12.

12212 144-12 132

2 2 2

122-3-12436 _ 144-36+36 _ 144
2 2

jednaka 72—-66=6, pa je, prema formuli za zbroj prvih n ¢lanova aritmetickoga

Dakle, prvi ¢lan niza je =66, a drugi ¢lan niza je

=72. Odatle slijedi da je razlika toga niza

niza, trazeni zbroj prvih 25 njegovih ¢lanova jednak:

S =2—25-(66+66+(25—1)-6)=2—25-(132+24-6)=2—25-(132+144)=2—25-276=3450.

2.) 32 kn i 68 kn. Neka je C cijena proizvoda prije snizenja. Tada je cijena
2

—-C=C— kn i iznosi 21.76 kn. Tako dobivamo

100 100

proizvoda snizena za

jednadzbu:
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2
C—C— =21.76.
100

Rijesimo tu kvadratnu jednadzbu na uobicajen nacin dodatno pretpostavljajuci

da je C >0. Imamo redom:

2
C—E)—O=21.76@ C*-100-C+2176=0 <=

_ 100 +£~/100° —4-1-2176 _ 100£+/10000-8704 100£+1296 10036 _

C‘1,2
21 2 2 2
¢ 210036 136 _ o
2 2
¢, =100-36 _64 o,
2 2

Dakle, moguce cijene proizvoda prije snizenja su 32 kn i 68 kn.

3.) arccos (?}64.34109’ =64°2028". Iz podatka da su bocne strane pravilne

Sesterostrane prizme kvadrati povrsine 36 cm? zakljuc¢ujemo da je duljina
osnovnoga brida te prizme, a time i duljina osnovnoga brida pravilne
Sesterostrane piramide jednaka J36=6 cm. Nadalje, iz podatka da su povrsine
pobocja prizme i piramide medusobno jednake zakljucujemo da svaki trokut koji
tvori pobocje piramide ima povrsinu 36 cm? Duljina njegove osnovice je 6 cm,
pa je duljina visine toga trokuta
v, =2;TP=%=7—62=12 cm.

Kosinus trazenoga kuta jednak je omjeru duljine visine jednoga Sest od
karakteristicnih trokutova osnovke piramide i duljine visine jedne pobocke.

Oznac¢imo li trazenu mjeru kuta s o, imamo:

a
2V a3
—:—:

v, 2,

a= arccos(a : \[3 j =arccos (6—\@j =arccos [g} ~64.34109 =6472028 .

2., 212

cosa=
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4.) Jednadzba nema rjesenja. Zadanu jednadzbu najprije zapisimo u obliku:

1+2-log x+4-log? x+8-log> x+... -7
a 2 2 2 =a

Eksponent na lijevoj strani je beskonac¢an geometrijski red kojemu je prvi ¢lan

jednak 1, a kolicnik 2-logx. On ¢e konvergirati ako i samo ako je |2‘10g x|<1,

1
odnosno ako i samo ako je 2~|10gx|<1, tj. ako i samo ako je |logx|<§. Uz taj

1
uvjet njegov zbroj je jednak ——— . Taj zbroj oc¢ito mora biti jednak —7, pa
1-2-log x
dalje imamo:

1

1 1 8 4
—— =" 1-2logxr=— = (-2)-logx=—=-1=(-2)-logx=—= < logx=—.
1-2-logx s 7 (72)-log 7 (2)-log 7 s 7

4 4 1 . .
Dakle, mora biti logx =; , Sto povlaci |10g x| =7 > 3 To znac¢i da nije
1 . y D
zadovoljen uvjet |10g x| < 5 pa zadana jednadzba nema rjesenja.

5.) a€<2,8>. Neka je f(x)=a-x*+b-x+c neka od kvadratnih funkcija sa

svim zadanim svojstvima. Iz podatka da njezin graf prolazi tockom A

zakljucujemo da je f(—1)=18, sto daje:
18=a-(-1)’+b-(-)+c e a—b+c=18.

Analogno, iz podatka da graf funkcije f prolazi tockom B zaklju¢ujemo da je
f(1)=2, sto daje:

2=a-1*’+b-1+c = a+b+c=2.

Ako kvadratna funkcija poprima samo pozitivne vrijednosti, onda je njezin

vodedi koeficijent strogo pozitivan, a diskriminanta strogo negativna. To daje:

a>0,
b*—4-a-¢<0.

Tako smo dobili sljedece uvjete:
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a—b+c =18,
atb+c=2,
a>0,
b*—4-a-c<0.

Zbrajanjem prve dvije jednakosti dobivamo 2-a+2-c¢=20, otkuda dijeljenjem
sa 2 slijedi a+c¢=10, odnosno c¢=10—a. Oduzimanjem prve jednakosti od
druge slijedi 2-b=2-18<2-b=-16< b=-8. Uvrstimo ¢=10—a i b=-8 u

cetvrtu nejednakost, pa dobijemo:
(-8)°—4-a-(10—a)<0=64-40-a+4-a° <0 = a*-10-a+16<0.

Ovu nejednadzbu rijeSimo na uobicajen nacin. Najprije rijeSimo pripadnu

kvadratnu jednadzbu:

10£110*=4-1-16 _10+/100-64 10£~/36 _10+6 _

a’-10-a+16=0 a,, =

2-1 2 2 2
1 1 10—
alz 0+6=—6=8’ azzﬁzizz.
2 2 2 2

se . .. 2 . o . , ol
Bududi da je koeficijent uz a” jednak 1, odnosno strogo pozitivan, izraz ¢e biti
strogo negativan na otvorenom intervalu odredenom izracunanim rjesenjima

kvadratne jednadzbe, tj. za ae <2,8>. Primijetimo da je za ae <2,8> trivijalno

zadovoljen treéi uvjet a >0, pa je taj interval ujedno i rjeSenje zadatka.

4
30. P=16+20-arctg (gj =~34.5459 kv. jed. Nacrtajmo zadane pravce i kruznicu u

pravokutnom koordinatnom sustavu u ravnini. Srediste kruznice je §=(-2,3), a
polumjer r=+/20. Dobivamo sliku 2. Krivocrtni lik ABCD ¢iju povrSinu zelimo

izracunati Srafiran je zelenom bojom.

Odredimo najprije koordinate tocaka A, B, C'i D. U tu svrhu rijeSimo sustave dviju

jednadzbi s dvije nepoznanice:

x=-4, - |x=0,
1
(x+2)+(y=3)"=20 (x+2)"+(y=3)" =20.

U svakom od tih sustava prvu jednadzbu uvrstimo u drugu. Tako dobivamo:
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ae

/ ._Em

T % \i\-% vy %0//

A i b

Slika 2.

(—4+2)° +(y—3)>=20,  (0+2)*+(y—3)* =20,
(=2)" +(y=3)" =20, 2% +(y=3)" =20,
4+(y—3)* =20, 4+(y—3)* =20,

sto znaci da je lik ABCD osnosimetri¢an s obzirom na pravac x=-2. Zbog toga je
kruzni isjecak SCD sukladan kruznom isjecku SAB, a trokut SBC sukladan trokutu
SAD. Prema tome, trazena povrSina bit ¢e dvostruko veéa od zbroja povrsine
trokuta SBC'i povrsine kruznoga isjecka SCD.

Iz jednadzbe 4+ (y—3)>=20 slijedi (y—3)*=20-4< (y-3)’ =16 y-3=—4 ili
y-3=4< y=—4+3=—1 ili y=4+3=7. Dakle, koordinate tocka A, B, C'i D su
redom A =(=4,—1), B=(0,~1), C=(0,7) i D=(4,7).

Najprije izracunamo povrsinu trokuta SBC. Nju je lako izracunati jer znamo duljinu

jedne osnovice toga trokuta i duljinu visine na tu osnovicu. Preciznije, znamo:

azz‘B_C‘=1+7=8,
v, =d(S,BC)=2,
pa je:

P = % =8 kv. jed.
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Izracunajmo povrsinu kruznoga isjecka SCD. Znamo polumjer toga isjecka. On je
jednak polumjeru kruznice, t;j. r=~/20. Odredimo jos mjeru sredisnjega kuta
isjecka. Oznac¢imo tu mjeru s @. Ona je ujedno i mjera Siljastoga kuta izmedu
pravaca AC i BD, pa najprije moramo odrediti koeficijente smjera tih pravaca.

Tako imamo redom:

T-(=D) _7+1_8_

x.—x, 0-(-4) 0+4 4
Yo=Yy T1—-(GD T7+1 8

Xp—x, —4-0 -4 A4

tg @ = Kepp —Kpe _ 2-2 _ 4 :—_4:£:>
I+ky, ke 1+(=2)-2 1+(-4) -3 3

o = arctg (gj rad.

kAC_yc_yA _

b

=-2,

Zbog toga je povrsina kruznoga isjecka SCD jednaka:

4
20-arctg(j
2
J— a_ 5 3 =10-arctg(§j kv. jed.

Dakle, trazena povrsina je jednaka:
4 4 :
P=2-(Pyyc+Pscp)=2- [8+10-arctg (ED =16+20-arctg (gj = 34.5459 kv. jed.

Napomena: Mjeru kuta o iskazali smo u radijanima jer ta mjera omogucuje

o . . V1 .
korektnu primjenu funkcije arkus tangens (Gija je slika interval <—5,5> u kojemu
su ,mjerne jedinice* radijani). Medutim, izrazimo li o u stupnjevima, onda su:

ror-a 20-7-53.1301 x-53.1301
Piep = = = )
360 360 18

P=2-(Pyy +Pyy) = 2-(8+%81301j = 16+§-53.1301 ~34.5459 kv. jed.

Pripremio:
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