VY Matematika rjeSenja probnoga ispita
na drzavnoj iz veljace 2025.

TEHNIEKO VELEUCILISTE 11 Ia,turi (Viéa raZina)
U ZAGREBU UNIVERSITY OF
APPLIED SCIENCES ZACREB

1. D. Iz slike lagano oc¢itamo:

Z, =—3-1,
Z, =5,
3 =21,
7, =—2

Zbog toga je

L+t 7, =-3i+5+2-i+(-2) =
=3—1i

Tome je broju pridruzena tocka (3, —1) u Gaussovoj ravnini. Ona se nalazi u IV.
kvadrantu te ravnine (njezina prva koordinata je oCito strogo pozitivna, a druga
strogo negativna).

2. D. Imamo redom:

3. C. Imamo redom:

Brojnik ovoga razlomka jednak je 4-x—1.

4. B. Broj 30 treba podijeliti u omjeru 220:200:130, odnosno, nakon dijeljenja
svakoga clana omjera s 10, u omjeru 22:20:13. Pripadni omjerni koeficijent iznosi:

(o 30 _30_6
22+20+13 55 11’

pa je trazeni broj dana jednak
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d=—:22=12.
11

5. D. Sa slike lagano ocitamo da je tocki B pridruzen broj 1, a tocki A broj —5. Ako
svakom od tih dvaju brojeva dodamo 2, dobit é¢emo (cijeli) broj ¢ija je apsolutna
vrijednost jednaka 3. (U slucaju broja —5 dobit ¢emo —3, a u sluc¢aju broja 1 dobit
¢emo broj 3.) Zbog toga trazena jednadzba glasi

lx+2|=3.

Napomena: Zadatak je moguce rijeSiti i bez odredivanja broja pridruZenoga
toCki A. Naime, uo¢imo da vrijede jednakosti

1-2|=]-1 =1
1-1]=|0|=0,
1+1]=2|=2,
1+2|=3]=3.

Tako x=1 zadovoljava samo posljednju od cetiriju ponudenih jednadzbi, pa ta
jednadzba mora biti rjeSenje zadatka.

6. A. Primijetimo najprije da iz pretpostavke da je £ linearna funkcija slijedi a#0.
Neka je c¢ trazena promjena. Prema zahtjevu zadatka mora vrijediti jednakost

fx+o)=f(x)+2.
U tu jednakost uvrstimo pravilo funkcije /', pa dobivamo redom:

a-(x+c)+3=a-x+3+2,
a-x+a-c+3=a-x+3+2,
a-c=2, /:a

2

C=—.
a

7. A. Zadana funkcija je prava racionalna funkcija ¢iji je brojnik (4) razli¢it od nule.

Zbog toga ona ne moze poprimiti vrijednost 0 ni za koji xe R. Dakle, 0¢& R(f).

Lako se provjeri da vrijede jednakosti:
. (8
f@=2f3)=4 1f(§J=6
Zbog toga je
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{2,4,6} c R(f).

C. Prema pretpostavci je a-D <0. To znac¢i da su a i D razli¢itih predznaka. Zbog
toga razlikujemo dva slucaja:

1.) a>0, D<0. To znadi da je graf funkcije / parabola koja ne sijeCe os apscisa i
ima tocku globalnoga minimuma.
2.) a<0, D>0. To znaci da je graf funkcije £ parabola koja sije¢e os apscisa u

dvije razli¢ite tocke (jer funkcija f ima dvije razli¢ite realne nultocke) i ima
tocku globalnoga maksimuma.

Iz prilozenih slika vidimo da nijedna parabola nema svojstva iz slucaja 1., dok
svojstva iz slucaja 2. ima jedino parabola na slici C. Dakle, na toj je slici prikazan
graf polinoma 2. stupnja koji ima svojstvo iz zadatka.

A. Lako vidimo da je graf funkcije £ osnosimetrican s obzirom na os ordinata. To
znaci da je £ parna funkcija.

Medutim, funkcija fnije periodi¢na. Naime, promotrimo li samo dio grafa lijevo od
osi ordinata ili samo dio grafa desno od iste osi, zakljucit ¢emo da temeljni period
funkcije mora biti jednak 3 (jer vrijedi f(x+3)=f(x) kad god su x,x+3e[-6,0] ili

x,x+3€ [0,6].) No, ocito vrijede jednakosti

f-h=4,
f(-143)= f(2) =0,

pa zakljuCujemo da £ nije periodi¢na na segmentu [—6,6].
1
B. Nakon 2.5 sata broj cestica iznosi E-NO. Nakon jos 2.5 sata, odnosno ukupno

2
1 (1 1
2-2.5 sati broj cestica iznosi E(EN()):(E) -N,. Nakon jos 2.5 sata, odnosno

1((1Y 1Y
ukupno 3-2.5 sati broj cestica iznosi 5[(5) -NOJ:(EJ -N, itd. Tako induktivno

1 n
zakljucujemo da nakon ukupno n-2.5 sati broj cCestica iznosi (Ej N, .
Preostaje oznaciti t:=n-2.5, pa odatle izraziti n i uvrstiti u izraz za broj cestica:

n=_=2 041>
25 5
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1\
N:N(I)Z(EJ "N, =
1\
-n(3)

1
11. A. Primijetimo da je duljina stranice jednoga kvadrati¢a na mrezi jednaka Z:O.ZS

jed. duljine. Na zadanu kruznicu povuc¢emo tangentu u tocki (1, 0). Odredimo tocku
te tangente koja se nalazi 3 kvadrati¢a iznad tocke (1, 0). To je tocka A cije su

koordinate A:(L%J' Spojimo tu tocku s ishodistem pravokutnoga koordinatnoga
sustava u ravnini. Ta spojnica ¢e presje¢i nacrtanu sredisnju jedini¢nu kruznicu u
tocki E(#,). To znaci da je tangens broja t, jednak % (ordinati tocke A). Dakle,
trazena je tocka E(t)).

12.B. Nizovi A. i D. su aritmeticki jer se lako provjeri da je drugi ¢lan svakoga od njih

jednak aritmetickoj sredini prvoga i tre¢ega clana, odnosno da vrijede jednakosti:

) 04
2

4=213
2

Niz C. nije ni aritmeticki, ni geometrijski jer vrijede relacije:

7 1+5

2 2

2
[Zj £15
2

Niz B. je geometrijski niz jer je kvadrat njegova drugoga c¢lana jednak ummnosku
njegova prvoga i tre¢ega clana. Naime, lako se provjeri da vrijedi jednakost:

b

13. C. Najprije ¢emo dokazati sljede¢u tvrdnju.

Tvrdnja 1. Ako noziste visine na hipotenuzu pravokutnoga trokuta dijeli tu

hipotenuzu u omjeru m:n, onda se duljine kateta odnose kao Jm :/n ili obratno.
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Dokaz: Radi odredenosti, neka je ABC pravokutan trokut s pravim kutom pri vrhu
C. Neka je D noziste visine povucene iz vrha (' na hipotenuzu AB. Bez smanjenja
opéenitosti mozemo pretpostaviti da je

(A0 [BB] = m:n.

Promotrimo trokut CDA. On je pravokutan i ima pravi kut kod vrha D jer je CcD

visina na AB.U tome je trokutu

CD
AD|

tg(£LDAC) =

Promotrimo sada trokut CDB. I on je pravokutan i ima pravi kut kod vrha B. U

tome je trokutu

CD

tg(£DBC) = :
BD

Nadalje, ocito vrijede jednakosti:

ZDAC=ZBAC = «,
4DBC = ZABC = p3.

Dijeljenjem jednakosti

CD
tg(£LDAC) = 1—,

AD

CD
tg(£DBC) =

BD

i uvazavanjem

ZDAC=ZBAC =,
4DBC = ZABC = f3,

dobivamo:

tga |BD
tgf |AD

© mr. sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 5



VY Matematika rjeSenja probnoga ispita
na drzavnoj iz veljace 2025.

TEHNIEKO VELEUCILISTE 11 Ia,turi (Viéa I‘aZina)
U ZAGREBU UNIVERSITY OF
APPLIED SCIENCES ZACREB

BC
AC 1

AC| |AD
BC| |BD

BC 1
AC m
n

BC|) ,
ACl| m

BC AC

Jn
AC| m |BC

sto je i trebalo dokazati. [ |
Vratimo se na zadatak koji rjeSavamo. U nasem je slucaju
m:n=1:4,

pa je omjer duljina kateta jednak

a:b=+1:/4=

=1:2.

Napomena: Buduéi da u zadatku nije naveden nikakav podatak o tome kako je
oznacena dulja, a kako kraca kateta promatranoga trokuta, ispravan omjer
kateta je i 2 : 1. On nije naveden medu cetirima ponudenim odgovorima, pa
zadatak zbog toga ima jedinstven tocan odgovor.

14.B. Radi odredenosti, neka su 5 srediste zadane kruznice, D diraliste tangente i
kruznice, A sjeciste spojnice ST i kruznice i r trazeni polumjer kruznice. Iz

podataka u zadatku slijedi:

ﬁ‘:S cm,

TD|=9 cm,

ST =‘S_A‘+‘ﬁ‘ =r+5cm,

SD|=r.
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Prema Talesovu teoremu, trokut S7D je pravokutan s pravim kutom pri vrhu D.
Primjenom Pitagorina teorema na taj trokut dobivamo:
2

77 =[5 +f

(r+5)*=r>+9%,
r»+10-r+25=r"+81,

10-r=81-25,
10-r=56, /:10
r=5.6 cm.

15.C. Bilo koja ravnina u prostoru moze se jednoznacno zadati ili s tri svoje
medusobno razli¢ite nekolinearne tocke (tocke koje ne pripadaju istom pravcu) ili s
tocno jednim pravcem koji pripada ravnini i toéno jednom tockom ravnine izvan
toga pravca ili s toéno dva pravca koja se sijeku ili s toc¢no dva usporedna
(paralelna) pravca. Nijedna ravnina u prostoru ne moze se jednoznacno zadati s dva

mimosmjerna (mimoilazna) pravca.

16.D. Neka su a duljina osnovnoga brida kocke i R duljina polumjera kugle. Duljina
promjera kugle jednaka je duljini prostorne dijagonale kocke. Tako dobivamo:

2-R=a-\3, /:2-a)
R _\3
a 2

Tako slijedi da je trazeni omjer jednak:

Okugle _ 4'R2'TC
0, 6-a’

kocke

()

3
> >
N|§| 8 | =

N——
o
Il

3
B w
I

1]
PR Wi WY WM
S|
7 N\

17. A. Skalarni umnozak dvaju vektora je negativan realan broj ako i samo ako je
kosinus kuta kojega zatvaraju ti vektori negativan, odnosno ako i samo ako ti
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vektori zatvaraju tupi kut. Translatiramo li vektor v tako da ima istu pocetnu
totku kao i vektor w, lako vidimo da ta dva vektora zatvaraju tupi kut. Dakle,

njihov je skalarni umnozak negativan.

Potpuno analognim postupkom u slucajevima B. i D. zakljucujemo da vektori u tim
slucajevima zatvaraju Siljasti kut, pa je njihov skalarni umnozak pozitivan. Vektori
u slucaju C. su medusobno okomiti, pa je njihov skalarni umnozak jednak nuli.

B. Pravci koji su za 5 jed. duljine udaljeni od pravca y=1su y=6 i y=—4. Tocka

T nalazi se na prvom pravcu ako i samo ako je 2-a—3=6, odnosno a=%=4.5.

Toc¢ka 7 nalazi se na drugom pravcu ako i samo ako je 2-a—3=-4, odnosno
-1

a=—=-0.5.
2

Vrijednost 4.5 ne nalazi se medu cetirima ponudenima odgovorima, dok se
vrijednost —0.5 nalazi kao odgovor pod B.

D. Iz zadanoga grafickoga prikaza ocitamo:

Xinin =
0 =38
Me =12,
0, =15,
X, =22.

Te podatke interpretiramo ovako:

Najmanji broj djece rodene u jednom danu te veljace jednak je 5.
U i 28 =7 dana te veljace rodeno je manje od osmero djece.

U % 28 =14 dana te veljace rodeno je manje od 12 djece.

U % 28 =21 dan te veljace rodeno je manje od 15 djece.

Najveci broj djece rodene u jednom danu te veljace jednak je 22.
Prema tome, tvrdnja D. nije to¢na, dok su ostale tri tvrdnje tocne.

Napomena: Drugu, trecu i ¢etvrtu tvrdnju mozemo interpretirati i ovako:

U % 28 =21dan te veljace rodeno je vise od osmero djece.
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U % 28 =14 dana te veljace rodeno je vise od 12 djece.

U i 28 =7 dana te veljace rodeno je vise od 15 djece.

20. C. Svaki odgovor biramo sluc¢ajno i nezavisno u odnosu na ostale odgovore. Prema

pravilu umnoska, trazeni je broj jednak

4.4...-4=4"
%/_/

20 faktora

Napomena: Dobiveni rezultat je zapravo odgovor na pitanje: Na koliko razlicitih
nacina mozemo rijesiti ispit ako svaki odgovor biramo slucajno i nezavisno te
ako odgovorimo na sva pitanja? ToCan odgovor na pitanje postavljeno u
zadatku je 4 jer odgovor na svako pitanje mozemo izabrati na tocno 4 razliCita

nacina.
21.0. Koriste¢i osnovna pravila za korjenovanje imamo redom:

2 =T 4370 =2 3T+ R =
=3/ VT +YT x=
=x- () 7+7 -x=
= x-7-((-D+1) =
—x-37-0=
=0.

22. 10", Uoc¢imo da vrijede jednakosti:

50 000 000=5-10",
1024 =2",
8§=2.2%

Zbog toga je trazeni broj jednak:

(5-107)"-1024-8=5"-(107)" 2" . 2* =
=51.21.10™" =
=(5-2)"-10"" =
=10"-10"" =
=100 =

=10+ =
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23. Bilo koja kvadratna jednadzba oblika a-x*+a-(b+c)-x+a-b-c=0, pri éemu su
a,b,ce R, a#0, b#c. Svaka kvadratna jednadzba c¢ija je diskriminanta pozitivna
ima toc¢no dva razli¢ita realna rjesenja. Zbog toga takvu jednadzbu mozemo zapisati
u obliku

a-(x+b)-(x+c)=0,

pri ¢emu su a,b,ce R, a#0, b#c. MnoZenjem i sredivanjem izraza na lijevoj strani
jednadzbe dobivamo:

a-(x2+b-x+c-x+b-c)=0,

a-(x2+(b+c)-x+b-c) =0,

a-x*+a-(b+c)-x+a-b-c=0.
Doista, diskriminanta svake jednadzbe ovoga oblika je jednaka:

D=(a-(b+c))’ —4-a-a-b-c=

=a’-(b+c¢)*—4-a*-b-c=

=a*((b+c)’—4-b-c)=

=a* (b’ +2:b-c+c’—4-b-c)=

=a’ -(b2—2-b-c+cz)=

=a’-(b—c)’ =

=(a-(b-c)).
Prema pretpostavci su a#0, b#c,pa su oba faktora u zagradi razlicita od nule.
Njihov kvadrat je strogo pozitivan realan broj, sto se i zahtijevalo.

Takve jednadzbe su npr. X’ +x—6=0 (koja se dobije za a=1, b=-2, c=3),
2:x*=50=0 (koja se dobije za a=2, b==5, c=5) i dr.

3
24. x€ [—,6] Primijetimo da mnoZenjem binoma na lijevoj strani nejednadzbe

dobijemo polinom 2. stupnja ¢iji je vodeéi koeficijent jednak —5. Taj je koeficijent
strogo negativan, pa dobiveni polinom 2. stupnja poprima nenegativne vrijednosti
na segmentu koji je odreden nultockama toga polinoma. Te nultocke vrlo lako mo-

© mr. sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 10
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zemo odrediti koristeci zapis zadane jednadzbe:

5-x-3=0, 6—x=0,
5-x=3, [/:5 —-x=-6, /:(-1
xzé. x=06.

5

3
Dakle, trazeni skup svih rjesenja zadane nejednadzbe je segment [5,6]

25. 2% Koristeéi osnovna svojstva  funkcije apsolutne vrijednosti (modula)
kompleksnoga broja dobivamo:

2024

|+ =|a+0)

_ (m)zoﬂ _

26.16 minuta. Odredimo jednadzbe pravaca po kojima se gibaju automobil i motocikl.
Pravac po kojemu se giba automobil prolazi tockama (0,8)1(2,10). Njegova
jednadzba glasi:

Pravac po kojemu se giba motocikl prolazi tockama (0,0)1 (4,6). Njegova
jednadzba glasi

Trazeno vrijeme je jednako apscisi sjecista tih dvaju pravaca. Odredimo tu apscisu
rjeSavajuci odgovarajuéi sustav dviju linearnih jednadzbi s dvije nepoznanice meto-
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Dakle, trazeno je vrijeme 16 minuta.

27. JednadZba nema realnih rjeSenja. Primijetimo da vrijede nejednakosti:

28.

© mr. sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac

2°4+3>0+3=3>2=2'=>
2°+3>2' VxeR.

Zbog stroge pozitivnosti obiju strana posljednje nejednakosti, smijemo logaritmirati
svaku stranu te nejednakosti po bazi 2, pri ¢emu — zbog strogoga rasta logaritamske
funkcije ¢ija je baza 2 — znakovi nejednakosti ostaju nepromijenjeni:

log, (2" +3) >log, (2'),
log, (2' +3)>1, Vxe R.

Dakle, vrijednost izraza 10g2(2x+3) je strogo vecéa od 1, za svaki xe R. To znaci da

zadana jednadzba nema realnih rjesenja.

b,b-q i b-q°, pri éemu su be R, qe<—1,1>. Prisjetimo se da geometrijski niz
konvergira ako i samo ako je apsolutna vrijednost njegova koli¢nika strogo manja
. pri
cemu su be R, ge (-1,1). Uocimo da je granicna vrijednost (limes) takvoga niza

jednaka 0.

n-1

od 1. Dakle, rjesenje zadatka je svaki niz €iji je opci ¢lan oblika a, =b-g

Neki ,konkretni“ primjeri takvih konvergentnih geometrijskih nizova su a, =2°",
a,=5"" i dr. Prva tri ¢lana prvoga niza su 2*=4, 2'=2 i 2°=1, dok su prva tri
¢lana drugoga niza 5° =125, 5 =25 i 5' =5.

12
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29. f (x)=5-x"-sinx+x’ -cosx. Primjenom pravila za deriviranje umnoska dviju

funkcija i tablice osnovnih derivacija funkcija dobivamo:

f (x)=(x5) -sinx+x”-(sinx) =
_ 5-1 - 5 _
=5-x7" -sinx+x’-cosx=
=5-x*-sinx+x -cosx.

30. 2.26346 rad. ~129°4112". Neka je o trazena mjera tupoga kuta. Primjenom teorema
o sinusima dobivamo:

8 18

sin20° sina’

sinazg-sinZO",
4
. (9 . .
o= n—arcsm(z-sm 20 j =
~2.26346 rad. ~129°4112".

31.15.2%. Neka su r i v redom polazni polumjer osnovke, odnosno duljina visine
stosca. Tada je polazni volumen stosca

2

V =—-r"-m-v.

1
pg'

Nakon poveéanja od 20%, novi polumjer osnovke stosca jednak je

Tako slijedi da je novi volumen stosca

© mr. sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 13
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1
4 =§'42'7T'V1 =
1 2
=5 (120 (081 =
1 2 2
=—12"r"-n-0.8-v=
3
2 1 2
=(1.2 -O.S)-[—-r -n-vj:
3
=1.152-V, =
=(1+0.152)-V, =
15.2
=V +—V.
P100 7

Odatle izravno zaklju¢ujemo da se volumen stoSca povecao za 15.2%.

32. % Primijenit ¢emo geometrijsku vjerojatnost. Prostor elementarnih dogadaja Q je

vremenski interval kojemu su pocetni trenutak 7:45 sati, a Sirina jednaka slijedu
dolazaka autobusa, tj. 12 minuta. Dakle, njegova je mjera (iskazana u minutama)
jednaka

m(Q)=12.

Skup svih povoljnih ishoda je vremenski interval kojemu je pocetni trenutak 7:45
sati, a krajnji trenutak 8:00 sati — 7 minuta = 7:53 sati. Njegova je mjera (iskazana
u minutama) jednaka

m(A)=7:53-"7:45=8.
Tako slijedi da je trazena vjerojatnost jednaka

_m(4) _

PA) mQ)

8
12
2

>

2 "
33. arctg (gjz0.3805 rad.=21°485. Ogznac¢imo s o trazenu mjeru kuta. Tangens

promatranoga kuta jednak je koeficijentu smjera zadanoga pravca. Tako odmah
dobivamo:
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VY Matematika rjeSenja probnoga ispita
na drzavnoj iz veljace 2025.
TEHNICKO VELEUCILISTE | maturi (Viéa raZina)
g =2
gax=7_,
5

o = arctg @j ~0.3805 rad. =~ 21°485 .

34. (x+2)*+(y=1*=5 ili x*+y*+4-x—-2-y=0. Sa slike vidimo da je srediste

kruznice tocka
S=(-21).

Kvadrat duljine polumjera kruznice jednak je kvadratu udaljenosti tocaka S i

ishodista pravokutnoga koordinatnoga sustava u ravnini:

r’=(0-(=2)’+0-1*=
=27 +(-1)*=
=4+1=
=5.

Prema tome, jednadzba kruznice glasi:

K..(x—=(=2))>+(y—1)> =5,
(x+2)2+(y—1)> =5,

ili u razvijenom obliku
X +y +4-x-2-y=0.

35.1.) 245 jed. duljine. U jednadzbu kruZnice uvrstimo y=0. Dobivamo kvadratnu
jednadzbu:

x*—=5=0.

Njezina su rjeSenja x, =—+/5, x, =~/5. TraZena je duljina jednaka apsolutnoj

vrijednosti razlike tih rjesenja:

d =[5 -+3|=
:‘_2.\/5‘:

=25 jed. duljine.

2.) 3 jed. duljine. Zapisimo jednadzbu kruznice u opéem obliku. Imamo redom:
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X +y +4-y-5=0,
X +(y +4 y+4)-4-5=0,
X +(y+2)°=9.

Odatle oc¢itamo:

pa je trazena duljina jednaka
r=9=3 jed. duljine.

36.1.) D(f )=[0,+<>°>. Zadana funkcija je definirana kad god je definiran drugi korijen

iz izraza pod tim korijenom (radikanda). Taj je korijen definiran kad god je
radikand nenegativan, tj. kad god je

x20.

To znac¢i da je prirodna domena zadane funkcije skup svih nenegativnih realnih
brojeva, tj.

D(f)=[0,4<).

1 13 .. o
2.) y=E'X+E ili x—10-y+65=0 ili —i65+%:1' Odredimo najprije ordinatu

2
uocene tocke. Ta je ordinata jednaka:

£(25)=4++/25=
=4+5=
=9,

Dakle, rijec je o tocki T =(25,9).

Koeficijent smjera trazene tangente jednak je vrijednosti prve derivacije funkcije £
za x=25. Zbog toga najprije odredimo tu derivaciju koriste¢i osnovna pravila za

deriviranje i tablicu derivacija osnovnih funkcija:

f(x)=4+x*=

f'(x)=(4)'+[x2] :
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na drzavnoj
TEHNICKO VELEUCILISTE ma:t uri

1

f'(x)=0+%-x21=

_

2

1
=—.X
2

Koeficijent smjera trazene tangente jednak je

-1

k =f(25)==-25% =

1
2

Ovu jednadzbu mozemo zapisati u implicitnom i segmentom obliku:

1 13

=—-x+— /-10
1072

10- y=x+65,
x—10-y+65=0

x—10-y=-65 /:(-65)

LT A
_65+E 1.
2
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VY Matematika rjeSenja probnoga ispita
na drzavnoj iz veljace 2025.
TEHNICKO VELEUCILISTE | maturi (Viéa raZina)

37.1.) x,=-2,x,=2, x,=10. Trazimo apscise iz segmenta [-9,11] svih onih tocaka
zadanoga grafa cije su ordinate jednake —1. Sa slike vidimo da postoje tocno tri
tocke grafa cije apscise pripadaju segmentu [-9,11], a ordinate su jednake —1. Te tri
tocke su (-2, -1), (2, -1) i (10, —1). Prema tome, trazena rjesenja jednadzbe

f(x)=-1 koja pripadaju segmentu [-9,11] su x =-2, x, =21i x, =10.

2.) -2; % Sa slike vidimo da graf zadane funkcije prolazi tockom (0, —2). To znadi

da vrijedi jednakost:

A= £(0)=-2.

Nadalje, udaljenost izmedu apscise bilo kojega lokalnoga ekstrema i apscise tom
ekstremu susjednoga sjeciSta grafa s osi apscisa jednaka je 3. (Npr. tocka
lokalnoga minimuma je (0, —2), njoj susjedno sjeciste grafa s osi apscisa je (3, 0),
pa je spomenuta udaljenost jednaka [3-0/=3.) Ta je udaljenost jednaka

cetvrtini temeljnoga perioda promatrane funkcije. Zbog toga imamo:

1
_._n:3’ /.E
4 B 3
po2n_T

1 6

Napomena: Za razliku od standardne harmonijske funkcije, pravilo zadane
funkcije nije moguce transformirati tako da vrijedi nejednakost A,B>0.

38.1.) 15 cm. Bez smanjenja opcéenitosti mozemo pretpostaviti da je « =28 cm.
Trazena duljina visine je jednaka:

28
420
=R =
=15 cm.

2.) P= Ez 52.5 cm?. Trokut ¢iji su vrhovi polovista stranica zadanoga trokuta je

slican zadanom trokutu s koeficijentom sli¢nosti k = % To znaci da je povrsina
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VY Matematika rjeSenja probnoga ispita
na drzavnoj iz veljace 2025.
TEHNICKO VELEUCILSTE maturi (viéa razina)

2
toga trokuta jednaka (%) =i povrsine zadanoga trokuta. Dakle,

p=1.210=
4

_ 105 _
2
=52.5 cm?.

39.1.) V= 45 cm?® Trazeni volumen je jednak:

<
I
<
I

&

I
Q
<
I

N

glwl
o .
(3]

I
Q
<
I

[S—
[\

=45 cm’.

2.) P= 3-4/3 cm®. Radi odredenosti, oznacimo vrhove promatrane piramide s 4, B,
C'i D. Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je trokut ABC baza
piramide. Takoder, bez smanjenja opcenitosti mozemo odabrati pobocku ABD.
Prilikom ortogonalnoga projiciranja trokuta ABD na trokut ABC vrhovi A i B
su fiksne tocke (tj. vrh A se preslika sam u sebe i vrh B se preslika sam u sebe).
Vrh D se preslika u teziste 7 trokuta ABC. Dakle, slika promatrane pobocke pri
ortogonalnom projiciranju na ravninu baze je trokut ABT.

Spojimo li teziste 7's vrhovima trokuta AABC, dobit ¢emo ukupno tri trokuta:
ABT, ACT i BCT. Oni su medusobno sukladni npr. prema teoremu S— 95— §
(tocno jedna stranica svakoga od njih je brid baze piramide ABCD, te vrijede

jednakosti ‘ﬁ‘:‘ﬁ‘:‘ﬁ‘ (prema Teoremu o tezistu trokuta, svaka od tih
duljina jednaka je % duljine tezisnice povucene iz bilo kojega vrha baze)). To

znaci da su i njihove povrsine medusobno jednake. Zbroj tih povrsina jednak je
povrsini baze ABC, pa slijedi da je povrsina trokuta ABT jednaka treéini
povrsine baze ABC!
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VY Matematika rjeSenja probnoga ispita
na drzavnoj iz veljace 2025.
resmeno vecvewsTe maturi (viSa razina)
p=1p-
3
13,

Il
Q
Il

N

a
[}
Il

Sel&;:

:—-36:
12

=3-43 cm’.
40. Za svaki prirodan broj n imamo sljedeé¢i ,lanac* nejednakosti:

4~n—3<3~n—2
4-n+1 3-n+1’
(4-n+1)—4<(3-n+1)—3
4-n+1 3-n+1
4-n+1 4 <3-n+1_ 3
4-n+1 4-n+1 3-n+1 3-n+l’
4 <l 3 ,
4-n+1 3-n+1
—4 -3
<
4-n+1 3-n+l1
-4 -B-n+1)<(-3)-4-n+1),
—-12-n—-4<-12-n-3, [+12-n
—4 < -3.

/-1

. /(4 n+D)-G-n+l)

Posljednja nejednakost je ocito istinita, pa zaklju¢ivanjem ,unatrag® slijedi da je
istinita i prva nejednakost. Odatle izravno slijedi tvrdnja zadatka.

—24 = 32 - (ﬁ) =?4.7+%-}'. Pretpostavimo da je a=a.i+a,j, pri

cemu su a a € R. Iz zahtjeva da vektor a treba imati duljinu 8 jed. duljine

dobivamo jednadzbu:

Vektor a ée biti okomit na vektor 12 .i—9-j ako i samo ako skalarni umnozak tih

dvaju vektora bude jednak nuli. Tako dobivamo jednadzbu:
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12-a,+(=9)-a, =0,
12-a, :9-ay, /:12
9

3
a,=—-a =—-a
12 7 4

ye

Tako smo dobili sustav jedne kvadratne i jedne linearne jednadzbe s dvije
nepoznanice:

ai + 64,

a =

g =
3
Z-ay.

Uvrstavanjem druge jednadzbe toga sustava u prvu jednadzbu dobijemo:

2
(g-ayj +af=64,
4 P P

i-af+af=64,
16 - :

Za (ay )1 =_?32 dobijemo:

© mr. sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 21



VY Matematika rjeSenja probnoga ispita
na drzavnoj iz veljace 2025.

TEHNIEKO VELEUCILISTE 11 Ia,turi (Viéa raZina)
U ZAGREBU UNIVERSITY OF
APPLIED SCIENCES ZACREB

Za (ay)2 =% dobijemo:

N AW AW
W
m|N
Il

w|R

Dakle, zadatak ima to¢no dva rjesenja:

Napomena: Iz geometrijskih razloga smo mogli naslutiti da ¢e zadatak imati
tocno dva razlicita rjeSenja i da ce ta rjeSenja biti suprotni vektori.

42. CZI cm =6.25 cm. Neka su a, b i ¢ duljine kateta, odnosno duljina hipotenuze

promatranoga trokuta. Uoc¢imo da, zbog zahtjeva da ti brojevi tvore aritmeticki niz,
nikoja dva od njih ne mogu biti jednaka. Naime, ako bi bilo « =5, onda bismo
imali konstantni niz (aritmeticki niz ¢ija je razlika jednaka nuli), pa bi slijedilo
b = ¢, $to je nemoguce kad god se radi o pravokutnom trokutu (duljina bilo koje
katete nuzno mora biti strogo manja od duljine hipotenuze). Tako zaklju¢ujemo da
vrijedi nejednakost:

a<b<c.

Iz zadanih podataka dobivamo sljede¢i sustav triju jednadzbi s tri nepoznanice:

b:a+c’

2
a+b+c=15,
ct—a’=b.

Prva jednadzba posljedica je ¢injenice da brojevi a, b i ¢ u danom poretku tvore
aritmeticki niz.

Druga jednadzba posljedica je zahtjeva da opseg trokuta treba biti jednak 15 cm.
Treca jednadzba je Pitagorin teorem primijenjen na zadani trokut.
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Iz prve jednadzbe je
a+c=2-b.

Uvrstavanjem te jednakosti u drugu jednadzbu dobivamo:
2-b+b=15,

3-b=15, /:3
b=5.

Uvrstimo dobiveni rezultat u drugu i tre¢u jednadzbu:

A—at=5
a+c=15-5,
(c—a)-(c+a)=25,
a+c=10,
(c—a)-(c+a)=25.

{a+5+c=15,

Uvrstavanjem prve od tih dviju jednadzbe u drugu dobijemo:

a+c=10,
(c—a)-10=25, /:10
a+c=10,

5
c—a=—.

2

Preostaje zbrojiti dvije dobivene jednadzbe:
2-¢c=10 +§,
2
25

2.c=—, [:2
2

Dakle, trazena duljina hipotenuze promatranoga trokuta iznosi 27;5 =6.25 cm.

43. {g+k ‘M ke Z}U{%+k M ke Z}. Rastavimo lijevu stranu jednadzbe koristecéi

formulu za razliku kvadrata, pa primijenimo osnovni trigonometrijski identitet i
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formulu za kosinus dvostrukoga argumenta. Dobivamo:
2
(cos2 x)2 — (sin2 x) =0.5,
(cos2 x—sin’? x) - (cos2 x+sin? x) =0.5,
cos(2-x)-1=0.5,

cos(2-x)=0.5,
2-x=xarccos(0.5)+2-k-m,

2-x=i§+2-k-n, /:2

x:i%+k-n,ke 7.

Dakle, skup svih rjesenja zadane jednadzbe je
S ={g+k-n: ke Z}u{%ﬂc-n: ke Z}.

900

e ~1174.86656 cm”. Neka su a i ¢ duljine osnovica trapeza oznacene tako da je
sin

a>c. Neka su bi vredom duljina kraka, odnosno duljina visine trapeza.

Iz slike se vidi da je duljina visine trapeza jednaka duljini promjera trapezu upisane
kruznice. Umnozak duljine toga promjera i broja ® jednak je opsegu trapeza. Tako
dobivamo jednadzbu:

vor=30-t /:m>0
v =30.

Budué¢i da se zadanom trapezu moze upisati kruznica, on je tangencijalni
¢etverokut. Prema teoremu o tangencijalnom cetverokutu vrijedi jednakost:

2-b=a+c [:2
b:a+c'
2

Preostaje uociti pravokutan trokut kojemu je duljina jedne katete jednaka duljini
visine trapeza, duljina hipotenuze jednaka duljini kraka trapeza, a mjera kuta
nasuprot uocenoj kateti jednaka mjeri unutarnjega kuta trapeza. Tako slijedi:

sin50° = 2,
b
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14

~ sins0°

Tako je trazena povrsina trapeza jednaka:

24
45. x€ <0,1]U[3,4>U<4,?> RijeSsimo svaku nejednadZbu zasebno, pa odredimo

_a+tc

P= V=

2
=bh.y=
1%
sin 50°
V2
sin 50°
30°
sin 50°
_ 900
~ sin50°

~1174.86656 cm®.

presjek dobivenih skupova. Taj ¢e skup biti rjesenje zadatka.

Skup svih rjesenja prve nejednadzbe je skup na kojemu je polinom £ padajuca
(to¢nije, ne-rastuca) funkcija. Naime, znamo da za funkcije neprekidno derivabilne

na intervalu 7/ vrijedi ekvivalencija:

Sa slike lako vidimo da je f ne-rastuéa na I=[—2,1]U[3,+<><>>. Zbog toga je taj

(f ne-rastu¢anal) < (f'(x)SO, Vxe I).

skup ujedno i skup svih rjesenja prve nejednadzbe.

Prijedimo sada na rjesavanje druge nejednadzbe. Imamo redom:

(5-x—4) (x—4)—(5-x—4)- (x—4) _

g ()=

(x—4)°
_ G1-0)-(x=4)—(5-x—-4)-(1-0) _

(x—4)
5 (=4 -5 x=4)1 _

(x—4)’
5-x-20-5-x+4 _

(x—4)°

. -16
(x—4)’
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v 5-x—4 16
gx)+g (x)= I
_Gx-4)-(x—-4-16 _
(x—4)°
5 x"—4-x-20-x+16-16 _
(x—4)°
5-x°=24-x
T
s.x.(x_%)
5
R

Posljednji izraz bit ¢e strogo negativan ako i samo ako je
24 .
x-(x—?j<0 1 x#4.

Lijeva strana prve nejednadzbe je polinom 2. stupnja ¢iji je vodedi koeficijent 1. On
poprima strogo negativne vrijednosti na otvorenom intervalu odredenom

nultockama polinoma. Lako o¢itamo da su u ovom slucaju te nultocke

24
x=01 x,=—

24
Dakle, skup svih rjesenja druge nejednadzbe polaznoga sustava je <O,?>\{4}.

24
Preostaje odrediti presjek skupova [—2,1]u[3,+oo> i <O,?>\{4}. Lako nalazimo da

24
je taj skup <O, 1]u[3, 4>u<4,?>. Taj je skup ujedno i skup svih rjesenja zadanoga
sustava nejednadzbi.

Napomena: Iako je na slici prikazan samo dio grafa polinoma £, zakljuéak o
intervalima pada (i rasta) toga polinoma je ispravan. Naime, svaki polinom 4.
stupnja moZe imati najvisSe tri lokalna ekstrema. Na slici vidimo da polinom £
ima toc¢no tri lokalna ekstrema. To znaci da na ,nevidljivom“ dijelu grafa nema
tocaka lokalnih ekstrema i da je zakljucak o intervalu pada ispravan.

Pripremio:

mr. sc. Bojan Kovacié, visi predavac
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