VY Matematika | rjeSenja zadataka iz
na drzavnoj kolovoza 2021.
T macutn maturi (viSa razina)

1. C. Razlika dvaju prirodnih brojeva ne mora biti prirodan broj. Npr., 1,2e€ N, ali
1-2=-1¢ N.

Koli¢nik dvaju cijelih brojeva ne mora biti cijeli broj. Npr., —1L2eZ, ali
—1:2:_—1$Z.
2

Umnozak dvaju iracionalnih brojeva ne mora biti iracionalan broj. Oznac¢imo li s I

skup iracionalnih brojeva, onda su V2, 2.2, ali \/5(2\/5) =4¢1.

Medutim, zbroj dvaju racionalnih brojeva je uvijek racionalan broj. Ako su
a c a ¢ a-d+b-c

—, —€Q, pri ¢emu su a,ce Z, b,de N, onda je —+—=———¢ jer su zbroj
TRV Yt d T g oY) :
i umnozak cijelih (pa posebno i prirodnih) brojeva ponovno cijeli brojevi (odnosno,

prirodni brojevi ako su oba pribrojnika/faktora prirodni brojevi).

2. D. Ocito je m#0 jer bi u suprotnom umnozak bio jednak nuli. Zbog toga zadanu

jednakost smijemo podijeliti s m. Tako imamo redom:

2
r+p=—,
m
2
p=—-—r.
m

3. D. Rijesimo zadanu nejednadzbu na uobic¢ajen nacin. Imamo redom:

4-x—8+3-3-x>5-x,
4-x-3-x—5-x>8-3,
—4-x>5, /:(-D
4.-x<-5.

(Dijeljenjem nejednadzbe strogo negativnim realnim brojem ,okreée“ se znak
nejednakosti.) Dakle, rjesenje zadatka je nejednadzba pod D.

4. A. Odredimo cijenu jedne litre jogurta prije, odnosno poslije uc¢injenih promjena.
Dvaput ¢emo primijeniti jednostavno pravilo trojno jer su veli¢ine ,volumen

jogurta“ i ,cijena jogurta“ upravno razmjerne. Najprije postavimo shemu:

T 0.8 litara T 8.92 kn

1 litra x kn

iz koje dobivamo razmjer:
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x:8.92=1:0.8.

Rijesimo taj razmjer na uobicajen nacin:

O.8~x=1-8.92<:>0.8~x=8.92<:>xz%zll.li

Dakle, cijena jedne litre jogurta prije ucinjenih promjena bila je 11.15 kn. Na
potpuno analogan nacin odredimo cijenu jedne litre jogurta poslije ucinjenih

promjena. Ponovno postavimo shemu:

T 0.6 litara T 7.20 kn

1 litra v kn

iz koje dobivamo razmjer:
y:7.20=1:0.6.
Rijesimo taj razmjer na uobicajen nacin:

0.6-y=1:7200.6-y=7.20 = y=70'—260:12.

Dakle, cijena jedne litre jogurta poslije uc¢injenih promjena je 12 kn. U odnosu na
cijenu prije ucinjenih promjena, cijena je povec¢ana za 12—11.15=0.85 kn = 85 Ip.

5. C. Neka je n ukupan broj ispecenih peciva. Bez smanjenja opcéenitosti mozemo
pretpostaviti da su peciva oznaCena brojevima 1, 2, .., n Za svaki i=1,..,n

ozna¢imo s m, masu peciva oznacenoga brojem 7. Iz zadanih podataka zakljucujemo

da vrijede jednakosti:

m+..+m,

=70.1,
n
m+..+m,
—2=693.
n
3

Prva od tih dviju jednakosti predstavlja izracun prosjecne mase svih n peciva, a

druga izra¢un prosjeéne mase treé¢ine peciva. (Bez smanjenja opcenitosti mozemo

pretpostaviti da su peciva koja tvore tu treé¢inu oznacena brojevima 1, 2, .., %)

Trazimo prosje¢nu masu preostale dvije tre¢ine ispec¢enih peciva. Ona su oznacena
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. . 2 .. . .
brojevima E+1,...,n. Ima ih ukupno E-n, pa se njihova prosjecna masa odreduje iz

izraza:

m, +..+m

§+1
s = >
“n
3
Iz dviju zadanih jednakosti redom slijedi:
m+..+m,=70.1-n, m,+...+m, =70.1-n, m+..+m =701-n
L tetm, d-n,

3

= = — =
ml+...+mn:69.3-(%-nj m1+...+mn=(69.3-lj-n m+..+tm, =23.1-n

3 3

[ml +...+mnj+[mn +...+mnj:70.1-n,
= —+1
3

3

m+..+m, =23.1-n.
3

Oduzimanjem druge jednakosti od prve dobivamo:

[ml +...+mnj+[mn +...+mnj—[m1 +...+mnj:70.1-n—23.1-n,

—+1
3 3 3

m, +..+m,=47-n.

—+1
3
Tako slijedi da je trazena prosjecna masa preostale dvije tre¢ine peciva jednaka:

m, chectm, 473
—+1 . .
3 =3 T2 2705
2.
3

6. D. Peti ¢lan geometrijskoga niza dobijemo tako da treé¢i ¢lan toga niza pomnozimo s
kvadratom koli¢nika niza. Ekvivalentno, vrijedi jednakost: g, =g,-¢°. Iz postavki

zadatka zakljucujemo da su g5 =1296, g =g, pa slijedi:

_8s 1296 _ 1296 _ 129366- 25 _ 26 25— 000,

gS_qz 62 ﬁ
5) 25
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1 3 3 3 m 3
7. C. Prisjetimo se da je 27=3 :(92j =92, Zbog toga je 27" =(92j = (9’”)2.
Uvrstavanjem te jednakosti u zadanu jednakost dobijemo:

3
(9")2 =8.

. . 2 o
Lijevu i desnu stranu ove jednakosti potenciramo na eksponent 3 pa slijedi:

w

2 2 2
3

(2P e (97) =23 9" =22 9" =4,
(2°) = (97)

3 2 3
Dakle, trazena je vrijednost jednaka 4.

8. B. Bez smanjenja opcenitost mozemo pretpostaviti da su stranice trokuta oznacene
tako da vrijede jednakosti a=7.2 cm,b=6.5cm, y=31". (Stranice a i b zatvaraju
kut nasuprot treéoj stranici ¢, a mjera toga kuta se standardno oznacava s %)
Primijenimo kosinusov poucak, pa dobijemo:

c=rd’ +b°=2-a-b-cosy =/7.2° +6.5 —2-7.2-6.5-cos 31" =~/51.84+42.25-80.230859 =
=+/13.859141=3.722787 = 3.72 cm.
9. A. Primijenit ¢emo teorem K-S-K o sukladnosti trokutova (dva su trokuta sukladna
ako se podudaraju u jednoj stranici i dvama kutovima uz tu stranicu). Medu

ponudenim trokutovima treba pronac¢i onaj kojemu kutovi uz stranicu duljine 6.3
cm imaju mjere 40° i 65°.

Trokut ponuden pod A. uz stranicu duljine 6.3 cm ima kutove mjere 40° i
180°—(40°+75°)=180°—115°=65°. Prema navedenom teoremu, taj trokut je

sukladan zadanom trokutu.

Trokut ponuden pod B. uz stranicu duljine 6.3 c¢cm ima kutove mjere 75° i
180°—(75°+65°)=180°—140°=40°. Prema navedenom teoremu, taj trokut nije

sukladan zadanom trokutu.

Trokut ponuden pod C. uz stranicu duljine 6.3 cm ima kutove mjere 40° i 75"
Prema navedenom teoremu, taj trokut nije sukladan zadanom trokutu.

Trokut ponuden pod D. uz stranicu duljine 6.3 cm ima kutove mjere 75" i 65"
Prema navedenom teoremu, taj trokut nije sukladan zadanom trokutu.
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10. B. Dokazat ¢emo sljede¢u tvrdnju.

Tvrdnja 1. Udaljenost pravaca py.y=k-x+l i p,.y=k-x+l,, pri cemu su
l,-1
k,l,l, e R, jednaka je d:u

Vi+k2

Dokaz: Ako je k=0, onda su zadani pravci usporedni s osi apscisa, pa je njihova
udaljenost jednaka udaljenosti njihovih sjecista s osi ordinata. Ta sjeciSta su
S, =@0,) 18,=(0,0,), a njihova je udaljenost jednaka d(Sl,Sz)=|lz—ll|. Ta

udaljenost dobije se i uvrstavanjem k=0 u formulu koju zelimo provjeriti. Dakle, u
slucaju k=0 tvrdnja vrijedi.

Pretpostavimo sada da je k #0. Trazena udaljenost jednaka je udaljenosti bilo koje

tocke pravca p, od njezine ortogonalne projekcije na pravac p,. Naime, zadani

pravci su ocito usporedni, pa njihova medusobna udaljenost ne ovisi o izboru tocke
prvoga pravca (i njezine ortogonalne projekcije na drugi pravac). Radi
jednostavnosti, uzmimo S, =(0,/,)€ p,. Pravac okomit na p, koji prolazi tockom S,

. . y 1 L .
ima jednadzbu p3...y=—;-x+ll. Sjeciste toga pravca s pravcem p, dobijemo

rjeSavajudi sustav dviju linearnih jednadzbi s dvije nepoznanice

y=k-x+1[,,
1
y:—;-x+l1

Lijeve strane tih jednadzbi su jednake, pa takve moraju biti i njihove desne strane.

[zjednac¢avanjem dobivamo:

k-x+1, :—%x+ll @(k+%)~x:ll—lz &x= ll_llz = (llk_zlz)l'k.
k+— +
k

Uvrstavanjem toga izraza u drugu jednadzbu sustava dobijemo:

y:(_lj_(ll—lz).kﬂlz b,

k K +1 K +1

Dakle, ortogonalna projekcija tocke S, je tocka S3:((ll_lz).k lz_ll+llj.

K+1 Tk +1
Preostaje odrediti udaljenost tocaka S, i S,. Koristenjem formule za udaljenost

dviju tocaka u pravokutnom koordinatnom sustavu u ravnini dobijemo:
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=l)k Y [1 1 jz ((1 —l)~kj2 [1 —zjz
d S,S = #—0 + u_i_l -1 — 1 2 + 2 1 —
%) \/£ K +1 j K+l K +1 K +1
— (_l)(lz_ll)k ’ lz_ll ’ _ lz—l1 ’ k2 +1) = (12_11)2 _ |lz_ll|
= - + 5 =/ 5= ( + )_ - =
e Cat) Nk E+ i

sto je i trebalo dokazati. [ |

Preostaje primijeniti tvrdnju 1. na nas zadatak. U ovome slucaju su k =%, [, =61

[, =-9, pa je trazena udaljenost jednaka:

[o-6 _ 13 _ 15 BB 5412 ded. duliine.

1+(4j 16 Vie 4

11. A. RjeSenje zadatka je interval na kojemu se graf funkcije nalazi u prvom ili

d=

drugom kvadrantu, tj. iznad osi apscisa.

Graf funkcije iznad intervala pod A. nalazi se u drugom kvadrantu, pa su sve

vrijednosti promatrane funkcije na tom intervalu strogo pozitivne.

Graf funkcije na intervalu pod B. sijece os apscisa i npr. za x=-0.99999 vrijedi
f(—0.9999) < 0, pa taj interval nije rjesenje zadatka.

Graf funkcije na intervalu pod C. nalazi se u cetvrtom kvadrantu, pa su sve
vrijednosti promatrane funkcije na tom intervalu strogo negativne. Zbog toga taj
interval nije rjesenje zadatka.

Graf funkcije na intervalu pod D. sijeCe os apscisa i npr. za x=3.00001 vrijedi
nejednakost f(3.00001) < 0. Zbog toga taj interval nije rjeSenje zadatka.

12. C. Primjenom adicijskih formula za funkcije sinus i kosinus dobivamo:

3-(sin(4-7)-cos x+cos(4- 7r)-sin x) + cos(%)cosx—sin(gj-sinx =3.sinx—sinx=2-sin x.

=0 =1
=0 =1

13. A. Primjenom svojstva simetrije binomnih koeficijenata odmah dobijemo:

24 ) 24 (24 (24
k+13) \24—(k+13)) (24—-k-13) \11-k )
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14. Zadatak je izuzet.

15. B. Oznac¢imo sa S srediste kruznice. Neka su A ortogonalna projekcija tocke .S na
pod i B ,sjeciste” poda i zida. Trokut BAS je jednakokracan pravokutan trokut s
pravim kutom kod vrha A4 jer je ‘S_A‘ :‘E‘ = R. Zbog toga je ‘S_B‘ =RA2.

Medutim, s druge je strane duljina duzine SB jednaka zbroju polumjera kruznice i
dijagonale kvadrata. Oznacimo li s a trazenu duljinu stranice kvadrata, onda mora
vrijediti jednakost:

R+a~2=R2.
Preostaje izraziti a iz ove jednakosti:

aN2=R~2-R, /:\2

a_R-\/E—R_(R'*/E_R)'\/E_Z-R—R-x/z_Z—\/zR
o2 2z 2 2

16.1.) 75. Odmah imamo:

3325 7D _15q.
4 425 100

2.) 1175. Dvije godine imaju ukupno 24 mjeseca, pa je trazeni iznos jednak
95+24-45=95+1080=1175 kn.

3-x-2 _ 3-x-2

— =— . Imamo redom:
(x=3)(x+4) x +x-12

17.1.)

1 N 2 1(x+4+2-(x=3)  x+4+2:x-6 _ 3.x-2
x=3 x+4 (x=3)(x+4) =3 x+4-x-12 xP+x-12

2.) xe{-2,2}. Iz druge jednadzbe sustava je x-y=1. Uvrstimo tu jednakost u prvu

jednadzbu sustava, pa iz dobivene jednakosti izrazimo nepoznanicu y:

x—=4-y+3-1=3x-4-y+3=3x-4-y=3-3ox—4y=04 y=x y=—-1x.

S

Uvrstavanjem dobivene jednakosti u jednakost x-y=1 dobivamo:

x-(l-xj:1<:>l-x2:1<:>x2:4.
4 4
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Ova kvadratna jednadzba ima tocno dva realna rjesenja: x, =-2 i x, =2.

1.) —1. Zapisimo zadanu jednadzbu u obliku:
10-x*=21-x—10=0.

Odavde oc¢itamo: a=10, b=-21, c=-10. Primjenom Vieteovih  formula

e . S v -10
zakljucujemo da je trazeni umnozak jednak EZW:
a

2.) x,=-7, x,==3(ili obratno). Zamijenimo t:=(x+5)’, pa dobijemo t*+¢=20,
odnosno kvadratnu jednadzbu #*+7—20=0. Budué da je t:=(x+5)>2>0 i da
trebamo odrediti sva realna rjesenja polazne jednadzbe, trazimo samo nenegativna
rjesenja jednadzbe > +¢—20=0. Jedino nenegativno rjesenje te jednadzbe je r=4.
(Drugo rjesenje je t=-5 i ono je strogo negativno.) Tako iz jednadzbe (x+5)° =4
slijedi (x+5)e{-2,2}, odnosno xe{-2-5, 2—-5}={-7,-3}. Dakle, sva realna

rjesenja polazne jednadzbe su x, =-7 i x, =-3.
1.) 2+aili a+2. Imamo redom:
2.d°—a? (-a)’=21-a? (-a’)=2+a*" =24+d' =24+a=a+2.
2.) 8. Znamo da vrijede jednakosti i’ =—i, i* =1. Primijenimo ih:
8.1 =i =8.(i*) =it i =81 —(i*) - (=) = 8- 11" - (=i) =8 =1 (=i) =8+,

Realni dio toga broja je ocito jednak 8.
1.) 30.8. Najprije dokazimo sljedeé¢u tvrdnju.

Tvrdnja 2. Neka su A, i A, sliéni trokutovi takvi da se njihove povrsine odnose

kao a:b, pri ¢emu je a>2b>0. Tada se odgovarajuée visine tih trokutova (u istom
poretku kao i trokutovi) odnose kao Ja:\b.

Dokaz: Znamo da, ako su A, i A, sli¢ni trokutovi s koeficijentom sli¢nosti jednakim

k, onda je omjer njihovih povr§ina (u danom poretku) jednak k*. Neka su aigq,

o . . o L 1
slicne stranice, te v, iv, odgovarajuce visine. Koriste¢i formule P=§~a~v ,

a

P1=§-a1~v 1 a=k-a, dobivamo:

a4
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.a-va :(k.al).va :k.va '

a, v v

4 4

L
P

—_

.al.v

4

Medutim, s druge je strane —=k?, pa izjedna¢avanjem desnih strana tih dviju
1

Yo _ k. Prema zahtjevu zadatka je

4

k*=a:b, a odatle je k=\/;:\/5, te v,:v, =k=\/;:\/g, sto smo i tvrdili. |

jednakosti i kracenjem s k#0 dobijemo

Preostaje primijeniti dokazanu tvrdnju na nas zadatak. Prema podacima u zadatku
su k?=64:49 i v, =35.2, pa odmah slijedi k =/64 :/49 =8:7, te konacno

v, 352 352.7

a j—

v = —= =

“" k8 8
7

9

=4.4-7=30.8 cm.

2.) Vidjeti sliku 1. Iz tocke A povucimo duzinu proizvoljne duljine. Neka je B drugi
kraj te duzine. Iz tocke D konstruirajmo duzinu proizvoljne duljine usporednu s
duzinom AB. Neka je C drugi kraj te duZine. Spojimo tocke B i C. Cetverokut
ABCD je trazeni trapez.

Slika 1.

21.Zadatak je izuzet.

22.1.) Bilo koja funkcija oblika f(x)=a-x, gdje je a<0. Linearna funkcija je

polinom 1. stupnja. On ima oblik f(x)=a-x+b, gdje su a,be R, a#0. Ta funkcija
je strogo padajuca ako i samo je a<0. Njezin graf prolazi ishodistem ako i samo

ako je b=0. Dakle, skup svih trazenih funkcija je:

S={f:R>R: f(x)=a-x, a<0}.

2.) Zadatak je izuzet.
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a*-b
23.1.) log . Koriste¢i osnovna svojstva logaritama imamo redom:
c

2
2-loga+logb—logc=10g(a2)+logb—logc=log(a2-b)—logc=log[a bj.
c
2.) x=%+k -7, ke Z. Funkcija tangens je neparna funkcija, pa imamo redom:

tg(—x):?3<:>—tgx:73<:>tgx:——3@x:—%+k-ﬂ', keZ.

24.1.) [—5,+00>. Znamo da za svaki xe R vrijedi nejednakost x*>0 i da ne postoji

nijedan xe R takav da je x*<0. Dodajmo (-5) objema stranama nejednakosti
x* >0, pa dobijemo nejednakost x*—5>0-35, tj. f(x)=-5. Dakle, trazena slika

zadane funkcije su svi realni brojevi jednaki ili ve¢i od —5. Oni tvore skup [—5,+00>.

2.) Zadatak je izuzet.

25.1.) A=(-9,11). Neka je A=(x,,y,). Koriste¢i formulu za poloviste duzine

dobivamo sljedece jednadzbe:

X, +5
2
7=t

2

0=

b

Rijesimo ih na uobicajen nacin:

—4=x,+5, x,=—4-5=-9,
=
l4=y,+3 y,=14-3=11.
Dakle, A=(-9,11).
2.) (x=2)*+y* =169. Zadanu jednadzbu kruZnice najprije transformirajmo ovako:

=4 x+y =0 (x-2)"-2+y" =0 (x-2)"+y° =2

Zbog zahtjeva na koncentri¢nosti, trazena kruznica ima istu lijevu stranu

jednadzbe, dok joj je desna strana jednaka 13. Dakle, njezina jednadzba je:

(x=2+y' =13’ & (x=-2+y' =169 = x> —4-x+ y* =165.
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1 . o . y
3.) y=Z~x+3. Odredimo najprije prvu koordinatu nepoznate tocke parabole. U

jednadzbu parabole uvrstimo y=6, pa dobijemo6”>=3-x, odnosno jednadzbu

3-x=36 iz koje je x=12. Dakle, tangentu treba povudéi u tocki T =(12,6).

Iz jednadzbe parabole oc¢itamo 2-p =3, a odatle je p=%. Zbog toga je trazena

jednadzba tangente u tocki 7}
3 3 1
== (x+12) e y=—-(x+12)=—-x+3.
y-6=2 ( )y T ( ) 2

26.1.) 3. Neka su x i y redom broj zadataka s 5 bodova, odnosno broj zadataka s 9
bodova. Trazimo vrijednost nepoznanice y. Ukupan broj zadataka jednak je 10, pa
mora vrijediti jednakost:

x+y=10.

Ukupan broj bodova koje donose zadaci s 5 bodova jednak je x-5, tj. 5-x. Ukupan
broj bodova koje donose zadaci s 9 bodova jednak je y-9 , tj. 9-y. Zbog toga je
ukupan broj bodova koje donose svi zadaci jednak 5-x+9-y. Prema podacima u

zadatku, ta vrijednost treba biti jednaka 62, pa mora vrijediti jednakost:
5-x4+9-y=62.
Tako smo dobili sljedeci sustav dviju linearnih jednadzbi s dvije nepoznanice:

x+y=10,
5-x4+9-y=62.

Iz toga sustava trebamo odrediti vrijednost nepoznanice y. Pomnozimo prvu
jednadzbu s (-5) i pribrojimo tako dobivenu jednadzbu drugoj jednadzbi. Imamo

redom:

{(_5).x+(—5)-y:(—5)'10,@{(_5)'35_5')):_50’:(_5).y+9-y:—50+62<:>

5-x+9-y=62 5:x+9-y=62
S4-y=12 y=3.

Dakle, u ispitu su to¢no tri zadatka koja se boduju s 9 bodova.

2.) 316. Neparni jednoznamenkasti prirodni brojevi, osim 1, su 3, 5, 7 i 9. Njihov
najmanji zajednicki visekratnik je 5-7-9=315. Trazeni broj je za 1 veéi od 315, tj.
315+1=316.
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3.) Nakon priblizno 6 godina. U formulu za cijenu proizvoda uvrstimo
N, =100, N(t)=128 i p=4.2%, pa rijesimo dobivenu jednadzbu po nepoznanici ¢.

Imamo redom:

128=100-(1+4.2%)' < (1+0.042) =128 = 1.042' =128 <t = logl28 = 6.0002.

log1.042
Dakle, cijena toga proizvoda ¢e nakon priblizno 6 godina iznositi 128 kn.
27. 1.) Zadatak je izuzet.

2.) f(x)=3-x+5. Prema pretpostavci je x>1. To znaci da je 2-x+6>2-1+6=
=2+6=8>0, pa je |2:x+6|=2-x+6. Nadalje, iz x>1 slijedi I-x<0, pa je [I-af=

=—1-x)=—1+x=x-1. Tako konac¢no dobivamo:

f(x)=2-x+6+(x—-1)=2-x+6+x—-1=3-x+5.

3.) ace <—§,+00>\{0}. Iz zahtjeva da graf funkcije fsijece os apscisa u tocno dvijema

tockama zakljucujemo da jednadzba f(x)=0 ima tocno dva razli¢ita rjesenja.
Funkcija fje kvadratna funkcija, pa ¢e jednadzba f(x)=0imati to¢no dva razlicita

rjeSenja ako i samo ako istovremeno vrijede nejednakosti a#0 i D >0. Odredimo
diskriminantu funkcije £:

D=3 -4.-a-(-2)=9+8-a.

Iz zahtjeva D >0 slijedi:

9+8-a>0,
8-a>-9, /8
a>——.

Zbog zahtjeva a+#0, rjeSenje zadatka su svi realni brojevi strogo vecéi od _2 i

razli¢iti od nule. Oni tvore skup § :<—§,+00>\{0}.

28. 58294 ili 1213056 Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da su
stranice  trokuta =~ ABC  oznacene standardno, tj. tako da  su
|BC|=a=4cm, |AC|=b=5cm, ZBAC=a= =43". Trazimo mjeru kuta ZABC, tj.

kuta . Primjenom sinusova poucka dobivamo:

© mr. sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 12
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) ) 5 .
s1n,8=é-s1n0(=—-s1n43 ~(.682.

a 4
Budu¢i da nemamo nikakvih podataka o uredaju medu stranicama zadanoga
trokuta, tj. koja od njih triju je najmanja, a koja najveca, gornja trigonometrijska

jednadzba ima dva rjesenja:

B, =58.4844086° = 58294
B, =180"— B =180"—58294 =121"4056 .
5 220

29.1.) 1. nadin: X)=—-Xx
) f(x) 5 5

ima oblik f(x)=a-x*+b-x+c, gdje su a,b,ce R, a #0. Iz podatka da graf funkcije

1 . . ..
x—g. Pretpostavimo da je ta kvadratna funkcija

prolazi tockom T =(5,1) zakljucujemo da je f(5)=1. Uvrstavanjem x=35, f(5)=1 u

gornji oblik funkcije £dobivamo:

a-5%+b-5+c=125a+5-b+c=1.

: . . . . b
Graf funkcije £ je parabola. Prva koordinata njezina tjemena je S Prema
-a

podacima u zadatku, taj razlomak treba biti jednak 2, pa dobivamo jednadzbu:

- =2,
2-a

4-a-c—b*
Druga koordinata tjemena parabole (grafa funkcije /) jednaka je a4—c' Prema
‘a

podacima u zadatku, taj razlomak treba biti jednak —4, pa dobivamo jednadzbu:

4-a-c-b>
4-a

4.

Tako smo dobili sljedeéi sustav triju jednadzbi s tri nepoznanice:

25-a+5-b+c=1,

b,
2-a

4-a-c-b* _
4-a

4,

Rijesimo taj sustav tako Sto ¢emo nepoznanice b i ¢ izraziti pomoc¢u nepoznanice a.

Iz druge jednadzbe sustava je odmah
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b=—4-a.

Uvrstavanjem te jednakosti u prvu jednadzbu sustava dobijemo:

25-a+5-(—4-a)+c=1,
25-a-20-a+c=1,
5.atc=1c=1-5-a.

Dvije dobivene jednakosti uvrstimo u tre¢u jednadzbu sustava, pa slijedi:

4-a-(1-5-a)—(-4-a)’ _
4-a -
4-a-20-a*-16-a’

4-a
4-0-36-a’
—
ﬁ_36~a2 _
4-a 4-a
1-9-a=-4,
—9-a=-4-1,

—4,

=4,

=4,

—4,

Sada lako nalazimo:

pa je konacno:

_3. .2 20 16
f(x)—9x 5 X 9"

2. nacin: Pretpostavimo da je pravilo funkcije £ =zapisano u obliku
fx)=a-(x—x.)"+y,, gdje je T =(x,,y,) tjeme grafa funkcije £ Prema podacima u

zadatku su x, =2, y, =—4, pa uvrstavanjem u navedeni oblik funkcije #dobijemo:

f(x) =a-(x=2)+(-4)=a-(x-2)* -4.

© mr. sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 14
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Preostaje odrediti vrijednost nepoznanice a. U tu ¢emo svrhu iskoristiti podatak o
tocki kojom prolazi graf funkcije £ Analogno kao i u 1. nacinu zakljucujemo da
mora vrijediti jednakost f(5)=1. Uvrstavanjem x=35, f(5)=1 u gornji oblik

funkcije fdobivamo:
1=a-(5—2)2—4<:>1=a-32—4<:>9-a—4=1<:>9-a=5<:>a=§.

Zbog toga je

5 2 5, 5 , 20 16
X)=—x-2)y-4=—(x"-4-x+4)-4=—x"——x——.
J(x) 9 (x—2) 9 ( ) 5 5 5

2.) @=0.85425 rad ~ 48.94519° =48°5643. Trazeni kut odredit ¢emo koristeéi
skalarni umnozak vektora. Radi kratkoce zapisa piSemo a=(5,-12), b=(4,9).
Rac¢unamo redom:

a+b=(5-12)+(4,9)=(9,-3),

(a+5)-a=(9.-3)-(5.-12)=9-5+(-3)-(-12) = 45+36 =81,

\5+B\=\/92+(—3)2 =81+9 =90 =+/9-10 =9 /10 = 3- /10,

\a\ =52 +(~12)2 =/25+144 =169 = 13,

(a +b) -a 81 77
cos@ = ‘# =

a+bHZ¢‘ T310.13 13410

— @~ 0.85425 rad ~ 48.94519° = 48°5643 .

51 . . . . . .
3.) E=5.1. Uvedimo pravokutni koordinatni sustav tako da pravac kojem pripada
spojnica zvucnika bude os apscisa i da ishodiste toga sustava bude u polovistu
doti¢ne spojnice. Prema podacima u zadatku, razmak izmedu zarista poluelipse

. . . .. . . .. . 16 .
iznosi 16 m, Sto znaci da je (linearni) ekscentricitet elipse e=?= 8 metara. Nadalje,

iz podatka da najveca visina dvorane iznosi 7.5 metara zakljucujemo da je najveca
udaljenost od poda do stropa te dvorane jednaka 7.5—1.5=6 metara. Ta je
udaljenost ujedno jednaka duljini male poluosi poluelipse, tj. b=6 m. Primjenom
Pitagorina poucka odredimo duljinu velike poluosi poluelipse:

a=+e* +b> =/8% +6* =/64+ 36 =~/100 = 10 metara.

Tako zaklju¢ujemo da je jednadzba poluelipse:
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x2 y2
— + - = 1.
100 6

Odredimo udaljenost izmedu zvucnika i stropa. Zapravo trazimo drugu koordinatu
tocke poluelipse kojoj je prva koordinata jednaka 8 (ili -8, svejedno je), a trazena

druga koordinata strogo pozitivna. Tako dobivamo:
82 y2
—+—==1,
10 6°

2 2 2
w15 )ose (1 8o B0 18
10 100 100 10 5 5

Da bismo dobili Zeljenu visinu dvorane, dobivenoj vrijednosti moramo pribrojiti
udaljenost zvucnika od poda, tj. 1.5 metara. Tako zakljucujemo da je rjesenje
zadatka

h=3.6+1.5=5.1 metara.

4.) %\/100~cos263°—7.29~sin63°z14.63 cm’. Bez smanjenja opcenitosti mozemo

pretpostaviti da je ‘E‘=2.7 cm. Prostorna dijagonala kvadra je npr. spojnica

vrhova A i G. U tu svrhu promotrimo pravokutan trokut ACG s pravim kutom kod
vrha € Duljina njegove hipotenuze je 10 cm, dok je mjera kuta koji ta hipotenuza
zatvara s katetom AC jednaka 63°. Primjenom osnovnih trigonometrijskih relacija
u pravokutnom trokutu nalazimo:

‘A_C‘:lo-cos63°,

\E}\ =10-5in 63,
Kako je

2
5

et =[] +fc

uvrstavanjem ‘E‘=2.7 i ‘A_C‘=10~cos63° dobijemo:

‘B_C‘:,”A_C‘z —\Ez =J10-cos63')2 = 2.7% =10 -cos? 63 —2.7* =+/100- cos? 63’ —7.29.

Trazeni obujam piramide jednak je tre¢ini umnoska povrsine pravokutnoga trokuta
ABCi duljine brida CG . Uvrstavanjem podataka slijedi:
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V= B.h=%.E%.‘E‘.‘B_CD.‘E‘=é.2.7.\/100.cos263° ~7.29-10-sin63° =

1
3
2—67'\/100'C082 63°—7.29 -sin 63° =%'\/IOO -c0s”> 63" —7.29 -sin 63" = 14.633814 = 14.63 cm’.

5.) 40100. Najprije ¢emo dokazati da je niz (a,),., aritmeticki. U tu je svrhu
dovoljno provjeriti jednakost

a _ +a
a, :%, Vne N, n=2.

Iz definicije zbroja prvih n ¢lanova niza zakljucujemo da vrijedi jednakost:
S,=S,.,ta,.
Zbog toga je:
a,=S,-S,, =(2:n"+3-n)=(2-(n=1)’ +3-(n=D)=2-n" +3-n-2-(n=1)> =3-(n-1) =
=2-n*4+3-n-2-("*-2-n+1)-3-n+3=2-n*+3-n-2-n"+4-n—-2-3-n+3=4-n+1.
Tako su
a, =4 m-D)+1=4-n-4+1=4-n-3,
a,,=4-(m+)+1=4-n+4+1=4-n+5,
pa slijedi:

a,, +a,, 4-n-3+4-n+5 8-n+2
2 2

=4-n+l=a,

Sto znaci da je niz (a,),., aritmeticki. Njegov prvi ¢lan jednak je @, =S,=2-1"+31
=2+3=5, dok je razlika niza jednaka d=a,—a =4-2+1-5=8+1-5=4. (Taj

zakljucak smo mogli izvesti uocivsi da se pravilo za opc¢i ¢lan niza moze zapisati u

obliku a, =4-(n-1)+5=5+(n-1)-4.))

Clanovi polaznoga aritmetickoga niza na neparnim mjestima takoder tvore
aritmeticki niz. U tu je svrhu dovoljno provjeriti jednakost
_ G T3

a,,, =212 e N,

Doista,
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a1 tay,s 4 2-n-D+1+4-2-n+3)+1 _8-n—-4+1+8-n+12+1 16-n+10
2 2 2 2
=4-2-n+)+1=a,,,,,

=8-n+5=

Sto je i trebalo pokazati. Prvi ¢lan toga novoga niza je takoder a, =5. Razlika

novoga niza jednaka je d,=a,—a, =4-3+1-5=12+1-5=8. Tako slijedi da je
trazeni zbroj jednak:

Si00 =@-(2-5+(100—1)~8) =50-(10+99-8)=50-(10+792) =50-802 = 40100.

2

1
<—E,O]. Rijesimo zasebno svaku nejednadzbu, pa nadimo presjek dobivenih
skupova rjesenja.

Podimo od prve nejednadzbe. Da bi logaritam izraza u okrugloj zagradi bio
nenegativan, nuzno je i dovoljno da izraz u okrugloj zagradi bude najvise jednak
0.5° =1. Naime, logaritamska funkcija f,(x)=log,,x je strogo padajuéa (njezina
baza je strogo manja od 1), pa se potenciranjem lijeve i desne strane prve
nejednadzbe (sa bazom 0.5) ,okreée* znak nejednakosti. Takoder, izraz pod bilo

kojim logaritmom nuzno mora biti strogo pozitivan. Tako redom dobivamo:
1 0
0<4-x+§so.5 ,
1
0<4- x+§ <1,

O—l<4-x31—l,
3 3

1 2 1 11
——<x<—=—&xe({—-—,—|.
12 12 6 12°6
Rijesimo sada drugu nejednadzbu. Najprije je zapisimo u obliku:
Nx+1<1—x

Lijeva strana te nejednadzbe je nenegativan realan broj, pa takva mora biti i desna

strana. Taj zahtjev nam daje uvjet 1-x>0, tj. x<1. Uvazavajuéi taj uvjet

mozemo kvadrirati lijevu i desnu stranu nejednadzbe:

(Var1) -7,

18
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Xx+1<1-2-x+x2,

x*=3-x>0.

Rjesenje ove nejednadzbe je skup R\<O,3>. Medutim, zbog uvijeta x<1 uz koji smo

kvadrirali polaznu nejednadzbu, rjesenje polazne nejednadzbe je skup
(R\(0,3)) " (=e0,1) =(—e0,0].

Tako konac¢no dobivamo da je rjesenje zadatka skup

pripremio:

mr. sc. Bojan Kovagcié¢, visi predavac
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