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RJESENJA ZADATAKA 1Z MATEMATIKE NA DRZAVNOJ MATURI
U RUJNU 2013. - VISA RAZINA

I. ZADATCI VISESTRUKOGA IZBORA

1. B. Primijetimo da vrijedi jednakost
11
[——, )= [—233) .
4 4

Stoga zadanom skupu pripadaju svi cijeli brojevi jednaki ili ve¢i od —2% , a strogo manji od 3.

Budu¢i da —2% nije cijeli broj, zadanom skupu zapravo pripadaju svi brojevi strogo veéi od —2%
i strogo manji od 3. Ti cijeli brojevi su o€ito -2, —1, 0, 1 i 2. Ima ih ukupno 5.

2. B. Podsjetimo da dijeljenje dvaju realnih brojeva moZemo zapisati i pomocu razlomacke crte.
Toc¢nije, prema definiciji razlomacke crte vrijedi jednakost

A:B= A .
B
Stoga dobivamo:
[(A+B):C]-D= (A+B)-D= (A+B)-D
C C
3. D. Koristimo jednakosti:
1 kg = 1000 g,
1 m=100cm.
Podijelimo li prvu jednakost s 1000, dobit ¢emo:
1 1 3
lg=——kg=—kg=10"kg.
= 1000 T s

Kubiramo li drugu jednakost, dobit ¢emo:
1 m’ = (100 cm)® = 100’ cm’ = (10%)’ em® = 10* % em® = 10° em’.
Odatle dijeljenjem s 10° dobivamo:

lem’ = %m3 =10°m’.

Tako kona¢no imamo:

107 kg

10°m

1810+ X8 _1 8107 K€ _ 1 8.1 X _ 1 8.1000 € = 1800 .
m m m m m

1.8 g/em’ =1.8-
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4. C. Neka je a duljina krace, a b duljina dulje duzine. Iz podatka da su te duljine u omjeru 2 : 5
slijedi da postoji strogo pozitivan realan broj k takav da istodobno vrijede jednakosti

a=2-k
b=5k

Ad=b-a=5-k-2-k=3 k.

Stoga je traZena razlika duljina jednaka

Skratimo li kra¢u duZinu za 1.6 cm, njezina duljina bit ¢e jednaka
ad=a-16=2-k—1.6cm.
Analogno, skratimo li dulju duZinu za 1.6 cm, njezina duljina bit ¢e jednaka
b=b-16=5-k—1.6 cm.
Iz podatka da vrijedi jednakost a' : ' =2 : 7 slijedi:
a':b'=2:7,
2-k-1.6):(5-k-1.6)=2:7,
2-k-1.6)-7T=(5k-1.6)-2,
14-k-11.2=10-k-3.2
14-k-10-k=-32+11.2
4-k=8 /-g
4
3-k=6
Dakle, Ad=3-k=6 cm.

5. D.Imamo redom:

Odatle dijeljenjem s (—1) dobivamo n = 6. Taj je broj jedino rjeSenje polazne jednadzbe.
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6. A. Jednadzba 2 - x — 3 = 0 ima jedinstveno rjeSenje x = %, a jednadZba 3 - x + 5 = 0 ima

jedinstveno rjeSenje x = —g . To znaci da vrijede jednakosti

2-x-13, zang 3-x+5, Za)cZ—é

2-x-3= § i [3x+d= s
3—-2-x,zax<— -3-x-5 zax<——

2 3

Stoga imamo:

2-x-3-3-x+5), ZaxZ%

2-x=3—13-x+5/=93-2-x—(3-x+95), za —ESx<§=
pox-3 s .

3-2-x—(-3-x-95), Zax<—%
2-x—3-3-x-5, Zang —x -8, Zang
2 2

=<3-2-x-3-x-5, za —éﬁx<— ={-5-x-2, za —ES)C<§
3 2 3 2

3—2-x+5+3-x, Zax<—§ x+8, Zax<—§
Odredimo x takavdajel2 - x-31-13-x+51=0.
Iz —x — 8 = O slijedi x = -8, ali taj broj ne zadovoljava uvjet ng.

[z-5-x-2=0slijedi x= —%. Taj broj zadovoljava uvjet —g <x <% i on jest rjeSenje polazne
jednadzbe.

Iz x + 8 = 0 slijedi x = —8. Taj broj zadovoljava uvjet x < —g 1 on jest rjeSenje polazne jednadZbe.

Dakle, polazna jednadZba ima to¢no dva rjeSenja: x, =—81ix, = —% . Njihov je umnoZak jednak

2) 16
X =(=8)| == | ===
XX, = ( )(SJ 5
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7. A. Koristeci pravila za logaritmiranje i antilogaritmiranje imamo redom:

log, b+log, x =2,
log,(b-x)=2,

2
b-x=a".

Odatle dijeljenjem s b dobivamo

8. D. Prisjetimo se da su svi brojevi oblika k - T, pri ¢emu je k € Z, periodi funkcija tangens i
kotangens. To konkretno znaci da vrijede jednakosti:

tg(x—15-7)=tgx,
ctg(x—18-7) =ctg x.

Stoga je zadani izraz jednak

tg(x—15-7)+5-tgx _ tgx+5-tgx _ 6-tgx —Z-tgx—Z-t 2,
ctgx+2-ctg(x—18-7) ctgx+2-ctgx 3-ctgx 1 g
tgx

9. A.Izjednad?be parabole y* = 12 - x otitamo

2.p=12.

Odatle dijeljenjem s (—4) dobivamo:

Dakle, ravnalica parabole je pravac r... x = =3. Udaljenost tocke T od pravca r jednaka je
d(T, r) =1-3 = 271 = 1-30l = 30 jedini¢nih duljina.

Napomena: Nije tesko pokazati da je udaljenost tocke T = (a, b) od pravca x = m jednaka d = Im — al, te da je udaljenost iste tocke od
pravca y = m jednaka d' = lm — bl.

10. B. Funkcija g definirana je za sve x € R za koje je f (x) # 0, a takvi x ne moraju zadovoljavati
nejednadzbu f (x) = 0. (Moguce je da vrijedi i nejednakost f (x) < 0.)
Funkcija k je kompozicija eksponencijalne funkcije ¢ija je domena cijeli skup R i funkcije f ¢ija je
domena takoder skup R (prema pretpostavci), pa je domena funkcije k cijeli skup R. No, skup R
se ne mora podudarati sa skupom svih rjeSenja nejednadzbe f (x) = 0.
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Funkcija [ definirana je za sve realne brojeve x takve da je logaritmand f (x) strogo vec¢i od nule, tj.
za sve realne brojeve x koji su rjeSenja nejednadzbe f (x) > 0. Skup svih takvih realnih brojeva je
podskup skupa svih rjeSenja nejednadzbe f (x) = 0, odnosno ta dva skupa ne moraju nuzno biti
jednaka.

Funkcija & definirana je za sve realne brojeve x za koje postoji drugi korijen iz f (x). Drugi korijen

je funkcija ¢ija je domena skup [0, +00). To znaci da se domena funkcije /2 dobije rjeSavanjem

nejednadZbe f (x) = 0. Zbog toga je ta funkcija rjeSenje ovoga zadatka.
11. B. RijeSimo zasebno svaku pojedinu jednadzbu.

2—-x 1

A. +—=2-x /6
2

2-2-x)+3=12-x,
4-2-x+3=12-x,
-2-x-12-x=-3-4,
-14-x=-17, /:(-14)

7 1
xX=—=—.
14 2
B.57 =02,
——
10
"
5
57 =5"
x=3=-1,
x=-143,
x=2.
C. log,x=-3,
x=2’3—i3—1.
27 8
D. (x-5)* =0,
x—5=0,
x=>5.

Od cetiriju dobivenih rjeSenja jedino x = 2 pripada skupu (1, 3). Dakle, jednadZba B ima rjeSenje u
skupu (1, 3).

12. C. Nakon 12 godina vrijednost automobila iznosit ¢e ukupno % 18 000=1 800 €. Buduc¢i da se
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vrijednost automobila svake godine smanjivala za isti iznos, godiSnje smanjenje vrijednosti
automobila iznosi

_ 180001800 16200
12

d =1350¢€.

Godisnje vrijednosti automobila tvore aritmeticki niz s poc¢etnim ¢lanom ay = 18 000 € i razlikom
d =-1350 €. 40% pocetne vrijednosti automopbila iznosi

40 18000 ="7200 €.
100

TraZimo prirodan broj n takav da je n — ti ¢lan uocenoga aritmetickoga niza jednak 7 200. Zbog
Lhultoga® Clana, tj. ¢lana ao, uobicajenu formulu za n—ti ¢lan aritmetickoga niza preinac¢imo u
sljedecu formulu:

a,=18000+n - (-1 350) = -1 350 - n + 18 000.

Imamo:

—1350 -+ 18 000 = 7 200,
—1350-n="7200- 18 000,
-1 350 - n=-10 800.

Odatle dijeljenjem s (-1 350) slijedi » = 8. Dakle, prema procjeni, vrijednost automobila ¢e
iznositi 40% njegove pocetne vrijednosti na kraju osme godine.

13. C. Ra¢unamo redom:

+b=2-[=3 j4(=i—T-j)=2-i=3-j—i=T- j=Q2=1)-i+(=3-7)- j=i-10-,
—b=2-i=3j—(=i=T-))=2-i=3-j+i+7- j=Q+1)-i+(=3+7)- j=3-i+4- ],
cd=1-3+(-10)-4=3-40=-37,

H = I +(~10)* =/1+100 = /101,
\2\=\/32+42 =J9+16 =+/25 =5.

Tako je traZeni kut jednak

@ = arccos i —arccos(_ij_arccos _ 37 \1101 — arccos _37-«[101 _
‘ZHE‘ J101-5 J101-5 /101 5.101

= arccos (—%-\/IOIJ =137.419509° =137°25'10"
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14. C. Povrsina trokuta ABC jednaka je
P = % |AB|-|BC|-sin ZABC = % -20-30-sin 23" = 300-sin 23" kv jed.

Duljina stranice b = AC, prema kosinusovu poucku, jednaka je:

b=\|AB +|BC[’ ~2-|AB|-|BC|-cos ZABC =207 +307 =2-20-30 -c0s 23" =

=/400+900-1200- c0s 23" =+/1300—1200-cos 23" =4/100-(13—12-c0s23") =
=/100-13-12-c0s23" =10-13-12-cos 23"

Stoga je duljina traZene visine jednaka

_2.P_ 2.300-sin23 _ 60-sin23
b 10-413-12-c0s23 /13—12-cos23°

=16.771559791 cm = 16.77 cm.

Vi
15. D. Primijetimo da je K =a.h0-10" i L=0.ba-10" .1z podatka K + L =9.49 - 10" slijedi da mora
vrijediti jednakost
a.b0+0.ba =9.49

Promatraju¢i znamenku na mjestu stotinki u gornjoj jednakosti zakljucujemo da mora vrijediti
jednakost O + a = 9. Odatle je a = 9. Nadalje, promatraju¢i znamenku desetinki zaklju¢ujemo da
mora vrijediti jednakost b + b = 4. Odatle slijedi » = 2. Kona¢no imamo: a —b=9-2="17.

II. ZADATCI KRATKOGA ODGOVORA

2
16. Fer . Odmah imamo:
G-M
F=G-m'2M /-r*
r
Fr’=G-m-M /:(G-M).
F-r
m= .
G-M

17. 300. Neka je m dnevna proizvodnja mlijeka iskazana u litrama. Primijetimo da vrijedi jednakost

3 325 75

—=——=—=T75% .
4 4-25 100

Iz podataka u zadatku slijedi da mljekaru dnevno preostane ukupno
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100% — (75% + 24%) = 100% — 99% = 1%

dnevne proizvodnje mlijeka. Tih 1% mora iznositi 3 litre. Tako iz jednadZbe

mnoZenjem sa 100 odmah dobivamo m = 300.
18. 1.) 18. U izraz za N uvrstimo T = 5, pa dobivamo:
N=40-(1-10""*7") =40 (1 -10"*) =~ 18.018.
Dakle, nakon 5 sati uvjezbavanja radnik moZe zgotoviti 18 proizvoda.

2.) 15. Trazimo najmanji prirodan broj T za koji je N = 33. (Radnik moZe zgotoviti i viSe od 33
proizvoda, ali nama je vaZno da zgotovi 33 proizvoda.) Imamo redom:

N =33
40-(1-107"%*") >33, /:40

1—-10700927 > 33
40
—1070027 > 33 1,
40
soszr o 33-40
40

_1070.052-7" > _l’ /, (_1)
40

k)

-10" ,
1070.052-7" < l /log

40
-0.052-T < 10g4l() /:(-0.052)

-1

7
9840 _ —(log7—1og40) _log40—log7 250 _250
0.052 0.052 0052 250 13

T=> (log40—1og7).

PribliZznim izra¢unom dobivamo T = 14.5569606. Najmanji prirodan broj T koji zadovoljava tu
nejednakosti je 7= 15. Dakle, radniku Ce trebati najmanje 15 sati uvjeZbavanja.

19. 1.) x; = 6, x, = —1. Primijetimo da mora vrijediti nejednakost x # 0. MnoZenjem polazne jednadZbe
s x dobivamo:

x’—6=5x,
¥-5-x-6=0,
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547 _12
LSS 41 (-6) _5EV25+24 | SEVA9 | 5ET Y =——=—=6
1,2 21 2 2 ) 5_7 )
X, =——=——=-1.
2 2

Oba dobivena rjeSenja su razlicita od nule, pa su ona ujedno i sva rjeSenja zadane jednadZbe.

2.) x = =23. Lijeva i desna strana zadane jednadzbe su strogo pozitivni realni brojevi, pa zadanu
jednadZbu smijemo kvadrirati, a da pritom ne ,,izgubimo* niti jedno njezino rjeSenje. Tako odmah
dobivamo linearnu jednadzbu

2—-x=25,
odnosno

—x=25-2,
—x =23,

a odatle dijeljenjem s (-1) slijedi x = —23. Taj je realan broj ujedno i jedino rjeSenje polazne
jednadZbe.

20. 1.)(a+b)-(a—3-b) ili obratno. Koriste¢i formule za kvadrat binoma i razliku kvadrata imamo
redom:

a*-2-a-b-3-b*=a*-2-a-b+b*—4-b>=(a’"-2-a-b+b*)-(2-b)* =(a—-b)’ - (2-b)* =
=[(a-b)+2-b]-[(a=b)-2-b]=(a~b+2-b)-(a=b-2-b)=(a+b)-(a—3-b).

2.) Y . Koristimo formulu za razliku kubova:
X
=y =(—y) (F Hxey+yY).
Tako dobivamo:

oy 2y exy (o) (P xey+y) vy Qiy-x) _x-y 2-y-x
CHxtoy+x-y’ xX-y x- (X +x-y+y?) xX-y X X

_X—y+2-y-x_y
X x
21. 1) —% . Primijetimo da je zadana funkcija kvadratna funkcija oblika f (x) =a - x> + b - x + c. Ta

b 4a-c-b’

funkcija ima ekstrem u tocki 7 =| — ,
2-a 4-a

j. U naSem je slu€aju ¢ = 0, pa funkcija f ima

ekstrem u tocki
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2
ro(ob v
2-:a 4-a
Taj ¢e ekstrem biti maksimum ako i samo ako je a < 0. Iz zadanih podataka dobivamo sljedec¢i
sustav dviju jednadzbi s dvije nepoznanice:

-—— =2,
2-a
b2
- =3,
4-a
Kvadriranjem prve jednadZbe dobivamo:
2
b >=4.
4.-a
PomnoZimo tu jednakost s (—a):
b2
——(—a)=4-(-a),
=4 (a)
2
—_ b — _4 . a’
4.-a

Uvrstimo 1i posljednju jednakost u drugu jednadZbu sustava, dobivamo linearnu jednadZzbu s
jednom nepoznanicom:

4 -a=23.

Odatle dijeljenjem s (-4) slijedi a=—%. Ocito je a < 0, pa je dobivena vrijednost ujedno 1

rjeSenje podzadatka.

2)) [—%,%} . Graf funkcije f (x) = =6 - X + x + 1 je parabola oblika M. Ona se nalazi iznad ili na
osi apscisa na segmentu odredenom nulto¢kama funkcije f. Stoga najprije nadimo te nultocke:

f(x)=0
—6-x"+x+1=0

—1+5 4 1
LTI 4 6) 1 121424 1225 -1E5 T Tty

NS Y
12 -12 2
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Dakle, f (x) =2 0 ako i samo ako je xe [—%,%} Taj je segment ujedno i skup svih rjeSenja polazne

nejednadZbe.

1.) 4. cis(%-ﬂj =4. {cos(%-ﬂ')+ i sin(%-ﬂ'ﬂ =2+2:3-i. Primijetimo da je apsolutna
vrijednost trazenoga broja jednaka polumjeru nacrtane kruznice, tj.

Izl =r=4.
Argument traZenoga broja, tj. kut kojega spojnica toCke pridruZene zadanom broju i ishodiSta

pravokutnoga koordinatnoga sustava zatvara s pozitivnim dijelom osi apscisa, jednak je:

0=120"=120" —Z = _ 1200

=120 22
180 180 3

Tako je trigonometrijski oblik zadanoga broja jednak

. . (2 2 .. (2
Z=r-cls¢)=4-01s(§-7rj=4-{cos(§-7rj+z-sm(g-ﬂ'ﬂ.

Da bismo ovaj broj zapisali u standardnom (algebarskom) obliku, primijenimo jednakosti

2 1
cos| =7 |=——,
57

sin(%-zz}=£.

2

Stoga je algebarski oblik zadanoga kompleksnoga broja

Z:4.{003@,,},-.Sin@.,,ﬂﬂ.{[_%j+,§}=_m.@.,-.

2.) -4 + 5 - i. Prema definiciji imaginarne jedinice, vrijedi jednakost i* = —1. Tako redom imamo:

=i = =)= (=D =1 =,

2= =2 =) =D i = (=)=

=30 =(-1"=-1,
2=30"-2-i"+4.i""=3-i-2-(=i)+4-(-1)=3-i+2-i—-4=—4+5-i.

1.) = 2.27. Drugi $iljasti kut zadanoga trokuta (pri vrhu K) jednak je 90° — 27° = 63°. Stoga se
najkraca stranica zadanoga trokuta nalazi nasuprot najmanjemu kutu. Taj je kut o€ito kut pri vrhu
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M i njegova je mjera 27°. Koriste¢i definiciju funkcije sinus odmah imamo:

. KL e e
sin27° =7—. & |KL| =|KM|-sin27° = 5-5in27" = 2269952 =~ 2.27 cm.

| kM|

Napomena: Moze se pokazati da je tocna vrijednost duljine stranice KL jednaka ‘KL‘ = g : (2 5 +5+42 —\/ﬁ) cm.

2.) 5. Tvrdimo da je P, = % P, pcpp - Primijetimo da vrijede jednakosti:

ZASD = /BSC,

ZASB = /DSC,

ZASD + ZASB = Z/BSC + ZDSC =180,
jas|=lsc],

|BS|=|BD|.

sin(180° — ) =sin, za svaki € R.

(Posljednju jednakost je lako provjeriti primjenom adicijskoga poucka za funkciju sinus.) Tako je:

P = % -|AS|-|BS|-sin £ASB,
. 1

Py, = % -|AS]-|SD]-sin ZASD = > |AS| | BS|-sin(180" — ZASB) = 5-|AS| |BS|-sin ZASB = P,y

Py = % -|BS]-|SC]-sin £BSC = % -|BS|-|AS|-sin(180° — £DSC) = % |AS|-|BS|-sin(180° — ZASB) = P,
1
2

= Pugs + Pusp + Posc + Posc = Pyps + Pips + Pigg + Pugg =4 Pys.

P

DS

c =%-|DS|-|SC|-sin4DSC= |BS|-|AS|-sin4ASB=%-|AS|-|BS|-sin4ASB = Pyys

P

ABCD

Nadalje, trokutovi ABS i ABT imaju zajednicku visinu iz vrha A na stranice BS, odnosno BT. Stoga
je omjer povrsina tih dvaju trokutova jednak omjeru duljina stranica BS i BT, a taj je jednak 2 : 1
jer je T, prema pretpostavci, poloviste stranice BS. Dakle,

PPy =21 Py =2-P .

Kombinirajuc¢i posljednje dvije jednakosti dobivamo:
1
Pipep =4 Pppg=4-2-Ppy =8Py & Py =§'PABCD’

Sto smo i Zeljeli pokazati. Stoga je napokon
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1
P =§'

veltipa=tp 2822 o
3 3 3

2)) Y96 =2-3/12 . Prema rezultatu podzadatka 1.), obujam 12 Zeljeznih kuglica od kojih svaka
ima polumjer 2 cm jednak je

V,=12-V =12- 3—32 r=4-32-7=128-rcm’.

Toliki je 1 obujam kugle koja se dobije taljenjem. Oznac¢imo li traZeni polumjer s r;, onda mora

vrijediti jednakost
4
Vi=—rx
3
Iz ove jednakosti izrazimo ry:
4
3 4.7
p=3V gy
4-7
3-V
rl = 3|—.
4-7

U ovu jednakost preostaje uvrstiti V; = 128 - 7. Tako kona¢no dobijemo:
L= 32287[ Y96 =3/8-12 =812 =212 em.

25. 1.) 108. Zadani brojevi ¢e biti tri uzastopna ¢lana istoga geometrijskoga niza ako i samo ako je
valjana jednakost

a’=72-162.
Odatle dobivamo kvadratnu jednadZbu
a’=11664.

Njezino jedino strogo pozitivno rjeSenje je a = 108 i to je traZena vrijednost.

© mr.sc. Bojan Kovacié, visi predavac 13
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2.) 38 038. Svi navedeni brojevi tvore aritmeticki niz kojemu su prvi €lan i razlika jednaki 13, tj.
a; = d = 13. Podijelimo 1i 1000 s 13, dobit ¢emo koli¢nik 76 i ostatak 12. Stoga imamo ukupno
n =76 takvih brojeva. Njihov je zbroj jednak

Sn=%-[2-al+(n—1)-d]
S76=77-[2-13+(76—1)-13]=38-[(2+76—1)-13]=38-77-13=38038

3.) x € (0, 2). Odredimo najprije koli¢nik zadanoga geometrijskoga reda. U tu je svrhu dovoljno
podijeliti drugi ¢lan reda prvim ¢lanom:

= —l.x
q 5

Zadani red ¢e imati konacan zbroj ako i samo ako vrijedi nejednakost Igl < 1. Tako dobivamo
nejednadZbu s apsolutnim vrijednostima:

‘—-x <1.

Nju rijeSimo standardno:

<1,

_-x
;

L
2

l-|x|<1, /-2
2

-|x|<1,

|x| <2.

Svi realni brojevi €ija je apsolutna vrijednost strogo manja od 2 tvore otvoreni interval (-2, 2).
Prema uvjetu zadatka, mi traZimo strogo pozitivne elemente toga skupa. Oni tvore otvoreni
interval (0, 2) i to je skup svih traZenih vrijednosti x.

320; 280. Neka je ¢ trazena cijena cipela, a t traZena cijena torbe (obje iskazane u kunama). Prema
prvom uvjetu zadatka je

¢+ t=600.

Nakon sniZenja od 30% cijena cipela iznosi:

© mr.sc. Bojan Kovacié, visi predavac 14
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30 ( 30 J (100—30j 70 7
q=c———c=c-|1-——|=c- =~ .c=—.-ckn
100 100 100 100 10

Nakon sniZenja od 50%, cijena torbe iznosi:

50 ( 50) (IOO—SOJ 50 1
L=t————t=t|1l——|=t- =———-t=—-tkn
100 100 100 100 2

Prema uvjetu zadatka mora vrijediti jednakost

¢+t =364 kn.
U ovu jednakost uvrstimo gornje izraze za c; i t;:
l-c+l-t=364 /-2
10 2
1-C+t= 728.
5

Tako smo dobili sljede¢i sustav dviju linearnih jednadZbi s dvije nepoznanice:
c+1=600

T oet1=728
5
Oduzmimo prvu jednadZbu od druge, pa dobijemo:

%-c—c=728—600,

C-(Z—IJ=128,

5

C.(Ejzlzg’
5

%'C=128.
5

Odatle dijeljenjem s % slijedi ¢ = 320. Sada iz ¢ + ¢ = 600 slijedi

t=600—c,
t =600 -320
t=280.

Dakle, cijena cipela je 320 kn, a cijena torbe 280 kn.
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4-k+1

27. 1. g 2k
6 6

T'ﬂ-, k € Z . Koristimo tvrdnju:

4-k+1

sinx=1<x= -, ke L.

Tako redom imamo:

f(x)=3,
2+sin(3-x) =3,
sin(3-x) =3-2,
sin(3-x) =1,

4-k+1
T

3-x= /:3

4-k+1

7w, ke Z.

2.) 3 cos(3 - x). Derivacija bilo koje konstantne funkcije jednaka je 0. Dakle,

2)=0.
Funkciju sin(3 - x) deriviramo prema pravilu za deriviranje sloZene funkcije. Pritom koristimo
jednakosti:
(sin x)' = cos x,
(a-x)=a.
Dobivamo:
[sin(3 - x)]'=cos(3-x)-(3-x)=cos(3-x)-3=3-cos(3:x).

Dakle,

f'x)=0+3-cos(3:-x)=3:cos(3 - x).

28. 1.) Vidjeti Sliku 1. JednadZba pravca zapisana je u segmentnom obliku. 1z nje ocitamo da pravac
sijeCe os apscisa u tocki §; = (5, 0), a os ordinata u tocki S, = (0, 2). Te dvije tocke ucrtamo u
pravokutni koordinatni sustav u ravnini, pa ih spojimo pravecem. Dobivamo Sliku 1.

2 2

2.) %-%:un 3.x* -4 -y = 12. Zadana krivulja je hiperbola &ja je jednadzba oblika

2 2
x—Q—%=1.Iz slike vidimo da krivulja prolazi tockom S; = (2, 0). Uvrstimo li u jednadZbu
a

hiperbole x = 2, y = 0, dobit ¢emo:
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y
\Sz

Slika 1.

2 2
o
a b
4
a

=1.

v . . 2 . 2
PomnoZimo li ovu jednakost s a”, odmah dobivamo a” = 4.

Nadalje, hiperbola prolazi i toékom T = (4, 3). Stoga u jednadZbu hiperbole uvrstimox =4, y =
=314’ = 4. Dobivamo:
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2 2

Odatle mnoZenjem s b” izravno slijedi b* = 3. Dakle, traZena jednadzba hiperbole je %—y— =1

3
ili, u razvijenom obliku dobivenom mnoZenjem navedene jednakosti s 12, 3 - x* —4 - y* = 12.

2 2

3.) ;—5 +y7 =1ili 4 - x* + 25 - y* = 100. Iz podatka da elipsa prolazi tockom B koja se nalazi na osi

ordinata zaklju¢ujemo da je duljina male poluosi elipse b = 2. Iz podatka da je prva koordinata

jednoga ZariSta elipse jednaka V21 zakljucujemo da je linearni ekscentricitet elipse e jednak V21,
Budu¢i da vrijedi jednakost

e=+a*-b*,
. . 2
odavde izrazimo a”:
e=+a*-b> I*
2 2 2
e =a -b",

a’=e>+b%.

U ovu jednakost uvrstimo e = J2lib=2, pa dobivamo:

a*=e’ +b’°,
a’ = (\/ﬁ)2 +27
a’=21+4,
a’=25.
Preostaje u jednadzbu elipse x—j+Z—j =1 uvrstiti @ = 25 i b = 2, odnosno b* = 4. Tako konaéno
dobivamo: ‘
;_;er{ =1,

ili, ekvivalentno, nakon mnoZenja te jednakosti sa 100,
4-x* +25-y =100.

1.) a) x; = =5, x, = 3. 1z slike vidimo da graf funkcije f sijece os apscisa u tockama S, = (-5, 0) i
S> = (3, 0). To znaci da su traZene nultocke x; = 51 x, = 3.

b) x € (-oo, -5) U (3, 4). Trazimo otvorene intervale na kojima se graf funkcije nalazi strogo

ispod osi apscisa (i ne sijece tu os). Jedan je takav interval (—oo, —5) na kojemu zadana funkcija
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raste. Drugi takav interval je odreden vecom nultockom i asimptotom zadane funkcije. Ta je
asimptota pravac x = 4, pa je rijeC o intervalu (3, 4). Dakle, traZeni skup je (—oo, —=5) W (3, 4).

¢) R\(1, 4) ili (oo, 1] U [4, +00). Sa slike se vidi da pravci oblika y = a ne sijeku graf zadane

funkcije ni u jednoj tocki ako i samo ako je a € (1, 4). Stoga funkcija kao svoje vrijednosti
poprima sve realne brojeve osim onih iz otvorenoga intervala (1, 4). Dakle, traZeni skup je

R\(1, 4) ili, u ekvivalentnom zapisu kao unija dvaju intervala, (—oo, 1] U [4, +00).
2.) Vidjeti Sliku 2. Prirodno podrucje definicije zadane funkcije je cijeli skup R jer je izraz
(Ej definiran za svaki realan broj x. Baza zadane eksponencijalne funkcije je % Taj je broj

strogo manji od 1, pa je rije¢ o strogo padajucoj funkciji. Njezin graf prolazi tockom S = (0, 1) jer
tom tockom prolaze grafovi svih eksponencijalnih funkcija oblika f (x) = @', zaa>01ia # 1. Taj

graf ne sijece os apscisa ni u jednoj tocki jer za svaki x € R vrijedi (%j > 0. Napokon, vrijede

jednakosti lim (Ej =+4c0i lim (Ej =0, $to znaci da se za velike strogo pozitivne vrijednosti
X—>—o0 X—>+o0

varijable x graf funkcije asimptotski pribliZava osi apscisa. Radi preciznosti, navedimo jo$ neke
tocke traZenoga grafa:

x |2 |-1

N | = [—

f | 412

TraZeni graf prikazan je na Slici 2.

Slika 2.
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3)y=2-x-8ili2-x-y-8=0. Odredimo najprije obje koordinate diralista traZene tangente.
Prva koordinata diraliSta jednaka je 3, dok je druga jednaka f(3). Izra¢unajmo f (3):

1, 1
3)=—-F-5=-.9-5=3-5=-2.
f3) 3 3

Dakle, diraliSte tangente je to¢ka D = (3, —2). Koeficijent smjera tangente k; jednak je vrijednosti
prve derivacije zadane funkcije u tocki x = 3. Izracunajmo tu prvu derivaciju:

e (Lo ) (L) ey o gL a2 2
f(x)—(3x 5) (3xj(5) 3(x)032x 03x 3x,
k,=f'(3)= 3=2.

[SSER )

Preostaje napisati jednadzbu pravca kojemu je koeficijent smjera jednak k, = 2 i koji prolazi
tockom D = (3, -2):

t..y—(=2)=2-(x-3),
t.y+2=2-x-6,
t.y=2-x—6-2,
t.y=2-x-8

ZapiSemo li dobivenu jednadZbu u implicitnom obliku, dobit c¢emo:

t...2-x-y-8=0.

4.)R\ {—1, ﬂ ili (—o0,—1) U <%,+oo> . Da bi logaritamska funkcija uopée bila definirana,
logaritmand mora biti strogo pozitivan realan broj. To znaci da mora vrijediti nejednakost:

2-x—1
x+1

>0.

Ovim zahtjevom ¢emo ujedno osigurati i da nazivnik gornjega algebarskoga razlomka bude
razlicit od nule, odnosno da taj razlomak bude dobro definiran. RijeSimo gornju nejednadzbu. Dva

su moguca slucaja:
1
2-x—1>0 2-x>1 x>— 1
L = = 2 =>xe(—,+o0
x+1>0 x>-1 2

x>-1

x+1<0 2 S xe(-=-l)

x<-—1

2-x—1<0 2-x<1 )c<1
1L =3
x<-—1
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Dakle, prirodno podrucje definicije zadane funkcije je unija ovih skupova, tj. skup Dy =

= <—oo,—1>u<%,+oo>. Taj skup krace i1 preglednije moZemo zapisati koriste¢i operaciju

D, = R\[—l, l}.
2

5.)35:x - 11. U jednakost f (x + 2) =5 - x — 1 umjesto x pi§imo 7 - x — 2. Dobivamo:

komplementiranja \:

fl7-x=2)+2]=5-(7-x-2)-1,
f(T-x=-2+2)=35-x—10—1,
f(7-x)=35-x—11.

Napomena: U zadatcima ovoga tipa uvijek je korisno pogledati koji izraz treba zapisati umjesto x tako da u zagradi dobijemo tocno
onaj argument ¢iju vrijednost trazimo. U ovom slucaju x + 2 treba biti jednako 7 - x, pa umjesto x treba pisati 7 - x — 2.

30. 15. Odredimo najprije jednadZzbu promjera kruZnice k okomitoga na tangentu ¢,. Koeficijent
smjera te tangente je k, = —2, pa je koeficijent smjera promjera

k):——:—i
! k =2

N | =

Jednadzba pravca kojemu je koeficijent smjera k,, a prolazi to¢kom § glasi:

p...y+1.5=%-(x—3),

1
wy=—-x——-1.5,
p---y 5

—l-x—15—15
p-..y 3 . .5,

1
Ly =—-x-3.
p---y >

U pravokutnom koordinatnom sustavu u ravnini nacrtajmo sva Cetiri pravca koja odreduju
Cetverokut ¢iju povrSinu traZimo. Za svakoga od njih dovoljno je odabrati po dvije njegove tocke
(osim za os y, tj. os ordinata koju crtamo prigodom crtanja pravokutnoga koordinatnoga sustava u
ravnini). Dobivamo Sliku 3. (Cetverokut &iju povriinu ra¢unamo i$rafiran je zelenom bojom, a
njegovi su vrhovi oznaceni s A, B, Ci D.)

Odredimo koordinate toaka A, B, C, D i E naznacene na slici 3. U svakom od tih slucajeva
rjeSavamo sustav dviju linearnih jednadzbi s dvije nepoznanice:
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Slika 3.

y=—-x-3 1 1 5
2 :>f'x—3=—2'x+2(:)E'x+2'x=2+3<:)§-x=5 Sx=2y=-"2-x+2=-2-2+2

y=-2-x+2
=4+2=-2=A=(2,-2)

y=—-x-3 1 1 5
2 =>—-x-3=-2-x+7 (:)5-x+2'x=7+3(:)E'x=10<:)x=4<:)y=—2'x+7=
y=-2-x+7

=-2.4+5=-8+7=-1=B=(4,-1)

x=0
y=-"2-x+7
x=0
{ =y=-2-x+2=-2:0+2=2=D=(0,2),
y=-"2-x+2
x=0 1 1
| mvebaazloasanr(oy
y:i.x_z, 2 2

TraZena povrSina jednaka je razlici povrSina trokutova EBC i EAD. Ti trokutovi su pravokutni
trokutovi s pravim kutovima kod vrhova A, odnosno B. Izracunajmo zasebno povr§inu svakoga od
tih trokuta. Imamo redom:
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|EB|=\J(x, —x,) + (7, — v, =\/(4—0)2 +[-1- (3] =J# +(-1+3)* = /(227 +2* =
=22 22422 =\4.22 427 =522 =245

|CB| =[x, = 2. + (3, = 9) =y(4=0 +(=1=7) = /4 +(-8)* = /4> +8> =
=424 =8+ 8 =8 a4 = 5.2 =45

PEBC=%-|EB|-|CB|=%-2-\/§-4-\/§=4-5=20

|EA|=\(x, = x,)* + (3, = 3. ) =\/(2—0)2+[—2—(—3)]2 =2+ (2437 =22+ =
=Va+1=15

IDA|=(x, =, + (3, = ) =200 +(=2-2)* =22 +(—4)* =/2* +4* =
=222y =242 22 =2 442 =522 =245

Peap =%'|EA|-|DA|=%.\/§.2.\/§=5

Tako konacno dobivamo:

Pugcp = Pepe — Ppap = 20— 5 =15 kv. jed.

pripremio:
mr.sc. Bojan Kovaci¢, dipl.ing.mat., visi predavac
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