Matematika na rjeSenja
drzavnoj maturi zadataka iz
KATEDRA ZA MATEMATIKU = - K
- visa razina rujna 2015.

TVZ ZAVOD ZA ZAJEDNICKE PREDMETE

1. C. Prva nejednakost nije istinita. Dijeljenjem ocite nejednakosti —5 > —7 strogo pozitivnim

brojem 7 dobivamo nejednakost —% > —% =-1.

Druga nejednakost nije istinita. Razlomci —% i —% imaju jednake brojnike (oni iznose
—1), pa je ve¢i onaj koji ima manji nazivnik. Zbog toga vrijedi nejednakost —é > —%.
Treca nejednakost je istinita. Razlomci é i % imaju jednake brojnike (oni iznose 1), pa

je veci onaj koji ima manji nazivnik. Zbog toga vrijedi nejednakost é > % .
Cetvrta nejednakost nije istinita. Dijeljenjem oéite nejednakosti 7 > 5 strogo pozitivnim

brojem 5 dobivamo nejednakost % > g =1.

2. A.Imamo redom:

czéav(R—va), /-3

3-c=a-R-2-a-b,
a-R=3-c+2-a-b, /:a
_3vc+2vavb_£+2vavb 3

- C
=2%12.p.
a a a a

R
3. B. Najprije izrazimo promjer kuglice u cm:
7.8 mm = 71—(;3 cm =0.78 cm.

Polumjer kuglice jednak je polovici promjera kuglice:

r:% cm=0.39 cm.

Stoga je obujam kuglice jednak

Vzg-ﬁ-ﬂ=§-0.393-7r=0.079092-7r cm’

pa je traZena masa kuglice jednaka umnosku obujma i gustoce kuglice, odnosno
m=p-V=13.6 glcm’-0.079092 - 7 cm’ = 3.3792579 g =~ 3.38 g.

4. B. Primijetimo najprije da nuZno mora biti @ # 0. Naime, ako bi bilo a = 0, dobili bismo
jednadZbu

—-6-x+8=0

Ce 4 C e . G e
koja ima jedinstveno rjeSenje x = 3’ pa zbroj svih rjeSenja u tom slucaju ne moZe biti jed-
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nak —2. Stoga mora biti a # 0.

Prema Vieteovim formulama, zbroj svih rjeSenja bilo koje kvadratne jednadZbe dobivamo
tako da koeficijent uz nepoznanicu x podijelimo s koeficijentom uz x~ i dobivenom
koli¢niku promijenimo predznak. Tako zaklju€ujemo da zbroj svih rjeSenja zadane

jednadzbe iznosi E Taj izraz treba biti jednak —2, pa dobivamo jednadZbu :

a
LY
a
RijeSimo tu jednadZbu:
S_ -2 /a
a
-2-a=6, /:(-2)
a= b =3.
2

5. D. Svi prirodni brojevi koji pri dijeljenju s 11 daju ostatak 4 tvore aritmetic¢ki niz 4, 15,
26, ... . Prvi Clan toga niza jednak je a, =4, a razlika niza jednaka je d =11. Stoga je
op¢i €lan toga niza jednak

a =a,+(n-1)-d=4+n-1)-11=4+11-n-11=11-n-7.

Budu¢i da trazimo sve cijele brojeve s navedenim svojstvom, njih dobivamo tako da
jednostavno dozvolimo da broj n bude bilo koji cijeli broj, a ne nuZno prirodan broj.
Dakle, traZeni izraz glasi:

a,=11-k—7, pri emu je k € Z.

6. D. Tocka E(f) pridruZzena broju ¢ nalazi se u tre¢cem kvadrantu pravokutnoga
koordinatnoga sustava u ravnini. Obje koordinate tocke E(f) su strogo negativni realni
brojevi. Sinus broja ¢ jednak je drugoj koordinati tocke E(f), pa je taj broj strogo
negativan. S druge strane, tangens broja ¢ jednak je koli¢niku druge i prve koordinate
tocke E(f). Taj je koli¢nik strogo pozitivan jer je koli¢nik dvaju strogo negativnih realnih
brojeva strogo pozitivan realan broj. Stoga je i tangens broja ¢ strogo pozitivan realan broj.
Dakle, vrijede nejednakosti sin < 0 itg ¢ < 0.

7. B. Neka su T cijena jedne tehnicke olovke, B cijena jedne biljeZnice, a M cijena jednoga
markera (sve tri cijene su iskazane u kn). Iz zadanih podataka dobivamo sljede¢i sustav
triju jednadZbi s tri nepoznanice:

3.T=2-B,
4.-B=5-M,
M =12.60

PomnoZimo prvu jednadZbu toga sustava s 2:
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6-T=4-B,
4-B=5-M,
M =12.60

Iz prve i druge jednadZbu ovoga sustava zakljucujemo da vrijedi jednakost
6-T=5M.

(Desna strana prve jednadZzbe jednaka je lijevoj strani druge jednadzbe, pa zbog
tranzitivnosti relacije ,,biti jednak* lijeva strana prve jednadZbe mora biti jednaka desnoj
strani druge jednadZbe.) Dijeljenjem te jednakosti sa 6 dobivamo:

T=§~M.
6

U ovu jednakost uvrstimo M = 12.60, pa dobivamo:

T :%12.60 =10.50 kn.

Dakle, cijena jedne tehnicke olovke iznosi 10.50 kn.

8. B. Kosinus traZzenoga kuta jednak je kolicniku skalarnoga umnoska zadanih vektora i
umnoska njihovih duljina:

21-132 (-3)-(-6)+4-1 18+4 2 »
o o] 37 +47 o7 + 17 VO+16-436+1 V25437 5437

Odatle slijedi

cosQ =

22
=arccos| —— |=43.66778° = 43.67".
¢ (5«/37}

9. C. Napomena: Zadatak je moguce rijeSiti jedino uz koriStenje pretpostavke da je S
srediSte zadane kruZnice. Spojimo tocke S i A, te tocke A i C. Budu¢i da je pravac DA,
prema pretpostavci, tangenta, a spojnica tofaka SA polumjer zadane kruZnice,
zakljuCujemo da je kut ZSAD pravi kut. Stoga je mjera kuta ZCSA jednaka

ZCSA=360"—-(90°"+90" +82") =98".

Taj kut je sredisnji kut za tetiva AC . Mjera kuta ZABS jednaka je mijeri kuta ZABC jer

tocke B, C i S pripadaju istom pravcu. Kut £ ABC je obodni kut za tetivu AC. Prema
poucku o obodnom i srediSnjem kutu, svaki obodni kut jednak je polovici pripadnoga
srediSnjega kuta, pa tako kona¢no dobivamo:

ZABS = ZABC =%~4CSA =%~98° =49".

10. D. Funkcija je parna ako i samo ako za svaki x iz njezine domene i broj —x pripada toj do-
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meni, te vrijedi jednakost f(—x)= f(x). (Kratko i neprecizno moZemo reci da je funkcija
parna ako i samo ako se medusobno suprotni brojevi preslikaju u isti realan broj.)

Domena funkcije pod A. je skup R jer je ta funkcija zapravo polinom prvoga stupnja.

Stoga provjeravamo jednakost f(—x)= f(x):
f(=x)=10-(=x) =10+ x#10—x = f(x).
Dakle, funkcija pod A. nije parna.

Domena funkcije pod B. je skup <0, +oo>, a taj skup ne sadrzi medusobno suprotne

brojeve. Npr. broj 1 je element skupa <0, + oo>, ali njemu suprotan broj —1 nije element

istoga skupa. Analogna tvrdnja vrijedi za bilo koji strogo pozitivan realan broj a. Stoga
funkcija pod B. nije parna.

Domena funkcije pod C. je skup R jer je ta funkcija umnoZak polinoma 1. stupnja

(funkcije x) i funkcije cos x, a domene tih dviju funkcija jednake su skupu R. Stoga
preostaje provjeriti jednakost f(—x)= f(x), pri ¢emu koristimo ¢injenicu da je funkcija

cos x parna funkcija, odnosno jednakost cos(—x) = cos x koja vrijedi za svaki x € R:
J(=x)=(=x)-cos(—x) =—x-cosx =—(x-cosx) =—f(x).
Dakle, funkcija pod C. nije parna funkcija.

Domena funkcije pod D. je skup R jer je ta funkcija polinom 2. stupnja. Stoga preostaje
provjeriti jednakost f(—x) = f(x):

fE) =) +1=[(-D) - x] +1=(=D> 2 +1=1->+1=x>+1= f(x).

Dakle, funkcija pod D. je parna funkcija.

. B. Koristit ¢emo cinjenicu da je funkcija g(x)=2" strogo rastuca funkcija, Sto znaci da

vrijedi ekvivalencija (a <b) & (2 <2"), za sve a, be R. Polazimo od nejednakosti

x” 20 koja vrijedi za svaki xe R . Imamo redom:
x*=0 /«(-3)
(-3)-x* <0, /+1
(-3)- X +1<0+1=1, /2
2T <o =) /14
20 14244 =6,
f(x)<6.

A

S druge strane, za svaki x € R vrijedi nejednakost 2* > 0. To ujedno znaci da vrijedi ne-

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 4



Matematika na rjeSenja
drzavnoj maturi zadataka iz
KATEDRA ZA MATEMATIKU = - K
- visa razina rujna 2015.

TVZ ZAVOD ZA ZAJEDNICKE PREDMETE

jednakost 2% > 0. Objema stranama ove nejednakosti dodamo 4, pa dobijemo:

2T 445044 =4,
f(x)>4.

Tako smo dobili jednakosti f(x)<6 i f(x)>4 koje moZemo objediniti u nejednakost
4< f(x)<6. Odatle slijedi da je f(x)e <4,6] , za svaki x € R. Dakle, traZzeni skup je
interval (4, 6].

12. C. Primijetimo da je vrijednost izraza ~/—4-x+25 definirana uz uvjet —4-x+252>0.
RijeSimo tu nejednadzbu:

—4-x+2520,
—4.-x2-25 /:(-4)
xsé.

4

Uvazavajuc¢i pretpostavku xs% kvadriramo obje strane zadane nejednadZbe pa

dobijemo:
—4-x+25<4°,
—4.-x+25<16,
—4.-x<16-25,
—4.x<-9, /:(-4)
ng.
4

Dakle, za svaki x koji je rjeSenje zadane nejednadZbe moraju vrijediti nejednakosti x < %

1x 2%. To znaci da je skup svih rjeSenja zadane jednadZbe segment [%, ?] odnosno
segment [2.25, 6.25]. U tom segmentu nalaze se Cetiri prirodna broja: 3, 4, 516.

13. C. Neka su a duljina velike (realne) poluosi i b duljina male (imaginarne) poluosi

hiperbole. Prirodno pretpostavljamo da su a, b > 0. TraZenu jednadZbu hiperbole zbog
2 2

.. gX
toga trazimo u obliku — —=—=1.
a

Iz podatka da toc¢ka 7 mora pripadati hiperboli dobivamo jednadZbu:

9 2
E_(zj

e e =1.

JednadZbu asimptote zapiSimo u eksplicitnom obliku:
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3-x+4-y=0,
4.y=-3.x, /:4
__3.;
y 4 "

Koeficijent smjera toga pravca je k = —%. Apsolutna vrijednost toga koeficijenta treba

biti jednaka omjeru duljine male i duljine velike osi hiperbole:

3
T

Tako smo dobili sustav dviju jednadZbi s dvije nepoznanice:

(9j2
o2
100 \2) _,

2 bZ

]

a
b
a

B~ w

Rijesimo taj sustav. Iz druge jednadZbe sustava izrazimo nepoznanicu b:
3
b=—-a
4

i dobiveni izraz uvrstimo u prvu jednadZbu sustava:

9 2

92
100 2
ERErah
4%
92
100 2
w9 b
2 ¢
100 9.2
@ et
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100 9-4
.
100 36
P
64
— =1
(12

2 2
bzz(%-aj :[%j -azz%-az.

U ovu jednakost uvrstimo a” = 64, pa dobijemo:

9

b* =—-64=36.
16
xZ 2

Dakle, traZzena jednadZba hiperbole glasi — — Yo,
64 36
14. A. Vidjeti Sliku 1.
&
E
D
4 2k o 5k B
- Slika 1.

Manji od dobivenih dvaju trokuta je trokut AQD. Taj trokut je sli¢an trokutu ABC prema
poucku K — K — K (zajednicki kut kod vrha A, jednaki kutovi kod vrhova B i Q kao kutovi
uz transverzalu). Koeficijent sli¢nosti jednak je omjeru duljina stranica AQ 1 AB:

AQl 2k 2k 2

k: = — -_ .
AB| 2-k+5k Tk 7
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Omjer povrSine trokuta AQD i povrSine trokuta ABC jednak je kvadratu koeficijenta k:

PAAQD — k2

P

AABC
Odatle slijedi da je traZena povrSina jednaka

2
AABC:(EJ -35:i-35=§ cm’.

2
Fusap =K F 7 49

C. 1z 350 kg mlijeka dobije se %-3502 46.2 kg vrhnja. 1z 46.2. kg vrhnja dobije se

—21?)5 -46.2 =11.319 kg mlije¢ne masti. Tih 11.319 kg mlijeCne masti mora tvoriti 82%

mase maslaca. Oznacimo li trazenu masu maslaca s m, dobivamo jednadzbu:

E-m:11.319.
100

Dijeljenjem te jednadZbe s % dobivamo m = 13.8036585 = 13.80 kg.

7.3889. Odmah imamo:

V3 +4% =1.7320508 + 5.6568542 = 7.388905 ~ 7.3889. .

%; —3 ili obratno. Imamo redom:
x2:3_5'x /2

2
2-x*=3-5-x,

2-x*+5-x-3=0,

_ 5%\’ -4-2:(-3) _ -5+/25-(-24)

5425424 5449 —5+7
4

xl,Z = = = .
2-2 4 4 4

=S5+£7 2 1 -5-7 12

xlz :_:_’XZZ—:__:_3'
4 4 2 4 4
1.) 43. Zapravo traZimo koliko posto iznosi broj P = 86 u odnosu na broj S = 200. TraZeni
postotak je jednak
_ 100- P _ 100-86 -3
S 200

2.) 60. Neka je bl. broj bombona u i-toj posudi, za i = 1, 2, 3, 4, 5. Iz zadanih podataka
dobivamo sljede¢i sustav od pet jednadZbi s pet nepoznanica:
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b, +b, + b, +b, + b, =200,
b, +b, =104,
b, + b, =86,
b, +b, =60,
b, +b, =54.

Zbrojimo drugu, trec¢u, Cetvrtu i petu jednadZbu toga sustava:

(b, +b))+(b,+b,)+(b;+b,)+(b, + b)) =104 +86 + 60 + 54,
b +b,+b,+b,+b,+b, +b, + b, =304,
b+2-b,+2-by;+2-b,+2-b, + b, =304,

b +2-(b,+b,+b,)+b, =304.

Iz prve jednadZbe sustava izrazimo zbroj b, + by:
b +b,=200—(b,+b,+b,),
pa uvrstimo taj izraz uizraz b +2-(b, + b, +b,) + b, =304

2-(b,+b,+b,)+200— (b, + b, +b,) =304,
b, + b, + b, =304 —-200,
b, +b,+b, =104.

U ovu jednakost uvrstimo Cetvrtu jednadzbu polaznoga sustava b,+b, =60, pa
dobivamo:

b, +60 =104,
b, =104 —60 =44.

Tako iz druge jednadZbe polaznoga sustava slijedi:
b, =104 -b, =104 — 44 = 60.

Dakle, u prvoj posudi ima 60 bombona.

19.1.) x> ? ili xe <?, + oo> . Imamo redom:

x—1 1 (1 2—x
—>—-x+ ,
6 2 (3 4 j
1 1 1 2—x
—x——>—-x+ ,
6 6 6 8
1,270 o4

X—=>

—4>3-(2-x),
—4>6-3-x,
3-x>6+4,
3-x>10.
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Odavde dijeljenjem s 3 dobivamo x>%. Skup svih rjeSenja zadane nejednadZbe

. .. .. 10
moZemo zapisati i kao otvoreni interval <?, +o0),

2) xe (—oo,%} U[2,+). Rije§imo najprije pripadnu kvadratnu jednadzbu. Imamo
redom:
-2-x*+7-x-6=0,
“THTP—4-(-2)-(-=6) _ —T+/49-48 —T7+1 _-7+1

X, = = .
b 2-(=2) —4 —4 —4
~7+1_ -6 3 -7-1_-8

xl = = — J

:—’xz_—_ =
4 4 2 4 -4

2.

Buduéi da je koeficijent uz x* strogo negativan broj (to je —2), pripadna kvadratna funkcija

poprima nepozitivne vrijednosti na skupu koji se dobije kad se iz skupa realnih brojeva R

izbaci otvoreni interval odreden izracunatim rjeSenjima kvadratne jednadzbe. Dakle, iz

skupa R izbacujemo otvoreni interval <%, 2>. Dobijemo skup ]R\<%, 2>. Taj skup

trebamo napisati pomocu intervala, pa dobijemo skupovnu uniju (—w,%} U[2,+0).

1.)-2 + 3 - i. Odredimo najprije vrijednost i*". Podijelimo li broj 219 brojem 4, dobit
¢emo koli¢nik 54 i ostatak 3. Dakle, vrijedi jednakost
219=4-54+3.
Zbog toga je
W = P =Y P =1 P =1 =0 =

Tako sada imamo:

4.72° 4= . —A4i . —4i —i—-1 | —4-i-(=i-D) . 4@ +D) .
, +i=— ti=——+i=—— ——+i= —— ti= +i=
i—1 i—1 i—1 i-1 —i—1 (=" —i 1-(-1)
4-(=1+i) . 4-(=149)
= +l:

1+1

+i=2-(-1+i)+i=-2+2-i+i=-2+3-i.

2.) 3+i, —3+i, (=2)-i eventualno zapisani u nekom drugom poretku ili obliku.

Zapravo traZimo barem jedno kompleksno rjeSenje jednadzbe w’=8-i. Sva rjesenja te
jednadzbe odredujemo primjenom de Moivreove formule za korjenovanje kompleksnoga
broja. Kompleksan broj z =8-i najprije zapiSimo u trigonometrijskom obliku. Tom broju
odgovara tocka A = (0, 8) Gaussove ravnine. Udaljenost te to¢ke od ishodiSta Gaussove
ravnine iznosi r = 8. Tocka A pripada pozitivnom dijelu imaginarne osi, pa je kut ¢ koji
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spojnica ishodiSta Gaussove ravnine i tocke A zatvara s pozitivnim dijelom realne osi

jednak 90°, odnosno % radijana.

Dakle, apsolutna vrijednost (modul) broja 8-i jednaka je r = 8, a argument toga broja

jednak je ¢ = radljana Zbog toga vrijedi jednakost:

8-i=8-(cos£+i-sin£j .
2 2

Preostaje primijeniti de Moivreove formule za korjenovanje kompleksnoga broja. Sva
rjeSenja navedene jednadZbe dana su izrazom

Tiokn Tiokn
w, =3/8-| cos 2# +i-sin 2# L, zak=0, 1, 2.
Pojednostavnimo taj izraz:
T+4-k-7w T+4-k-7w
=2-| cos 4 +17-sin 4 =2. COS(MJ-H'SH{MJ X
3 3 6 6

Uvrstavanjem k=0, k=11 k= 2 dobivamo:

wo:2-{COS(WJ+i~Sin(u6'OWH:2-{005(%J+i-sin[7—6rﬂ:2~(§+1 j B+,
=2 oo Tl FHT | feo 2 (_ j i

(o))
2.{005(%’}1'-511{&6'2”]} 2. {cos( )ﬂ sm[% ﬂ:z [0+i-(~1)] = (-2)-i.

11
21.1.) a? . Imamo redom:

(4] i o o< 7 4

2.) ﬁ . Koriste¢i formulu za razliku kvadrata dobivamo:

W,

—1

a 1 b a 1 a=2-b
(a2—4-b2_2-a+4-bj'a—z-b_(az—zz-bz_2-a+4-bj' b
B a 1 a=-2-b  2-a-1-(a-2-b) a-2-b
_{(a—Z-b)-(a+2-b)_2-(a+2-b)] b 2.(a+2-b)-(a-2-b) b
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_ 2-a—a+2-b 'a—2-b: a+2-b 'a—2-b:
2-(a+2-b)-(a-2-b) b 2-(a+2-b)-(a—2-b) b

_ (a+2:b)-(a=2b) _ 1
2-b-(a+2-b)-(a=2-b) 2-b

1.) 0.24. Izracunajmo najprije duljinu duZine BE . Trokut ABE je pravokutan s pravim

kutom kod vrha E. Znamo duljinu katete AE i hipotenuze AB, pa duljinu katete BE
izra¢unamo primjenom Pitagorina poucka:

[BE|=\[AB] ~[AE] =\4.2-3.6" =\[(4.1-3.6)-(4.1+3.6) =0.57.7 =/3.85 = 1.962141687.

Stoga je traZena duljina jednaka

\&\ = ‘B_C‘ - \ﬁ\ =2.2-/3.85~0.237858313 =~ 0.24 cm.

2.) 0.339836909 rad. =19.47122063 =19°28'16". TraZenu mjeru najbrze odredujemo
primjenom funkcije sinus. Ozna¢imo s o traZenu mjeru kuta ZCAB. Tada je

. a 1
sinag=——=—.
3-a 3

Jedino rjeSenje ove trigonometrijske jednadZbe u intervalu <0, §> je a@=0.339837 rad.

Prerac¢unamo li ovu mjeru u stupnjeve, dobijemo & =19.47122063° =19°28'16".

1.) = 4.16. RijeSimo najprije jednadZbu (Zj = (ZJ Imamo redom:

ny (n

3) (2

n-(n-1)-(n-2) n-(n-1)
31 -2

n-2_1 /.6

6 2

-2=3

=5.

/:[n-(n—l)]

S S

Tako zapravo imamo razvoj binoma (a+2)’. Prema binomnoj formuli, opéi ¢lan u
razvoju ovoga binoma je (kj-as‘k -2". Stoga ¢éemo koeficijent uz @’ dobiti tako da u

izraz za op¢i €lan uvrstimo k = 2 jer je tada eksponent u potenciji s bazom a jednak 3.
Dakle, traZeni koeficijent je jednak
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2.) 100. Definirajmo niz (a,), rekurzivno pravilom g, =/x, a,=3Jx-a,, zan=2.
Odredimo zatvorenu formu za op¢i €lan ovoga niza. NapiSimo prvih nekoliko ¢lanova

niza:
1
a, =x=x3,
N I IR
a,=3x-a,=Nx-x>=Vx 3 =Vx3=x°,
4 4 13 13
3 - | U T B =
a;=3x-a, =\Nx-x°>=Vx 9 =Vx® =x7,
13 13 40 40
U I B S BN S 1
a,=3x-a;=\Nx-x"=Nx “ =Vx* =x%,
! 31
SOy
Odatle moZemo naslutiti da je a, =x ¥ =x?¥. Dokazimo tu tvrdnju matematickom
indukcijom.
31 3-1 2 1
. 1 XY PX) 3w . w
Zan =1 dobivamo a, = x?* =x23 =x% =x3, §to je to¢no.
1
1 3+l
. . 11 . ~ . . . n+1
Pretpostavimo da je a,=x?¥, za neki neN. Zelimo pokazati da je a, =x>¥".
Racunamo:
331
s 3 %Y gl gt _11
— 3[4 — 423 30— 4.23"3 23"
a,, =3x-a, =\Nx-x*% =x =X =

Sto smo i Zeljeli dobiti.
Lijeva strana zadane jednakosti jednaka je grani¢noj vrijednosti (limesu) niza (a, ),y -
Odredimo tu grani¢nu vrijednost:
31 3" 1
— -0 =

1
L=lima, =limx?** =limx?*¥ ?¥ =limx? >¥ =x? =x2.

n n n n

Ta grani¢na vrijednost treba biti jednaka 10, pa dobivamo jednadZbu

x2=10.
Kvadriranjem lijeve i desne strane te jednadZbe odmah dobivamo x = 100.

24. 1.) Vidjeti Sliku 1. U pravokutni koordinatni sustav ucrtamo to¢ke A = (0, £ (0)) = (0, 1)
(ta je tocka ve¢ ucrtana) i B = (-1, f (1)) = (-1, 3). Buduc¢i da je rije¢ o linearnoj funkciji,
njezin graf je pravac. Za crtanje bilo kojega pravca dovoljno je zadati bilo koje dvije
njegove razli¢ite toCke. U ovom slu€aju ve¢ imamo zadane tocke A i B, pa ih spojimo
jednim pravcem. Tako dobivamo Sliku 1.

2.) (5, 8). Iz zadanoga grafa zakljucujemo da funkcija pada na intervalu (4, 8). Stoga treba
odrediti za koje x iz toga intervala je f (x) < 2. Povucimo pravac y = 2 na segmentu [4, 8].

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 13
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Lako se vidi da je graf zadane funkcije strogo ispod toga pravca ako i samo ako je x €
(5, 8). Dakle, rjesenje zadatka je otvoreni interval (5, 8).

B
4
0
Slika 1.
25.1.) % Koristimo pravilo deriviranja sloZene funkcije. Najprije deriviramo
cos"(3-x

funkciju tangens (pri ¢emu je argument derivacije jednak argumentu tangensa, tj. 3 - x), a
potom dobiveni izraz pomnoZimo s derivacijom argumenta tangensa. Iz tablica derivacija

elementarnih funkcija znamo da je (tgx)'=———, padobivamo:
S” X
1 1 1 3
'xX)=—F7—@x)=—5—"3 () =3 1=—5—.
A cos’(3-x) (3-2) cos’(3-x) ) cos’(3- x) cos*(3-x)

2) y= é x+2ili x-8-y+16=0 ili i6 +% =1. Odredimo najprije drugu koordinatu

tocke krivulje u kojoj povla¢imo tangentu. Bududi da je prva koordinata te to¢ke jednaka
16, druga koordinata jednaka je vrijednosti f (16). Stoga raCunamo f (1):

f16)=~/16 =4.
Dakle, tangentu povla¢imo u tocki D = (16, 4).

Izraunajmo koeficijent smjera tangente. On je jednak vrijednosti prve derivacije funkcije
JSu tocki x, = 16. Stoga imamo:

, SRR S N O (R A R Gy S DR
f(x)—(\/;)—[xj—zx —2x => (xj =5 (\/;) =5 \/;—2\/;,
' 1 1 1
16) = ==,
£ a6 2416 2-4 8

Dakle, koeficijent smjera tangente jednak je k :% . Stoga jednadZba tangente glasi:
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1

—4=—.(x-16),
y 8( )
—l-x—2+4
y 8 b

1
=—-x+2.
i

Tu jednadZbu moZemo zapisati u implicitnom, odnosno segmentnom obliku:

1
=—-x+2 /-8
Y 8

8- y=x+16,
x—8-y+16=0 ... implicitni oblik
1
y—g'x+2,
—l'x+y=2 /:2
8
X

—_— +l =1 ... segmentni oblik
-16 -2

26. Napomena: Zadatak nema rjeSenja ako se pretpostavi da je f(x)=A-sin(B-x)+D
jer je ne postoji funkcija oblika f(x)=A-sin(B-x)+ D ¢iji bi graf bila krivulja sa
slike. Stoga ¢emo rijeSiti zadatak uz pretpostavku da je f(x)=A-sin(B-x+C)+D.
Uocimo da funkcija f ima najmanju vrijednost jednaku —2, a najvecu vrijednost jednaku 2.

Bez smanjenja opc¢enitosti moZemo pretpostaviti da je A > 0. (Ako je A < 0, onda umjesto
izraza A-sin(B-x+C) promatramo njemu ekvivalentan izraz —A-sin(-B-x—C). Ti

izrazi su ekvivalentni jer je sinus neparna funkcija.) Najmanja vrijednost izraza
sin(B-x+C) na skupu R jednaka je —1, a najveca vrijednost 1. Stoga je najmanja

vrijednost funkcije f u opéem slucaju jednaka —A + D, a najvec¢a A + D. Tako dobivamo
sustav dviju linearnih jednadZzbi s dvije nepoznanice

-A+D=-2,
A+D=2
¢ije je rjeSenje (A, D) = (2, 0). Dakle, funkcija fima oblik f(x)=2-sin(B-x+C).

1.) m. Koristit ¢emo ¢injenicu da je apsolutna vrijednost razlike bilo kojih dviju uzastopnih
nultoc¢aka funkcije f jednaka polovici njezina temeljnoga periodal. Iz zadanoga grafa

. . < . 2 .
vidimo da su dvije uzastopne nultocke x, :g 1 x :§-7r. Odredimo apsolutnu

vrijednost njihove razlike:

"To svojstvo ima svaka funkcija oblika f(x)=A-sin(B-x+C).
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TraZeni temeljni period je dvostruko veci od izracunane razlike i iznosi

T=2-|x0—x1|=2-§=7r.

2.) %-7[. Primijenit ¢emo cinjenicu da ako su x, i x, dvije uzastopne nultocke zadane
funkcije, onda za x :%-(xo + x,) funkcija poprima ili najvecu ili najmanju vrijednost2. U

ovom slu¢aju uzmemo x, =% 1x :g-n', pa sa slike vidimo da ¢e funkcija poprimiti

najmanju vrijednost -2 za

2

1 1 (nx 2 1 (#+4-x 157 5=«
x=—-(x,tx)=—+|—+—7 =—-
2 2 2

6 3
Iz slike se vidi da je x, :% najmanja strogo pozitivna nultocka zadane funkcije, pa
zakljucujemo da je traZeni realan broj x jednak upravo % TT.

27.1.) log, 3=0.79248125. Imamo redom:

4 =12,
4.4 =12,

4 .4=12, /:4
4" =3.

Odavde izravno slijedi x =1log, 3. Da bismo pribliZzno izraCunali taj broj, zapisat ¢emo ga
koriste¢i logaritam po bazi 10:

_log3  0.477121254719662
log4 0.6020599913279624

x=1log,3 =(0.79248125.

1 T . .
2.). 3 Koriste¢i svojstva logaritama imamo redom:

log,(x+4)—log, x=2,

logs(x+4j=2’

X

x+4

52
x 2
£+i=25,

X X

2Tovo svojstvo ima svaka funkcija oblika f(x)=A-sin(B-x+C).
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1+—=25,
4 25-1
X
4. 24,
X
4 1
X=—=—
24 6

3.) x, :g 1x, :%-7[. Iz zadane jednadzbe slijedi tg x = V3. Njezino rjeSenje u intervalu

X = arctg/3 = %

Taj broj pripada segmentu [0, 2 - ], pa sljedece rjeSenje dobijemo tako da broju %

dodamo temeljni period funkcije tangens, odnosno broj 7:

7T 4
T+—=—-T.
3 3

I taj broj pripada segmentu [0, 2 - ]. Sljedece rjeSenje dobili bismo tako da broju %-7[
dodamo broj 7, odnosno tako da broju % dodamo 2 - m, ali to rjeSenje ocito ne pripada

. D T . 4
segmentu [0, 2 - 7]. Stoga su sva traZena rjeSenja x, = 3 1x,= g-ﬂ'.

1.) 0; 3. Prva koordinata trazene toc¢ke jednaka je O jer sve tocke na osi ordinata imaju

prvu koordinatu jednaku 0. Druga koordinata trazene tocke jednaka je f (0). Izra¢unajmo
tu vrijednost:

f(0)=]5-0-3=|0-3=|-3|=3.
Dakle, traZzena tocka je A = (0, 3).

2) % TraZena vrijednost je jednaka g[f(7)]. Stoga imamo redom:

7P+1_49+1_50

7)= 10,
£ 5 5 s
10 10
10)=—2__10
s =101 1

Dakle, (go f)(7)=g[f(7)]=g(10) :%.
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POLYTECHNICUM

TVZ

ZAGRAB!

ZAVOD ZA ZAJEDNICKE PREDMETE

KATEDRA ZA MATEMATIKU

ENSE

Matematika na rjeSenja
drzavnoj maturi zadataka iz
- vi$a razina rujna 2015.

3.) Vidjeti Sliku 2. Zadanu krivulju je najjednostavnije nacrtati tako da svaku tocku
parabole y = x* translatiramo za dvije jedini¢ne duZzine (na osi apscisa) udesno. Tako
dobivamo krivulju prikazanu na Slici 2.

\

i

Slika 2.

Alternativno, traZenu parabolu moZemo nacrtati tako da odredimo bilo koje tri njezine
razli¢ite to¢ke od kojih je to¢no jedna tjeme parabole. Tjeme parabole y =(x—a)’ je u

njezinu sjeciStu s osi apscisa, odnosno u tocki T = (a, 0). U ovome je slu€aju, dakle, tjeme
parabole tocka T = (2, 0). Preostaje odrediti joS dvije tocke parabole. Uzmimo npr. x =0 i
x =1, pa izraCunajmo pripadne vrijednosti varijable y:

y(0)=

(0-2)° =(-2)" =4,

y(H)=(1-2)"=(-1)*=1.

Stoga u pravokutni koordinatni sustav ucrtamo tocke 7, A = (0, 4) i B = (1, 1), pa ih
spojimo parabolom. Dobivamo krivulju prikazanu na Slici 2.

29.1.) J19 . Bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da su vrhovi trokuta oznaceni s
A,B1C,tedasu ‘E‘ =6cm i ‘B_C‘ =7 cm. Neka je D poloviste duZine AB . Znamo da

je [CD|=5 cm . Bududi da je D poloviste duzine AB, to je @:%-‘E‘:%ﬁ: 3em.

IzraCunajmo kosinus kuta  := ZDBC koriste¢i kosinusov pouéak primijenjen na trokut

BCD:

cosff =

2

BD

+|BC

2

—|CD

2

_3+7°-5 9+49-25 33 11

2.

BD

-|BC

2.3.7 42 42 14

Preostaje primijeniti kosinusov poucak na trokut ABC. Pritom treba uociti da je kut kod
vrha B trokuta ABC ujedno i gore definiran kut (3. Stoga imamo:

11

[acf :|AB|2+|BC|2—2-|AB|-|BC|-cosﬂ:62+72—2-6-7-E=36+49—66=19.

Odatle slijedi [AC|=+/19 = 43588989435 cm.

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac
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2.) % -a" . Neka je P poloviste brida C_C1 Manji od dobivenih dvaju dijelova je tetraedar

BCDP. Osnovka toga tetraedra je pravokutan trokut BCD s pravim kutom kod vrha C.
Visina tetraedra je duZina CP.

U pravokutnom trokutu BCD znamo duljine dviju kateta: ‘B_C‘ = |CD| = a. Takoder, znamo

i duljinu visine CP: ‘5‘ = %. Stoga je obujam tetraedra jednak:

vmp=§.PABCD-\a\=§.G.\B—c\.\c—pg.\c—p\:%.a.a.gzé.aa.

3.) (3, =2). Odredimo sjeciSte zadanoga pravca i kruZznice. U tu svrhu rijeSimo sustav
dviju jednadzbi s dvije nepoznanice:

y=2-x+b,
(x=1*+(y+1)*=5.

Prvu jednadZzbu sustava uvrstimo u drugu jednadZbu:

(x=1>+Q2 -x+b+1)> =5,
X =2-x+1+4- X +4-(b+1)-x+(b+1)* =5,
5. X +[4-(b+1)=2]- x+(b+1)>+1-5=0,
5-x°+(4-b+2)-x+b>+2-b+1-4=0,
5-x°+(4-b+2)-x+b>+2-b-3=0.

Da bi zadani pravac bio tangenta kruZnice, posljednja kvadratna jednadZba mora imati

jedinstveno rjeSenje. NuZan i dovoljan uvjet za jedinstvenost rjeSenja je da diskriminanta
jednadZbe bude jednaka nuli. Odredimo diskriminantu D:

D=(4-b+2)%-4-5-(b*+2-b—3)=16-b>+2-4-b-2+4-20-b> —40-b+60 =
=—4.-b*-24-b+64=(-4)-(b*+6-b—16).

Njezina vrijednost ¢e biti jednaka nuli ako i samo ako vrijedi b* +6-b—16=0. Odredimo
strogo negativno rjeSenje te jednadZzbe (jer prema zahtjevu zadatka mora biti b < 0):

66> —4-1.(-16)  —6-/36+64 —6-100 —6-10 16
2

2-1

b -—=-8.

2 2 2

Uvrstimo b = -8 uizraz 5-x” +(4-b+2)-x+b°+2-b—3=0, pa dobivamo:

5-x°+[4-(=8)+2] x+(-8)*+2-(-8)—3=0,
5-x*=30-x+64-16-3=0,
5-x*=30-x+45=0, /:5

¥ —6-x+9=0,

(x=3)>=0.
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Jedino rjeSenje ove jednadzbe je x = 3. U jednadZbu pravca y =2-x+b uvrstimo x =3 i
b = -8, pa dobivamo:

y=2-3+(-8)=6-8=-2.

Dakle, trazena tocka dodira je toc¢ka S = (3, -2).
4.) 20+10-~/3. Odredimo najprije vrijednost a”. U jednadZbu elipse uvrstimo x = 8 i
y =3, pa dobivamo:

25-8*+a’-3=25-a’,

25-a>-9-a* =25-64,

16-a° =25-64.
Odatle dijeljenjem sa 16 dobivamo a’ =100, odnosno a = 10. Dakle, jednadzba elipse
glasi:

25-x>+100- y> =25-100,

odnosno nakon dijeljenja s 25 - 100,
2 2
100 25
Iz ovoga oblika o¢itamo b*> =25. Odatle razabiremo da je duljina male poluosi jednaka

b = 5. To znaci da su tjemena elipse na osi ordinata tocke 7, = (0,=5) i T, =(0,5). Zbog

simetrije elipse svejedno je koje od tih dvaju tjemena odaberemo, pa odaberimo npr. tjeme
T,=(0,5).

Odredimo linearni ekscentricitet elipse (oznaka: €). On je jednak:

e =@ 5 =T00-25 =75 =25 3 =35 -3 =513

Trazeni opseg trokuta dobijemo tako da razmaku izmedu ZariSta elipse pribrojimo zbroj
udaljenosti tjemena 7, od obaju ZariSta elipse. Razmak izmedu ZariSta elipse jednak je

2 - e. Tocka T, pripada elipsi pa je, prema definiciji elipse, zbroj njezinih udaljenosti od
ZariSta elipse jednak 2 - a. Tako kona¢no dobivamo:

O=2-e+2-a=2-5-/3+2-10=20+10-+/3 jedini¢nih duljina.

(2,6,18,30)i (32, 16, 8, 0). Oznac¢imo trazenu Cetvorku brojeva s (a, b, ¢, d). PiSemo je
kao uredenu cetvorku jer je bitno koji broj je prvi, koji drugi itd. Iz podatka da prva tri
broja ¢ine geometrijski niz zaklju¢ujemo da vrijedi jednakost

b>=a-c .
Iz podatka da posljednja tri broja ¢ine aritmeti¢ki niz zakljuujemo da vrijedi jednakost

2-c=b+d.
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Iz podatka da je zbroj prvoga i Cetvrtoga broja jednak 32 zakljuCujemo da vrijedi
jednakost

a+d=32.

Naposljetku, iz podatka da je zbroj drugoga i trecega broja jednak 24 zaklju¢ujemo da
vrijedi jednakost

b+c=24.
Tako smo dobili sustav Cetiriju jednadzbi s ¢etiri nepoznanice:

V=a-c,
2-c=b+d,
a+d =32,
b+c=24.

Rijesimo taj sustav. Zbrojimo drugu, trecu i Cetvrtu jednadZbu, pa dobijemo:

2-cta+d+b+c=b+d+32+24,
a+3-c=56,
a=56-3-c.

Iz cetvrte jednadZbe izrazimo nepoznanicu b:
b=24—-c.
U prvu jednadZbu sustava uvrstimo jednakosti a =56 -3¢ i b =24 —c. Dobijemo:

(24-¢)*=(56-3-¢)-c,
576—48-c+c¢* =56-¢c—3-¢?,
576—48-c+c*=56-c+3-¢* =0,
4-¢*—104-c+576=0, /:4
¢*—26-c+144=0,

. 26+/(-26)°—4-1-144 _26+/676-576 26100 _26+10
> ,

- 21 2 2
Cl=26;10=i;=18’ C2=26—10=%=8.

Uvrstimo li ¢ = 18 u jednakosti ¢ =56—-3-c i b=24—¢, dobit ¢emo a =21 b = 6.
Potom iz a + d = 32 slijedi d = 30. Dakle, u ovom sluc¢aju dobivamo uredenu cetvorku
(2, 6, 18, 30).

Uvrstimo li ¢ = 8 u jednakosti a=56—-3-¢ i b=24—c, dobit ¢emo a = 321 b = 16.
Potom iz a + d = 32 slijedi d = 0. Stoga u ovom sluc¢aju dobivamo uredenu cetvorku
(32, 16, 8, 0).

Prema tome, sva rjesSenja zadatka su uredene ¢etvorke (2, 6, 18, 30) i (32, 16, 8, 0).

pripremio:
mr.sc. Bojan Kovacié, visi predava¢
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