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1. C. Primijetimo da je 416 = W =2. Dakle, skup A sadrzi tocno Cetiri racionalna broja:
-5, —% ,0i 416 =2. Broj NE) je iracionalan broj, a broj i nije realan broj, pa niti jedan od
tih dvaju brojeva nije racionalan broj.

2. B. IzraGunajmo priblizno (s to¢no$éu od 107) apsolutnu vrijednost svakoga ponudenoga
broja. Pritom uo¢imo da nijedan od tih brojeva nije racionalan.

_[log0.41| |-0.38721614| _
| log3 | | 047712125 |

llog, 0.41] |-0.81156758| = 0.81,

1—&‘ = ‘\/5—1‘ =2 -1=0.41421356 ~ -0 41,
<0

2
3/0.25|=1/0.25 = i/I = {/12 =:/27 =23 =0.62996052 = 0.63,
>0 4 2

205 =27"% =0.70710678 = 0.71.
>0

Odatle slijedi da jedino broj 1-+/2 ima apsolutnu vrijednost strogo manju od 0.5

3. B. Vrijede jednakosti: 1 dm = 10 cm = 10-10 =10 mm. Zbog toga je | mm = 10~ dm,
paje 04 mm=04-10"=4-10"-10"=4-10""" =4.10" dm.

4. A. Prva koordinata sjeciSta bilo koje krivulje s osi ordinata jednaka je nuli. Druga
0-1 :_—lzi. Dakle, traZeno sjeciSte je tocka

koordinata sjeciSta jednaka je f(0)= i

)

5. D. Mjera drugoga S$iljastoga kuta zadanoga trokuta je 90°—67° =23°. Budu¢i da je

23" < 67°, kraca kateta nalazi se nasuprot kutu ¢ija je mjera 23°. Radi odredenosti, neka
su a duljina krace katete i ¢ duljina hipotenuze. Tada je traZzeni omjer jednak:

1 1
sin23° 0.39073113

=2.55930467 = 2.56

c 1
a a
C

6. A. Koriste¢i definiciju apsolutne vrijednosti realnoga broja, razlikujemo dva slucaja:

L 2-x+520(:>2-x2—5(:>x2—%
2-x+5=x+42-x—x=4-5=x=-1.
II. 2-x+5<0<:)2-x<—5(:)x<—§

-2 x+d)=x+42-x-5=x+4-2-x—x=4+5-3-x=9 & x=-3.

© mr.sc. Bojan Kovacié, visi predavac 1



10.

11.

™vVZ - Matematika na | rjeSenja zadataka
drzavnoj maturi iz rujna 2017.
- visa razina

POLYTECHNIGUM ZAG

SRABIENSE
Elektratehnicki aodjel

Primijetimo da svako od dobivenih rjeSenja zadovoljava pripadni uvjet na vrijednost
nepoznanice x, Sto znaci da su sva rjeSenja zadane jednadZzbe x, =—1 i x, =-3. Njihov je

zbroj jednak x, +x, =—1+(-3)=—4.

26

C. Najprije odredimo i*’’. Broj 267 podijelimo s 4. Dobijemo koli¢nik 66 i ostatak 3.

Zbog toga je:
i =i =i,

IzraCunajmo €lan a+b-i iz navedene jednakosti. Imamo redom:

. 5 5 5-(2+10) 5:2+i) _ 5-2+i) _5-2+i) _5-(2+0)
a+b-i= = = = = = = =

= = = 2+
2+ 2—-i (2-i)-(2+i) 2°—=i°  4—(-1) 4+1 5

Odatle odmah slijedi a =2.

D. Uocimo da je -NP=PN=LJ, pa je xzé(ﬂ%—ﬁ%—ﬁ'): AC = AB . Vektor

1
2
koji ima pocetak u tocki P i jednak je vektoru AB je vektor FQ

B. Duzina ST je polumjer kruZznice, pa s pravcem p zatvara pravi kut. Kut ZSTB je

obodni kut nad tetivom 7B, pa je, prema podacima u zadatku, njegova mjera jednaka 40°
(jer svi obodni kutovi nad istom tetivom imaju jednake mjere). Tako odmah imamo:

40"+ f=90°,

B=90"-40" =50".
A. Polumjer osnovke valjka iznosi r=3 m=3-10' dm =30 dm. Visina valjka koji ima
polumjer osnovke r i obujam 1500 L iznosi

L _ 1500 _ 1500 _ 5
307 900-7 3.7

Dakle, razina vode se svaki sat poveca za I dm, pa ¢e se za pet sati ta razina povecati
/4

za ukupno 5 D2 2.65258238 = 2.65 dm =2.65-10" m =0.265 m.

37 37w

D. Odredimo najprije vrijednost parametra p. Parabola prolazi tockom A, pa njezine
koordinate moraju zadovoljavati jednadZzbu parabole. UvrStavanjem tih koordinata u
jednadZbu parabole dobivamo:

4

42 =2-p-—,
-4 p 7

(S,
o)
Il
I

=
~~
| o
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Sada moZemo napisati jednadZbu tangente u implicitnom obliku:

y.(_4)=14.(x+§j, /:(=2)

4
2-y=-T-| x+—=|,
g ( 7)

2-y=-T-x-4,
7T-x+2-y+4=0.

12. B. Duljina svakoga dijela stranice AC iznosi i-‘ﬁ‘:%-u:?)cm. Duljina svakoga

dijela stranice BC iznosi i‘ﬁ‘ 25-8 =2cm. Tolike su i duljine krakova osjen¢anoga

trapeza. Preostaje izracunati duljine osnovica toga trapeza. Radi odredenosti, neka su a
dulja osnovica trapeza, a ¢ njegova kraca osnovica. Primjenjujuci slicnost odgovarajucih
trokutova dobijemo:

a:(12—3):16:12(:)a:9:16:12(:>12‘a:16-9<:)a:11—2:12 cm,

c:(12—6)=16:12<:>c:6=16:12(:>12-c=16-6@a=%=8 cm.
Stoga je trazeni opseg jednak O =12+8+3+2 =25 cm.

13. C. Funkcija apsolutne vrijednosti je strogo padajuca na intervalu <—oo,0> , a strogo rastuca

na intervalu <0,+oo> . To znaci da vrijede sljedece ekvivalencije:

an<0(:>0<|x|S|a|,
0<x<b&0<|x|<b.
Tako imamo redom:
—5<x<5,
—S+I<x+1<5+],
—4<x+1<6,
~4<x+1<0ili 0S x+1<6,
O<|x+]<4ili 0<|x+]| <6,
0<|x+1/<6,
0-2<|x+1-2<6-2,
—2<|x+1]-2<4,
—2<|x+1|-2<01ili 0<|x+1|-2<4,
0<|x+1-2<2ili 0<|x+1|-2<4,
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0<|lx+1-2[<4,
0< f(x)<4.

Dakle, traZena slika je segment [0,4] .

14. A. Uocimo pravokutan trokut kojemu su jedna kateta tre¢ina visine osnovke, druga kateta
visina piramide v, a hipotenuza visina pobocke piramide. Mjera kuta izmedu osnovnoga
brida i visine pobocke iznosi 52°, a duljina osnovnoga brida a =7.5 cm. Tako odmah
imamo:

520 =—"b ev=

G %.%.@.tg 52° =
-3

é‘%s-\/g-tg 52" =2.77115492 = 2.77 cm.

YRS

1
3
15. C. Nekasu a, a-qi a-q° duljine stranica trokuta, pri ¢emu je a >0 . Prema nejednakosti

trokuta, moraju vrijediti sljedec¢e nejednakosti:

a+a-g>a-q’, 1+q>4q°, q*—q—-1<0,
a-g+a-qg*>a,&q+q >, ¢ +q-1>0,
a+a-qg*>a-q 1+g>>¢q q*—q+1>0.

RijeSimo prvu nejednadZbu. Imamo:

) 1217 —4-1-(-) 1+ /I-(—4) 1+/1+4 1£5
74712024, 211 2 2 a2 T

_1—\/5 _1+\/§_\/§+1

hET T T T, T

pa je skup svih rjeSenja prve nejednadZbe interval < 5

1—\/5 \/§+1
2 '

RijeSimo drugu nejednadzbu. Imamo:

1P =41-(-1) -1+ JI-(-4) -1+/1+4 -1+5

1 g-1=0=q, = _ - - -
e %2 21 2 2 2

[ N LI N NG |
hETy T 2

~1-+5 —l+\/§} _
3 _

pa je skup svih rjeSenja druge nejednadZbe ]R{ 5

| -1-+5 —1+J§+
={( —oo, 5 U 2,oo.
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Uocimo da tre¢a nejednakost vrijedi za bilo koji g€ R . Naime,

1Y 1 1Y 3.3
2 +1:( ——j ——+1:( ——j +2>250.
q —q q > 4 q

Zbog toga tu nejednakost moZemo zanemariti.

J5-1 J§+1>

Presjek dobivenih rjeSenja prvih dviju nejednadzbi je interval <T, 5

z<0.618,1.618>. Od ponudenih cetiriju vrijednosti jedino vrijednost g =1.5 pripada

navedenom intervalu, pa je ona rjeSenje zadatka.

16. = —0.1328667. Imamo redom:

= —0.13286670562845 = —0.1328667.

1
Ja+2 Ya+2 Y412 442
—81:3 27 27 27

17. 8.5 kn. Neka je C trazena cijena (iskazana u kn). Tada cijena poslije poskupljenja iznosi

C +% C=C- (1+%j =C-(1+0.04)=1.04-C. Ta cijena treba biti jednaka 8.84 kn, pa
dobivamo jednadZbu:

1.04-C =8.84.
Odatle dijeljenjem s 1.04 dobivamo C =8.5.

18. 1.) [8,+oo>. Imamo redom:

1_|_x+8 < 2-x—1 /.12
4 3

1243-(x+8)<4-(2-x-1),
12+3-x+24<8-x—4,
3-x—8-x<-4-12-24,
—5-x<-40, /:(-5)
x28.

Dakle, skup svih rjeSenja zadane nejednadZzbe je interval [8 , +oo> .

2) (x,y)= (—1, %j Oduzmimo drugu jednadZbu sustava od prve jednadZbe. Dobivamo:

5 3
xX+ty=-2)—(y—-x)=—-x——,
(x+y-2)-(y—x) 5 5

X+y—2- +)c—§-)c—E
Yy Yy ) >
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x+x—§-x:——+2,
2

Uvrstimo dobivenu vrijednost u drugu jednadzbu sustava pa dobijemo:

3
—(-)==,
y—(=D 5
3 1
:——1:—'
=5 2

Dakle, rjeSenje zadanoga sustava je (x,y) = (—l, %)

19. 1.) +/85. Najprije oCitamo koordinate tocaka: A=(-3,-1), B=(4,5), C =(-2,6). Potom
racunamo duljine stranica trokuta uz standardne oznake, a koriste¢i formulu za racunanje
udaljenosti dviju to¢aka u pravokutnom koordinatnom sustavu u ravnini:

a=|BC|=/(-2-4) +(6-5)* =\[(=6)* +1* =436 +1 = /37,
b=[AC|=(=2=(=3)) + (6= (=1))* = /(=2+3)* +(6+1)* =v/I> +7> =~/1+49 =/50,
o =[AB|=\(4=(=3))’ +(5-(-1)’ =443’ +(5+1) =T’ +6’ =/49+36 =/85.

Od navedenih triju duljina stranica najveca je ona duljina koja ima najveci radikand (izraz
pod drugim korijenom). Ta je duljina o€ito jednaka V851 ona je rjeSenje zadatka.
2) p= % =3.5. Zadani pravci se nece sjeci ako i samo ako su oni usporedni, odnosno ako

i samo ako imaju jednake koeficijente smjerova. Stoga zapisimo jednadzbe obaju pravaca
u eksplicitnom obliku:

2-x-4-y=5=0 p-x-T7-y+p=0

—2 5 o 2
=—X+— == x+—
Y —4 —4 Y -7 -7
1 5 )4 )4
Y 2 4 Y 7 7
o o 1 p .. 7
Tako sada iz jednadzbe 5 = El slijedi p = 5 =3.5.

1
20. 1.) a?" . Imamo redom:

© mr.sc. Bojan Kovacié, visi predavac 6



™vVZ - Matematika na | rjeSenja zadataka
drzavnoj maturi iz rujna 2017.
- visa razina

POLYTECHNIGUM ZAGRABIE
Elektratehnicki aodjel

2.) A-D- . Imamo redom:
C
A=B-C+3 /D
D
A-D=B-C+3,
A-D-3=B-C, /:C
B:A‘D—3'
C

21. 1.) 4. Iz zadanoga pravila funkcije ocitamo njezine nultocke tako da svaku pojedinu
zagradu izjedna¢imo s nulom. Lako dobivamo: x, =—1, x, =5. Funkcija poprima najvecu

. x+x, -1+5 4 . . . .
vrijednost za x =——== — "3° 2 ita najveca vrijednost iznosi

4 4
)=——(2+1)-(2-5)=—~3-(-3) =4
f2) 9(+)( 5) 93(3)

2.) Vidjeti Sliku 1. Iz prethodnoga podzadatka zakljucujemo da graf zadane funkcije
prolazi tockama (-1, 0), (5, 0) i (2, 4). Ucrtamo te tocke u pravokutni koordinatni sustav u
ravnini, pa ih spojimo parabolom. Dobivamo Sliku 1.

Slika 1.

22. 1.) 5.1. 1z pravila kojim je definiran niz a, slijedi da je svaki ¢lan niza, osim prvoga, za
0.7 manji od prethodnoga ¢lana niza. Stoga je osmi ¢lan niza za 7-0.7=4.9 manji od
prvoga Clana niza. Budu¢i da je prvi Clan niza jednak 10, osmi clan niza jednak je
10-4.9=5.1.
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2.) %: 4.5. Neka su v i m redom masa brasna u ve¢oj, odnosno manjoj posudi (iskazane u

kilogramima). Ako iz vece posude presipamo jednu petinu mase braSna (u toj posudi) u

. L. . . 1 1 4 4 . .
manju posudu, u ve¢oj posudi ostat ¢e v—g‘v:v- l—g :v-gzg‘v, dok ¢e u manjoj

posudi biti ukupno m +%‘v kg brasna. Prema zahtjevu zadatka, te dvije mase moraju biti
jednake, pa vrijedi jednakost:

4 1 3 5
—V=Emt— VS - V- V=mEeE m=—-v&V=—-m.
5 5 5 5 5 3

Ako iz manje posude presipamo 1.5 kg brasna u ve¢u posudu, masa brasna u ve¢oj posudi
iznosit ¢e v+1.5 kg, a masa brasna u manjoj posudi iznosit ¢e m—1.5 kg. Prema zahtjevu
zadatka, prva od tih dviju masa mora biti trostruko veca od druge, pa vrijedi jednakost:

v+1.5=3-(m-15<v+1.5=3-m—-45<v-3- m=-45-15v-3-m=-6.

Tako smo dobili sljede¢i sustav dviju linearnih jednadzbi s dvije nepoznanice:

Iz toga sustava odredimo nepoznanicu m. Uvrstimo prvu jednadzbu sustava u drugu
jednadZzbu, pa dobijemo:

é~m—3 m=-0,
3
m~(§—3j=—6
3
NEEC
3
e I
3

Odatle dijeljenjem s —% slijedi m = % =45.

23.1.) t= —ﬁ . Imamo redom:

1-(6:12+5)=3-t—4)-(2-t-1),
6:1°+5=61"—-8-t—-3-1+4,
6:1°—6-1*+8-t+3-1=4-35,
11-t=-1, /:11

1
-
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2.) 5. Vrijednost funkcije fza x =—2 treba biti jednaka nuli. Tako dobivamo:
—2-a+10=0 2.-a=-10a=5.
1.) 7-x* —15-y*. Imamo redom:

3-2-x—y)- (x+5-y)+x-(x=27-y)=(6-x=3-y) - (x+5-y)+x* =27 - x- y =
=6-x"=3-x-y+30-x-y—15-y* +x* =27 -x-y=7-x>—15-y°.

2.) P Koriste¢i formulu za razliku kvadrata dobivamo:
—X
2 2 . 2 . 2,92 .2
X +x+2:x +(2—-x) (x+2):x +(2—-x) (2+x):x +2°—x _ 4 .
2—x 2—x 2—x 2—x 2—x

1.) 2. Jedan radnik bi sam obavio berbu za 22-7 =154 dana. Posao kojega u cetiri dana
odradi sedam radnika jedan radnik bi odradio za ukupno 4-7 =28 dana. Preostali dio
posla jedan radnik bi odradio za 154 -28 =126 dana. Budu¢i da taj preostali dio posla

mora biti gotov za 14 dana, njega treba odraditi ukupno % =9 radnika. Sedam radnika
je vec otprije angaZirano, pa je traZeni broj radnika jednak 9—-7=2.

2.) 14. Ukupan broj kuglica jednak je 7+9+10+14+19=59. Nakon §to je Marko dao
vre¢icu Ani, preostali broj kuglica mora biti djeljiv s 3. Naime, plavih kuglica ima
dvostruko viSe nego zelenih, pa je ukupan broj svih preostalih kuglica trostruko veéi od
broja zelenih kuglica. Zbog toga treba utvrditi koja od pet razlika 59-7, 59-9, 59-10,
59-14 i 59-19 je djeljiva s 3. Te razlike redom iznose 52, 50, 49, 45 i 40. Od tih pet

brojeva, jedino je 45 djeljiv s 3. Dakle, Marko je dao Ani vrecicu s 14 kuglica (i ostalo mu
je jos 45 kuglica).

1.) %ﬂ'. Pojednostavnimo najprije zadani kompleksan broj primjenom formule za

kvadrat binoma: (1-i)>=1"-2-1-i+i*=1-2-i+(-1)=-2-i. Tome broju odgovara
tocka (0,-2) kompleksne ravnine. Spojnica ishodiSta te ravnine i navedene tocke je
negativni dio imaginarne osi. Taj polupravac zatvara s pozitivnim dijelom realne osi kut

¢ija je mjera %71’ (kre¢emo od pozitivnoga dijela realne osi u smjeru suprotnom od
smjera kazaljke na satu, dodemo do negativnoga dijela imaginarne osi i pogledamo koliki
smo kut opisali pri tom kretanju). Zbog toga je traZeni glavni argument jednak %ﬂ'.

Napomena: U zadatku je pogresno navedeno da treba odrediti argument zadanoga
kompleksnoga broja. Naime, argument kompleksnoga broja z je bilo koji element skupa

S={p+k-2-m:keZ}, gdje je ¢ glavni argument broja z. Stoga je ispravno rjeSenje

zadatka (u postavljenoj formulaciji) skup S = {%-7[+ k-2-wke Z} .

© mr.sc. Bojan Kovacié, visi predavac 9
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2)) 3 Pojednostavnimo lijevu stranu zadane jednakosti koriste¢i osnovni trigonometrijski

identitet i formulu cos(2- x) = cos” x —sin” x . Imamo redom:

sin x—sin’ x .
— = ¢-sinx,
1+cos(2-x)

sin x-(1—sin” x)

> — > ——=1-sinx,
cos” x+sin” x+cos” x—sin~ x
sinx-cos® x .
———— —=t-sinx,
2-cos” x

I . .
—-sinx =t¢-sin x.

[\

Odatle lagano slijedi ¢ = %

1.) 9 puta. Ako se duljina svake stranice kvadra poveca 3 puta, onda ¢e se povrSina svake
strane kvadra povecati 3-3=9 puta. Budu¢i da je oplosje kvadra jednako zbroju povrsina
svih strana kvadra, zaklju€ujemo da ¢e se ukupan zbroj povrSina povecati 9 puta (ako se
svaki pribrojnik povec¢a 9 puta, onda se i zbroj poveca 9 puta).

2.) (x+3)’+y>=9. Prema pretpostavci, kruznica prolazi ishodistem i dodiruje os

ordinata. No, ishodiSte se nalazi na osi ordinata, pa zaklju€ujemo da kruZnica dodiruje os
ordinata upravo u ishodiStu. Pravac koji prolazi ishodiStem okomito na os ordinata je os
apscisa, pa zaklju¢ujemo da jedan promjer kruZnice pripada osi apscisa. Dakle, srediSte
kruZnice leZi na osi apscisa. Prema pretpostavci, prva koordinata srediSta kruZnice je
strogo negativna, pa to srediSte leZi na negativhom dijelu osi apscisa. Tocka na
negativnom dijelu osi apscisa udaljena od ishodiSta za 3 jedinicne duljine je ocito
S =(-3,0). Preostaje napisati jednadzbu kruZznice sa srediStem u tocki §=(-3,0) i

polumjerom r =3. Ta jednadzba glasi: (x+3)>+y” =9.
3.) xe {%,—l, 1} . Rastavimo lijevu stranu jednadZbe na faktore. Imamo redom:

k-x’=3-x"—k-x+3=0,

X (k-x=3)—(k-x=3)=0,
(k-x=3)-(x*=1)=0,
(k-x=3)-(x=1D-(x+1) =0,
k-x=3=0ilix—-1=0ilix+1=0,
k-x=3ilix=1ilix=—-1,

3
xl:;’ x, =1 x,=-1

XE {g,—l, 1}.
k
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1.) %+k-7r, k € Z . Primijetimo da nuZno mora biti sinx-cosx # 0. Naime, kad bi jedna

od tih vrijednosti bila jednaka nuli, prema osnovnoj trigonometrijskoj jednakosti druga
vrijednost bi morala biti jednaka 1 ili —1, pa bi vrijednost lijeve strane jednadZbe tada bila

1, -1, +/3 ili —/3 i ne bi mogla biti jednaka nuli. Zbog toga cijelu jednadZzbu smijemo
podijeliti sa sin x i dobiti:

COsS X
3— =

. 0,
sSin x

\/g—ctgx:0,

ctgx = \/5
Odatle odmah slijedi x = %+ k-, ke Z.

2)) [—4,1]u[5,6]. UmnoZak dvaju realnih brojeva je nenegativan ako i samo ako oba

faktora imaju isti predznak ili je barem jednak od njih jednak nuli. Iz grafa lako vidimo da
su funkcije fi g strogo pozitivne na intervalu <—4,1> , Strogo negativne na intervalu <5,6> i

da sijeku os apscisa u toCkama Cije su apscise —4, 1, 51 6. Dakle, rjesenje zadatka je unija
skupova (—4,1), (5,6) i {-4, 1, 5, 6}, a to je skup [4,1]U[5,6].

3.) 3; 2. Graf prolazi to¢kom (-2, 0), Sto znaci da vrijedi jednakost log,(-2+a)=0. Ta
jednakost je ekvivalentna jednakosti a—2=5", odnosno a—2=1, a odatle je a=3.
Nadalje, graf prolazi tockom (1, 2), S§to znaci da vrijedi jednakost log, (1+a) =2. Ovamo
uvrstimo a =3, pa dobijemo log,(1+3)=2, odnosno b> =143, odnosno b* =4. Jedino
strogo pozitivno rjeSenje ove jednadzbe je b =2 . Dakle, (a,b) =(3,2).

1) D, =R\((-3.3)u{5}) =(—e=,-3]U[3.5)U(5,+e). Bilo koji razlomak je definiran

ako su definirani njegov brojnik i njegov nazivnik i ako je njegov nazivnik razli¢it od
nule. Drugi korijen iz realnoga broja je definiran ako i samo ako je radikand (izraz pod
korijenom) nenegativan. Zbog toga imamo ukupno dva uvjeta na vrijednost varijable x. To

sux*—9>0i5-x#0.

Iz drugoga je uvjeta odmah x # 5. Rijesimo li kvadratnu jednadzbu x* —9 =0, dobit éemo
x,==3 i x,=3, pa je skup svih rjeSenja nejednad’zbe x°—-9>0 jednak R\<—3,3>. Da

bismo dobili trazenu domenu, iz ovoga skupa treba izbaciti broj 5 (jer za njega i samo za
njega ne vrijedi nejednakost x #5.), pa dobivamo:

D, =R\((-3,3) U{5}) =(—e0, 3] U[3.5) U (5, +o0).

2)) %-log2 3=1log, 3. Svedimo obje strane jednadZzbe na potenciju s bazom 2. Imamo

redom:
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g(fx)=—(22),

229 =27
2 427 =9,
2%%.2' 427 =9,
2772 +1) =9,
2. (241) =9,
2*%.3=9, /:3
¥ =3 /log,
2-x=log,3, /:2
x= % -log, 3.

T . 1 Co Y L .
Koriste¢i identitet log . b=—-log b, posljedn;ji izraz moZemo zapisati u ekvivalentnom
¢ c

obliku x=log ,3=log,3.

3. (2, %) Odredimo prvu derivaciju zadane funkcije. Primjenom pravila za deriviranje
koli¢nika dviju funkcija dobivamo:

2:x=D) (X +2)=(2:x-1)-( +2) _(2:1-0)-(x’ +2)=(2-x=1)-(2-x+0) _

fx=

(x*+2) (x*+2)°
2 +2)-2-x-1)2-x 2 xX+4-4-x*+2-x _ 2-x°+2-x+4
(x*+2)° (x*+2)° (x*+2)°

Potom odredimo sve stacionarne toCke. Derivacija racionalne funkcije je ponovno
racionalna funkcija, pa su stacionarne tocke polazne funkcije nultocke brojnika funkcije

f y Stoga imamo:

2.7 42-x+4=0, /:(=2)

X —x-2=0,
N _1i\/(—1)2—4~1-(—2)_111/1—(—8)_1J_r\/1+8_1iJ§_1i3
b2 2-1 2 2 2 2
colt3A, 1732

2 2 2 2

Primijetimo da je prirodna domena zadane racionalne funkcije skup R jer za svaki xe R
vrijedi nejednakost x” +2 > 0. Drugim rije¢ima, nazivnik zadane funkcije nije jednak nuli
ni za koji xe R. Zbog toga odredujemo predznak funkciju f " na svakome od intervala
<—oo,—1>, <—1, 2> i <2,+oo>. Buduéi da je x*+2>0, predznak funkcije f jednak je

predznaku njezina brojnika, odnosno izraza —2- x> +2-x+4.

© mr.sc. Bojan Kovacié, visi predavac 12



™vVZ - Matematika na | rjeSenja zadataka
drzavnoj maturi iz rujna 2017.
- visa razina

POLYTECHNIGUM ZAG

SRABIENSE
Elektratehnicki aodjel

Intervalu (—eo,—1) pripada x=-2. Lako izratunamo: —2-(-2)’ +2-(-2)+4=-2-4-4+4=-8.
Taj broj je strogo manji od nule, §to zna¢i da je funkcija f strogo negativna na intervalu

<—00,—1> . Odatle zaklju¢ujemo da polazna funkcija f strogo pada na intervalu <—oo,—1> .

Intervalu <—1, 2> pripada x=0. Lako izra¢unamo: —2-0>+2-0+4=-2.-0-0+4=4.
Taj broj je strogo veéi od nule, §to znaéi da je funkcija f strogo pozitivna na intervalu
<—1, 2>. Odatle zaklju¢ujemo da polazna funkcija f strogo raste na intervalu <—1, 2>.

Intervalu <2, +oo> pripada x=3. Lako izratunamo: -2.3'+2-3+4=-2.9+6+4=—18+10=-8.
Taj broj je strogo manji od nule, §to zna¢i da je funkcija f strogo negativna na intervalu

<2, +oo> . Odatle zaklju€ujemo da polazna funkcija f strogo pada na intervalu <—1, 2>.

Lokalni maksimum bit ¢e tocka u kojoj funkcija f ' pri prolazu mijenja predznak + u—. Iz

gornjih razmatranja zakljucujemo da funkcija f ' pri prolazu kroz tocku s apscisom
x=-1 mijenja predznak iz —u +, pa u toj tocki funkcija postiZe lokalni minimum. No,
f ' pri prolazu kroz to€ku s apscisom x=2 mijenja predznak iz + u —, pa u toj tocki
funkcija postize lokalni maksimum. Vrijednost toga maksimuma jednaka je:

2:2-1 _4-1 3 1

2) = I
F@ 2242 442 6 2

Dakle, traZzena tocka grafa funkcije f'je (2, %) .

4.) xe {—%,—%, %, %} Koristit éemo identitet (x,—x,)* =(x,+x,)*—4-x, -x, koji
se lako dokazuje primjenom formule za kvadrat binoma. Prema podacima u zadatku je
X —x,=4, dok prema Vieteovim formulama vrijede jednakosti

65 y . q e . .
X +x, =—£, x,-x, =—. UvrStavanjem tih triju jednakosti u gore navedeni identitet
4 4

dobivamo:

4 4
2
16=2_ 65,
16
2
P _65+16,
16
2
P__g,
16

p’=81-16=9"-4>=(9-4)*,
D :9'4:36, P> :—(9'4)2—36.
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Za p, =36 dobivamo kvadratnu jednadzbu:

4-x*+36-x+65=0.
Rijesimo tu jednadZbu:

4-x*+36-x+65=0,

. 364367 —4-4-65  —36+/1296-1040 —36+/256 —36%16

2 2.4 8 8 g
-36+16 20 5 -36-16 52 13
xlz = ——= "x2: ==
8 8 2 8 8 2

Za p, =-36 dobivamo kvadratnu jednadZbu:

4.x*=36-x+65=0.
RijeSimo tu jednadZbu:
4-x*=36-x+65=0,

B 36+4/(-36)" —4-4-65 _36£41296-1040 36++/256 36*16

2.4 8 8 8

X2

s

36+16 52 13 36— 16 205
X3 = =S T LM T =
8 8 2 8 8 2
Dakle, sva rjeSenja zadane jednadZbe su —g,—%, % 1 %

328000

2187 7 ~471.16707379 em®. Polumjer prve upisane sfere jednak je polovici brida

zadane kocke: r, = % =5cm. Duljina prostorne dijagonale prve upisane kocke jednaka je

2 :E cm. Polumjer druge

f”ff

promjeru prve upisane sfere: a,-\3=2-r. & q, =

upisane sfere jednak je polovici brida prve upisane kocke: r, ——lziz— cm itd.

2 2 @
5 ..
R

Uocavamo da polumjeri upisanih sfera tvore geometrijski niz 5

5
R n-1
. 3 . . - 1
r,=5, a koli¢nik q——:—:—. Op¢i clan toga niza je r-q" =5-|—&=| .
noS A3 J3

Odredimo koliko je c¢lanova toga niza strogo veée od 0.1. U tu svrhu rijesimo
nejednadzbu:

5.[%}“‘ S0
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po nepoznanici k. Imamo redom:

1 k-1
5| —=| >0.1, /:5
)

k-1

L >0.02,

1

32

1 k-1
[32j >0.02,

3(_3“_” >0.02,

1.1

32725002, /log
I 1 log0.02

—k+—>

2 2 log3

_l'k>log0.02_l’ /(=2)

2 log3 2

k<1_2-1ogo.02_1_2-1og(2-1o-2)_1_2-(10g2+10g10‘2)_1_2-(1og2—2)
log3 log3 log3 log3
—_— . — 2 —_—

k<1+4 210g2=1+4 10g(2)=1+4 log4
log3 log3 log3

k <8.12175359.

Najve¢i prirodan broj koji zadovoljava ovu nejednakost je k=8. Dakle, trebamo
izracunati zbroj oplosja prvih osam upisanih sfera.

Oplosje prve upisane sfere je O, =4-r"-7=4-5-7=4-25-7=100-7. Oplosje druge

2
upisane sfere je O, =41 -w=4- S T = 4‘§-7Z=@‘7L Oplosja upisanih sfera
NE) 3 3
takoder tvore geometrijski niz (vidjeti Tvrdnju 1. neposredno iza rjeSenja ovoga zadatka)
100
- 7[ 1
¢iji je prvi ¢lan 100-7, a koli¢nik #:—. TraZimo zbroj prvih osam ¢lanova toga
/4
niza. On je jednak:
(ljg_l 1 . 1-6561 6560
8
Z2=100-7-32  —100- 7.3 =100.7-6561__ _100.7. 6361 __jqq. 7. 6561 _
T 2 2 2 2
3 3 3 3 3
= 100‘7[-@ _ 328000 -7t =471.16707379 cm”.
2187 2187
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Preostaje dokazati tvrdnju koristenu u rjeSenju ovoga zadatka.

(b,),.,, definiran pravilom b, =4-7-a, takoder geometrijski niz ¢iji je koli¢nik ¢°.

Dokaz: Dovoljno je dokazati da je koli¢nik bilo kojega ¢lana niza (b,) . (osim prvoga

T

¢lana) i njemu neposredno prethodnoga ¢lana konstantan i jednak ¢>. Stoga za bilo koji
ke N, k> 1, imamo:

b 4rmd  d ’

. _Ama _a (g 5
2 2

b, 4rwa., a 1

jer je /. g prema definiciji geometrijskoga niza (a, )%N. Budu¢i da je vrijednost g
ak—l
konstantna, to je i vrijednost ¢° konstantna. Dakle, (b, )neN je geometrijski niz s

koli¢nikom ¢*, a to smo i Zeljeli pokazati. [ |

pripremio:
mr.sc. Bojan Kovacié, viSi predavac
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