IS}

Neki jednostavni

nelinearni regresijski modeli (2. dio)

Kristina Matijevi¢, PoZega
Bojan Kovaci¢, Zagreb

2. Model jednostavne
logaritamske regresije

Standardni oblik regresijske jednadzbe modela
jednostavne logaritamske regresije je:

y=a-Inx+b, (1)

gdie sua # 0ib € R realni parametri. Pritom
vrijednosti varijable X nuzno moraju biti strogo po-
zitivne jer je prirodno podrucje definicije bilo koje
logaritamske funkcije skup R™ := (0, +00) .

Primijetimo da bismo za a = 0 dobili

y=bh, 2

tj. konstantnu funkciju. To je poseban slu¢aj mo-
dela jednostavne linearne regresije koji se u praksi
vrlo rijetko primjenjuje, pa zbog toga ima smisla
pretpostaviti da je a # 0.

U statistickoj analizi regresijskoga modela bitno je
interpretirati znacenja osnovnih parametara mode-
la, kao i pokazatelje temeljem kojih se utvrduje re-
prezentativnost modela, tj. “kvaliteta” opisa veze

promatranih varijabli pomoc¢u dotiénoga modela.
Stoga ¢emo najprije interpretirati znacenje para-
metara aib.

1z (1) lako slijedi:
¥y =bakoisamoakojex= 1. (3)

Stoga parametar b interpretiramo kao ocekivanu
vrijednost varijable y za X = 1.

Interpretacija varijable a je posredna i temelji se na:

Propozicija 1. Neka je p > —100 proizvoljan, ali
fiksiran realan broj. Ako se vrijednost varijable X
promijeni za p%, ocekivana prosje¢na apsolutna
promjena vrijednosti varijable y iznosi

o p
A = .|n(1 —) 4
y=a + 100 (4)
Posebno, za p = 171.82818284590452353603
ocekivana prosjecna apsolutna promijena vrijed-
nosti varijable y iznosi to¢no a.

Napomena 1. Uvjet p > —100 postavljen je zbog
zahtjeva da vrijednost varijable X mora biti strogo
pozitivna. Smanijenje konkretne vrijednosti varija-
ble x za (barem) 100% povlacilo bi da je nova
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vrijednost te varijable nepozitivna (strogo negativna
ili nula), a na takve vrijednosti nije moguce primije-
niti ovaj regresijski model.

Napomena 2. Prigodom rjeSavanja “prakti¢nin”
zadataka obi¢no se uzima p = 1, tj. promatra se
povecanje vrijednosti nezavisne varijable X za 1%.

Dokaz. Neka je X1 pocCetna vrijednost varijable X i
neka je p postotak relativne promijene te varijable.
Ako je p > 0, rije€ je o povecanju vrijednosti X; za
p%, a ako je p < 0O, rijeC je o smanjenju vrijednosti
X1 za p%. Pripadna ocekivana vrijednost varijable
Y jednaka je:

Vi1 =a-Inx,+hb. (5)

Nakon promijene vrijednosti X; za p%, nova vrijed-
nost varijable X jednaka je

_ P Py,
%2 =X+ 900 Xl_(1+1oo) . (6)

Stoga je pripadna ocekivana vrijednost varijable y:
Y2=a-Inx;+b

p
- ’ I [ l _) ' }
a-lIn ( + 100 X1 +b
P
:a~In(1 —) a-Inx; +b
+ 100 + 1+
p N
=a- In(l —) .
+ 100 +V1
Odatle slijedi da je apsolutna promijena vrijednosti

varijable y jednaka

(7

)72—)71:a~ln<1+ %),

Sto je i trebalo pokazati. [ |

Napomena 3. U iskazu Propozicije 1. se navodi
prilog prosjec¢no jer se u izvodu formule za izracun
vrijednosti parametra a pomoc¢u emipirijskih vrijed-
nosti varijabli X i y koriste prosjeci tih empirijskih
vrijednosti, pa je i s&m parametar a pokazatelj pro-
sje¢ne promjene. Detalji se mogu nadi u [1].

Pokazimo primjenu ovoga modela na primjeru.
Primjer 1. Na uzorku od 10 slu€ajno izabranih

obitelji uCenika Srednje ekonomske Skole “Eusta-
hije Brzi¢” iz PiSkorevaca promatra se zavisnost

prosjeka mjesecnih troSkova na djecu o prosjeku
ukupnih mjesecnih primanja obaju roditelja. (Svi
prosjeci izraCunani su za protekla tri mjeseca.) Do-
biveni podatci prikazani su u donjoj tablici.

prosjek ukupnih prosjek ukupnih

mjesecnih primanja | mjesecnih izdvajanja

[000 kn] za djecu [000 kn]
46 0.82
5.2 0.91
5.7 0.95
6.5 0.97
73 1.01
7.9 1.08
8.4 1.12
9.1 1.15
9.8 1.19
10.1 1.22

a) PrikaZite zavisnost ukupnoga mijeseCnoga iz-
dvajanja za djecu o ukupnim mjesecnim prima-
njima roditelja odgovaraju¢im grafikonom. Uz
grafikon navedite sve potrebne oznake.

b) Odredite jednadzbu modela jednostavne loga-
ritamske regresije koji najbolje opisuje promat-
ranu zavisnost. Objasnite znacenje svih para-
metara dobivenoga modela.

c) Procijenite reprezentativnost dobivenoga mode-
la pomocu koeficijenta determinacije.

Na temelju rezultata b) podzadatka procijenite:

d) veliCinu i smjer promjene prosjeka ukupnih iz-
dvajanja za djecu ako se prosjek ukupnih mje-
secnih primanja obitelji smanji za 10%,;

e) prosjek ukupnih izdvajanja za djecu u obitelji &iji
je prosjek mjesecnih primanja 7000 kn;

f) prosjek ukupnih mjeseCnih primanja obitelji u
kojoj je prosjek ukupnih izdvajanja za djecu
1050 kn;

g) najmaniji prosjek ukupnih mjese¢nih primanja
roditelja potreban da se za djecu izdvaja pro-
sje¢no ukupno najmanje 1000 kn.
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RijeSimo postavljene zadatke.

a) Zavisnost ukupnoga mjesecnoga izdvajanja za
djecu o ukupnim mjese¢nim primanjima roditelja
graficki prikazujemo dijagramom rasipanja (slika
1). Taj dijagram konstruiramo pomoc¢u MS Exce-
la. Podrobniji opis izostavljamo, a detalji se mogu
nac¢i u [3].

b) JednadZba modela jednostavne logaritamske
regresije, zajedno s pripadnom regresijskom krivu-
ljom, navedena je na slici 2. Podrobniji opis dobiva-
nja ove jednadzbe izostavljamo, a detalji se mogu
nadi u [3].

Parametar a = 0.475 interpretiramo tako da u Pro-
poziciju 1. uvrstimo a = 0.475i p = 1. Dakle, ako
se prosjek ukupnih mjesecnih primanja roditelja po-
veca za 1%, onda ocekivano prosje¢no apsolutno
povecanije prosjeka ukupnih mjesecnih izdvajanja
za djecu iznosi

Ay = 0.475- |n(1+ ﬁ))

~ 0.0047264 tisuce kn =~ 4.73 kn.

©)

Parametar b = 0.1028 znaci da ako prosjek ukup-
nih mjesecnih primanja roditelja iznosi 1000.00 kn,
onda oCekivani prosjek ukupnih mjesecnih izdva-

Zavisnost prosjeka ukupnih mjesecnih izdvajanja za

c . . . . v e . . . .
= djecu o prosjeku ukupnih mjese¢nih primanja roditelja
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Slika 1. Dijagram rasipanja za Primjer 1.

Zavisnost prosjeka ukupnih mjesecnih izdvajanja za

c . . . . Ve . . . .
= djecu o prosjeku ukupnih mjesecnih primanja roditelja
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Slika 2. Model jednostavne logaritamske regresije za Primjer 1. | pripadna regresijska krivulja
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janja za djecu iznosi 0.1028 tisu¢a kuna = 102.80
kn. (Cini I vam se ova interpretacija realnom?)

c) Koeficijent determinacije dobivenoga modela iz-
nosi R? = 0.9784. Dakle, priblizno 97.84% za-
visnosti prosjeka ukupnih mjesecnih izdvajanja za
djecu o prosjeku ukupnih mjesec¢nih primanja ro-
ditelja objasnjeno je modelom jednostavne logari-
tamske regresije, pa mozemo zakljuciti da je model
vrlo reprezentativan.

d) U rjesenju ovoga zadatka primijenit ¢emo Pro-
poziciju 1. U jednakost (1) uvrstimo a = 0.475i
p = —10, pa dobivamo:

Ay = 0.475. |n(1— %)

= 0.475-1n0.9 ~ —0.05005.

(10)

Dakle, ako se prosjek ukupnih mjese¢nih primanja
obitelji smanji za 10%, onda ¢e se prosjek ukupnih
mijesecnih izdvajanja za djecu oCekivano smanyjiti
za prosjec¢no 50.05 kn.

e) Trazeni prosjek izraCunat ¢emo tako da u jed-
nadzbu dobivenoga modela jednostavne logari-
tamske regresije uvrstimo X = 7 (uz oprez s
novcanim jedinicamal). Tako dobivamo:
y=0.475-In7+ 0.1028
~ 1.027107 tisu¢a kuna (12)
~ 1027.11 kn.

f) Trazeni prosjek izraCunat ¢emo tako da u jed-
nadzbu dobivenoga modela jednostavne logari-
tamske regresije uvrstimo y = 1.05 (uz ponovni
oprez s nov¢anim jedinicama). Tako dobivamo lo-
garitamsku jednadzbu:

1.05 = 0.475 - Inx + 0.1028. (12)

Odatle lagano slijedi

4736
X = exnn

~ 7.34563 tisuéa kuna (13)
— 7345.63 kn.

g) Najprije ¢emo rijesiti nejednadzbu y > 1 po
nepoznanici X. Imamo redom:

0.475-Inx+ 0.1028 > 1,

0.475-Inx > 1 —0.1028,

0.475-Inx > 0.8972 /: 0.475,
0.8972 8972 4486

Inx > _ _
NX= 0475 ~ 4750 ~ 2375
X > e5% ~ 6.61171. (14)

Stoga je traZzeni najmaniji iznos 6611.71 kn.

Napomena 4. Zbog “mjerne jedinice” za varijablu
X, vrijednosti potencija broja e u prethodnim zadat-
cima zaokruzivali smo na 5 decimalnih mjesta. Na-
ime, iako neki vole Sto precizniji izracun, navodenje
6., 7., 8., ... znamenke iza decimalne toCke u tim
zadatcima nema nikakvo prakti¢no znacenje. Npr.
vrijednost 0.475-1n 0.9 izracunana na 10 decimala
iznosi 0.0500462449. Prigodom preracunavanja
mogli smo napisati “TraZeni iznos je 50.0462449
kn.”, ali se onda postavlja pitanje: kako objasniti
znacenje znamenke 6, znamenke 2 itd. kad tisuciti
(ili jo$ manii) dio jedne kune ne postoji kao nov€ana
jedinica. Stoga prigodom rjeSavanja ovakvih za-
dataka treba biti oprezan i s to¢noS¢u izracuna,
pa zapravo “uvjetno maksimizirati” brojizracunanih
znamenaka zavisno 0 mjernoj jedinici u kojoj su is-
kazani empirijski podatci.
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