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3. Model jednostavne
potencijske regresije
(POWER)*

Standardni oblik jednadzbe modela potencijske re-
gresije je:
§=b-x" (1)

Pritom pretpostavljamo da su b > 0ia # 0 realni
parametri. Primijetimo da bismo zaa = 0 ponovno
dobili konstantnu funkciju y = b.

Podsjetimo da se, za proizvoljan, ali fiksiran realan
broj a € R, realna funkcija f (x) = x* naziva op¢a
potencija. Njezino je prirodno podrucje definici-
je skup (0,+0o0), pa (analogno kao i u modelu
jednostavne logaritamske regresije) vrijednosti va-
rijable x moraju biti strogo pozitivni realni brojevi.

Navedimo statistiCke interpretacije parametara a i
b. 1z (1) lako slijedi

y=b>b akoisamoakoje x=1. (2)

Stoga se parametar b interpretira kao o¢ekivana
vrijednost varijable y za x = 1.

Interpretacija parametra a proizlazi iz sliedece pro-
pozicije:

Propozicija 1. Neka je p > —100 proizvoljan,
ali fiksiran realan broj. Ako se vrijednost varijable
x promijeni za p%, oCekivana prosjeCna relativna
promjena vrijednosti varijable y iznosi

5= {100- [(1 + 1%0)“ - 1]}%. (3)

Dokaz. Neka je x; poCetna vrijednost varijable x.
Pripadna oCekivana vrijednost varijable y jednaka
je:

y1=0b-xi. 4)

* Engleska rije¢ power ima vise znaGenja, a jedno od nijih je i potencija. Stoga je naziv ovoga modela preveden kao potencijski. Uobicajeni
hrvatski prijevod naziva modela (dvostruko logaritamski) potjece od Cinjenice da se u tzv. linearizaciji modela (svodenju modela odgovarajuéim
zamjenama na model jednostavne linearne regresije) vrijednosti varijabla x i y pojavljuju kao logaritmandi.
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Ako se vrijednost x; promijeni za p%, nova vrijed-
nost varijable x bit ¢e:

Xy =X + -x1:<1+1:%0)'x1. (5)

P
100
Pripadna ocCekivana vrijednost varijable y jednaka
je:
N P a
g= b8 = b [(1+ 155) ]
bo(14+-2)" 6
=0+ (1+ 35) ©)
P\ .
(125
(1+ 100/ !

pa relativna promjena vrijednosti varijable y iznosi

1 P\ A
szﬁz—yn_( + 1) S =9

Y1 Y1

Y1 m

(7

Iskazemo li tu promjenu u postotcima, dobit ¢emo:

5= {100- [(1 + l%)a - 1} }%, (8)

Sto je i trebalo pokazati. [ |

Napomena 1. Koristeci razvoj u binomni red

P\ p ,a-(a—1) p?
IETRRLN R :
( + 100) 100" 2 "Too00

+a-(a—1)~(a—2) P’
6 1000000

pokazuje se da za relativno male vrijednosti broja
p (npr. p € [—1, 1]) vrijedi aproksimacija:

)

P\ p
1 _> ~1+ L2 a 10
( " 100 0 U0
Koriste¢i aproksimaciju (10) dobiva se sljedeca po-
sljedica Propozicije 1.

Korolar 1. Ako se vrijednost varijable x promijeni za
p%, pri temu je p € [—1, 1], oCekivana prosje¢na
relativna promjena vrijednosti varijable y iznosi pri-
blizno (p - a)%. Posebno, za p = +1 ta promjena
iznosi +a%.

RS T

Napomena 2. Rije¢ prosjeéna se u Propoziciji 1.
i Korolaru 1. pojavljuje iz razloga analognim oni-
ma spomenutima u prvim dvama dijelovima ovoga
Clanka.

Pri interpretaciji parametra a obi¢no se uzima p =
1. Istaknimo da u ekonomskim analizama takav
odabir vrijednosti p omogucava tzv. mjerenje elas-
ti¢nosti zavisne varijable u odnosu na nezavisnu
varijablu. Detalji o tome mogu se nac¢i u [1] ili [4].

Pokazimo primjenu ovoga modela na primjeru.

Primjer 1. Marketindki odjel tvornice za proizvod-
nju kozmetickih proizvoda Zlatna ruza iz Suplje Li-
pe analizira zavisnost zarade od prodaje njihova
novoga parfema Mirisljavko o iznosu mjesecnoga
ulaganju u promidzbu doti¢noga parfema. Podatci
za prethodnih deset mjeseci navedeni su u slje-
decoj tablici.

ukupan mjesecni L
iznoz ulag]anja u MUEIT 2 B
promidzbu [000 kn] | 22rada [000 kn]

200 32
230 33
370 37
100 28
340 36
260 34
280 35
350 36
170 31
420 38

a) Promatranu zavisnost graficki prikazZite odgova-
raju¢im grafikonom. Uz grafikon navedite sve
potrebne oznake.

b) Odredite jednadzbu modela jednostavne poten-
cijske regresije koji najbolje opisuje promatranu
zavisnost i objasnite znacenje parametara dobi-
venoga regresijskog modela.
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c) Procijenite reprezentativnost dobivenoga mode- f) iznos i smjer relativne promjene ukupnoga mje-

la na temelju koeficijenta determinacije.

Na temelju rezultata b) podzadatka procijenite:

secnoga ulaganja u promidzbu tako da se ukup-
na mjese¢na zarada poveca za 2%,

g) ukupnu mijesecnu zaradu ako se u mjesecnu

d) iznos i smijer relativne promjene ukupne mje- promid#bu uloZi 250 000 kn;

seCne zarade ako se ukupan mijesecCni iznos h)
ulaganja u promidzbu poveca za 5%,

ukupan mjesecni iznos ulaganja u promidzbu u
mjesecu u kojem je prodajom parfema ostvare-

e) iznos i smier relativne promjene ukupne mije- na dobit od 30 000 kn.
seCne zarade ako se ukupan mjesecni iznos
ulaganja u promidzbu smaniji za 5%;

40
35
30
25
20
15
10

Ukupna mjesecna zarada [000 kn]

40
35
30
25
20
15
10

Ukupna mjesecna zarada [000 kn]

Zavisnost ukupne mjesecne zarade o iznosu
mjeseénoga ulaganja u promidzbu

*

.
ee *

100 200 300 400 500
Iznos ukupnoga mjesecnoga ulaganja u promidzbu [000 kn]

Slika 1. Dijagram rasipanja za Primjer 1.

Zavisnost ukupne mjesecne zarade o iznosu
mjesecnoga ulaganja u promidzibu

P

—

100 200 300 400 500
Iznos ukupnoga mjesecnoga ulaganja u promidzbu [000 kn]

Slika 2. Model jednostavne potencijske regresije za Primjer 1. | pripadna regresijska krivulja
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Rijesimo postavljene zadatke.

a) Zavisnost ukupne mjeseéne zarade o ukupnom
mjeseCnom iznosu ulaganja u promidzbu graficki
prikazujemo dijagramom rasipanja prikazanim na
slici 1. Opis postupka izradbe toga dijagrama
izostavljamo, a moze se naci u [3].

b) JednadZba modela jednostavne potencijske re-
gresije, zajedno s pripadnom krivuljom, navedena
je na sliedecoj slici. Opis postupka dobivanja te
jednadzbe u MS Excelu izostavljamo, a moze se
naci u [3].

Interpretirajmo vrijednosti parametara a i b pazedi
na mjerne jedinice varijabli x i y.

Vrijednost b = 10.39 znaci da u mjesecu u kojemu
se u promidzbu ulozi ukupno 1000 kn tvrtka moze
ocekivati ukupnu mjese¢nu zaradu od 10.39 tisu¢a
kuna = 10390 kn.

Parametar a interpretiramo koriste¢i Korolar 1.
Odaberimo p = 1. Tada a = 0.2136 znaci da
ako se iznos ukupnoga mijese¢noga ulaganja u
promidzbu poveca za 1%, onda ¢e se ukupna mje-
seCna zarada povecati za prosje¢no 0.2136%.

c) Koeficijent determinacije dobivenoga regresij-
skoga modela je R> = 0.9942. To znadi da se
priblizno 99.42% zavisnosti ukupne mjesecne zara-
de o ukupnom mijesec¢nom ulaganju u promidzbu
moze objasniti modelom jednostavne potencijske
regresije, pa je dobiveni regresijski model vrlo rep-
rezentativan.

d) U jednakost (3) uvrstimop = 5ia = 0.2136,
pa dobijemo:
1.05%.

= {100 [(1+355)" 1]}
(1

Dakle, ako se ukupno mjeseCno ulaganje u pro-
midzbu poveca za 5%, onda ¢e se ukupna mje-
seCna zarada oCekivano povecati za prosjecno
1.05%.

Q

e) Na prvi bismo pogled i na temelju rezultata d)
podzadatka ocekivali da ¢e se ukupna mjesecna

zarada oCekivano smanijiti za prosjeéno 1.05%.
Medutim, takva procjena nije bas to¢na. U jed-

nakost (3) uvrstimo p = —5ia = 0.2136, pa
dobijemo:
| . 5 02136 . |
= {0 (1 8) o
(12)

Dakle, ako se ukupno mjesecno ulaganje u pro-
midzbu smanji za 5%, onda ¢e se ukupna mije-
seCna zarada oCekivano smanijiti za prosjecno
1.09%. Za relativno velike vrijednosti varijable x
(npr. x = 10°) razlika od 0.04% nije zanemariva, pa
uvijek treba koristiti to¢niju procjenu.

f) 1z jednakosti (3) izrazimo varijablu p:

s:100~{(1+%>a—1}
w0~ (1 60) !
(1 160) =100/

arh :
[+ 360) T = 1+ i%0)
it = (14 1)

1
o0+ 1)
— =14+ ——) -1
100 + 100
s :
p= {[(— +1)" - 1] 1100},
100 (13)
Uvrstimo lis = 2 ia = 0.2136, dobit ¢emo:

p— {(1 i %)m - 1] 100 ~ 9.71%.
(14)

Dakle, da se ukupna mjesecna zarada poveca
za 2%, iznos ukupnoga mijesetnoga ulaganja u

promidzbu oCekivano treba povecati za prosjecno
9.71%.

g) Ukupnu mjese¢nu zaradu, ako se u mjesecnu
promidZbu ulozi 250 000 kn, procijenit ¢emo tako
da u dobivenu jednadzbu modela jednostavne po-
tencijske regresije

$ =10.39 . x02136 (15)
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uvrstimo x = 250 (uz oprez s mjernim jedinicama i
izraCun s toCno$¢u na pet decimalnih mjesta):

$ =10.39 - 250%213¢ ~ 33.79213.  (16)

Dakle, trazeni iznos je 33.79213 tisu¢a kuna
= 33792.13 kn.

h) Trazeni iznos izraCunat ¢emo tako da iz regre-
sijske jednadzbe (15) izrazimo varijablu x. Imamo
redom:

y = 10.39 . x0.2136

02136 — Y /hg
10.39

U jednakosti (17) smo namijerno pisali X da bismo
naglasili da je rije¢ o procijenjenoj vrijednosti vari-
jable x. U jednakost (17) uvrstimo y = 30 (opet
uz oprez s mjernim jedinicama i izracun vrijednosti
varijable x s to€no$¢u na pet decimalnih mjesta):

1

N 30 02136
£= (m) ~ 143.19426.  (18)

Dakle, trazeni iznos je 143.19426 tisu¢a kuna
= 143194.26 kn.

Napomena 3. Podzadatak h) moguce je rijesiti i
tako da se rijesi jednadzba

30 = 10.39 - x02136, (19)

Logaritmiramo i tu jednadzbu (po bazi 10li po bazi
e), dobivamo:

log 30 = log(10.39 - x021%)
log 30 = log 10.39 + log(x0.2136)
log 30 = log 10.39 + 0.2136 - log x

log 30 — log 10.39
l =
08 0.2136

log 30 —log 10.39
x = 10" o236

~ 143.19426. (20)

Primijetimo da se u relacijama (18) i (20) prigodom
izracuna pojavljuju priblizne vrijednosti. U relaciji
(18) imamo izracun to¢no triju pribliznih vrijednosti,
a u relaciji (20) izraun to¢no Cetiriju pribliznih vri-
jednosti, pa je u rieSavanju zadatka bolje primijeniti
relaciju (18).

Zakljucno treba spomenuti da se ovdje opisani ne-
lineamni regresijski modeli ne obraduju na redov-
noj nastavi matematike, odnosno statistike u sred-
njim ekonomskim Skolama. Namijera je uvesti ih
u dodatnu nastavu matematike u Cetvrtom razre-
du srednje skole s ciliem pripreme uenika za po-
laganje drzavne mature, osposobljavanja u¢enika
za uoCavanje matematickih struktura koje se pri-
mijenjuju u ekonomiji i gospodarstvu, te opcéenito
osposobljavanja ucenika za daljnji nastavak njiho-
va $kolovanja. Nadamo se da ¢e ova namjera Sto
prije biti u potpunosti ostvarena.
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