O jednom zadatku
geometrijske vjerojatnost

Zadatak s vjerojatnoscu susreta
dviju osoba i neka njegova poopcenja

Bojan Kovadi¢ i Petra Cargonja, Zagreb

U &lanku se analizira jedan od standardnih zadataka iz geometrijske vjerojatnosti koji se rijeSava u
okviru nastave iz predmeta Vjerojatnost i statistika na stru¢nom studiju elektrotehnike Tehni¢koga
veleudiliSta u Zagrebu. Navode se i komentiraju najces$ée pogreske koje studenti Cine rieSavajuci

taj zadatak. Potom se navode neka moguca poopcenija toga zadatka.

1. Uvod

U okviru nastave vjerojatnosti i statistike iz isto-
imena predmeta na stru¢nom studiju elektrotehni-
ke Tehni¢koga veleuciliSta u Zagrebu dva nastavna
sata predvidena su za obradu nastavne cjeline Ge-
ometrijska vjerojatnost. U toj se nastavnoj cjelini
na odreden nacin povezuju vjerojatnost, matema-
ticka analiza (primjena integralnoga rac¢una na iz-
raCunavanje povrsine ravninskih likova) i geometri-
ja (raunanje obujmova kugle, tetraedra itd.). Radi
potpunosti podsjetimo na osnovne pojmove kojima
¢emo se koristiti u tekstu.

1.1. Pregled potrebnih pojmova

Definicija 1. Promatramo slu¢ajan pokus u ko-
jem prostor elementarnih dogadaja @ € R? ima
strogo pozitivnu povrSinu. Neka je A C Q. Oz-
na¢imo sa P(X) powr$inu skupa X. Vjerojatnost
pa da slu¢ajno odabrana toc¢ka skupa Q pripada
skupu A rac¢unamo prema formuli:

P(A)

PA= S5y

P(Q)

Ovako definiranu vjerojatnost nazivamo geometrij-
Ska vjerojatnost.

Napomena 1. Opc¢a definicija geometrijske vjero-
jatnosti zahtijeva uvodenje pojma mjere, 0dnosno
izmjerivoga skupa. Ti pojmovi se ne obraduju u
nastavi matematickih predmeta na veleucilistima i
samostalnim visokim Skolama, pa je gornja defi-
nicija zato “prilagodena” predznanju studenata na
ovim visokoobrazovnim ustanovama.

Definicija 2. Kazemo da je dogadaj A siguran
ako je njegova vjerojatnost jednaka 1. Ako je vje-
rojatnost dogadaja A jednaka nuli, kazemo da je
dogadaj A nemoguc.

Definicija 3. KaZzemo da je dogadaj A statisticki za-
nemariv ako njegova vjerojatnost nije ve¢a od 0.05,
odnosno 5 %. Ekvivalentno, dogadaj A smatramo
statisticki sigurnim dogadajem ako njegova vijero-
jatnost nije manja od 0.95, odnosno 95 %.

Napomena 2. Ponekad se za granicu statistiCke
zanemarivosti uzima 0.01, odnosno 1 %. Kazemo
da je granica od 5 % blaZi kriterij, a granica od 1 %
stroZi kriterij.  Ti kriteriji naj¢e$¢e se primjenjuju u
statistiCkim testovima.
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Iskazimo jo$ i dvije tvrdnje kojima ¢emo se koristiti
u tekstu.

Tvrdnja 1. Za sve x,y € isvaki a > 0 vrijedi ekvi-
valencija: ([x—y| <a) <= (—a<x—y<a).

Dokaz. Vidjeti npr. [3]. |

Tvrdnja 2. PovrSina bilo koje ravninske krivulje
(pravac, kruznica, parabola itd.) jednaka je nuli.

Dokaz. Vidjeti npr. [5]. |

2. Osnovni zadatak

U ovoj toc¢ki navodimo jedan od standardnih zada-
taka iz geometrijske vjerojatnosti i njegovo riesenje.
Zasebno komentiramo naj¢esce pogreske koje stu-
denti Cine rjeSavajuci ovaj zadatak.

2.1. Formulacija Zadatka 1.

Zadatak 1. Lidija i Bruno planiraju sastanak na
gradskom trgu prije odlaska na kazali$nu predsta-
vu. Oboje putuju javnim gradskim prijevozom, pa
je vrijeme dolaska na trg svakoga od njih slu¢ajan
trenutak izmedu 18:00 i 19:00 sati. Osoba koja
dode prva ¢eka toc¢no 20 minuta, a potom odlazi.
IzraCunajte vjerojatnost sastanka Lidije i Brune.

2.2. Rjesenje Zadatka 1.

Vremenu dolaska svake osobe bijektivno prid-
ruzimo neki realan broj iz segmenta [0,60]. Na-
ime, prema podatcima iz zadatka, vrijeme dolaska
svake osobe je oblika: 18 sati x minuta, pri ¢emu
je x € [0,60]. Time smo dozvolili moguénost da
broj minuta nije cijeli broj, a ujedno smo izbjegli i
problem izrazavanja vremena u nekoj drugoj vre-
menskoj jedinici manjoj od jedne minute.

Neka su [ i b redom vrijeme Lidijina, odnosno Bru-
nina dolaska na trg. Zakljucili smo: 1,5 € [0, 60],
pa bez smanjenja opéenitosti za skup elementarnih
dogadaja mozemo uzeti:

Q={(,b):1,b € [0,60]}.

Drugim rije¢ima, vrijeme Lidijina dolaska biljezimo
na os apscisa i tu os oznac¢avamo kao os I. Vrije-
me Brunina dolaska biljezZimo na os ordinata i tu os
oznacavamo kao os b.

Pokazimo najprije da je dogadaj By = {Bruno |
Lidija su istovremeno stigli na trg} nemogué¢. U tu
svrhu uogimo da vrijedi jednakost B, = {(I,b) €
Q : b =1} (usmislu jednakosti skupova). Krivulja
K ... b =1je pravac (simetrala I. i lll. kvadranta).
Iz Tvrdnje 2. slijedi da je povrSina toga pravca jed-
naka nuli. Skup B, je dio krivulje K unutar skupa
Q, pa je i njegova povrsina jednaka nuli. Prema
Definiciji 1. slijedi pp, = 0. Prema Definiciji 2. to
znadi da je dogadaj B; nemogug, $to smo i Zeljeli
pokazati.

Buduci da je dogadaj istovremenoga dolaska obi-
ju osoba nemogu¢, zaklju€ujemo da to¢no jedna
osoba mora prva doc¢i na trg. Pretpostavimo naj-
prije da ¢e prva do¢i Lidija. To znaci da vrijedi
nejednakost b > . Prema podatcima iz zadatka, u
ovom ¢e se slucaju Lidija i Bruno sastati ako vrijedi
nejednakost b < [ + 20.

Pretpostavimo sada da ¢e prvi do¢i Bruno. To
znadi da vrijedi nejednakost I > b. U ovom Ce se
sluCaju Lidija i Bruno sastati ako vrijedi nejednakost
I < b + 20, odnosno (ekvivalentna) nejednakost
b >1-20.

Dakle, Lidija i Bruno ¢e se sastati ako i samo ako
vrijedi ili nejednakost b < [ + 20 ili nejednakost
b > 1 — 20. Te dvije nejednakosti mozemo objedi-
niti u nejednakost I — 20 < b < [+ 20.

Oznacimo skup svih povoljnih dogadaja sa A, pa
je:

A={(Lb) eQ: 1—-20<b<I+20}.

Skicirajmo skupove Q i A u pravokutnom koordi-
natnom sustavu u ravnini. Najprije skiciramo skup
Q. Dobivamo kvadrat ¢ija je stranica duga 60 (jed.
duljine).

Potom skiciramo skup A. Taj skup je (pravi) pod-

skup skupa Q omeden pravcima b = [ — 20 |
b =1+ 20 (Slika 1.)
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Slika 1. Prikaz skupova A i L iz Zadatka 1.

IzraCunajmo povrsine skiciranih skupova. PovrSina
skupa € jednaka je:

P(Q) = 60* = 3600 kv. jed.

Povrsinu skupa A najlakse je izracunati tako da od
povrSine skupa Q oduzmemo povrsine dvaju suk-
ladnih jednakokracnih pravokutnih trokuta kojima
duljina jedne katete iznosi a = 60 — 20 = 40 jed.
duljine. Tako dobivamo:
40 - 40
P(A) = 60> — 2. S = 60% — 40°
= 3600 — 1600 = 2000 kv. jed.

Prema Definiciji 1., traZzena vjerojatnost je jednaka:

~ P(A) 2000 5
PA= @) T 3600 ~ 9
Primijetimo da je p > X Sto znaci da je vjerojat-
nost sastanka veca od vjerojatnosti da se Lidija i
Bruno nece sastati.

Napomena 3. KoristeCi se Tvrdnjom 1. izraz ko-
ji zadaje skup (dogadaj) A moZemo transformirati
ovako:

A={(l,b) e Q:1-20<b<1+20}
={(,b) € Q: —20<b—1<20}
={(,b) € Q: |b—1] <20}.

Nase iskustvo je pokazalo da je studentima lakse i
jednostavnije skicirati skup A zadan kao u rieSenju

Zadatka 1., pa smo se u rjeSenju zadatka koristili
“razvijenijim” oblikom nejednakosti |b — I| < 20.

Napomena 4. Vrijeme dolaska svake osobe su-
gestivno je oznaceno prvim slovom njezina imena,
a ne uobicajeno sa x,y itd. Zbog razliCitosti oz-
naka kojima ¢e se studenti koristiti u svojoj prak-
si, smatramo primjerenim i potrebnim Koristiti se
razli¢itim (nestandardnim) oznakama i u matema-
tickom modeliranju zadataka kako bi se studenti Sto
viSe naviknuli na razumijevanje opisane veze medu
varijablama (nezavisno o uvedenim oznakama).

2.3. Najcesc¢e pogreske u rieSavanju
Zadatka 1.

1. U matematicki model Zadatka 1. studenti naj-
¢eSce pokusavaju uvrstiti brojeve 18119, ¢ime
se vrlo znadajno i nepotrebno komplicira defi-
niranje skupa elementarnih dogadaja Q. Zbog
toga je potrebno posebno istaknuti da definira-
nje skupa € zapravo zavisi jedino o vremen-
skom razmaku izmedu pocetnoga i krajnjega
mogucéega vremena sastanka. Ekvivalentno, iz-
loZeno rjeSenje zadatka je jednako i u sluCaju
da je vrijeme dolaska slu¢ajan trenutak izmedu
tit+ 1 sati, bez obzira na vrijednost broja z.

2. Dio studenata pokusava modelirati zadatak pret-
postavljajuci da su obje varijable i b cjelobrojne
(i nenegativne). Zbog toga je potrebno pods-
jetiti studente da vrijeme pripada u kontinuira-
ne statisticke varijable (varijable ¢ija vrijednost
moze biti bilo koji realan broj iz nekoga interva-
la) i da zato vrijednosti varijabli I i » mogu biti
bilo koji realni brojevi iz segmenta [0, 60].

3. Prilikom modeliranja problema vecina studena-
ta pogre$no navodi uvjet kojim je zadan skup
A. Ti studenti navode ili uvjet b < [ 4 20
il uviet I < b + 20, tj. preSutno pretpostav-
liaju da je dogadaj A jednak dogadaju C; =
{Lidija je prva stigla na trg} (ili dogadaju C, =
{Bruno je prvi stigao na trg}). Zbog toga je po-
trebno dodatno istaknuti da u zadatku nije nave-
deno koja osoba prva dolazi na trg (stoga treba
razlikovati dva slucaja, kao $to je to ucinjeno u
riesenju Zadatka 1.)



aktualno

3. Poopcéenja osnovnoga
zadatka

Na temelju vlastita nastavna iskustva tvrdimo da
zadatci s tzv. “op¢im brojevima” (preciznije, real-
nim parametrima) vecini studenata stvaraju ozbilj-
ne poteskoce. No, to ni u kojem slucaju ne znadi
da takve zadatke treba rieSavati “ako je bas nuzno”
ili, jo§ gore, da ih treba u potpunosti izbjegavati.
Najvazniji dio rjeSenja takvih zadataka je analiticki
nacin rjeSavanja i zakljucivanja, $to zasigurno pri-
pada u prakticno pozeljinu i potrebnu vjestinu na
svim stru¢nim studijima.

S ciliem davanja doprinosa razvijanju spomenutih
“analitickin vjestina”, u ovoj toc¢ki navodimo dva
(svojevrsna) poopcenja Zadatka 1. i njihova rela-
tivno detaljna rieSenja. Smatramo da su oba zada-
tka potpuno primjerena boljim studentima stru¢nih
studija, a posebno boljim studentima svih tehnickih
struénih studija.

3.1. Formulacija Zadatka 2.

Zadatak 2. Lidija i Bruno planiraju sastanak na
glavhom gradskom trgu prije odlaska na kaza-
liSnu predstavu. Oboje putuju javnim gradskim pri-
jevozom, pa je vrijeme dolaska svakoga od njih
sluCajan trenutak izmedu 18:00 i 19:00 sati. Osoba
koja prva dode Ceka to€no m minuta, a potom odla-
zi. Odredite najmanju vrijednost m tako da planirani
sastanak bude statisti¢ki siguran dogadaj. (Zaok-
ruzite dobiveni rezultat na jednu decimalu.)

3.2. RjeSenje Zadatka 2.

Dokazimo najprije sliede¢u pomoc¢nu tvrdnju.

Tvrdnja 3. Zasve [, b € [0, 60] vrijedi nejednakost
Ib— 1| < 60.

Dokaz. Najmanija vrijednost razlike b — [ postize
se za najmanju vrijednost umanijenika b i najvecu
vrijednost umanijitelja /. Najmanija vrijednost uma-
njenika b jednaka je nuli, a najve¢a vrijednost uma-
njitelja [ jednaka je 60. Dakle, najmanja vrijednost
razlike b — liznosi 0 — 60 = —60.

Najveca vrijednost razlike b — [ postize se za naj-
vecu vrijednost umanijenika b i najmaniju vrijednost
umaniitelja I. Najveca vrijednost umanjenika b jed-
naka je 60, a najmanja vrijednost umanijitelja / jed-
naka je nuli. Dakle, najve¢a vrijednost razlike b — [
iznosi 60 — 0 = 60.

Iz navedenih zakljuCaka slijedi da za sve [,b €
[0, 60] vrijedi nejednakost —60 < b — 1 < 60. Iz
Tvrdnje 1. izravno slijedi [b — 1] < 60 $to smo i
tvrdili. |

Koristimo se oznakama iz podtocke 2.2. Postup-
kom opisanim u toj podtocki dobivamo:

Q={(1,b) :1,b €10,60]},
A={(,b) e Q: I—-m<b<I+m}.
Promotrimo (trivijalne) slucajeve u kojima je A ne-

mogu¢, odnosno siguran dogadaj. Formulirajmo
te sluCajeve u obliku sljedece tvrdnje.

Tvrdnja 4. Zam = 0 dogadaj A je nemoguc¢, dok
je zam > 60 dogadaj A siguran dogadai.

Dokaz. Ako je m = 0, onda je:

A={(Lb)eQ:I1<b<l}
={(Lb)eQ: b=1}.

U tocki 2.2. pokazali smo da je P(A) = 0, odnosno
da je dogadaj A nemogu¢ dogadaj.

Ako je m > 60, onda postupkom iz Napomene 3.
dobivamo:

A={(b)eQ: |b—1I<m)

Tvrdimo da je u ovom slu€aju A = Q. Prema Tvrd-
nji 3., za svaku tocku (1, b) € Q vrijedi nejednakost
|b — 1| < 60. Zbog pretpostavke m > 60, za-
klju¢ujemo da vrijedi i nejednakost |b — I| < m.
Odatle slijedi da je Q C A. Prema pretpostavci
iz Definicije 1. vrijedi A C Q, pa iz te dvije relacije
slijediA = Q.

. S - P(Q)
Sada iz Definicije 1. slijedi ps = po = m =1
Prema Definiciji 2., to znaci da je dogadaj A siguran
dogada. |

Zbog rezultata Tvrdnje 4., u nastavku rjeSenja pret-
postavijamo da je m € (0, 60) .
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Graficki prikaz skupa A je dio skupa € omeden
pravcimap; ... b =1—mip, ... b = l4+m. Seg-

mentni oblik jednadzbe pravcap; je —+— = 1.
m —m

Odatle slijedi da p; sijeCe os apscisa (tj. os [) u
tocki S; = (m, 0), a os ordinata (tj. os b) u tocki
S, = (0,—m). Lako se vidi da p; sijeCe pravac
I = 60 u tocki S3 = (60, 60 — m), a pravac
b = 60 u tocki S4 = (60 4+ m, 60). Zbog pret-
postavke m € (0, 60) i svojstva kojim je zadan
skup Q, zakljuujemo da se unutar skupa Q nalazi
dio pravca p; omeden tockama Sy i S3, odnosno
duZina S, S;.

Analogno, segmentni oblik jednadzbe pravca p;
je — + — = 1. Odatle slijedi da p, sijece os
—-m m

apscisa u to¢ki S5 = (—m, 0), a os ordinata u
toCki S¢ = (0, m). Lako se vidi da p; sijeCe pra-
vac [ = 60 u to¢ki §7 = (60, 60 + m), a pravac
b = 60 u tocki Sg = (60 — m, 60). Zbog pretpos-
tavke m € (0, 60) i svojstva kojim je zadan skup
Q, unutar skupa Q nalazi se dio pravca omeden
tockama Sg i Sg, odnosno duzina SsSg.

Dakle, skup A je dio skupa Q omeden duzinama
$,83, S6Sg, koordinatnim osima, te pravcima [ =
601 b = 60 (Slika 2.). Analogno kao u rjeSenju Za-
datka 1., taj skup je konveksan Sesterokut. Njegova
povrsina moZze se izracunati tako da se Sesterokut
trima dijagonalama podijeli na Cetiri trokuta, iz-
racuna povrsina svakoga trokuta (npr. primjenom
formule za povrsinu trokuta s pomocu koordinata

60 :=(60-m,60
Q /
50 »
/ 4
40 »
S, (60,60~ m)

20 //
10 /
S,=(m,0) /

o
0 10 20 30 40 50 60

Slika 2. Skica skupova A i Q iz Zadatka 2.

svih njegovih vrhova) i naposljetku zbroje dobivene
Cetiri povrsine.

No, analogno kao u rjeSenju Zadatka 1., mozemo
postupiti brze i jednostavnije. Izratunat ¢emo po-
vréinu skupa A¢ = Q\A. Uogimo da taj skup tvore
dva disjunktna pravokutna trokuta. Vrhovi prvoga
od njih su Ty = (0, 60), S¢ i Sg, a vrhovi drugoga
odnjih T, = (60, 0), Sy i S3. Primijetimo da vrijede
jednakosti:

|T158| = ]T156| = ’T251’ = ’T253’ = 60—1’)1,

pa su uocCeni pravokutni trokuti sukladni (npr. pre-

ma poucku S-S-S: oba trokuta imaju jednake ka-

tete, pa, zbog Pitagorina poucka, moraju imati i

jednake hipotenuze). PovrSina svakoga od njih je

(60 — m)?
2

P(A€) =2 Py = (60 — m)*.

Py = , pa zakljuCujemo da je:

Sastanak ¢e biti statistiCki siguran dogadaj ako i
samo ako vjerojatnost dogadaja A€ bude statis-
ticki zanemariva. Prema Definiciji 3., ta vjerojatnost
mora biti jednaka ili manja od 0.05. Koriste¢i se
Definicijom 1. dobivamo:

I;)((Ag;) < 0.05
(60 — m)?
602

60 —m 5
0 = \1/7: / 60
60 —m<6-V5
m>60—6-5 =~ 46.583592135.

<o0s— > /Y
- *W/

Dakle, trazena najmanija vrijednost (zaokruzena na
jednu decimalu) je m = 46.6. Ekvivalentno, sas-
tanak ¢e biti statisticki siguran ako vrijeme ¢ekanja
bude barem 46 minuta i 36 sekundi.

Napomena 5. Analogno se pokazuje da prema

strozem kriteriju (1 %), trazeno vrijeme iznosi 54
minute.

3.3. Komentar uz Zadatak 2.

U odnosu na Zadatak 1., Zadatak 2. je nesto tezi
jer zahtijeva detaljniju analizu. Jedan od znacajnijih
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problema u njegovu rieSavanju je i realan parame-
tar m zbog ¢ega je nemoguce precizno crtanje sku-
pova Qi A. Medutim, u drugim predmetima, a i u
buducoj poslovnoj praksi studenata, pojavljuje se
potreba skiciranja grafova funkcija u svrhu modeli-
ranja odredenih procesa. Zbog toga ovaj zadatak
smatramo korisnim i za stjecanje takvih iskustava.

Studente je potrebno posebno upozoriti na ko-
ristenu implikaciju

(60 — m)? 60—m _ /5
-— <0. — < — 1.
( g =00 60 ~ 10

Ta implikacija nije istinita za bilo koji m € R.
Medutim, u analizi problema utvrdili smo da je
m € (0, 60), patada vrijedi nejednakost 60—m >
0. Dakle, na lijevoj strani prve nejednakosti nalazi

se kvadrat strogo pozitivnoga racionalnoga broja
60 —m

. Funkcija drugoga korijena je strogo ras-

tu¢a bijekcija sa skupa [0, +00) na samoga sebe,
pa “Cuva nejednakost” medu strogo pozitivnim re-
alnim brojevima. Zbog toga smo smijeli primijeniti
navedenu implikaciju. Ovdje se ujedno ponavlja-
ju pojmovi strogo rastuce funkcije i bijekcije ranije
nauceni kao dio gradiva Matematika 1 na 1. godini
struénoga studija elektrotehnike.

3.4. Formulacija zadatka 3.

Zadatak 3. Lidija i Bruno planiraju sastanak na
glavnom gradskom trgu prije odlaska na kazaliSnu
predstavu. Oboje putuju javnim gradskim prije-
vozom, pa je vrieme dolaska svakoga od njih
slu¢ajan trenutak izmedu 18:00 i 19:00 sati. Ako
Lidija stigne prva, ¢eka to€no [ minuta, a potom
odlazi. Ako Bruno stigne prvi, ¢eka tocno b mi-
nuta i potom odlazi. Odredite vrijednosti brojeva
b i [ tako da sastanak bude statisticki siguran i da
vrijeme Brunina ¢ekanja bude §to je moguce krace.
(ZaokruZzite dobivene rezultate na najblize prirodne
brojeve.)

3.5. RjeSenje zadatka 3.

Neka su x i y redom vrijeme Lidijina, odnosno Bru-
nina dolaska na trg. Pripadni vierojatnosni prostor
je:

Q= {(x,y) : x,y €[0,60]}.

Skup svih povoljnih dogadaja u ovom sluc¢aju je:
A={(x,y) €Q: x—b<y<x+I}.

Primijetimo da nuzno mora vrijediti b, 1 < 60, od-
nosno, zbog prirode problema, b, € [0,60]. Na-
ime, “najgori” moguci slucaj je da jedna osoba stig-
ne na trg to¢no u 18:00 sati, a druga to¢no u 19:00
sati. U tom slucaju vrijeme ¢ekanja iznosi to¢no 60
minuta. Dakle, nijedno vrijeme ¢ekanja ne moze
biti strogo vec¢e od 60 minuta.

Analogno kao u rjeSenju Zadatka 2. pokazuje
se da je A Sesterokut s vrhovima (0,0), (b,0),
(60,60 — b), (60,60), (60—1,60)i(0,1). Ponov-
no je bitno jednostavnije i brze izraCunati povrsinu
skupa A€ = Q\A, pa ¢emo to i uc¢initi. Ta je
povrsina jednaka zbroju povrsina dvaju jednakok-
racnih pravokutnih trokuta. Duljine kateta prvoga
trokuta jednake su 60 — b, dok su duljine kateta
drugoga trokuta 60 — [. Zbog toga je povrsina
skupa A€ jednaka:

pacy — (0 5 i (602— )2
(60— b)* + (60 — 1)?
_ . .

Vjerojatnost ovoga dogadaja mora biti jednaka ili
manja od 1 — 0.95 = 0.05, pa analogno kao u
rieSenju Zadatka 2. dobivamo nejednadzbu:

(60 — b)* + (60 — 1)?

2 <
2, <0.05.

MnozZenjem ove jednadzbe sa 7200 dobiva se ek-
vivalentna nejednadzba:

(b — 60)* 4 (I — 60)* < 360.

Zbog pretpostavke b, 1 < 60, skup A€ je etvrtina
(zatvorenoga) kruga sa sredistem u toCki § =
(60, 60) i polumjerom r = /360 = /36 - 10 =
6 - /10 (Slika 3.).

U zadatku se trazi da vrijeme Brunina ¢ekanja bude
Sto krac¢e. To znaci da vrijednost varijable b mora
biti $to je moguce manja, ali da pritom tocka (b, )
pripada skupu A€. Lako vidimo da je vrijednost
varijable b jednaka

b=060—6-10 ~ 41.026334.

broj 94 / godina 19. / travanj 2018.
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Slika 3. Skup A€

(Rije¢ je o prvoj koordinati tocke S; = (60 — 6 -
V10, 60).) Vrijednost varijable b nije cjelobrojna,
pa je trebamo zaokruziti na najblizi prirodan broj
tako da dobivena toc¢ka i nadalje pripada skupu
AC€. Zbog toga zaokruzujemo dobivenu vrijednost
na prvi veci prirodan broj, pa dobivamo b = 42,

Odredimo pripadne vrijednostivarijable I. Uvrstavanjem

b = 42 unejednadzbu (b—60)>
dobivamo redom:

+(1-60)% < 360

(42 — 60)* + (I — 60)2 < 360
(—18)* + (I — 60)* < 360
324 + (1 - 60)* < 360
(1—60)% < 36
—6<1-60<6
—6+60 <1< 6+ 60
54 <1< 66.

Medutim, prema pretpostavci zadatka je [ < 60,
pa kona¢no dobivamo I € [54,60]. Dakle, zada-
tak ima ukupno 7 razlicitih (cjelobrojnih) riesenja, i
to suredom: (42,54), (42,55), (42,56), (42,57),
(42,58), (42,59) i (42,60).

3.6. Komentar uz Zadatak 3.
Pri rieSavanju zadatka treba pripaziti da se iz ne-

jednakosti (b —60)* + (I — 60)* < 360 ne zaklju
da je skup A€ zatvoreni krug sa sredidtem u tocki S

i polumjerom r = 6 - v/10 jer taj skup nije podskup
skupa Q. U rjeSavanju ovakvih tipova zadataka
iz vjerojatnosti studenti nerijetko previde skupovnu
inkluziju A, A© C Q, pa time dobiju i pogre$no
rieSenje zadatka.

Zaklju¢no napomenimo i sliedece. Ako bi vremena
dolaska bila u segmentu |11, £,], onda bi skup Q bio
segment [0, — 71]. No, time se nacin rieavanja
Zadatka 3. ne bi promijenio jer bi i u tom slucaju
skup Q bio kvadrat, skup A Sesterokut, a skup
A€ unija dvaju jednakokra&nih pravokutnih trokuta.
Detalje prepustamo citatelju.

4. Zakljucak

Uvjereni smo da vjerojatnost i statistika pripadaju
medu ona podruc¢ja matematike koja ¢ak i nema-
temati¢ari smatraju “prakti¢no primjenjivima”. Up-
ravo zbog te “praktiCne primjenjivosti”, smatramo
da, osim standardnih zadataka koji obuhvacaju
slucajne pokuse s novc¢i¢em, kartama, gadanjem
mete itd., u nastavu predmeta Vjerojatnost i sta-
tistika na struénim studijima treba uvrStavati $to
viSe “praktiCnih” problemskih zadataka. Pritom je
pozelino da se u rjeSenju takvih zadataka $to vise
“sintetiziraju” znanja iz drugih matematickih pod-
ruéja (analiza, geometrija itd.), ali i nekih nema-
tematickih podruc¢ja (npr. programiranje). Time se
moze ukazati na primjenjivost tih podrucja u praksi,
ali i na odreden nacin potaknuti studente na ucenje
S razumijevanjem i povezivanjem naucenoga gra-
diva s gradivima drugih predmeta. Smatramo da
samo takav nacin u€enja moze kvalitetno dopri-
nijeti postizanju cilja “primijeniti matematicka zna-
nja u inzenjerskoj praksi” koji se ¢esto navodi kao
cilj tehnickih struc¢nih studija.
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