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Sazetak

U ¢lanku se najprije izlazu dva razli¢ita nac¢ina rjesavanja (primjenom
diferencijalnoga racuna i bez nje) poopéenja zadatka postavljenoga na
viSoj razini matematike na drzavnoj maturi u kolovozu 2022.:

Pravac prolazi tockom T (zp > 0,yr > 0) i s pozitivnim dijelovima
koordinatnih osi odreduje trokut optimalne povrsine. Kolika je mjera
kuta kojega taj pravac zatvara s osi ordinata?

Opisuje se i konstrukcija pravca iz zadatka. Potom se analizira pos-
tojanje optimalne povrsine u sluc¢aju slabijega zahtjeva da pravac sijece
obje koordinatne osi. Zaklju¢no se navode i komentiraju neke varijante
zadatka u kojima se tocka T nalazi u nekom od preostalih triju kvadra-
nata pravokutnoga koordinatnoga sustava u ravnini.

Kljuéni pojmovi: pravac, povrsina trokuta, optimizacija

1. Uvod

Na ispitu iz matematike (visa razina) na drzavnoj maturi nerijetko
se pojavljuju i zadaci s ekstremalnim zadacama u geometriji. U ovom
¢emo clanku analizirati jedan takav zadatak zadan u kolovozu 2022., kao
i neke njegove varijante.

Na pocetku podsjetimo na definiciju segmentnoga oblika jednadzbe
pravca u ravnini.
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Definicija 1. Neka sum,n € R\ {0}. Neka je p pravac koji sijece os
apscisa u tocéki S (m,0), a os ordinata u tocki S (0,n) Tada je segmentni
oblik jednadzbe toga pravca

~1. (1)

Spomenimo da studenti Cesto interpretiraju brojeve m i n kao duljine
odsjecaka pravca p na koordinatnim osima. Ta je interpretacija to¢na ako
i samo ako su m,n > 0.

Iskazimo i tvrdnju koju ¢emo koristiti u nastavku teksta.

Tvrdnja 2. Neka sum,n € R\{0}. Neka je p pravac zadan jednadzbom
. Tada je povrsina trokuta kojega taj pravac zatvara s objema koordi-
natnim osima jednaka

m| - [n] _ |m -]

P=
2 2

(kv. jed.) (2)

Dokaz. Prepustamo ga citatelju. O

I ovdje treba istaknuti da su studenti Cesto ,skloni” primijeniti for-
mulu ([2)) bez koristenja apsolutne vrijednosti. To je izravna posljedica ra-
nije spomenute interpretacije brojeva m i n kao duljina odsjecaka pravca
na koordinatnim osima. Zbog toga se na nastavi dodatno napominje da
se apsolutna vrijednost u smije izostaviti ako i samo ako su m,n > 0.

2. Osnovni zadatak

Na ispitu iz matematike (visa razina) na drzavnoj maturi odrzanoj
u kolovozu 2022. godine postavljen je sljedeéi zadatak (vidjeti [1).

Zadatak 1. Pravac prolazi tockom T (8,16) i s pozitivnim dijelovima
koordinatnih osi odreduje trokut maksimalne povrsine. Kolika je mjera
kuta kojega taj pravac zatvara s osi ordinata?

Mi éemo rijesiti i analizirati malo opcenitiji zadatak.

Zadatak 2. Neka su xzp,yr > 0 proizvoljni, ali fiksirani. Pravac p pro-
lazi tockom T (xp,yr) i s pozitivnim dijelovima koordinatnih osi odreduje
trokut optimalne povrsine. Kolika je mjera kuta kojega taj pravac zatvara
s osi ordinata?

Najprije istaknimo da pod pojmom ,,optimalna povrsina” zajednicki
podrazumijevamo najmanju i najveéu moguéu povrsinu. To ¢inimo zato
sto obje povrsine (ako postoje) odredujemo na isti na¢in. Intuitivno
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mozemo zakljuc¢iti da ne postoji trokut sa svojstvima iz zadatka, a Cija
bi povrsina bila najveéa moguca. Naime, $to je pravac p ,,blizi” pravcu
pr...x = xp ili pa...y = yp, to je povrSina trokuta kojega p za-
tvara s pozitivnim dijelovima koordinatnih osi sve veéa. Oznacimo li
s P povrsinu trokuta kojega pravac p zatvara s pozitivnim dijelovima
koordinatnih osi, onda vrijedi:

lim P= lim P = +4o0.

pP—p1 p—p2
Medutim, ne mozemo izvesti analogan zakljucak za trokut sa svojstvima
iz zadatka, a Cija je povrsina bila najmanja moguca. Naime, ta je povrSina
sve manja $to je pravac p ,,blize” ishodistu O, tj. vrijedi:

lim P=0.
d(O,p)—0

Uvjet d (p,0) — 0 i pretpostavka da je T' u prvom kvadrantu povlace da
p nuzno sijece negativni dio jedne od koordinatnih osi. To je suprotno
zahtjevu zadatka da p sijece pozitivne dijelove obiju koordinatnih osi.
Dakle, ako optimalna povrsina uopée postoji, onda ona nuzno mora biti
minimalna.

Pokazat ¢emo da zadatak [2] ima jedinstveno rjesenje. To ¢emo uéiniti
na dva razli¢ita nac¢ina. U prvom nacinu zadatak ¢emo rijesiti ,,elemen-
tarno” (uz koristenje grani¢nih vrijednosti, ali bez koristenja derivacija),
dok ¢emo u drugom naé¢inu primijeniti derivacije (za teorijske detalje
vidjeti [2]-[4]).

Prvo rjeSenje. Neka je jednadzba pravca p zadana u obliku .
Buduéi da p sijece pozitivne dijelove obiju koordinatnih osi, zaklju¢ujemo
da su m,n > 0. Nadalje, tocka T pripada pravcu p, pa njezine koordinate
moraju zadovoljavati jednadzbu . Dakle, vrijedi:

LIy

m n
Veé smo istaknuli da u slucaju kad su m,n >0 u smijemo izostaviti
apsolutnu vrijednost. Zbog toga je povrsina trokuta kojega p zatvara s
pozitivnim dijelovima koordinatnih osi jednaka

m-n

P= "0 (kv jed.).

Tako smo dobili sljedeé¢i matematicki model:

optimizirati P = P (m,n) = m2' n
uz uvjete m + g _ 1, (3)
m n
m,n > 0.
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Oznac¢imo: or ur
ai= T, bi @
m m
1z (@) slijedi
m="", n=% 5)
a’ b’
pa se svodi na
e . . T - yr 1
optimizirati P (a,b) = 5
uz uvjete a+b=1, (6)

a,b>0.

Prema pretpostavci zadatka, 7, yr > 0 su konstante. Zbog toga funkcija
P ima optimalnu vrijednost ako i samo ako izraz ﬁ ima optimalnu
vrijednost. Tako umjesto @ promatramo model:

o 1
optimizirati  fi(a,b) = P
uz uvjete a+b=1, (7)
a,b>0.
Iz prvog uvjeta slijedi
b=1-a. (8)

Buduéi da mora biti b > 0, iz nejednakosti
1-a>0

slijedi @ < 1. Tako postaje model s jednom nezavisnom realnom
varijablom:

optimizirati  fa(a) ! !
Z = =
P 2 a-(l—a) a—a? (9)
uz uvjet a € (0,1) .
Lako se provjeri da vrijedi jednakost
1 1\?
a—a2=4—<a—2> Va € R. (10)

Iz slijedi da funkcija f3: R — R definirana pravilom
f3(a) = a — a*

ima globalni maksimum i i postize ga za a = % Bududi da je % € (0,1),
isti zakljucak vrijedi i za restrikciju funkcije f5 na interval (0, 1).
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Tako zakljucujemo da funkcija fs iz @ ima jedinstven globalni mi-
nimum fy (%) =4.
Nadalje, lako vidimo da vrijede jednakosti

ali%{r f2(a) = agnlf{ f2(a) = +o0,

pa zaklju¢ujemo da funkcija fo nema globalni maksimum.

Tako zaklju¢ujemo da funkcije f1, fo i P imaju jedinstveni globalni
minimum, ali nemaju globalni maksimum. To znaci da postoji jedinstveni
trokut kojega p zatvara s pozitivnim dijelovima obiju koordinatnih osi
¢ija je povrSina najmanja mogudéa. (Analogan trokut ¢ija je povrsina
najveéa moguéa ne postoji.) Duljine kateta toga trokuta dobivaju se

pomodéu i(8) zaa= %:

1
b = 1 — = —
a= 3,
m="T=9. T,
a
yr
= — = 2 . .
n b yr
Sada lako slijedi da je trazena mjera kuta kojega p zatvara s osi ordinata
jednaka:
© = arctg (@) = arctg (”) rad. (11)
n yr

Posebno, za xr = 8, yr = 16 (numericki podaci iz zadatka[l]) dobivamo
1
p = arctg (2> ~ 0.463647609rad ~ 26°33'54".

Drugo rjesenje. Jednako kao u prvom rjesenju dobivamo model .
Iz prvoga je uvjeta
n= 9T (12)
m —xr
Buduéi da su m, yr > 0 brojnik razlomka je strogo pozitivan. Zbog
uvjeta n > 0 , i nazivnik razlomka mora biti strogo pozitivan, $to
zna¢i da mora vrijediti nejednakost

m >z > 0. (13)

Uvrstavanjem u funkciju cilja P, a uz uvazavanje , dobivamo
sljede¢i model:

. o . . yT m
t ti P=P =5 o
optimizirati (m) 2 m-—ap (14)

uz uvjet m € (xr,+00) .
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Uoc¢imo da funkcija cilja P iz ima optimalne vrijednosti ako i samo
ako funkcija g: (zr,+00) — (0,+00) definirana pravilom

m2

m) = ——
g(m) = —— o
ima optimalne vrijednosti. Zbog pretpostavke P postize minimum/maksimum
za iste vrijednosti nezavisne varijable m za koje g postize minimum /maksimum.

Primijetimo da vrijedi:

li =
o 90M) = o0,

pa zaklju¢ujemo da g nema globalni maksimum. To znac¢i da ni P nema
globalni maksimum.

Ispitajmo ima li g globalni minimum. U tu svrhu odredimo njezinu
(prvu) derivaciju:
m-(m—2-xr)

g (m) = (m — xT)g

Zbog g ima jedinstvenu stacionarnu tocku m = 2 - xp. Lako
vidimo da vrijede nejednakosti:

g'(m) <0 VYme {xr,2 x7),
g'(m)>0 Vme (2 -zp,+00) .

To znadi da ¢ strogo pada na intervalu (zp,2 - xr), a strogo raste na
intervalu (2 - zp, +00).

Time smo ispitali monotonost funkcije g na njezinoj domeni. Za-
klju¢ujemo da g postize globalni minimum za m = 2 - 7. To znaci da i
P postize globalni minimum za m = 2 - xp. Taj je minimum jednak

P(?’Z’T):Q'I’T‘yT.

Tako (ponovno) slijedi da postoji jedinstven trokut kojega p zatvara s

pozitivnim dijelovima koordinatnih osi ¢ija je povrSina najmanja moguca

(i da ne postoji analogan trokut ¢ija je povrsina najveéa moguéa).
Uvrstavanjem m = 2 - xr u dobiva se

n:2'yT7

pa se trazena mjera kuta (ponovno) odredi koristeéi .

U ovoj tocki zakljuéno navodimo svojevrsnu ,graficku” varijantu za-
datka[2], ali bez zahtjeva za odredivanje mjere kuta kojega p zatvara s osi
ordinata. Ta mjera se odredi potpuno analogno kao u rjesenju zadatka
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Zadatak 3. Konstruirajte pravac p koji prolazi zadanom tockom T u pr-
vom kvadrantu pravokutnoga koordinatnoga sustava uw ravnini i s pozitiv-
nim dijelovima obiju koordinatnih osi zatvara trokut najmange povrsine.

Konstrukcija. Neka je O ishodiSte pravokutnoga koordinatnoga sus-
tava u ravnini. Konstruiramo kruznicu k sa srediStem u 7" i polumjerom
|OT|. Neka je S sjeciste te kruznice s pozitivnim dijelom proizvoljno
odabrane koordinatne osi. Pravac ST je trazeni pravac.

Dokaz konstrukcije. Pretpostavimo da je T (zp > 0,yr > 0). Tada
jednadzba kruznice sa sredistem u 7' i polumjerom ‘W| glasi:

k...(x—xT)2+(y—yT)2ZJJ%-HJ%-

Lako se vidi da ta kruznica sijece os apscisa u tockama O i (2 -z, 0),
a os ordinata u tockama O i (0,2 -yr). Sada tvrdnja slijedi izravno iz
rjeSenja zadatka,

Konstrukcija pravca p za slucaj naveden u zadatku [1} prikazana je
na slici [I1

Slika 1. Konstrukcija pravca iz zadatka .

3. Neke varijante osnovnoga zadatka

U ovoj ¢emo tocki analizirati neke varijante zadatka[2} u slucaju kad
se tocka T nalazi u nekom od triju ostalih kvadranata.
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Radi potpunosti najprije navedimo sljede¢u tvrdnju.

Tvrdnja 3. Neka su xr,yr > 0 proizvoljni, ali fiksirani. Pravac p pro-
lazi tockom T (xr,yr) i s koordinatnim osima odreduje trokut poursine
P > 0. Tada skup svih mogucih povrsina P nema ni minimalni, ni mak-
simalni element.

Dokaz. (Prvi dokaz.)

Ovaj se dokaz temelji na analizi izlozenoj neposredno ispred prvoga
rjeSenja zadatka |2l U toj smo analizi zakljucili da ne postoji trokut koji
ima najveéu povrsinu. Medutim, zbog zahtjeva da p mora sjeéi pozitivne
dijelove obiju koordinatnih osi, nismo mogli zakljuciti da ne postoji tro-
kut koji ima minimalnu povrsinu. U tvrdnji 3], medutim, toga zahtjeva
nema, tj. pretpostavljamo samo da p ne prolazi ishodistem. Tako sada
tockom T mozemo povuéi pravac proizvoljno ,blizu” ishodistu i dobiti
trokut proizvoljno male povrsine. To znaci da skup iz tvrdnje[3] ne sadrzi
ni minimalni, ni maksimalni element. O

Dokaz. (Drugi dokaz.)

Promotrimo najprije sve pravce koji prolaze totkom T i sijeku pozi-
tivan dio osi apscisa i negativan dio osi ordinata. Tada sum >0in <0
pa model analogan modelu glasi:

optimizirati P = P (m,n) = mTW
uz uvjete I + g _ 1, (15)
n
m > 0.

Koristenjem , i jednakosti
In|=-n, ¥n<o0,

dalje prelazi u

1 1
optimizirati P = P (a,b) = -5 T YT - —
a .
uz uvjete a+b=1, (16)
a>0,
b<0.
odnosno u
. 1
optimizirati P = f4(a) = % 5 )
a’—a

uz uvijet a>1.
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Nije tesko provjeriti da je funkcija fy strogo padajuéa na intervalu (1, 4+o00)
i da vrijede jednakosti:

lim f4 (a’) = +OO7

a—1t

lim f4(a)=0.

a—+00

Zbog toga modeli , i nemaju nijedno optimalno rjesenje
(tj. pripadne funkcije cilja nemaju nijedan globalni ekstrem).
Napomenimo da se model (samo s b kao nezavisnom varijablom)
dobije i u sluc¢aju kad se promatraju pravci koji prolaze tockom T i sijeku
negativni dio osi apscisa i pozitivan dio osi ordinata. Tako zakljucujemo
da skup iz tvrdnje |3] nema ni minimalni, ni maksimalni element, $to je

1 trebalo dokazati. O

Dokaz tvrdnje[3] je vrlo koristan ako promatramo totku koja se nalazi
u nekom od ostalih triju kvadranata pravokutnoga koordinatnoga sus-
tava u ravnini, sve pravce koji prolaze tom tockom i skup svih povrsina
trokutova koje ti pravci zatvaraju s objema koordinatnim osima. Argu-
mentacijom potpuno analognom prvom dokazu tvrdnje |3| zakljucujemo
da u svakom od tih sluc¢ajeva vrijedi analogon tvrdnje 3| Ipak, zanimlji-
vije je postaviti pitanje: Kako treba formulirati analogon zadatka [3 za
toc¢ku iz drugoga, treéega i cetvrtoga kvadranta tako da taj analogon ima
rjesenje?

Nije tesko vidjeti da te analogone treba formulirati tako da se u
svakom od njih koristeci i — kao pripadni matematicki model
dobije @ Konkretno, formuliraju se sljedeca tri zadatka.

Zadatak 4. Tockom T u drugom kvadrantu povucen je pravac p koji s
negativnim dijelom osi apscisa i pozitivnim dijelom osi ordinata zatvara
trokut optimalne povrsine. Kolika je mjera kuta kojega taj pravac zatvara
s osi ordinata?

Zadatak 5. Tockom T u tre¢em kvadrantu povucen je pravac p koji s ne-
gativnim dijelovima koordinatnih osi zatvara trokut optimalne povrsine.
Kolika je mjera kuta kojega taj pravac zatvara s osi ordinata?

Zadatak 6. Tockom T u cetvrtom kvadrantu povucen je pravac p koji s
pozitivnim dijelom osi apscisa i negativnim dijelom osi ordinata zatvara
trokut optimalne povrsine. Kolika je mjera kuta kojega taj pravac zatvara
s osi ordinata?

U svakome od tih triju zadataka zakljucuje se da postoji jedinstven
trokut koji ima najmanju mogucu povrsinu, da ne postoji nijedan trokut
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koji ima najveéu moguéu povrsinu i da je, uz pretpostavku T (z7,yr),
trazena mjera jednaka

TrrT

yr

o = arctg (| 22) rad. (18)

Pritom se pravac p koji odreduje trokut s najmanjom moguéom povrsinom
konstruira potpuno analogno kao u zadatku|3| Detalje prepustamo cita-
telju kao korisnu vjezbu.

4. Zakljucak

U ¢lanku je na konkretnim primjerima pokazano kako je jedan od
relativno slozenih zadataka postavljenih na ispitu iz matematike (visa
razina) na drzavnoj maturi moguée poopéiti i — jo$ vaznije — analizi-
rati sa Sto manje koristenja ,teskoga” aparata diferencijalnoga racuna.
Studenti su ¢esto skloni primjenjivati diferencijalni racun bez dovoljnoga
razmi$ljanja o algoritmima koje efektivno provode. To se posebno odnosi
na problem odredivanja globalnih ekstrema derivabilne realne funkcije
jedne realne varijable. Te probleme znatan dio studenata rjesava algo-
ritmom kojim se odreduju lokalni ekstremi derivabilne funkcije, pa na-
posljetku pogresno poistovjecuje lokalne i globalne ekstreme te funkcije.
Zbog toga autori smatraju da se u nastavi diferencijalnoga ra¢una na
nasim veleuéilitima i visokim Skolama veéa pozornost mora posvetiti
matematickom modeliranju ekstremalnih zadaca, kao i razumijevanju
postupaka koji se provode prilikom rjesavanja tih modela. Samo na taj
nacin studenti ¢e moéi kvalitetno primijeniti naucene matematicke pos-
tupke u drugim kolegijima koje slusaju tijekom svojega visokoskolskoga
obrazovanja, a kasnije i u svojoj poslovnoj praksi.
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