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Predgovor

Ova skripta obuhvaca drugi dio modula Operacijska istraZivanja koji se predaje na zavr$noj,
3. godini strucnoga studija logistike na Visokoj poslovnoj $koli BA Nordhessen u Bad
Wildungenu. Dok se u prvom dijelu modula pozornost usmjerava na linearno programiranje i
njegove primjene, poglavito na transportni problem, u drugom se dijelu obraduju osnovna
nacela i principi dinami¢koga programiranja, te njegovih primjena na rjeSavanje razliitih
prakti¢nih problema iz podrucja logistike, ekonomije itd.

Koncipirajuéi nastavu iz ovoga dijela modula, opredijelio sam se za pristup donekle razlicit
od uobiCajenoga pristupa ovoj problematici. Naime, smatrao sam da je za studente stru¢noga
studija logistike najvaznije da u okviru ovoga predmeta savladaju matematicko modeliranje
odredenih ekonomskih i poslovnih procesa, njihovo rjeSavanje pomocu nekih edukacijskih
raunalnih programa i interpretaciju dobivenih rezultata. Izbor primjerenih racunalnih
programa prilagodio sam predvidenom gradivu i predznanju studenata iako nesumnjivo
postoje daleko bolji (ali i skuplji!) raCunalni programi koji jo$ uspjeSnije rjeSavaju razmatrane
probleme. Takoder, gotovo u potpunosti sam izostavio relativno slozen matematicki aparat
("teoriju") potreban za precizno formalno definiranje nacela dinamickoga programiranja, ali
sam zato nastojao pojasniti osnovne ideje i nacela na nizu detaljno rijeSenih primjera. Gdje
god je to bilo moguce, primjeri su rijeSeni i analiti¢ki (uobi¢ajenim metodama i tehnikama
dinamickoga programiranja) i pomoc¢u nekoga od spomenutih edukacijskih programa, pri
¢emu su posebno naglaSeni slucajevi gdje se odabrani racunalni programi ne mogu
primijeniti, te odgovarajuéi razlozi za to. Na kraju svake pojedine tocke navedeno je nekoliko
zadataka za vjeZbu namijenjenih samostalnom radu studenata, a koje bi trebao znati ispravno
rijesiti svaki student koji je usvojio izloZeno gradivo. U posljednjoj je tocki najprije naveden
primjer pismenoga ispita predviden za rjeSavanje na redovnoj nastavi, a potom i zadaci
postavljeni na ispitnim rokovima u akademskoj godini 2007/2008.

Na ovom mjestu Zelim izraziti svoju zahvalnost svima koji su mi izravno ili neizravno
pomogli u pisanju skripta. Tu ponajprije mislim na gdu Carmen Tariba, voditeljicu stru¢nih

wees

prof.dr.sc. Jurja Siftara, redovnog profesora na PMF-MO Sveu¢ilista u Zagrebu &iji su mi
savjeti proizasli iz dugogodiS$njega nastavnoga iskustva bili od neprocjenjive koristi, te na sve
studente koji su svojim pitanjima i prijedlozima pomogli pobolj$ati i nadopuniti osnovni tekst.
Iako sam nastojao minimizirati ukupan broj pogresaka u skripti, svjestan sam da je izvjestan
broj njih "prezivio" sve dosadasnje korekture, pa unaprijed zahvaljujem svima koji pronadu
bilo koju od njih i obavijeste me o njoj.

U Zagrebu, 19. srpnja 2008.

Bojan Kovaci¢
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1. Uvod u dinamicko programiranje

U vecini podrucja i problema kojima se bave operacijska istraZivanja potrebno je odrediti
vrijednosti nekih varijabli tako da se postigne optimalna vrijednost odredene funkcije cilja. U
tom smislu spomenute varijable moZzemo nazvati i varijable odluke. Uobi¢ajene metode i
algoritmi operacijskih istrazivanja istodobno tretiraju sve varijable, pa npr. nastoje postici
optimalnu vrijednost funkcije cilja istodobnim smanjivanjem vrijednosti barem jedne
varijable i povecavanjem vrijednosti barem jedne od preostalih varijabli. Kod strukturno vrlo
sloZenih problema takav je pristup, gledajuci sa stanovista sloZenosti i efikasnosti algoritama,
vrlo spor i neefikasan. Stoga je nerijetko primjerenije i efikasnije strukturno vrlo sloZen
problem rastaviti na komponente, tj. niz manjih i za rjeSavanje jednostavnijih problema, pa
nakon dobivanja optimalnoga rjeSenja svake pojedine komponente sustavno povezati ta
rjeSenja kako bi se dobilo optimalno rjeSenje poCetnoga problema. Ovakav nacin predstavlja
idejnu osnovu za tzv. dinamicko programiranje.

Dinamic¢ko programiranje je posebna vrsta matematickoga programiranja koje se vrlo
uspjeSno primjenjuje u gotovo svim podrucjima operacijskih istraZivanja. Njegovi prakti¢ni
nedostaci su sloZzena matematicka formulacija, kao i nemoguénost preciznoga definiranja
klasa problema koji se mogu rijesiti metodama dinamic¢koga programiranja. Stoga se moze
zaklju€iti da primjena dinamickoga programiranja u operacijskim istraZivanjima prakticno
ovisi o ljudskom ¢imbeniku, odnosno istrazivacu. IstraZiva¢ je taj koji treba prepoznati
problem koji je moguce rijesiti dinami¢kim programiranjem, te definirati metode kojima ¢e to
i ostvariti. Ipak, osnovna prednost dinamickoga programiranja je vrlo pogodno korisStenje
razli¢itih programskih jezika za dobivanje numerickih rjesenja.

Osnovno naéelo dinami¢koga programiranja je tzv. Bellmanovo nacelo' prema kojemu se
optimizacijski problem rjeSava po fazama, pri ¢emu se u proracunu svake faze koriste
optimalne vrijednosti dobivene u prethodnoj fazi. Zbog toga se u matematickoj formulaciji
odgovaraju¢e metode koriste netrivijalne rekurzivne relacije2 (ili sustavi takvih relacija) i
Sfunkcijske jednadzbe, $to opravdava tvrdnju o sloZenoj matemati¢koj formulaciji samih
metoda. U ovom se kolegiju ne¢emo detaljno baviti metodama dinamic¢koga programiranja,
nego ¢emo upoznati sljedece primjere njegove primjene:

- odredivanje najkrac¢ega puta izmedu dvaju vrhova mreZe (usmjereni tezinski graf);
- odredivanje optimalnoga rjeSenja problema ruksaka;

- problem razdiobe ulaganja;

- problem trgovackoga putnika;

- problem kineskoga poStara.

! Richard Ernest Bellman (1920. — 1984.), ameri¢ki matematicar.
* Rekurzivna relacija za niz (a,),.x je bilo koja funkcija koja povezuje n — ti ¢lan niza s barem jednim od

prethodnih ¢lanova niza. Npr. za niz prirodnih brojeva ta relacija glasi: a, = a,.1 + 1, pri ¢emu se dodatno
definiraa, = 1.
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1.1. Problem najkracega puta u grafu

Na pocetku podsjetimo ukratko na osnovne pojmove teorije grafova. (Konacan) graf G je
uredeni par (V, E) koji se sastoji od konacnoga skupa V ¢ije elemente nazivamo vrhovi ili
¢vorovi grafa G, te konaCnoga skupa E Cije elemente nazivamo bridovi grafa G. Radi

jednostavnosti, obi¢no ¢emo uzimati da je V = [n] za neki n € N.? Na skupu E zadaje se

funkcija incidencije f koja svakom elementu toga skupa pridruzuje ili neuredeni ili uredeni par
ne nuzno razlicitih elemenata skupa V. Ako funkcija f svakom elementu skupa E pridruzuje
neuredeni par elemenata skupa V, graf G nazivamo neusmjereni graf ili, krace, samo graf.
Ako funkcija f svakom elementu skupa E pridruzuje uredeni par elemenata skupa V, graf G
nazivamo uredeni graf ili digraf, a u tom slucaju elemente skupa E nazivamo [ukovi grafa G.
Grafovi koji sadrZe i neusmjerene i usmjerene bridove (lukove) nazivaju se mijesani grafovi.

!
Nadalje, ako je e € Eiu, v € V, onda zapis e —{u,v}¢itamo kao: "Brid e spaja vrhove u i v.",

odnosno "Vrhovi u i v su incidentni s bridom e.", odnosno "Vrhovi u i v su krajevi brida e."

;
Zapis e —(u,v) Citamo kao: "Luk e spaja vrhove u i v.", odnosno "Vrh u je pocetak luka e, a

vrh v je kraj luka e.", odnosno "Vrh u je pozitivno incidentan s lukom e, a vrh v je negativno
incidentan s lukom e.". Kazemo da su vrhovi u 1 v susjedni ukoliko postoji (ne)usmjereni brid
e koji ih spaja. Ukupan broj razli¢itih bridova incidentnih s nekim vrhom nazivamo stupanj
vrha.

(Di)graf G je jednostavan ukoliko su svaka dva njegova vrha spojena najviSe jednim bridom i
niti jedan brid nema pocetak i kraj u istom vrhu grafa. Ukoliko su, pak, svaka dva razlicita
vrha grafa G spojena tocno jednim bridom, kaZemo da je graf G potpun.

Na skupu E moguce je i zadati realnu funkciju w : E — R koja svakom bridu (di)grafa G

pridruzuje tocno jedan realan broj w(e). Tada se uredena trojka (V, E, w) naziva teZinski
(di)graf, a realan broj w(e) teZina brida e. Za teZine bridova obi¢no ¢emo uzimati nenegativne
realne brojeve, odnosno, jo$ preciznije, elemente skupa Ny = {0, 1, 2, ...}, a zadavat ¢emo ih
uglavnom na jednostavnim (di)grafovima. Buduéi da ¢emo uzimati V = [n], teZine bridova
jednostavnih (di)grafova zadavat ¢emo kvadratnom matricom W = [w;] reda n takvom da je
element na mjestu (i, j) te matrice jednak teZini brida koji spaja vrh i i vrh j. Ako takav brid ne

postoji, dogovorno definiramo w;; = o za i = j, te w; =0 za svaki i € [n].

Konacna neusmjerena Setnja ili, krace, Setnja u neusmjerenom grafu G konacan niz S = v; e;

V2 € V3 ... Vi € Vi +1 vrhova i bridova toga grafa takvih da za svaki j = 1, 2, ..., k vrijedi
;
e, >{v,,v,,,}- Tada kazemo da je vrh vi pocetak ili_polaziste, vrhovi v, ..., v unutrasnji

vrhovi, vrh v 4 | kraj ili odrediste, a prirodan broj k duljina Setnje S. Ako su svi vrhovi Setnje
medusobno razliciti i ako su svi bridovi Setnje medusobno razliciti, Setnja se naziva put. U
tezinskom se grafu feZina puta P definira kao zbroj teZina svih bridova koji tvore put P.
TeZina puta ujedno je i udaljenost polazista i odrediSta toga puta. Potpuno analogno se
definiraju konacna usmjerena Setnja, odnosno usmjereni put u bilo kojem digrafu, te teZina
usmjerenoga puta i udaljenost (bilo kojih dvaju vrhova) u bilo kojem teZinskom digrafu.

*[n]={1,2, ...,n} C N, skup prvih n prirodnih brojeva.
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Jedan od poznatih problema je problem odredivanja najkracega puta (odnosno, najkrace
udaljenosti) izmedu bilo kojih dvaju vrhova (ne)usmjerenoga teZinskoga grafa. Pritom odmah
napomenimo da se termin najkraci ne odnosi na minimizaciju duljine puta (tj. ukupnoga broja
bridova (ili lukova) koji tvore put), nego na minimizaciju teZine puta (tj. zbroja teZina svih
bridova koji tvore put). Taj se problem moZe rijeSiti raznim metodama (npr. Dijkstrinim4 ili
Dantzigovim5 algoritmom), a mi ¢emo njegovo modeliranje, rjeSavanje i interpretaciju
dobivenih rezultata ilustrirati uglavnom rabeci racunalni program Graph Magics. Odmah
istaknimo da najkra¢i put ne mora nuzno biti jedinstven, tj. moZe postojati viSe razlicitih
najkra¢ih putova koji nuZno imaju istu teZinu, ali ne nuzno i istu duljinu.

Primjer 1. U nekoj je racunalnoj mreZi potrebno poslati elektroni¢ku postu od racunala 1 do
raunala 11. Izravna veza tih dvaju raCunala ne postoji, ali komunikacija je moguca
posredstvom ostalih raCunala u mreZi. Prosjecni intenzitet prometa informacija na svakoj
pojedinoj liniji u mreZi zadan je sljedeCom teZinskom matricom W:

2 4

0 3 © ©0 00 00 00 00 00
2 0 o0 o 7 4 5 o o0 o0 o
3 o 0 oo 4 2 1 o o oo o
4 oo oo 0 2 2 8 o oo oo oo
o 7 4 2 0 o oo 5 3 5 o
W=l 4 2 2 o0 0 o 1 5 4 o
o 5 1 8 o o 0 1 3 2 o
0 o0 o oo 5 1 1 0 o o 2
0 o0 o oo 3 5 3 oo (0 o 3
0 o0 o o 5 4 2 o o (0 3
[© © o o o oo oo 2 3 3 0]

Odredimo racunala preko kojih treba obaviti prijenos podataka tako da e-posta u najkracem
vremenu stigne od polaziSta do odrediSta (racunala 11.

"Klasicno" rjeSenje: OpiSimo ukratko osnovnu ideju rjeSavanja. Racunala modeliramo kao
vrhove neusmjerenoga jednostavnoga tezinskoga grafa G, a izravnu dvosmjernu vezu medu
njima kao bridove toga grafa. Budu¢i da imamo ukupno 11 racunala, za skup vrhova V uzet
¢emo skup [11], tj. V = [11]. Skup bridova E ne znamo, ali ga lagano moZemo "ocitati"
koriste¢i zadanu tezinsku matricu W. Istaknimo odmah: element w;; matrice W interpretiramo
kao prosjecni intenzitet prometa na izravnoj vezi izmedu racunala i i raCunala j. Ako je w;; =
= oo, racunala i i j nisu povezana izravnom vezom, a w;; = 0 stavljamo dogovorno.

Za svaki i € [11] oznadimo s 7~ teZinu najkracega puta od vrha i do vrha 11. To moZemo
uciniti jer, sukladno gornjim napomenama, svi najkra¢i putovi imaju istu teZinu Radi

jednostavnosti, ¢injenicu da su vrhovi i i j medusobno susjedni pisat ¢emo kao i «+» j. Tada za

svaki i € [10] vrijedi sljedeca jednakost:

* Edsger Wybe Dijkstra (1930. — 2002.), nizozemski informaticar.
> George Bernard Dantzig (1914. — 2005.), ameri¢ki matematiar, "otac linearnoga programiranja",
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i
mi

r{ﬁn) ‘

loin = miH(W,-j +1
Jjei

Ona se dobije kao izravna posljedica odluke da se iz vrha i u vrh 11 dode preko nekog vrha j
susjednoga s vrhom i. Ostatak puta — od vrha j do vrha 11 — treba odabrati tako da teZina puta

od vrha j do vrha 11 bude najmanja moguca. Sukladno definiciji veli¢ina ¢, ta je teZina
Budu¢i da

Zelimo minimizirati ukupnu teZinu, odabiremo najmanju od svih dobivenih vrijednosti, a
otuda izravno proizlazi navedena formula.

jednaka ¢/ . Stoga je ukupna teZina puta od vrha i do vrha 11 jednaka w;; + ¢/

min *

Zai=11 dogovorno stavljamo .. = 0, ¢ime dobivamo sljede¢i sustav rekurzivnih relacija:

i

jei

mii

fin = 0

Taj sustav nije moguce rijesiti uobicajenim tehnikama rjeSavanja sustava rekurzivnih relacija,
ali se moze pokazati da on ima barem jedno rjeSenje. R. Bellman je navedeni sustav rijesio
tzv. metodom sukcesivnih aproksimacija. Osnovna ideja te metode je u k — tom koraku
promatrati teZine svih puteva od vrha i do odrediSta (u nasem slucaju, vrha 11) ¢ija je duljina
najvise k, tj. koji se sastoje od najvise k bridova, te na¢i najmanju od svih promatranih teZina.
Moze se pokazati da je niz tako dobivenih teZina stacionaran, tj. poc¢evsi od nekoga mjesta niz
postaje konstantan. Ugrubo, jedan od algoritama za odredivanje najkrac¢ega puta od vrha i do
odredista s minimalnom duljinom (minimalnim brojem bridova) moZe se formulirati ovako:

Korak 1. Staviti k=11 w.. =0.

Korak 2. Promatrati sve putove od vrha i do odrediSta koji se sastoje od najviSe k bridova.
IzraCunati teZinu svakoga pojedinoga puta.

Korak 3. Izmedu svih teZina izradunatih u Koraku 2. odabrati najmanju (w", ).

Korak 4. Ako je wt =w'!

min

stop. Minimalna duljina najkrac¢ega puta jednaka je k — 1, a

pripadna teZina je w':'. InaCe, povecati k na k + 1 i vratiti se na Korak 2.
Sukladno opisanom algoritmu, u prvoj fazi za svaki i € [11] stavimo:

1_
w. _Wi,ll‘

1

Veli¢ine w; zapravo odreduju prosjean intenzitet prometa na izravnoj vezi izmedu radunala i
iracunala 11 ukoliko takva veza uopce postoji. Zbog toga je:

r _ 1t _ . tr_ 1 _ 1 _ 1 __ 1_
W =W, =W, =W, =W, =W, =W, =09,

. _ . _ i _ .
Wg =Wy =2,w, = Wo 1y =3,w, = Wi =3,w, =0

jer izmedu vrhova 11 11,21 11,3111, ...,71 11 ne postoji izravni brid, izmedu vrhova 8 i 11
postoji izravni brid teZine 2, a izmedu vrhova 9 i 11, odnosno 10 i 11 postoje izravni bridovi
teZine 3.

© mr.sc. Bojan Kovacié¢, visi predavac 7
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U drugoj fazi za svaki i € [11] raunamo vrijednosti w” definirane relacijama:
W = min(w, +w,).
Jjoi

w’ je, zapravo, najmanja od svih teZina putova duljine najvife 2 izmedu vrha i i vrha 11

(ukoliko takvi putovi uopce postoje). Gornja relacija je izravna posljedica Bellmanova nacela:
iz vrha i najprije idemo u neki vrh j susjedan vrhu i, pa iz vrha j optimalnim putem dobivenim

u fazi 1 dolazimo u vrh 11. Ukupna teZina takvoga puta je w;; + w;, pa medu svim takvim

putovima odabiremo onaj najmanje teZine. Tako imamo:

2. I\ _ . Iy e 1 1 1] _

w; =min(w,; +w;) = min (w1j+wj)—m1n{w12+w2,w13+w3,w14+w4}—
jol je{2,3,4}

=min{2+00,3+ 00,4400} =oo,

2 . 1\ _ . 1\ _ . 1 1 1 1 _
W, —1’}1{_1)121(sz +w;)= jeglsnﬁlﬂ(wzj +w;) —mln{wz1 Wy, Wys + Ws, Wy + Wi, W, +w7}—

=min{2+c0,7+00,4+00,5+00} = oo,

2 . 1\ _ . 1\ _ . 1 1 1 1 _
w; —r}1<_1)131(w3j +wj)—j€gl511617}(w3j+wj)—m1n{w31+w1,w35+w5,w36+w6,w37+w7}—

=min{3+00,4+00,2+00,]+00} =00,
2 . 1\ _ . 1\ _ . 1 1 1 1] _
w, —1’}1{_1)21(W4j +w;)= jeglsuﬁlﬂ(w‘” +w;) —mln{w41 WL W + W, Wi + W, Wy, +w7}—

=min{4+00,2+00,2 400,84 00} = oo,

2 . 1\ _ . 1\ _ . 1 1 1 1 1
Wy —mln(w5j+wj)— ~min (wsj+wj)—{m1nw52+w2,w53+w3,w54+w4,w58+w8,w59+w9,
jes je{2,3,4,8,9,10}

Wy 0+ Wi} =min{7+e0,4+00,2400,5+2,3+3,5+3} =6,

2 _ . 1\ _ Iy s 1 1 1 1 1
wﬁ—r}}_l)?(w(,j+wj)— (w6j+wj)—m1n{w62+w2,w63+w3,w64+w4,w68+w8,w69+w9,

min
je{2,3,4,8,9,10}

We 1o+ Wi} = min{d +oc0,2+00,2400,1+2,5+3,4+3} =3,

2. I\ _ . IN s 1 1 1 1 1
w; =min(w,; +w;)=  min (w7j+wj)—m1n{w72+w2,w73+w3,w74+w4,w78+w8,w79+w9,
jes je{2.,3,4,8,9,10

Wy 10+ W} =min{5+c0,1+00,8+00,1+2,3+3,2+3}=3,

2 . 1\ _ . 1\ _ . 1 1 1 1] _
Wy —I}l{_l)gl(ng +wj)—j€{;511()117111}(w8j +wj)—m1n{w85+w5,w86+w6,w87 +w7,w8,11+w11}—

=min{5+oo,14+00,1+00,2+0} =2,

2 : 1 : 1 : 1 1 1 1

W, =min(w,, +w,)= min (W, +w, :mm{w + Wy, Wog +We, W, + Wy, Wy +W }z

9 j<—>9( 9 /) j€{5’6,7,11}( 9 /) 95 52 Vo 6° Vo7 70 Mo 11 11
=min{3+00,5+00,3+00,3+0}=3,

2 . 1\ _ . 1\ _ . 1 1 1 ] _
Wl() - ?{Llf(l)(wl(),j + Wj) - je{gn()l];ll 1}(M}l(),j + Wj) - mln{wl(),S + WS’ Wl(),() + W()’ Wl(),7 + W7 ’ Wl(),ll + Wll} -

=min{5+00,4+00,2400,3+0}=3,

wy, =0.
U trecoj fazi za svakii € [11] raGunamo vrijednosti w; definirane relacijama:

© mr.sc. Bojan Kovacié¢, visi predavac 8



Operacijska istrazivanja - skripta

w = min(w, + wjz.) .
Jjeri

w’ je zapravo najmanja od svih teZina putova duljine najvise 3 izmedu vrha i i vrha 11

(ukoliko takvi putovi uopce postoje). I u ovoj fazi dosljedno primjenjujemo Bellmanovo
nacelo: iz vrha i najprije idemo u neki vrh j susjedan vrhu i, pa iz vrha j optimalnim putem
dobivenim u fazi 2 dolazimo u vrh 11. Tako imamo:

3. 2N _ . N 2 2 21 _

w, —I}li)rll(wlj+wj)—j€rgg,14}(wlj+wj)—m1n{w12+w2,w13+w3,w14+w4}—
=min{2+00,3400,4+ 00} = oo,

3 _ . 2N\ . 2N . 2 2 2 2|
wz—I}l{_l)rzl(wzj+wj)—j€g’151’n6’7}(w2j+wj)—m1n{w21+w1,w25+w5,w26+w6,w27+w7}—
=min{2+0e,7+6,4+3,5+3} =7,

3 2\ . 2N s 2 2 2 2\ _
w; —r}1<_1)131(w3j +w)= jeglsl1617}(w3j +wj)—m1n{w31 Wy, Was WS, Wy + Wi, Wy, +w7}—

=min{3+00,4+6,2+3,1+3} =4,

3 _ . 2N\ . 2N . 2 2 2 2|
w4—I}l{_l)?(wﬁ+wj)—j£1511617}(w4j+wj)—m1n{w41+w1,w45+w5,w46+w6,w47+w7}—

=min{4+0,2+6,2+3,8+3} =5,

3. 2\ . 2y . 2 2 2 2 2
ws =min(ws; +w;) = min (wsj+wj)—m1n{w52+w2,w53+w3,w54+w4,w58+w8,w59+w9,
jes je{2.3,4,8,9,10

Wy 0 + Wiy} =min{7 +oc0,4+00,2+00,5+2,3+3,5+3} =6,

3 2N . 2N s 2 2 2 2 2
Wy =min(w; +w;)=  min (wﬁj+wj)—m1n{w62+w2,w63+w3,w64+w4,w68+w8,w69+w9,
je6 je{2,3,4,8,9,10}

We 1o+ Wi } = min{4+oc0,2+00,2+00,14+2,5+3,4+3} =3,
wy =min(w,; +w}) =
jeT

2N s 2 2 2 2 2
j€{2341£19m}(w7j +wp)= mln{w72 Wy, Woy W, Wo, W Woe + W, Wog + Wy,

Wy 10+ Wi} =min{5+e0,14+00,8+00,14+2,3+3,243} =3,

3 _ . 2N\ . 2N\ . 2 2 2 2]

Wy —rJn{_l)Igl(ng +wi)= je{lfjl,l()l,gl’ll}(ng +wj)—m1n{w85+w5,w86+w6,w87 Wy, W +wn}—
=min{5+6,1+3,1+3,2+0} =2,

3 _ . 2N . 2N\ . 2 2 2 A

W, —r}li)gl(ng +w;)= je{I;Ilﬁl,gl’ll}(ng +wj)—m1n{w95 + W5, Wog + W, Wy + W5, Wy +w11}—
=min{3+6,5+3,3+3,3+0} =3,

3_-( +2_-( +2)_-{ + w2 +n? + w2 +2}_
Wl()_?g}(l) Wl(),j Wj)_jeg}(igll} Wl(),j Wj =min Wl(),S WS ’Wl(),() W6’W1(),7 W7’W1(),11 Wll -

=min{5+6,4+3,2+3,3+0}=3,

w;, =0.
U Cetvrtoj fazi za svaki i € [11] ratunamo vrijednosti w;' definirane relacijama:

wt= min(w, + wj) .
Jjeri
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w' je, zapravo, najmanja od svih teZina putova duljine najviSe 4 izmedu vrha i i vrha 11
(ukoliko takvi putovi uopc¢e postoje). Tako imamo:

4. KN KN 3 3 31 _
w, —I;li)rll(wlj+wj)—j$%31’14}(wlj+wj)—m1n{w12+w2,w13+w3,w14+w4}—
=min{2+7,3+4,4+5} =7,

4. 3\ . 3\ ot 3 3 3 31 _
w, = r}1<_1)121(w2j +w))= jeglsnf}n(wzf' +w))= I’Illn{W21 W, Wy + W, W+ W, Wy, WS } =

=min{2+,7+6,4+3,5+3} =7,

4. 3\ . 3\ 3 3 3 31 _
w; —r}1<_1)131(w3j +W1)_,-€%151E7}(W3j+W1)_mm{w3l+wl ,w35+w5,w36+w6,w37+w7}—

=min{3+00,446,2+3,1+3} =4,

4. 3\ . 3\ ot 3 3 3 31 _
w, —r}1<_1)£1(w4j +w;)= jeglsuﬁln(w‘” +w;) —mln{w41 T W, W WL, W T WL W, +w7}—

=min{4+00,2+6,2+3,8+3} =5,

4 _ . 3\ _ 3\ s 3 3 3 3 3
ws—r}1<_1)151(w5j+wj)— (wsj+wj)—m1n{w52+w2,w53+w3,w54+w4,w58+w8,w59+w9,

m
j€{2,3,4,8,9,10}

Wy 0+ Wi} =min{7+7,4+4,2+5,5+2,3+3,5+3} =6,

4 : 3\ : 3\ : 3 3 3 3 3
wﬁ—mln(w6j+wj)—. min (wﬁj+wj)—m1n{w62+w2,w63+w3,w64+w4,w68+w8,w69+w9,
je6 je{2.,3,4,8,9,10}

W+ w }:min{4+7,2+4,2+5,1+2,5+3,4+3}:3,

6,10 10

4. 3\ . 3N s 3 3 3 3 3
w; =min(w,; +w;)=  min (w7j+wj)—m1n{w72+w2,w73+w3,w74+w4,w78+w8,w79+w9,
jeT je{2.3,4.8,9.10}

wy o+ Wi} =min{5+7,1+4,8+5,1+2,3+3,2+3} =3,

4. 3\ _ . 3\ 3 3 3 31 _

Wy —I}l{_l)gl(ng+Wj)—j€{1;1’161’171’11}(ng+Wj)—mln{W85+W5,W86+W6,W87 +w7,w8,11+w11}—
=min{5+6,1+3,1+3,2+0} =2,

4. 3\ . KN 3 3 3 31 _

W, —r}li)gl(ng +wj)—j€{r5nﬁ1’171’11}(w9j +wj)—m1n{w95+w5,w%+w6,w97+w7,w9,11+w11}—
=min{3+6,5+3,3+3,3+0} =3,

4 . 3\ _ . 3\ 3 3 3 31 _
Wy = IJE}B(WM)J + Wj) - je{rsn,()l,?,n}(wl(),j + Wj) - mm{wlo,s +ws, Wio6 + W, Wiz +wy, Wio + Wll} -

=min{5+6,4+3,2+3,3+0} =3,

wi, =0.
U petoj fazi za svaki i € [11] treba racunati vrijednosti w’ definirane relacijama:
w’ =min(w, +w’).
! joi Y J

w’ je, zapravo, najmanja od svih teZina putova duljine najvise 5 izmedu vrha i i vrha 11
(ukoliko takvi putovi uop¢e postoje). Za vrh 1, odnosno i = 1 dobivamo:
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S _ - N 4y _ o 4 4 4\ _
w; —1}1{_1)111(w1j+wj)—j£13n4}(w1j+wj)—m1n{w12+w2,w13+w3,w14+w4}—

=min{2+7,3+4,4+5}=7
pa ocito vrijedi jednakost
w =w.

Stoga je minimalna duljina najkracega puta od vrha 1 do vrha 11 jednaka 4, a pripadna
optimalna teZinaw; =7.

Odredimo kojim vrhovima prolazi dobiveni najkra¢i put. Za zadavanje puta dovoljno je
odrediti samo vrhove puta jer su time svi bridovi puta jednoznacno odredeni. Najmanja
vrijednost w;' =7 dobivena je kao zbroj wiz + w;, pa je prvi unutrasnji vrh traZenoga puta vrh
3. Vrijednost w; = 4 dobivena je kao zbroj wi; + w7, pa je drugi unutra$nji vrh traZenoga puta
vrh 7. Vrijednost w;= 3 dobivena je kao zbroj wss + w;, pa je preostali unutra$nji vrh
trazenoga puta vrh 8. Dakle, traZzeni najkraci put je: 1 —3 —7 — 8 — 11, tj. prijenos e-poruke

treba obaviti koriste¢i racunala 3, 7 1 8. Najmanji prosjecan intenzitet prometa informacija na
tom putu jednak je teZini puta, odnosno 7.

RjeSenje pomocu programa Graph Magics: Sukladno polaznim razmatranjima iz "klasi¢noga"
rjeSenja ovoga primjera, razmatrani problem modeliramo sljede¢im neusmjerenim teZinskim
grafom G:

2 #
Slika 1. Model problema iz Primjera 1.

Desnom tipkom miSa kliknimo na vrh 1, pa oznafimo taj vrh kao polaziSte odabirom
podopcije Set/Unset as Start Vertex (Source). Potom desnom tipkom misa kliknimo na vrh 11,
pa oznac¢imo taj vrh kao odrediSte odabirom podopcije Set/Unset as End Vertex (Sink). Sada
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kliknimo desnom tipkom miSa na bilo koju bjelinu unutar radne povr$ine, pa na dobivenom
izborniku odaberimo opciju Find, a na pripadnom podizborniku opciju Shortest Path (from
Start to End Vertex). Tako dobivamo:

= 7 ()

5 9 = 1

4 5 z 3. 10

Slika 2. RjeSenje Primjera 1. dobiveno programom Graph Magics.

Crveno oznacen put u grafu je traZeni najkra¢i put: 1 — 3 — 7 — 8 — 11, a njegova je teZina
Wmin =3 + 14+ 1 +2 =7, upravo kako smo dobili i "klasi¢nim" nacinom rje$avanja.

Primjer 2. 10 mjesta medusobno je povezano dvosmjernim putevima. Duljine izravnih
dvosmjernih putova [u km] izmedu pojedinih mjesta dane su u sljedecoj teZinskoj matrici W:

0 1 10 6 3 o o o oo o
1 0 10 o0 o 10 o oo o0 oo
10 10 0 4 o 2 4 1 o0 o
o 4 0 2 o o 3 oo oo
—_ o 0 2 0 o0 o 6 8§ oo .
oo 10 2 o0 o0 0 2 o0 o 5
0 o0 4 oo oo 2 0 6 oo 2
o o | 3 6 o 6 0 10 9
© o o o0 & o oo 10 0 5
[© o o o o 5 2 9 5 0]

Odredimo najkraci put iz mjesta 1 u mjesto 10.

"Klasicno" rjesenje: Analogno kao u rjeSenju Primjera 1., problem modeliramo neusmjerenim
jednostavnim teZinskim grafom G ¢iji su vrhovi promatrana mjesta, a bridovi izravni
dvosmjerni putovi izmedu odgovaraju¢ih mjesta. TeZina svakoga brida jednaka je duljini
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odgovarajucega izravnoga puta. Budu¢i da imamo ukupno 10 mjesta, za skup vrhova V grafa
G uzet ¢emo [10], tj. V = [10]. Skup bridova E grafa G ne znamo, ali ga moZemo jednostavno
"ocitati" pomoc¢u zadane teZinske matrice W. Ponovimo: element w;; matrice W interpretiramo
kao duljinu [u km] izravnoga dvosmjernoga puta izmedu mjesta i i mjesta j. Ako je w;; = oo,
mjesta i i j nisu povezana izravnim dvosmjernim putem, a w; = 0 stavljamo dogovorno.

Analogno kao u rjeSenju Primjera 1., problem rjeSavamo dinamic¢kim programiranjem.

U prvoj fazi za svaki i € [10] stavimo:

I _
Wi =Wiio-

1

w! je, zapravo, duljina [u km] izravnoga dvosmjernoga puta (puta duljine 1) izmedu mjesta i i

mjesta 10 ukoliko takav izravni put uopce postoji. Zbog toga je:

D — o ) — ) — oo ! — =5
Wy =W, = W3 =W, = Ws =00, Wg =W 19 =

| P _0 ol — s
Wy =Wy 0 = 2,Wg = Wy g =9, Wy = Wy =5, W), =0

jer izmedu vrhova 1110,2110,3110,41 10, te 51 10 ne postoji izravni brid, izmedu vrhova
6 1 10, odnosno 9 i 10 postoje izravni bridovi teZine 5, izmedu vrhova 7 i 10 postoji izravan

brid teZine 2, a izmedu vrhova 8 i 10 postoji izravan brid teZine 9.

U drugoj fazi za svaki i € [10] raGunamo vrijednosti w” definirane relacijama:
w? =min(w, +w}).
Jjei
Izvod navedene formule je isti kao i u rjeSenju Primjera 1. Tako redom dobivamo:

2 . I\ _ . 1N _ . 1 1 1 | _
w, —r;grll(wlj+wj)—jeglgs}(wlj+wj)—mln{wlz+w2,w13+w3,w14+w4,w15+w5}—

:min{1+°°,10+00,6+oo,3+oo}:oo’

2 _

. I\ _ . 1N . 1 1 11
w, rjxgrzl(wzj+wj)—jg{}gn()}(wzj+wj)—m1n{w21+w1,w23+w3,w26+w6}—

min{l+e0,10+00,10+5} =15,

2 . 1\ _ . IN o 1 1 1 1
wy =min(w,; +w;)= min (w3j+wj)—m1n{w3l+wl,w32+w2,w34+w4,w36+w6,
je3 je{1,2,4,6,7,8}

wy; + Wy, wyg + wy } =min {10+ 00,10+ 00,4 +00,245,4+2,1+9} =6,

2 . I\ _ . IN o 1 1 1 1 _
w, —rjxgal(wélj +w;)= jeggnsls}(w“ +wj)—m1n{w41 T W, Wy W, Wy Wy, Wi +w8}—

=min{6+oc0,4+00,2+00,3+9} =12,

2 _

. I\ . 1y _ . 1 1 1 11
W rjr_grsl(wsj+wj)— min (wsj+wj)—mln{w51+w1,w54+w4,w58+w8,w59+w9}—

jef1,4,8,9}

=min{3+0,240,6+9,8+5}=13,
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2 _

. Iy _ . 1y . 1 1 1 1 _
W rj;gg(wﬁj+wj)— min (w6j+wj)—m1n{w62+w2,w63+w3,w67+w7,w6,10+w10}—

je{2,3,7,10}

=min{l0+00,2+00,2+2,5+0} =4,

2 . 1\ _ . 1\ _ . 1 1 1 1l _
w; —f}1<_1)171(w7j +w))= je{gnﬁl?m}(wu +Wj)_mln{w73+w3’w76+w6’w78 +W8’W7,1()+W10}_

=min{4+,2+5,6+9,2+0} =2,

2 _

. Iy _ Iy 1 1 1 1
Wy rjn{_l)?(ng+wj)— (ng+wj)—m1n{w83+w3,w84+w4,w85+w5,w87+w7,

min
e{3.4,5,7,9,10}
Wyg + W, Wy o + Wy } =min{l+00,3+00,6+00,6+2,10+5,9+0} =8,

2 _

. I\ . 1y . 1 1 1| _
Wy rj;ggl(ng+wj)— min (wsj+wj)—m1n{w95+w5,w98+w8,w9,m+wm}—

je{5.8.10}
=min{8+0,10+9,5+0} =5,

2 _
Wl() - 0
U tre¢em koraku za svaki i € [10] radunamo vrijednosti w’ definirane relacijama:
w =min(w, +w’).
i s S j
Jjei

Tako redom dobivamo:

3 _ : 2\ : AN : 2 2 2 2|
w, —r}grll(wlj+wj)—j€g1§r‘}5}(wu+wj)—m1n{w12+w2,w13+w3,w14+w4,w15+w5}—

=min{1+15,10+6,6+12,3+13} =16,

3 _

. 2\ . 2N - 2 2 21 _
W, r}grzl(wzj+wj)—jerg13n6}(w2j+wj)—m1n{w21+wl,w23+w3,w26+w6}—

min{1+00,10+6,10+4} =14,

3. N . 2N s 2 2 2 2
w3—r}gr31(w3j+wj)— min (w3j+wj)—m1n{w31+w1,w32+w2,w34+w4,w36+w6,

je{1,2,4,6,7.8}
wy, + Wy, Wy +wy }=min{10+00,10+15,4+12,2+4,4+2,1+8} =6,

3 _ : 2N : 2\ : 2 2 2 2]
w4—r}g?(w4j+wj)—j€%1311518}(w4j+wj)—m1n{w41+w1,w43+w3,w45+w5,w48+w8}—

=min{6+0c0,4+6,2+13,3+8} =10,

3 _

. 2N . A . 2 2 2 21
w; r}g?(wsj+wj)—j€gli29}(w5j+wj)—m1n{w51+wl,w54+w4,w58+w8,w59+w9}—

=min{3+00,2+12,6+8,8+5} =13,

3. 2\ . 2N s 2 2 2 21 _
w6—r}gr61(w6j+wj)— min (w6j+wj)—m1n{w62+w2,w63+w3,w67+w7,w6,10+w10}—

je{2.3,7,10}
=min{10+15,2+6,2+2,5+0} =4,

3 _

. 2N . 2N . 2 2 2 2|
w; rjn:)gl(w”+wj)— min (w”+wj)—m1n{w73+w3,w76+w6,w78+w8,w7,10+w10}—

je{3,6,8,10}

=min{4+6,2+4,6+8,2+0} =2,
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3 . 2 . 2 . 2 2 2 2
w, =min(w, . +w>) = min W, .+ W, zmln{w F W W, FW  Wee F W W, + W
8 j<—>8( 8 ,) j€{3’4,5,7,9,10}( 8 ,) 83 3> ey 4> Wgs 50 Vg7 70

Wyo + Wy, Wy 1+ Wiy } =min{1+6,3+12,6+13,6+2,10+5,9+0} =7,

3 _

. 2N . 2N . 2 2 2
W, r}ggl(ng+wj)— min (wsj+wj)—m1n{w95+w5,w98+w8,w9,10+w10}—

je{5.8.,10}
=min{8+13,10+8,5+0} =5,

wy, = 0.
U Cetvrtoj fazi za svaki i € [10] ratunamo vrijednosti w;' definirane relacijama:
4 . 3
w; =min(w, +w;).
Rl

pa redom dobivamo:

4. 3\ . KN, 3 3 3 31 _
w, —rfgrll(wlj+wj)—j€g1§ris}(wlj+wj)—m1n{w12+w2,w13+w3,w14+w4,w15+w5}—

=min{1+14,10+6,6+10,3+13} =15,

4 _

. 3\ . 3\ . 3 3 31
w, r}l:)rzl(wzj+wj)—jg{}13n(5}(w2j+wj)—m1n{w21+w1,w23+w3,w26+w6}—

min{1+16,10+6,10+4} =14,

4. 3y _ . 3N 3 3 3 3
w; —n_nn(w3j+wj)— ~ min (w3j+wj)—m1n{w31+w1,w32+w2,w34+w4,w36+w6,
jo3 j€{1,2,4,6,7,8}

Wy, + W, Wy +w; } =min{10+16,10+14,4+10,2+4,4+2,1+7} =6,

4. 3\ . 3N 3 3 3 31 _
w4—r}g?(wéu+wj)—j€%1311518}(w4j+wj)—mln{w41+w1,w43+w3,w45+w5,w48+w8}—

=min{6+16,4+6,2+13,3+7} =10,

4 _

. 3N\ . 3\ . 3 3 3 31
ws rjr_g?(wsj+wj)—jeglir;g}(wsj+wj)—mln{w51+w1,w54+w4,w58+w8,w59+w9}—

=min{3+16,2+10,6+7,8+5} =12,

4 _ - 3N\ . 3\ ol 3 3 3 31
wg —r}grg(ww +w;)= jepnlglm}(ww +w;) —mln{w62 + Wy, Wy + W5, W, +w7,w6,10+w10}—

=min{10+14,2+6,2+2,5+0} =4,

4. 2N : 3V ot 3 3 3 31 _
w; —r}ggl(w7j+wj)— jeg?m}(w” +wj)—m1n{w73+w3,w76+w6,w78+w8,w7,10+w10}—

=min{4+6,2+4,6+8,2+0} =2,

4 _

. 3\ 3N ans 3 3 3 3
Wy rjn{igl(ng+wj)— (ng+wj)—m1n{w83+w3,w84+w4,w85+w5,w87+w7,

mn
je{3,4,5,7,9,10}
Wyo + Wy, Wy o + Wiy } =min{1+6,3+10,6+13,6+2,10+5,9+0} =7,

4 . 3\ . 3N s 3 3 31 _
W, = I}l{_l)rgl(ng +w;) = jg{rslér}o}(wsj +w;)= mln{w95 + W3, Wog +Wg, Wy +w10}—

=min{8+13,10+7,5+0} =5,

4 _
wy, =0.
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U petoj fazi za svaki i € [10] treba racunati vrijednosti w’ definirane relacijama:
w’ =min(w, +w?).
! joi Y J

Zai=1 dobivamo:

5 _

: 4N _ : 4y _ - 4 4 4 4] _
w, rigrll(wlj+wj)— min (wlj+wj)—m1n{w12+w2,w13+w3,w14+w4,w15+w5}—

je{2,3,4,5}

=min{1+14,10+6,6+10,3+12} =15,

pa vrijedi jednakost
w, =w, =15.

Stoga minimalna duljina najkracega puta izmedu vrhova 1 i 10 iznosi 4, a pripadna optimalna
tezina 15. To znaci da duljina najkracega puta izmedu mjesta 1 i mjesta 10 iznosi 15 km.

Ispisimo dobiveni najkra¢i put. Uo¢imo da se vrijednost w; = 15 dobiva ili kao zbroj wi, +
+ w; ili kao zbroj wip + wi. Odaberemo li prvi zbroj, slijedi da je prvi unutra$nji vrh
najkracega puta vrh 2. Vrijednost w; dobivena je kao zbroj wys + w; , pa je sljedeci unutrasnji
vrh najkracega puta vrh 6. Napokon, vrijednost w; dobivena je kao zbroj we; + wi, pa je
cetvrti unutrasnji vrh najkrac¢ega puta vrh 7. Dakle, dobiveni najkraéi put glasi: 1 -2 -6 -7 —
10. Izborom drugoga zbroja (wi» + w; ) dobivaju se jo§ Cetiri razli¢ita najkraéa puta.

Rjesenje pomocéu programa Graph Magics: Sukladno polaznim razmatranjima iz "klasi¢noga"
rjeSenja ovoga primjera, razmatrani problem modeliramo sljede¢im neusmjerenim
jedinstavnim teZinskim grafom G:

Slika 3. Model problema iz Primjera 2.

© mr.sc. Bojan Kovacié¢, visi predavac 16



Operacijska istrazivanja - skripta

Analogno kao u odgovaraju¢em rjeSenju Primjera 1., ozna¢imo vrh 1 kao polaziste (Start
Vertex), a vrh 10 kao odrediste (End Vertex). Primjenom procedure Find Shortest Path (from
Start to End Vertex) dobivamo:

Slika 4. RjeSenje Primjera 2. dobiveno programom Graph Magics.

Stoga dobiveni najkraéi put glasi: 1 =5 -4 -3 -7 — 10 i ima teZinu wy,;, = 3+2+4 +4+2
= 15. To ponovno znaci da najkraca udaljenost izmedu mjesta 1 i mjesta 10 iznosi 15 km. No,
u ovom slucaju kao rjeSenje nismo dobili najkraé¢i put dobiven "klasi¢nim" rjeSenjem, ali
teZine obaju najkraéih putova su medusobno jednake.

Primijetimo da, osim dvaju navedenih, u mreZi postoji joS nekoliko putova (s istim polazistem
i odrediStem) iste teZine, ali razli¢itih duljina: 1 -5-4-3-6-7-10,1-5-4-8-3-6-
-7-10i1-5-4-8-3-7-10.

Primjer 3. MreZa dvosmjernih putova povezuje ukupno 7 gradova. Duljine [u km] izravnih
dvosmjernih putova dane su u sljede¢oj teZinskoj matrici W:

0 2 4 7 o oo
2 0 4 3 8 o o
4 4 0 6 10 oo
W=7 3 6 0 4 8 9
o 8 10 4 0 5 4
o o w0 8 5 0 11
(0 o0 0 9 4 11 0

Modelirajmo navedenu mreZu putova odgovaraju¢im grafom, pa primjenom odgovarajucega
algoritma odredimo najkra¢i put izmedu gradova 11 7.
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Rezultat (dobiven programom Graph Magics): Pripadni model je ponovno neusmjereni
jednostavni tezinski graf s ukupno 7 vrhova. Stoga moZemo uzeti V = [7]. Skup E se lako
"ocita" iz teZinske matrice W. Pritom w;; = c znac¢i da mjesta i i j nisu povezana izravnim
dvosmjernim putem, a w; = 0 stavljamo dogovorno.

3 o §
Slika 5. RjeSenje Primjera 3. dobiveno programom Graph Magics.

TraZeni najkra¢i put je 1 — 2 — 4 — 5 — 7 i njegova je tezina wy;, = 13. Dakle, najkraca
udaljenost gradova 1 i 7 iznosi 13 km.

U praksi se nerijetko pojavljuje problem odredivanja najkracih udaljenosti izmedu bilo kojih
dvaju mjesta neke mreze (putova, Zeljeznickih pruga itd.) Buduéi da ukupan broj takvih
udaljenosti ovisi o ukupnom broju mjesta (n) u mrezi, dobivene rezultate vrlo je pregledno
zapisati u matricnom obliku. Tako se dobiva tzv. matrica najkraéih udaljenosti Dy;,. To je
kvadratna matrica reda n koja, dogovorno, na glavnoj dijagonali ima same nule (jer se
pretpostavlja da je udaljenost mjesta i do samoga sebe jednaka 0). U slucaju neusmjerenih
jednostavnih tezinskih grafova ta je matrica uvijek simetricna, dok u slucaju jednostavnih
tezinskih digrafova ta matrica nije simetri¢na.

Primjer 4. Za mreZu iz Primjera 3. odredimo matricu najkra¢ih udaljenosti D,,;, = [d;], gdje
element dj; oznacava duljinu [u km] najkracega puta iz grada i u grad j.

RjeSenje pomocu programa Graph Magics: Koristit ¢emo proceduru Find All Shortest Path
(from Start Vertex). Najprije kao polaziSte (Start Vertex) oznac¢imo vrh 1. Desnom tipkom
miSa kliknemo na bilo koju bjelinu unutar radne povrSine. Na dobivenom izborniku
odaberemo opciju Find, a potom podopciju All Shortest Path (from Start Vertex). Tako
dobijemo:

Results:

# Vertex Total Distance Came from Vertex
1 2 2 1

2 3 4 1

3 4 5 2
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Results:

# Vertex Total Distance Came from Vertex
4 5 9 4

5 6 13 4

6 7 13 5

Kako smo ve¢ istakli, buduc¢i da je graf G neusmjeren jednostavan teZinski graf, matrica D,
bit ¢e simetri¢na matrica koja ¢e na glavnoj dijagonali imati same nule. Njezin prvi redak
(odnosno, prvi stupac) je vektor (0, 2, 4, 5, 9, 13, 13). Potom kao polaziste ozna¢imo 2, pa
sljede¢om primjenom navedene procedure dobivamo:

Results:

# Vertex Total Distance Came from Vertex
1 1 2 2

2 3 4 2

3 4 3 2

4 5 7 4

5 6 11 4

6 7 11 5

Stoga je drugi redak (odnosno, drugi stupac) matrice D,,;, vektor (2, 0, 4, 3, 7, 11, 11).
Ponavljanjem opisanoga postupka za svaki od preostalih 5 vrhova® konaéno dobivamo:

0 2 4 5 9 13 13]
2 0 4 3 7 11 11
4 4 0 6 10 10 14
Dun=|5 3 6 0 4 8 8
9 7 10 4 0 5 4
1311 10 8 5 0 9
13 11 14 8 4 9 0]

Primjer 5. MreZza dvosmjernih putova izmedu 6 razlicitih lokacija definirana je matricom
izravnih udaljenosti D pojedinih lokacija:

[0 6 3 18 oo oo
15 12 o

3 o 0 16 13
D= )
18 15 16 0 9 7
© 12 13 9 0 8
|0 o o 7 8 0]

(Uobic¢ajeno, d; = oo znaci da ne postoji izravan dvosmjerni put iz mjesta i u mjesto j, a
dogovorno stavljamo d;; = 0, Vi € [6].) Modelirajmo navedenu mreZu putova odgovarajué¢im
grafom, pa odredimo matricu najkra¢ih udaljenosti D,,;, lokacija koje tvore mreZu..

Rezultat: Mrezu moZemo modelirati sljede¢im neusmjerenim jednostavnim teZinskim grafom
G takvim da vrh i oznacava lokaciju i:

® Tako formalno nije potrebno provesti postupak za posljednji vrh (7), prakti¢no ga je dobro povesti radi provjere
ispravnosti ranije dobivenih rezultata.
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Slika 6. Model mreZe iz Primjera 5.

Primjenom procedure Find All Shortest Path (from Start Vertex) opisane u prethodnom
primjeru dobivamo:

[0 6 3 18 16 24]
6 0 9 15 12 20
3 9 0 16 13 21

Dmin =
18 15 16 9 0
16 12 13 9 0
124 20 21 7 8

Na temelju zadane matrice najkrac¢ih putova D,,;, vrlo jednostavno se moze odrediti najkraci
put izmedu bilo kojih dvaju lokacija odredene mreze. PokaZimo to na sljedecem primjeru.

Primjer 6. Iskljucivo koriste¢i rezultat prethodnoga primjera odredimo najkraéi put izmedu
lokacija:

a)li6;
b)2i6.
Rjesenje: a) U prvom retku (stupcu) matrice D,,;, navedene su teZine najkracih putova od vrha
1 do svakoga od preostalih vrhova promatrane mreze. Analogno, u Sestom retku (stupcu)
navedene su teZine najkrac¢ih putova od vrha 6 do svakoga od preostalih vrhova promatrane

mreZe. Zbrojimo li prvi i Sesti redak, dobit ¢emo vektor ¢ija ¢e i — ta komponenta biti fezina
najkracega puta izmedu vrhova 1 1 6 koji nuzno prolazi vrhom i

di-e = (24,26, 24, 25, 24, 24).
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Konkretno, teZina najkracega puta izmedu vrhova 1 i 6 jednaka je prvoj, odnosno Sestoj
komponenti vektora d;_¢, tj. 24. Odredimo sve preostale komponente vektora d; ¢ koje su
jednake 24. To su treca i peta komponenta. Stoga traZeni najkrac¢i put izmedu vrhova 1 i 6
prolazi vrhovima 3 15, tj. traZeni najkraci put glasi: 1 -3 —-5-6.

b) Postupimo analogno kao u a), samo S$to u ovom slucaju zbrajamo drugi redak (stupac) i
Sesti redak (stupac). Dobivamo vektor

d»6 = (30, 20, 30, 22, 20, 20).

TeZina najkracega puta izmedu vrhova 2 i 6 jednaka je drugoj, odnosno Sestoj komponenti
vektora da_s, tj. 20 Odredimo sve preostale komponente vektora d>_¢ koje su jednake 20. Od
svih njih jedino je peta komponenta jednaka 20. Stoga je traZeni najkra¢i put: 2 —5 — 6.

Osim u neusmjerenom, najkra¢i put izmedu dvaju vrhova moZze se odrediti i u digrafu. Primjer
primjene toga problema u sklopu problema optimalne zamjene opreme navest ¢emo u tocki
1.5., a ovdje ilustrativno navodimo sljedeci primjer.

Primjer 7. Visoka poslovna Skola "Nasa mala akademija" iz Frkljevaca organizira mini-
uli¢nu utrku svojih studenata. Start utrke je ispred zgrade Skole na lokaciji A, dok je cilj ispred
zgrade opc¢inskoga poglavarstva na lokaciji J. U sljedecoj su tablici navedena procijenjena
najkraca vremena (iskazana u sekundama) potrebna za prolazak dionice odredene pojedinim
lokacijama.

dozvoljeni procijenjeno najkrace vrijeme
smjer prolaska [s]
(A, B) 120
A, O 210
(A, D) 80
(B,0) 100
(B, G) 130
(C,E) 120
(C,F) 60
(C,G) 80
D, O) 120
(D, E) 220
(E, I 90
(F,E) 70
(F, G) 50
(F, H) 150
(F, D 150
(F,J) 200
(G, H) 130
(H,J) 70
4, J) 65

Svaki trka¢ moZe sdm odabrati rutu kojom ¢e od starta do¢i do cilja, ali uz nuZno uvaZzavanje
dozvoljenih smjerova prolaska. Mateja, najbolja trkacica na Skoli, procijenjuje da svaku
pojedinu dionicu utrke moZe istréati u procijenjenom najkratem vremenu, pa razraduje
strategiju kojim dionicama treba tréati tako da Sto prije stigne na cilj. Modelirajmo navedeni
problem odgovaraju¢im grafom, pa odredimo optimalnu rutu tréanja i izraunajmo pripadno
optimalno vrijeme.
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Rjesenje: Budué¢i da su zadani dozvoljeni smjerovi prolaska, zadani problem modeliramo
jednostavnim teZinskim digrafom. Vrhovi toga digafa predstavljaju zadane lokacije, pa ¢emo
za skup vrhova digrafa uzeti V = {A, B, C, D, E, F, G, H, I}. Lukovi digrafa oznacat ¢e
dozvoljeni smjer izmedu pojedinih lokacija, a tezina svakoga od njih procijenjeno najkrace
vrijeme prolaska dionicom izmedu odgovarajuc¢ih lokacija. Tako se problem svodi na
odredivanje najkracega puta u digrafu izmedu vrha koji predstavlja lokaciju A i vrha koji
predstavlja lokaciju J.

Navedeni se problem, inace, uobi¢ajeno rjeSava Dijkstrinim algoritmom, a mi ¢emo ga rijesiti
koriste¢i racunalni program Graph Magics. Kao matematicki model razmatranoga problema
dobiva se sljedeci digraf s ukupno 10 vrhova i 19 lukova:

o -
Slika 7. Model problema iz Primjera 7.

Oznacavanjem vrha A kao polazista (Start Vertex), vrha J kao odrediSta (End Vertex) i
primjenom procedure Find Shortest Path form Start Vertex to End dobivamo traZenu
optimalnu rutu: A — B — G — H — J ¢ija je tezina 450. Prema tome, procijenjeno optimalno
ukupno vrijeme za istréavanje utrke iznosi 450 sekundi, odnosno 7.5 minuta.

Zadaci za viezbu

1. 6 razli¢itih mjesta: 1, 2, ..., 6 medusobno je povezano mreZom cesta. Medusobne izravne
udaljenosti pojedinih mjesta zadane su matricom

069 1159
6 03 6 5 2
301 44
D= :
1161 056
55450 8
9 2 4 6 8 0]
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gdje je d;; duljina [u km] izravne dvosmjerne ceste izmedu mjesta i i mjesta j. "Klasi¢no" i
pomocu racunalnoga programa Graph Magics odredite najkra¢i put od mjesta 1 do mjesta 6,
te njegovu duljinu.

2. U mreZi dvosmjernih cesta iz prethodnoga zadatka odredite:

a) najkracu udaljenost izmedu mjesta 1 i svakoga od ostalih pet mjesta, te pripadni najkraci
put kojim se postiZe ta udaljenost;

b) najkraci put izmedu mjesta 1 i mjesta 5 koji nuzno prolazi mjestom 2, te njegovu duljinu.

3. 8 razlicitih lokacija: A, B, C, D, E, F, G i H povezano je mreZom dvosmjernih cesta.
Duljine pojedinih cesta [u km] su: IABl =5, IACI = |CE| = |[EF1 = 6, IBD| = |[EG| =7, |BE| = |DF|
=8, IDGl = 9, IFHI = 13 i IGHI = 11. "Klasi¢no" i pomoc¢u racunalnoga programa Graph
Magics odredite najkraci put od lokacije A do lokacije H, te njegovu duljinu.

4. Rijesite prethodni zadatak ako su duljine pojedinih cesta [u km]:

a) IABl = |[FHI = 8, |ACl = |IBFI = [EH| = 5, |ADI| = |BE| = IDF| =7, ICFl = 10, ICG| = I[FHI = 8,
IDGl=41IGHI =11,

b) IABI=ICEI=5,ACI =ICFl =6, |IBEI=7,|BDl = 14, IDH| = 12, [EGI = IGHI = 101 IFG| = 8.

5. U mreZi dvosmjernih cesta iz Zadatka 5. odredite:

a) najkrac¢u udaljenost izmedu lokacije C i svake od ostalih sedam lokacija, te pripadni
najkraci put kojim se postiZe ta udaljenost;

b) najkraci put izmedu lokacija B i G koji nuZno prolazi lokacijom C.

6. 7 razlicitih lokacija: A, B, C, D, E, F i G povezano je mreZom dvosmjernih cesta.
Procijenjena najkraca vremena prolaska [u minutama] pojedinim cestama su: IABI = 15, IACl =
=10, 1ADI =25, |BD| = 8, |BE| = IDFI = 17, |CDI| = IDE| = 14, IDGI = 20, |IEG| = 9 1 [FG| = 13.
"Klasi¢no" i pomoc¢u ra¢unalnoga programa Graph Magics odredite put izmedu lokacijaA i G

za Ciji je prolazak potrebno najmanje vremena, pa izraCunajte pripadno optimalno vrijeme.

7. Rijesite prethodni zadatak ako su procijenjena najkra¢a vremena prolaska [u minutama]
pojedinim cestama: |AB| = ICDI| = |[EF| = IFG| = 15, IACI = 20, IBD| = 22, |IBE| = IDF| = 25,
ICEl=30,1|EGl = 27.

9. U mreZi dvosmjernih cesta iz Zadatka 7. odredite:

a) najkrace vrijeme potrebno za dolazak s lokacije D na svaku od ostalih Sest lokacija, te
pripadni najkra¢i put kojim se postiZe to vrijeme;

b) najkrace vrijeme potrebno za dolazak s lokacije B na lokaciju F preko lokacije D.

9. Dvije studentice — Lorena i Morena — stanuju u ku¢ama smjeStenima redom na lokacijama
A i B. Svakoga dana njih dvije idu pjeSice na veleuciliSte smjeSteno na lokaciji H koriste¢i
ulice (dozvoljene za prolaz pjeSaka u oba smjera) odredene lokacijama D, E, F i G. Ako su
duljine [u m] pojedinih ulica IACI = 900, IBD| = IEH] = 800, ICE| = IDGI = 200, ICFl = 500,
IDFI = 400, IFHI = 600 i IGH| = 700, "klasi¢no" i pomo¢u programa Graph Magics odredite
koja od njih dvije stanuje bliZze veleucilistu.

10. Rijesite prethodni zadatak ako su duljine [u m] pojedinih ulica IACI = 500, IAD| = ICE| =
=|EGI = 600, IBCl = IDF1 = 400, IBDI = I[FGI| =700, IEH| = IFHI = 1000 i IGHI = 300.
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11. Tri studenta — Dinko, Hinko i Vinko — stanuju u stambenim zgradama smjeStenima redom
na lokacijama A, B i C. Svakoga dana njih trojica idu pjeSice na fakultet smjeSten na lokaciji J
koristeéi ulice (dozvoljene za prolaz pjesaka u oba smjera) odredene lokacijama D, E, F, G, H
i 1. Ako su duljine [u m] pojedinih ulica IAEl = 200, IBDI = IFG| = 120, ICF| = IDG| = |GJ| =
=250, IDEl = |EHI = 90, IDFI = 130, IEG| = 150, |FIl = 80, IGHI = 100, IGIl = 110, IHJI = 300 i
I1J1 = 280, "klasi¢no" i pomocu programa Graph Magics odredite koji od njih trojice stanuje
najblize fakultetu.

12. Sedam Zeljeznickih kolodvora: A, B, C, D, E, F i G medusobno je povezano mrezom
jednokolosje¢nih pruga. Prosjec¢ne duljine putovanja [u minutama] brzim vlakom izmedu
pojedinih postaja su: IABl = IDEl = 30, IACl = 75, |1AD| = IBD| = ICE| = 35, |BE|l = 50, IBF1 = 65,
ICDI = 40, ICG| = 60, IEF1 = 25 i IFG| = 20. Pritom se u svakom od kolodvora B, C, D, Ei F
brzi vlak zadrzava to¢no dvije minute radi otpreme i prihvata putnika. "Klasi¢no" i pomocu
racunalnoga programa Graph Magics odredite najkrac¢i put izmedu kolodvora A i kolodvora
G, te pripadno optimalno vrijeme potrebno za prelazak toga puta.

13. Svakoga dana deZurna veleuciliSna "tracerica" Anda prenosi svjeZi socni tra¢ svojim
kolegicama s veleucilista, a one ga potom prenose dalje. Donji graf pokazuje rute kojima se
trac Siri, a pripadne teZine bridova oznacavaju vrijeme potrebno da se tra¢ prenese izmedu
odgovarajucih osoba.

Barbara i 32 Laura

Cica

Anda ] . f{-\ . Hana

Slika 8. Model problema iz zadatka 13.

a) Odredite najkrace vrijeme potrebno da svaka pojedina osoba dozna svjeZi trac.

b) IspiSite najkracu "rutu Sirenja traca" putem koje Marta doznaje svjezi trac.

¢) Ukoliko se Cica razboli, pa odredenoga dana ne dode na nastavu, odredite novu najkrac¢u
rutu putem koje ¢e Marta tada doznati svjeZi tra¢ i pripadno optimalno vrijeme.

d) Rijesite a) podzadatak u sluc¢aju da se Anda razboli, pa "duZznost" dezurne "tracerice"
preuzme Laura.

Napomena: Sve podzadatke rijeSite koriste¢i racunalni program Graph Magics.
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1.2. Problem naprtnjace (ranca)

Problem naprinjace (ranca) je tipican problem tzv. kombinatorne optimizacije. Naziv
problema potje¢e od originalnoga problema kojega je prije 20 godina postavio americki
informatiar Robert Sedgewick’. Iskazan u slobodnijoj formi, taj problem glasi:

Lopov Kradljivko Lupeski¢ krec¢e u pljacku kuce bogataSa Tajkunci¢a s naprtnjaom obujma
M kubic¢nih jedinica. UspjeSno provalivsi u bogatasevu kucu, Kradljivko u kuéi nalazi na
puno vrijedniji i ve¢i plijen nego $to ga moZe ponijeti u svojoj naprtnjaci. Svaki potencijalni
sastojak plijena ima svoj obujam i procijenjenu vrijednost. Kradljivkovi dZepovi su propusni,
pa niti jedan sastojak plijena ne smije staviti u dZep jer bi ga izgubio putem. Stoga sve $to
uzme mora staviti iskljuc¢ivo u naprtnjacu. Pitanje na koje Kradljivko mora na¢i odgovor je:
Kako napuniti naprtnjacu sa $to viSe predmeta tako da ukupna procijenjena vrijednost svih
predmeta bude §to ve¢a?® (Pretpostavljamo da nijedan predmet nije moguée razdijeliti na
manje dijelove.)

U daljnjim ¢emo razmatranjima najvecu mogucu masu (obujam i sl.) namirnica koje moZemo
staviti u naprtnjacu krace nazivati kapacitet naprinjace. Npr. kazemo li da je kapacitet
naprtnjace 10 kg, to znaci da najveca moguca masa svih stvari stavljenih u naprtnjacu ne
smije biti strogo ve¢a od 10 kg. Pod kolicinom pojedine namirnice podrazumijevat ¢emo
odredeni broj komada (ne: masu!) doti¢ne namirnice, dok ée jedinicna cijena i jedinicna masa
namirnice biti cijena, odnosno masa jednoga komada te namirnice. Ne istaknemo li drugacije,
pretpostavljat ¢emo da niti jedan komad niti jedne vrste namirnica ne moZzemo podijeliti na
manje dijelove.

Istaknimo da se vrijednost neke robe obi¢no definira kao umnoZak jedini¢ne cijene i koli¢ine
te robe. Primjerice, ako cijena jedne krafne s ¢okoladom u pekari "Mljac-mljac" iznosi 4,00

kn, onda je vrijednost 5 krafni s cokoladom jednaka 5 - 4,00 = 20,00 kn. Vrijednost robe moZze
se izracunati i kao umnoZak mase i jedini¢ne cijene te robe. Primjerice, ako je cijena jednoga
kilograma bijeloga kruha u pekari "Mljac-mljac" 8,00 kn, onda je vrijednost 5 tona toga kruha
jednaka 5 000 [kg] - 8,00 [kn/kg] = 4.000,00 kn. Pod pojmom jedinicna vrijednost

podrazumijeva se vrijednost jednoga komada neke robe. Lako se vidi da jedini¢na vrijednost i
jedini¢na cijena imaju iste mjerne brojeve, ali razlicite ekonomske interpretacije.

Uvodno spomenimo i ekvivalentnu formulaciju problema naprtnjate u terminima teorije
odlucivanja:

Za zadane strogo pozitivne realne brojeve M i V, te skup namirnica S, odrediti barem jedan
neprazan podskup S, skupa S takav da je ukupna vrijednost svih elemenata skupa S; jednaka
najmanje V, a njihova ukupna masa najvise jednaka M.’

7 Robert Sedgewick, profesor ratunalskih znanosti na Univerzitetu u Princetonu i predsjednik upravnoga odbora
tvrtke Adobe Systems najpoznatije po softveru Adobe Acrobat Reader.

¥Danagnja uobicajena formulacija (jednodimenzionalnoga) problema ruksaka je bitno manje "kriminalisticka":
Zadan je skup namirnica od kojih svaka ima svoju masu i svoju cijenu. Na raspolaganju nam je ruksak u kojega
mozemo staviti predmete ukupne mase najvise M. Kako treba odabrati namirnice tako da njihova ukupna masa
bude najviSe M, a njihova ukupna vrijednost §to je moguce veca?

’ Ovdje je nemoguénost uzimanja dijela pojedine namirnice iskazana zahtjevom da skup S; nuZzno mora biti
podskup skupa S.
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Primjer 1. Na raspolaganju nam je po jedan komad svake od 5 vrsta namirnica. Podaci o
jedini¢noj cijeni i jedini¢noj masi svake namirnice navedeni su u donjoj tablici.

namirnica | jedinicna cijena [€] | jedinicna masa [kg]
N 4 12
N, 2 1
N; 10 4
Ny 1 1
Ns 2

Na raspolaganju nam je naprtnjaca kapaciteta 15 kg. Treba odabrati namirnice Sto vece
ukupne vrijednosti tako da njihova ukupna masa ne premasi kapacitet naprtnjace.

Kasnije ¢emo pokazati da se optimalna vrijednost 15 € dobije izborom po jednoga komada
svake od namirnica osim namirnice N;.

Formulirajmo sada opci O—1 problem naprtnjace. Pretpostavimo da nam je na raspolaganju po
jedan komad svake od ukupno # razli¢itih vrsta namirnica, te naprtnjaca kapaciteta M. Radi

odredenosti, ozna¢imo namirnice s 1, 2, ..., n. Za svaki i € [n] ozna¢imo s p; jedini¢nu cijenu,
a s m; jedini¢nu masu namirnice i, pa definirajmo varijablu x; s:

X =

1

0, ako namirnicu i ne stavljamo u naprtnjacu;
1, ako namirnicu i stavljamo u naprtnjacu.

Varijable x;, i € [n], pripadaju tipu tzv. varijabli odlucivanja jer, prema definiciji, oznacavaju

jesmo li odlucili staviti namirnicu i u naprtnjacu ili nismo. Uz tako definirane oznake i
varijable, op¢i 0—1 problem naprtnja¢e moZemo matematicki modelirati na sljede¢i nacin:

maksimizirati f{xi, ..., X,) = Z D" X,
i=1
pod uvjetima

im,.-x,.SM;

i=1 .

x,€{0,1}, za svaki i€ [n].

Osim formuliranoga 0 — 1 problema naprtnjace, u praksi se ¢esto pojavljuju otvoreni i
zatvoreni problem naprinjace. U oba slucaja pretpostavljamo da raspolazemo s barem jednim
komadom svake pojedine vrste namirnica. (Ponekad pretpostavljamo i da barem jedan komad

barem jedne vrste namirnica moZemo podijeliti na manje dijelove.) Tada za svaki i € [n]

definiramo varijablu x; kao wukupnu kolicinu namimice i koju stavljamo u naprinjacu.
Vrijednosti varijable x; obi¢no su prirodni brojevi ili nula, ali u nekim sluc¢ajevima mogu biti i
konacni decimalni brojevi (npr. stavimo li u naprtnjacu pola kilograma kruha).

Otvoreni problem naprinjace pretpostavlja da raspolazemo s proizvoljnom koli¢inom svake
vrste namirnica, tj. da (teoretski) imamo na raspolaganju beskona¢no mnogo komada svake
vrste namirnica. Stoga taj problem moZemo matematicki modelirati na sljedeci nacin:
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maksimizirati f{xi, ..., X,) = Z D" X,
i=1
pod uvjetima

n
Zm,.-x,. <M;
i=1

x,€ N,, zasvaki i€ [n]

Ukoliko je dozvoljeno barem jedan komad barem jedne namirnice podijeliti na manje
dijelove, drugi uvjet prelazi u:

x; € QF, za svaki i € [n].!°

Za razliku od otvorenoga, zatvoreni problem naprinjace pretpostavlja da nam je na

raspolaganju ograni¢ena koli¢ina svake pojedine vrste namirnica, pa neka za svaki i € [n]

varijabla b; oznacava ukupnu raspoloZivu koli¢inu namirnice i. Tada zatvoreni problem
naprtnjace mozemo matematicki modelirati na sljede¢i nacin:

n
maksimizirati f(xi, ..., ) = Y. p, X,
i=1

pod uvjetima

imi-xiSM

i=1 .

x, € [b,]U{0}, za svaki ie [n]

Ukoliko barem jedan komad barem jedne namirnice moZemo podijeliti na manje dijelove,
drugi uvjet prelazi u

x € Qr,
a, sukladno tome, i vrijednosti varijable b; mogu biti strogo pozitivni racionalni brojevi.
Spomenimo i da se u kriptogmﬁji11 razmatra sljede¢i poseban slu¢aj 0-1 problema

naprtnjace, tzv. problem zbroja elemenata podskupa naroc€ito vaZan za mogucénosti stvaranja
privatnih i javnih kljuceva za desifriranje podataka:

Za zadani skup cijelih brojeva S i zadani cijeli broj A ispitati postoji li (i, ako postoji, odrediti)
neprazan podskup S; skupa S takav da je zbroj svih elemenata skupa S; identic¢ki jednak A.
(Posebno razmotriti slu¢aj kad skup S sadrZi i negativne cijele brojeve i kad je A = 0.)

lako je rije¢ o problemu odlucivanja, a ne o optimizacijskom problemu, i navedeni se problem
obicno rjeSava metodama dinamickoga programiranja. Ta klasa problema, zajedno s opéim
problemom naptnjace, pripada u tzv. NP — teske probleme, dok ekvivalentna formulacija

' Pritom je Q" := {x € Q: x > 0}.
"' Grubo govoreéi, kriptografija je znanost o razligitim moguénostima sakrivanja (3ifriranja) podataka, a osobitu
primjenu ima vojnim i informacijskim znanostima.
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problema naprtnjace u teoriji odlucivanja pripada u tzv. NP _— potpune probleme. Naime,
pokazuje se da ne postoji algoritam za rjeSavanje navedenih problema ¢ija je sloZenost
polinomijalnalz, iako postoji algoritam za njihovo rjeSavanje ¢Cija je sloZenost
pseudopolinomijalna. Detalji se mogu naci u odgovarajucoj informatickoj literaturi.

U rjeSenjima sljede¢ih primjera navodimo i nacin rjeSavanja problema naprtnjace pomocu
programskoga paketa Wingsb. Taj paket sadrZzi potprogram DP ¢ija je jedna od varijanti
mogucnost rjeSavanja problema naprtnjace i analiza dobivenoga rezultata, ¢ime se u vecini
slucajeva moZe znatno ubrzati postupak rjeSavanja. Nedostatak navedenoga programa je
nemogucénost ispisivanja viSe optimalnih izbora namirnica u slu¢ajevima u kojima takvi izbori
postoje, pa prigodom primjene toga programa na rjeSavanje problema dinamickoga
programiranja treba imati na umu da rjeSenje koje ispiSe program ne mora biti jedinstveno.

Matematicki model Primjera 1: Za svaki i € [5] definirajmo varijablu odlucivanja x; s:

i

{O, ako namirnicu i ne stavljamo u naprtnjacu;

1, ako namirnicu i stavljamo u naprtnjacu.
Stoga traZeni matematicki model glasi:

maksimizirati f(x;, xo, x3, X4) =4 - x1+2 -0+ 10 - x3+1 - x4 +2 - x5
pod uvjetima
12-X1+1'X2+4-X3+1')C4+2'X5$15

x; € {0, 1}, za svaki i € [5].

"Klasicno" rieSenje: Za svaki i € [5] oznaCimo sa S; skup koji tvore namirnice Ny, N, ..., N;.

Tako je npr. S; = {Ni}, S2 = {Ny, N2}, S3 = {N;, N2, N3} itd. Dodatno definirajmo Sy = @.

Nadalje, za svaki i € [5] oznacimo s ¢; jedini¢nu cijenu, a s m; jedininu masu namirnice N;.
Za bilo koji m € [15] definiramo:

S" = skup svih nepraznih podskupova skupa S; = {Ni, ..., N;} takvih da je ukupna masa

1

elemenata svakoga podskupa najvise m kg.

Npr. za i = 4, m = 2 dobivamo skup S; kojega tvore svi neprazni podskupovi skupa Ss = {Nj,

N», N3, N4} takvi da je ukupna masa elemenata svakoga od njih najviSe 2 kg. Iz tablice je
razvidno da su ti podskupovi {N;} (ukupna masa: 1 kg), { N4} (ukupna masa: 1 kg) i {Ni, N4}
(ukupna masa: 1 + 1 =2 kg). Stoga je S; = {{Ni}, {N4}, {N1, Ns}}. Korisno je primijetiti da

izravno iz definicije skupova S; slijedi skupovna inkluzija S, < S".

Sada definiramo realnu funkciju dvije realne varijable V : R’ =R s

"2 Algoritam ima polinomijalnu sloZenost ako je ukupan broj njegovih operacija (a time i brzina izvriavanja
programa) razmjeran nekoj potenciji ukupnoga broja ulaznih podataka.
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S, es”

J

V(i, m) = max {ch !N € Sl} 13

lako navedeni formalni zapis izgleda vrlo komplicirano, on u osnovi izri¢e jednostavno
razmatranje. Promatramo, dakle, skup S". Prema definiciji toga skupa, njegovi elementi su
takoder skupovi, i to neprazni (svaki od njih sadrzi barem jednu namirnicu). Zasebno
promatramo svaki element skupa S;" i izracunamo ukupnu vrijednost svih namirnica koje
tvore taj element. Budu¢i da nam je na raspolaganju tocno jedan komad svake pojedine vrste
namirnica, za svaki i € [5] vrijednost namirnice N; iznosi ¢; €. Stoga je ukupna vrijednost
svakoga elementa skupa S jednaka zbroju cijena svih namirnica koje tvore taj skup. Upravo

tu ¢injenicu formalno reprezentira izraz naveden unutar vitiastih zagrada. Tako dobivamo
onoliko (op¢enito, realnih) brojeva koliko ima razli¢itih elemenata skupa S;", pa medu njima

sigurno postoji najvec’i14 i njega uzimamo za vrijednost funkcije V(i, m).

Vrijednosti funkcije V(i, m) za svaki i € [5] i svaki m € [15] U {0} racunat ¢emo pomocu
sljedece rekurzivne jednakosti:

V@i, m)=max{V(i-1,m), c;+ V(i— 1, m—m;)}
uz pocetne uvjete (koji vrijede za sve dopustive i i m)

V0, m) = V(i, 0) =0,
(V(i, m) = —0) & (m<0),

Komentirajmo sve navedene jednakosti. Najprije promotrimo pocetne uvjete. Uvjet V(0, m) =
= 0 znaci da promatramo najve¢u mogucu ukupnu vrijednost elemenata skupa S;". Skup S,

prema definiciji, sadrZi sve neprazne podskupove skupa Sy ¢ija je ukupna masa najvise m kg.
No, So = &, tj. u skupu Sp ne nalazi se niti jedna namirnica, pa vrijednost V(0, m) za bilo koji

m mora biti jednaka nuli. Analogno, V(i, 0) zna¢i da promatramo sve moguce neprazne
podskupove skupa S; takve da je njihova masa najviSe 0 kg. Takvih podskupova oc€ito nema
(svaka namirnica ima masu i njezina je vrijednost strogo pozitivan realan broj), pa je pripadna
vrijednost funkcije V jednaka 0. Preostala logicka ekvivalencija je dogovornoga tipa i posluzit
¢e nam za efektivan izraCun vrijednosti funkcije V.

Izvedimo prvu (rekurzivnu) jednakost. Da bismo izracunali vrijednost V(i, m) razmatramo
toc¢no dvije, medusobno disjunktne, moguénosti:

I. namirnica N; ne pripada niti jednom elementu skupa S (tj. ako vrijedi nejednakost m; > m);
II. namirnica N; pripada barem jednom elementu skupa S (tj. ako vrijedi nejednakost m; <

< m).

** Prirodno podrugje definicije funkcije V obino ée biti skup N2, ali radi izbjegavanja odredivanja prirodnoga
podrugja definicije funkcije u svakom pojedinom slucaju ovdje za to podrucje uzimamo skup R.
14 . . . v . . . . ,.

Podsjetimo da svaki konacan neprazan podskup skupa realnih brojeva ima najve¢i element.
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U prvom slucaju skup S/" zapravo tvore svi neprazni podskupovi skupa S;_ 1 = {Ny, ..., N;_}

¢ija je masa najviSe m kg. Prema definiciji funkcije V(i, m), najvec¢i element skupa koji tvore
ukupne vrijednosti tih podskupova jednak je V(i — 1, m).

U drugom slucaju prigodom odredivanja najve¢e medu svim vrijednostima elemenata skupa
S dodatno razlikujemo dva podslucaja:

a) Vrijednost namirnice N; ne ulazi u izracun najvece vrijednosti. Kao i u prvom slucaju, to
zna¢i da namirnica N; ne pripada elementu skupa S koji ima najve¢u ukupnu vrijednost,
odnosno da je taj element neki podskup skupa {Ni, Na, ..., N;_1}. Stoga je u ovom podslucaju
najveca ukupna vrijednost jednaka V(i — 1, m) jer zbog inkluzije S", < S;" ne postoji niti jedan
element skupa S, koji ne pripada u skupu S;" 1 ¢ija bi ukupna masa bila ve¢a od uoCenoga

elementa skupa S;".

b) Vrijednost namirnice N; ulazi u izracun najvece vrijednosti. To zna¢i da namirnica N;
pripada elementu skupa S;"koji ima najvecu ukupnu vrijednost. U izraCunu te vrijednosti
sigurno se pojavljuje pribrojnik ¢; koji predstavlja jediniénu vrijednost namirnice N;.
Pogledajmo kako moZemo opisati sve preostale pribrojnike. Prema definiciji skupa S ti su

pribrojnici sigurno neke od vrijednosti namirnica Ny, ..., N;_ . Buduéi da namirnica »; ima
masu m;, najve¢a moguca masa svih ostalih namirnica ¢ije vrijednosti sudjeluju u izracunu
najvece vrijednosti iznosi m — m;. Stoga namirnice kojima odgovaraju svi ostali pribrojnici u
izracunu najvece vrijednosti tvore neki podskup skupa S;_ | = {Ny, ..., N;i_1} ¢ija je ukupna
masa najviSe m — m; kg. Najveca moguca ukupna vrijednost takvoga podskupa jednaka je
V(i — 1, m — m;), pa najveca ukupna vrijednost u ovom podslucaju iznosi c¢; + V(i — 1, m — m;).

Izmedu dvaju mogucih podslucajeva izabrat ¢emo onaj s ve¢om ukupnom vrijednosti, tj.
Vi,m)=max{V(i-1,m),c;+ Vi-1,m-m;)},
a izmedu dvaju mogucnosti L. i II. ponovno onu koja daje vecu vrijednost:
V@i, m)=max{V(i—1,m), {V(i-1,m),ci+ Vi—-1,m—m;)}}.
U skupu na desnoj strani gornje jednakosti pojavljuju se tocno tri vrijednosti, od kojih su prva
i druga medusobno jednake. Za izraCun maksimuma dovoljno je uzeti samo jednu od njih, pa

otuda slijedi navedena rekurzivna relacija.

RjeSenje Primjera 1. je optimalna vrijednost V(5, 15) s pripadnim optimalnim izborom
namirnica. Vrijednost V(5, 15) izraCunat ¢emo pomocu navedene rekurzivne relacije i

pripadnih pocetnih uvjeta. To ¢emo uciniti tako da ¢emo za svaki i € [5] izracunati redom
vrijednosti V(i, 1), V(i, 2), ..., V(i, 15).

Za i = 1 promatramo sve neprazne podskupove skupa S; = {N,}. Takav je jedan jedini: to je
sam skup S. Njegova ukupna vrijednost je c¢; = 4 €, a ukupna masa m; = 12 kg. Stoga izravno

iz definicije funkcije V (uz uvaZavanje V(0, m) = 0 za svaki m)) slijedi:

Vi, ) =V(1,2)=... =V(1,11)=0, V(1, 12) = (1, 13) = V(1, 14) = V(1, 15) =4.
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Za i =2 promatramo sve neprazne podskupove skupa S> = {Ni, N>}. Njih je ukupno 3: {Ni},
{N>} 1 {Ni, N2}. Vrijednost prvoga podskupa jednaka je ¢; = 4 €, a masa m; = 12 kg.
Vrijednost drugoga podskupa jednaka je ¢ = 2 €, a masa m» = 1 kg. Vrijednost treega
podskupa jednaka je ¢c; + c; =4 + 2 =6 €, a masa m; + my = 12 + 1 = 13 kg. Tako lagano
dobivamo:

V2,1)=V(2,2)=...=V(2, 11) =2 (u svim slu¢ajevima dobivena optimalna vrijednost 2 se
postize izborom podskupa {N,}),

V(2, 12) =4 (biramo izmedu prvoga i drugoga podskupa),

V(2,13) = V(2, 14) = V(2, 15) = 6 (biramo izmedu sva tri podskupa).

Tehniku racunanja pomoc¢u rekurzivnih relacija pokazat ¢emo na slucaju i = 3. Imamo redom:

V@B, 1) =max{V(3-1,1), c3+ V3 -1, 1 - m3)} = max{V(2, 1), 10 + V(2,1 — 4)} =
=max{V(2, 1), 10 + V(2, -3)} = max{2, 10 + (-0)} = 2;

V@3,2) =max{V(3 -1, 2), s+ V3 -1, 2 -m)} =max{V(2, 2), 10 + V(2,2 - 4)} =
=max{V(2,2), 10+ V(2,-2)} = max{2, 10 + (-0)} = 2;

V@3, 3) =max{V(3-1,3), cs+ V3 -1, 3 —m3)} = max{V(2, 3), 10 + V(2,3 - 4)} =
=max{V(2, 3), 10+ V(2,-1)} = max{2, 10 + (-0)} = 2;

V@3, 4) =max{V(3-1,4), cs+ V3 -1, 4 - m3)} = max{V(2, 4), 10 + V(2,4 - 4)} =
=max{V(2,4), 10 + V(2, 0)} = max{2, 10 + 0} = 10 (u naprtnjacu moZemo staviti namirnicu
N3 Cija je ukupna vrijednost 10 €!);

V3,5 =max{V(3 -1,5), 3+ V(3 -1, 5 - m3)} = max{V(2, 5), 10 + V(2,5 — 4)} =
=max{V(2,5),10+ V(2, 1)} = max{2, 10+ 2} =12;

V3, 6) =max{V(3 -1,6), c3+ V(3 -1, 6 — m3)} = max{V(2, 6), 10 + V(2, 6 — 4)} =
=max{V(2,6), 10+ V(2,2)} =max{2, 10+ 2} =12;

V(B,7) =max{V(3-1,7), cs+ V3 -1,7 — m3)} = max{V(2, 7), 10 + V(2,7 — 4)} =
=max{V(2,7),10+ V(2,3)} =max{2, 10+ 2} =12;

V@3, 8) =max{V(3 -1, 8), cs+ V(3 -1, 8 — m3)} = max{V(2, 8), 10 + V(2, 8 — 4)} =
=max{V(2,8),10+ V(2,4)} = max{2, 10+ 2} =12;

V3,9 =max{V(3-1,9), ¢+ V3 -1,9 - m3)} = max{V(2, 9), 10 + V(2,9 - 4)} =
=max{V(2,9),10+ V(2,5)} = max{2, 10+ 2} =12;

V(@3, 10) = max{V(3 - 1, 10), c3+ V(3 -1, 10 — m3)} = max{V(2, 10), 10 + V(2, 10 — 4)} =
=max{V(2, 10), 10+ V(2, 6)} = max{2, 10 + 2} = 12;

V@3, 11) =max{V(3 -1, 11), c3+ V3 -1, 11 —m3)} = max{V(2, 11), 10 + V(2,11 — 4)} =
=max{V(2,11), 10+ V(2,7)} = max{2, 10 + 2} = 12;

V@3, 12) =max{V(3 -1, 12), c3+ V3 -1, 12 —m3)} = max{V(2, 12), 10 + V(2,12 — 4)} =
=max{V(2, 12), 10+ V(2, 8)} = max{4, 10 + 2} = 12;

V@3, 13) = max{V(3 -1, 13), c3+ V(3 -1, 13 —m3)} = max{V(2, 13), 10 + V(2,13 - 4)} =
=max{V(2, 13), 10+ V(2,9)} = max{6, 10 + 2} = 12;

V@3, 14) = max{V(3 -1, 14), c3+ V3 - 1, 14 — m3)} = max{V(2, 14), 10 + V(2, 14 — 4)} =
=max{V(2, 14), 10+ V(2, 10)} = max6, 10 + 2} = 12;

V(@3, 15) = max{V(3 -1, 15), c3+ V(3 - 1, 15 — m3)} = max{V(2, 15), 10 + V(2,15 - 4)} =
=max{V(2, 15), 10+ V(2, 11)} = max{6, 10+ 2} = 12.

Kako bismo donekle skratili postupak izraCunavanja, pogledajmo koje su nam toc¢no
vrijednosti funkcije V nuZne za izracun vrijednosti V(5, 15):

V(5, 15) = max{V(5 — 1, 15), ¢cs + V(5 — 1, 15 — ms)} = max{V(4, 15), 2 + V(4, 15 - 2)} =
= max{V(4, 15), 2 + V(4, 13)}
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Vrijednosti V(4, 15) i V(4, 13) moZemo izraCunati jer za odgovarajuce izraCune znamo sve
potrebne vrijednosti:

V(4,15) = max{V(4 — 1, 15), cs + V(4 — 1, 15 — my)} = max{V(3, 15), 1 + V(3, 15— 1)} =
= max{V(3, 15), 1 + V(3, 14)} = max{12, | + 12} = 13;
V(4,13) = max{V(4 — 1, 13), cs + V(4 — 1, 13 —my)} = max{V(3, 13), | + V(3, 13 - 1)} =
=max{V(3, 13), 1 + V(3, 12)} = max{12, 1 + 12} = 13.

Tako je konacno:
V(5, 15) = max{V(4, 15),2 + V(4, 13)} = max{13,2 + 13} = 15.
Dakle, optimalna vrijednost svih namirnica stavijenih u naprtnjacu iznosi 15 €.

Preostaje odrediti pripadni optimalan izbor namirnica, tj. koje to¢no namirnice treba staviti u
naprtnjacu da se dobije gornja optimalna vrijednost. Zaklju€ujemo na sljede¢i nacin:

U svakom je odredivanju vrijednosti V(i, m) prvi ¢lan unutar vitiaste zagrade dobiven kao
posljedica odluke "vrijednost namimice N; ne ulazi u izracun optimalne vrijednosti", a drugi
kao posljedica suprotne odluke "vrijednost namirnice N; ulazi u izracun optimalne
vrijednosti®. Vrijednost V(5, 15) = 15 jednaka je drugom c¢lanu unutar pripadne vitiCaste
zagrade, tj. vrijedi jednakost:

V(5,15)=2+13 =2+ V(4, 13).

To znaci da vrijednost namirnice Ns ulazi u izracun optimalne vrijednosti, pa namirnicu Ns
stavljamo u naprtnjacu.

Vrijednost 2 + V(4, 13) dobivena je na temelju izracuna vrijednosti V(4, 13) = 13 koja je
takoder jednaka drugom ¢lanu unutar pripadne viticaste zagrade, tj. vrijedi jednakost:

V(4,13)=1+12=1+V(3,12)

To znaci da i vrijednost namirnice N4 ulazi u izracun optimalne vrijednosti, pa i namirnicu Na
stavljamo u naprtnjacu.

Vrijednost V(4, 13) = 13 dobivena je na temelju izracuna vrijednosti V(3, 12) = 12, a ova je
jednaka drugom ¢lanu unutar pripadne vitiCaste zagrade. Stoga i namirnicu N3 stavljamo u
naprtnjacu.

Nadalje, vrijednost V(3, 12) = = 12 dobivena je na temelju vrijednosti V(2, 8) = 2, a iz
razmatranja navedenih neposredno prije izracuna vrijednosti V(2, i) izravno slijedi da smo
vrijednost V(2, 8) dobili na temelju izbora samo namirnice N,. Prema tome, namirnicu N,
stavljamo u naprtnjacu, a namirnicu N ne stavljamo u naprtnjacu.

Zaklju¢imo: optimalan izbor namirnica je {N2, N3, N4, N5}, a pripadna optimalna ukupna
vrijednost izabranih namirnica iznosi 15 €.

RjeSenje pomocu programa Wingsb: Pokrenimo potprogram DP. Kliknimo lijevom tipkom
miSa na natpis File i odaberimo opciju New Problem (slika 9.) Kliknimo lijevom tipkom miSa
na prazan kruzi¢ pored natpisa Knapsack Problem, pa u prazne pravokutnike upiSimo:
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Problem Title (naziv problema): Primjer 1
Number of Items (broj predmeta): 5

ka 9. Dijaloski okvir potprograma DP

Sk

Potom kliknimo lijevom tipkom miSa na OK. Pojavljuje se tablica (slika 10.) u koju je
potrebno unijeti ulazne podatke.

0
0
0

Slika 10. Tablica za unos ulaznih podataka.

U prvom su stupcu ({tem (Stage)) navedeni redni brojevi predmeta, odnosno, u ovom slucaju,
namirnica.

U drugom stupcu (Iltem (Identification)) trazi se unos naziva svake pojedine namirnice, pa
redom upisimo N1 (umjesto Item1), N2 (umjesto Item?2) itd.

U treCem stupcu (Units Available) trazi se unos raspoloZive koli¢ine svake pojedine
namirnice. Prema pretpostavci, na raspolaganju nam je to¢no jedan komad svake pojedine
vrste namirnica, pa umjesto svakoga od slova M u treCem stupcu upisimo 1.

U cetvrtom stupcu (Units Capacity Required) trazi se unos jedini¢noga kapaciteta svake
pojedine namirnice. U ovome je slucaju rije¢ o masama namirnica, pa u redak koji odgovara
namirnici Ny upi§imo 12, u redak koji odgovara namirnici N, upiSimo 1, u redak koji
odgovara namirnici N3 upiS§imo 4, u redak koji odgovara namirnici N4 upiSimo 1, a u redak
koji odgovara namirnici Ns upi§imo 2.

U petom stupcu (Return Function (X: Item ID)) trazi se unos funkcije cilja koja odgovara
svakoj pojedinoj namirnici. Pritom umjesto x; trebamo upisati jedinstvenu oznaku X, a
program ¢e sam "prepoznati” na koju se namirnicu odnosi pojedina oznaka X. Dakle, u redak
koji odgovara namirnici N upiSimo 4*X, u redak koji odgovara namirnici N, upiSimo 2*¥X, u
redak koji odgovara namirnici N3 upiSimo 10*X, u redak koji odgovara namirnici N, upiSimo
1#X, a u redak koji odgovara namirnici Ns upi§imo 2*X.
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Preostaje jo$ popuniti posljednji redak tablice (Knapsack) u kojemu se trazi unos kapaciteta
naprtnjace. U naSem je slucaju on jednak 15, pa u polje pored natpisa Capacity upiSimo 15.
Ovime je unos ulaznih podataka zavrsen (slika 11).

E

Slika 11. rféblica s ulaznim podacima iz Primjera 1.

Na glavnom izborniku kliknimo lijevom tipkom miSa na izbornik Solve and Analyze i
odaberimo opciju Solve the Problem. Dobivamo novu tablicu (slika 12.) u kojoj je prikazano
rjeSenje navedenoga problema, pa ¢emo ukratko prikazati pojedine njezine dijelove.

- —

Slika 12. Rezultat Primjera 1.

U prvom stupcu nove tablice (/tem Name) navedeni su nazivi svih namirnica: Ny, Np, N3, Ny i
Ns.

U drugom stupcu (Decision Quantity (X)) navedene su vrijednosti varijabli x; sukladno naSoj
definiciji prigodom modeliranja problema. Redom su ispisane vrijednosti 0, 1, 1, 1, 1, Sto
zna¢i da u naprtnjacu trebamo staviti po jedan komad namirnica N», N3, Ns 1 Ns, dok

namirnicu N; ne stavljamo u naprtnjacu. Iz ovoga stupca, dakle, moZzemo "ocitati" optimalan
izbor namirnica.

U tre¢em stupcu (Refurn Function) ispisane su komponente funkcije cilja koje se odnose na
svaku pojedinu namirnicu: 4*X, 2*X, 10*¥X, 1*X i 2*X.

U cetvrtom je stupcu (Total Item Return Value) za svaku pojedinu vrstu namirnica stavljenu u
naprtnjacu ispisana pripadna optimalna vrijednost. Vrijednost namirnice N; jednaka je nuli jer
nju nismo stavili u naprtnjacu, dok je svaka od ostalih vrijednosti dobivena uvrStavanjem
X =1 u odgovaraju¢u komponentu funkcije cilja. Dakle, vrijednosti namirnica N, i Ns iznose
2 €, vrijednost namirnice N3 10 €, a vrijednost namirnice N4 1 €.
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U i — tom retku petoga stupca (Capacity Left) prikazani su kapaciteti ostatka naprtnjac¢e nakon
$to u nju stavimo namirnice N;, N,, ..., N;.. Ovaj stupac moZemo shvatiti kao svojevrstan
analogon kumulativnom nizu apsolutnih ucestalosti "ve¢e od" poznatoga iz opisne
(deskriptivne) statistike. Budu¢i da namirnicu N; ne stavljamo u naprtnjacu, odgovarajuci
kapacitet ostatka naprtnjace jednak je polaznom kapacitetu naprtnjace, tj. 15. Namirnicu N>
stavljamo u naprtnjacu, pa je kapacitet ostatka naprtnjace 15 — 1 = 14 kg. Namirnicu N;
takoder stavljamo u naprtnjacu, pa je kapacitet ostatka naprtnjace 14 — 4 = 10 kg itd.
Primijetimo da nakon S$to stavimo posljednju namirnicu Ns kapacitet ostatka naprtnjace iznosi
7 kg, tj. u naprtnjatu moZemo eventualno staviti jo§ neki predmet mase najvise 7 kg.

U posljednjem retku navedena je ukupna vrijednost (Total Return value) svih vrsta namirnica
stavljenih u naprtnjacu i ona iznosi 15 €.

Primjer 2. Na raspolaganju nam je po jedan komad svakoga od sljedec¢ih 8 predmeta: Py, P,
..., Pg. Za svaki su predmet u donjoj tablici navedeni podaci o jedini¢noj masi i jedini¢noj
vrijednosti.

predmet | jedinicna masa [kg] | jedinicna vrijednost [000 €]
P 2
P,
P
Py
Ps
Ps
P;
Py 10

N |—=[WR[W|[H[W]|—

N W B[N0

Kapacitet naprtnjace iznosi 15 kg. Treba izabrati predmete Sto veée ukupne vrijednosti tako
da njihova ukupna masa ne premaSi kapacitet naprtnjate. Formirajmo odgovarajuci
matemati¢ki model, pa odredimo optimalan izbor predmeta i pripadnu optimalnu vrijednost.

Matematicki model: Za svaki i € [8] definirajmo varijablu x; s:

{O, ako predmet P, ne stavljamo u naprtnjacu;

1, ako predmet P, stavljamo u naprtnjacu.
Tada odgovarajuéi matematicki model glasi:

maksimizirati f{x;, X2, ..., x3) =2 - x;1+1-x+3-x3+1 -x4+5-x5+4 - x5 +3-x7+7 - x3
pod uvjetima
1'X1+3'X2+4'X3+3')C4+3'X5+1'X6 +5-X7+10-Xg§15

x; € {0, 1}, za svaki i € [8].

"Klasicno" rjeSenje: Analogno kao i u rjeSenju Primjera 1., za svaki i € [8] ozna¢imo sa S;

skup koji tvore predmeti P, ..., P; uz dodatnu oznaku Sy := &. Za svaki i € [8] oznacimo s ¢;

jedini¢nu vrijednost, a m; jediniénu masu predmeta P;. Za svaki m € [15] definiramo:
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S = skup svih nepraznih podskupova skupa S; takvih da je ukupna masa elemenata svakoga
podskupa najvise m kg,

te realnu funkciju dvije realne varijable V : R’ - R:

Vi, m) = max{ch IN e Sl}.

S, es”

J

Vrijednosti funkcije V za svaki i € [8] i svaki m € [15] U {0} raCunamo iz rekurzivne relacije:
V@i, m)=max{V(i—-1,m), c;+ V(i— 1, m—m;)}

uz pocetne uvjete (koji vrijede za sve dopustive i i m)

V0, m) = V(i, 0) =0,
(V(i, m) = —0) < (m<0).

Postupak ra¢unanja je potpuno analogan kao u Primjeru 1., pa u donjoj tablici navodimo samo
numericke rezultate.

i |m|0|1]2]3[4|5 |6 |7 |8 |9 |10]11|12]13]14 |15
0 0/0/0/0/0]O0 |O |O |O O |O |O |O |O O |O
1 01212121212 12 2 |2 1212 |2 |2 ]2 |2 |2
2 0/|2/2/2/3/3 |3 |3 |3 |3 |3 |3 |3 |3 |33
3 0122235 |5 |5 |6 |6 |6 |66 |6 |6 |6
4 0122|235 |5 |5 |6 |6 |6 |7 |7 |7 |77
5 0122277 |7 |8 [10]10] 1011|1111 |12]12
6 Ol4/ 6|67 |11 |11 |11]12]14|14|14[15|15|15] 16
7 0|4/ 6|67 |11 |11 |11[12]14|14|14|15|15]|17 |17
8 0146|6711 1111121414 |14]|15]15|15]| 18

Iz tablice "ocitavamo" optimalnu vrijednost svih predmeta koji tvore optimalni izbor: ona
iznosi 18 000 €. Preostaje odrediti optimalan izbor predmeta.

Vrijednost V(8, 15) = 18 dobivena je kao zbroj cg + V(7, 5), tj. donoSenjem odluke "predmet
Ps staviti u naprinjacu. Stoga predmet Pg stavljamo u naprtnjacu.

Vrijednost V(7, 5) = 11 dobivena je kao V(6, 5), tj. donoSenjem odluke "predmet P; ne staviti
u naprtnjacu'. Stoga predmet P7 ne stavljamo u naprtnjacu.

Vrijednost V(6, 5) = 11 dobivena je kao zbroj cs + V(5, 4), tj. donoSenjem odluke "predmet Pg
staviti u naprtnjacu". Stoga predmet Pg stavljamo u naprtnjacu.

Vrijednost V(5, 4) = 7 dobivena je kao zbroj ¢s + V(4, 1), tj. donoSenjem odluke "predmet Ps
staviti u naprtnjacu". Stoga predmet Ps stavljamo u naprtnjacu.

Lako je vidjeti da je V(4, 1) = V(3, 1) = V(2, 1) = V(1, 1), Sto izravno znaci da predmete P4, P3
i P, ne stavljamo u naprtnjacu.

Vrijednost V(1, 1) dobivena je kao ¢; + V(0, 0), tj. donoSenjem odluke "predmet P; staviti u

naprtmjacu'. Stoga predmet P; stavljamo u naprtnjacu.
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Dakle, traZeni optimalan izbor predmeta je S = {Pi, Ps, Ps, Ps}.

RjeSenje pomocu programa Wingsb: Pokrenimo potprogram DP i nazovimo problem koji
¢emo rjeSavati Primjer 2. Ukupan broj predmeta iznosi 8, pa pored natpisa Number of Items
upisimo 8. Potom kliknimo na OK.

U dobivenu tablicu upisujemo:

- udrugi stupac ({tem (Identification)) redom nazive predmeta: P1, P2, P3 itd.

- u treéi stupac (Units Available) raspoloZive koliine svakoga predmeta - buduci da
raspolazemo s po jednim komadom svake vrste, stupac popunjavamo s jedinicama;

- u Cetvrti stupac (Units Capacity Required) upisujemo redom masu predmeta iz
odgovarajucega retka: u prvi redak upi§imo 1,u drugi 3, u tre¢i 4 itd.

- u peti stupac (Return Function (X: Item ID)) upiSimo komponentu funkcije cilja koja
se odnosi na predmet iz odgovarajucega retka: konkretno, u prvi redak upisimo 2*X, u
drugi 1*X, u tre¢i 3*X itd.

- u posljednji redak tablice (Knapsack) u polje pokraj natpisa Capacity upiSimo
kapacitet naprtnjace: 15.

Time smo unijeli sve potrebne ulazne podatke, pa moZemo pokrenuti proceduru Solve and
Analyze 1 potproceduru Solve the Problem. Dobivamo izlaznu tablicu sa svim potrebnim
rezultatima.

Iz drugoga stupca (Decision Quantity (X)) oCitavamo optimalan izbor predmeta kojega tvore
predmeti ¢ije su pripadne vrijednosti varijable odlucivanja (x;) jednake 1. Dakle, u naprtnjacu
stavljamo po jedan komad predmeta P, Ps, Ps i Ps. 1z posljednjega polja u Cetvrtom stupcu
oCitavamo pripadnu optimalnu vrijednost predmeta koji tvore optimalan izbor: 18 000 €
Kapacitet ostatka naprtnjace jednak je 0, Sto znaci da u naprtnjacu viSe ne mozemo staviti niti
jedan predmet.

Primjer 3. RijeSimo Primjer 2. uz dodatni uvjet da u naprtnjacu obavezno moramo staviti
predmet P>. Masa predmeta P> je 3 kg, pa je kapacitet ostatka naprtnjace 15 — 3 = 12 kg.
Svakom od preostalih predmeta kao oznaku bijektivno pridruZimo to¢no jedan element skupa

[7]:

predmet | oznaka (i) | masa m; [kg] | vrijednost ¢; [000 €]
P, 1 1 2
Ps 2 4 3
P, 3 3 1
Ps 4 3 5
Pg 5 1 4
P 6 5 3
Pg 7 10 7

Uz definiranje varijable x; s:

i

0, ako predmet oznacen brojem i ne stavljamo u naprtnjacu;
1, ako predmet oznacen brojem i stavljamo u naprtnjacu.
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novi matematicki model glasi:

maksimizirati f(x;, X2, ..., x7) =2 -x1+3 -x20+1-x3+5-x4+4-x5 +3-x+7-x7
pod uvjetima
1'X1+4'X2+3-X3+3'X4+1')C5 +5'X6+10-X7312

x;i € {0, 1}, zasvakii € [7].

"Klasicno" rjeSenje: Potpuno analogno kao i u rjeSenjima prethodnih primjera, za svaki i € [7]

im € [12] definiramo skupove S;1 S/", te raCunamo vrijednosti funkcije V(i, m) koristeci istu
rekurzivnu relaciju i iste po€etne uvjete. Dobiva se sljedeca tablica:

i m|0]1]2]3/4|5 |6 |7 |8 |9 [10]11]12
0 0/{0/0{0]0]O0 |O |O |O |O [O |O |0
1 0121212212 |2 |2 |2 |2 |2 |2 |2
2 012121235 |5 |5 |5 |5 |5 |55
3 01221235 |5 |5 |6 |6 |6 |6 6
4 0122|577 |7 |8 [10]10]1011 11
5 0/4/6[6]9]11 11|11 ]12|14|14|14 15
6 0/4/6[6]9]11 11|11 ]12|14|14|14 15
7 0Ol4|6|/6]|7]|11|11[11]12/14]14 |14 |15

Optimalna vrijednost svih predmeta koji tvore optimalan izbor jednaka je 1 000 (vrijednost
predmeta P5) + 15 000 (optimalna vrijednost svih ostalih predmeta) = 16 000 €. Odredimo sve
predmete koji tvore pripadni optimalan izbor (predmet P, ve¢ smo unaprijed uvrstili u taj
izbor).

Ocito je V(7, 12) = V(6, 12) = V(5, 12), pa predmete oznaCene brojevima 6 i 7, tj. predmete P;
i Pg ne stavljamo u naprtnjacu.

Vrijednost V(5, 12) = 15 dobivena je kao zbroj cs + V(4, 11), tj. donoSenjem odluke "predmet
s oznakom 5 staviti u naprtnjacu”, pa predmet Pg stavljamo u naprtnjacu.

Vrijednost V(4, 11) = 11 dobivena je kao zbroj c4 + V(3, 8), tj. donoSenjem odluke "predmet s
oznakom 4 staviti u naprtnjacu, pa predmet Ps stavljamo u naprtnjacu.

Vrijednost V(3, 8) = 6 dobivena je kao zbroj ¢z + V(2, 5), tj. donoSenjem odluke "predmet s
oznakom 3 staviti u naprtnjacu', pa predmet P, stavljamo u naprtnjacu.

Vrijednost V(2, 5) =5 dobivena je kao zbroj ¢» + V(1, 1), tj. donoSenjem odluke "predmet s
oznakom 2 staviti u naprtnjacu', pa predmet P; stavljamo u naprtnjacu.

Lako se vidi da je vrijednost V(1, 1) = 2 dobivena donoSenjem odluke "predmet s oznakom 1
staviti u naprtnjacu", pa predmet P; stavljamo u naprtnjacu.

Uz iste oznake iz Primjera 2. slijedi da je optimalan izbor predmeta S¢ (tj. u naprtnjacu treba
staviti po jedan komad predmeta P, P, ..., Ps), a pripadna optimalna vrijednost 16 000 €.

Rjesenje pomocu programa Wingsb: Iskoristit ¢emo rezultat prethodnoga primjera.
Potprogram DP omogucuje tzv. sto—ako analizu (What-If Analysis) koja rjeSava isti problem
uz dodavanje barem jednoga novoga uvjeta. Ta se procedura nalazi na izborniku Results kao
opcija Perform What If Analysis ili na ikonici What If smjeStenoj na traci s ikonicama.
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Pokretanjem navedene procedure dobivamo dijaloski okvir What If for Knapsack Problem
(slika 12.)

Na lijevoj strani toga dijaloSkoga okvira nalazi se dvostup€ana tablica. U prvom su stupcu
natpisi predmeta, a u drugom stupcu polja u koja se unose unaprijed definirane vrijednosti
varijabli odlucivanja (Preset Decision). Buduéi da se u zadatku zahtijeva da u naprtnjacu
obavezno moramo staviti predmet P,, u drugi stupac trecega retka tablice (polje pored natpisa
P2) upiSimo 1 i pritisnimo OK. Rezultat se pojavljuje u tablici desno (slika 13).

£ Dynam HEE|
—lslxl

23
23

ot Whatif Analysie ]
Slika 14. Rezultat primjene procedure $to — ako (What If).

Varijabla odlu¢ivanja ima vrijednost O za namirnice P; i Ps. Stoga te predmete u ovom slucaju
ne stavljamo u naprtnjacu, a svaki od preostalih 6 predmeta stavljamo u naprtnjac¢u. Time se
ukupna vrijednost svih predmeta stavljenih u naprtnja¢u s 18 000 € smanjila na 16 000 €.
Podatak o kapacitetu ostatka naprtnjace nije naveden, ali ga nije teSko izraCunati: ukupna
masa prvih Sest predmeta jednaka je 15 kg, pa je naprtnjaca opet potpuno ispunjena.

Istaknimo da potprogram DP ne dozvoljava moguénost sto—ako analize u slu€ajevima kada se
definira koji predmet necemo staviti u naprtnjacu. To je i logi¢no jer je prirodna polazna
pretpostavka da svaki od navedenih predmeta Zelimo staviti u naprtnjacu.

U nastavku na primjerima ilustriramo postupak rjeSavanja otvorenoga, odnosno zatvorenoga
problema naprtnjace. Pritom napomenimo da se, prigodom rjeSavanja pomoc¢u potprograma
DP, otvoreni problem naprtnjace obavezno mora svesti na njemu izomorfni zatvoreni problem
naprtnjae jer postavke potprograma DP (stupac Units Available) zahtijevaju nuZno
definiranje koli¢ine (raspoloZivi broj komada) svakoga pojedinoga predmeta.
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Primjer 4. Na raspolaganju nam je proizvolja koli¢ina svake od cetiriju razli€itih vrsta
namirnica: Ni, N,, N3 1 N4, te naprtnjaca kapaciteta 25 kg. Podaci o jedinicnoj masi i
jedini¢noj cijeni svake pojedine namirnice navedeni su u sljedecoj tablici.

namirnica | jedinicna cijena [USD] | jedinicna masa [kg]
N 11 6
N, 7 4
N3 5 3
Ny 1 1

Treba odabrati namirnice §to ve¢e ukupne vrijednost tako da njihova ukupna masa ne premasi
kapacitet naprtnjace. Formirajmo odgovaraju¢i matematicki model, pa odredimo optimalan
izbor namirnica i pripadnu optimalnu ukupnu vrijednost.

Budu¢i da nam je na raspolaganju proizvoljna koliina svake vrste namirnica, rije¢ je o
otvorenom problemu naprtnjace. Za svaki i € [4] oznaCimo s x; koli¢inu (broj komada)

namirnice N; koje ¢emo staviti u naprtnjacu. Budu¢i da niti jedan komad niti jedne namirnice
ne mozemo podijeliti na manje dijelove, vrijednosti varijable x; pripadaju skupu Ny. Stoga je
odgovarajuéi matematicki model:

maksimizirati fix;, xo, x3, x4) =11 - x1+7 - x2+5 - x3+ x4
pod uvjetima
6 -x1+4-x+3 -x3+x14<25

x; € No, za svaki i € [4]

"Klasicno" rjesenje: Za svaki i € [4] oznaCimo s ¢; jedini¢nu cijenu, a s m; jedinicnu masu

namirnice &;. Definirajmo realnu funkciju ¥ : R — R rekurzivno s:
F(s) = max[c, + f(s—m,)]

uz pocetne uvjete

F(0)=0
F(s) = —0, za svaki s < 0.

Vrijednosti funkcije F(s) su optimalne ukupne vrijednosti namirnica ¢ija ukupna masa nije
veca od s. Te se vrijednosti za fiksiranu vrijednost broja s odreduju primjenom Bellmanova
nacela: ako u naprtnjacu Zelimo staviti namirnice ukupne mase najviSe s kg i ako najprije
stavimo tocno jedan komad namirnice N; ¢ija je masa m;, onda ¢emo moci staviti jo§ najvise
s — m; kg namirnica (zbog proizvoljnosti broja komada svake vrste namirnica tu uklju¢ujemo i
namirnicu N; €iji smo jedan komad ve¢ stavili u naprtnjacu). Jedini¢na vrijednost namirnice N;
iznosi ¢; USD, a optimalna ukupna vrijednost svih ostalih komada namirnica, prema definiciji
funkcije F, iznosi F(s — m;). Stoga ukupna vrijednost u slucaju stavljanja jednoga komada
namirnice N; iznosi ¢; + F(s — m;) USD. Buduéi da namirnicu N; moZemo birati izmedu N;, N>,
N3 1 N4, optimalnu ukupnu vrijednost svih namirnica ¢ija je ukupna masa najvise s kg dobit
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¢emo uzimanjem najve¢e od Cetiriju mogucih vrijednosti navedenoga zbroja (medu tim
vrijednostima mogu se pojaviti i medusobno jednake).

Uvjet F(0) = 0 je prirodna posljedica ¢injenice da je optimalna ukupna vrijednost namirnica
¢ija ukupna masa nije veca od 0 kg jednaka nuli jer u tom slucaju u naprtnjacu ne stavljamo
niti jednu namirnicu.

Uvjet F(s) = —o je dogovornoga tipa i posluZit ¢e nam za efektivne izraCune vrijednosti
funkcije F{(s).

TraZena optimalna vrijednost ocito je jednaka vrijednosti F(25). Stoga za svaki s € [25] treba
izraCunati vrijednosti F(s). Detaljan izracun ilustrativno navodimo za s =1, 2, ..., 6:

F(1) = max[c +F(1- m)] max{c; + F(1 —my), co + F(1 — my), c3 + F(1 —m3), c4 + F(1 —
—my)} =max{l1+ F(1-6),7+ F(1-4),5+F(1-3),1+F1-1)}=max{11 + F(-5),7 +
+ F(=3),5+ F(-2), 1 + F(0)} = max{11 + (-©), 7 + (~0), 5 + (-»), 1 + 0} = 1;

FQ2)= max[c +F(Q2- m)] max{ci + F2 —m), c2 + F(2 —m), c3 + F2 —m3), ca + F(2 —
—my)} =max{l1+F2-6),7+ F2-4),5+F2-3),1+F2-1)} =max{11 + F(-4),7 +
+ F(=2),5+ F(-1), 1 + F(1)} = max{11 + (-©), 7 + (=0), 5 + (-»), 1 + 1} =2;

FQ3) = max[c +FQ3- m)] max{c, + F3-m),co+ F3-my), cs+ F(3 —m3), c4 + F(3 —
—my)} =max{l1+F3-6),7+ F3-4),5+F(3-3),1+ F3-1)} =max{11 + F(-3),7 +
+ F(-1), 5+ F(0), 1 + F(2)} = max{11 + (=0), 7+ (-©),5+ 0,1 +2}=5;

F4) = max[ci+F(4—ml.)] =max {c;i + F&4—-m),c, + F4—my), cs+ F(4 —m3), c4 + F(4 —
—my)} =max{l1+F4-6),7+ F4-4),5+F4-3),1+F4-1)} =max{11 + F(-2),7 +
+f0),5+ F(1),1+ FQ3)} =max{11 + (—0),7+0,5+ 1,1 +5}=7

F(5) = max[cl.+F(5—ml.)] =max {c1+ F6—-m),c+ F(5—mp), c3+ F(5—m3), ca+ F(5 ——
my)} =max{l1l1 + F5-6),7+F5-4),5+F5-3),1+F(5-1)} =max{11+ F(-1),7 ++
F(1),5+F2),1+F4)} =max{11 +(-»©),7+1,5+2,1+7} =8

F(6) = max[cl.+F(6—ml.)] =max {c; + F(6 —my), ca + F(6 — my), c3 + F(6 — m3), c4 + F(6 —

—my)} =max{1l + F(6-6),7+ F6-4),5+ F(6-3),1+ F(6-1)} =max{11 + F(0), 7 +
+f2),5+F3),1+FO5)}=max{11+0,7+2,5+5,1+8}=111itd.

Sve vrijednosti funkcije F(s) navedene su u donjoj tablici.

s |0]1)/2|3]4|5|6 |7 |8 |9 [10]11 12|13 |14 |15|16|17 18|19

F(s)]0]1/2]5]7|8|11]12]14]16]18]1922|23[25]27|29]30|33]34

s 2012122123124 |25

F(s) |36 ]38 404144145

Dakle, F(25) = 45, §to zna¢i da optimalna ukupna vrijednost namirnica iznosi 45 USD.
Pripadni optimalan izbor namirnica odredujemo sli¢no kao i u prethodnim primjerima.

F(25) = 45 mozemo dobiti na cak Cetiri razli€ita nacina: ili kao zbroj ¢; + F(19) ili kao zbroj
¢y + F(21) ili kao zbroj c;3 + F(22) ili kao zbroj cs + F(24). Stoga imamo Cetiri razliCite

© mr.sc. Bojan Kovacié¢, visi predavac 41



Operacijska istrazivanja - skripta

mogucnosti izbora, pa se opredijelimo npr. za posljednju od njih, tj. u naprtnjacu stavimo
jedan komad namirnice Ni. (Za vjeZbu razmotrite svaku od ostalih triju moguénosti.)

F(24) = 44 dobiva se kao zbroj ¢; + F(18), pa u naprtnjacu stavljamo jedan komad namirnice
Ni.

F(18) = 33 dobiva se kao zbroj ¢; + F(12), pa u naprtnjacu stavljamo joS jedan komad
namirnice N;.

F(12) = 22 dobiva se kao zbroj c¢; + F(6), pa u naprtnjacu stavljamo joS jedan komad
namirnice N;.

F(6) = 11 dobiva se kao zbroj c¢; + F(0), pa u naprtnjacu stavljamo joS jedan komad namirnice
Ni.

Dakle, optimalan izbor namirnica tvore 4 komada namirnice N; i 1 komad namirnice Na.
Rjesenje pomocu programa Wingsb: Buduc¢i da program Wingsb zahtijeva zadavanje najvece

dozvoljene koli¢ine namirnica, otvoreni problem naprtnjace svodimo na zatvoreni problem
naprtnjace (vidjeti Primjer 5.). Zbog uvjeta

x; € No, zasvakii € [4],
uocimo da iz uvjeta

6 - x1+4 - x+3 -x3+x1<25

slijedi da vrijednost varijable x; moZe biti najviSe jednaka L%J =4" vrijednost varijable x>

najviSe jednaka L%SJ = 6, vrijednost varijable x3 najviSe jednaka L?J = 8, a vrijednost

varijable x4 najviSe jednaka 25. Pokrenimo potprogram DP, nazovimo primjer koji rjeSavamo
Primjer 4, a kao ukupan broj razli¢itih vrsta namirnica upiSimo 4. Potom u dobivenoj tablici
upisSimo redom:

- udrugi stupac (Item (ldentification)) redom nazive namirnica: N1, N2, N3, N4;

- u treti stupac (Units Available) redom upravo izracunate najvece dopustive koli¢ine: u
prvi redak upiSimo 4, u drugi 6, u treci 8, a u Cetvrti 25;

- u Cetvrti stupac (Units Capacity Required) redom jediniénu masu namirnice iz
odgovarajucega retka: u prvi redak upisimo 6, u drugi 4, u tre¢i 3, a u Cetvrti 1;

- u peti stupac (Return Function (X: Item ID)) upiSimo komponentu funkcije cilja koja
se odnosi na namirnicu iz odgovarajucega retka: u prvi redak upiS§imo 11*X, u drugi
7*X, u tre¢i 5*X, au Cetvrti 1*¥X.

- u posljednji redak tablice (Knapsack) u polje pokraj natpisa Capacity upiSimo
kapacitet naprtnjace: 25.

Time smo unijeli sve potrebne ulazne podatke, pa moZemo pokrenuti proceduru Solve and
Analyze 1 potproceduru Solve the Problem. Dobivamo izlaznu tablicu sa svim potrebnim
rezultatima.

N ij oznacavamo funkciju koja bilo kojem realnom broju x pridruZuje najvedi cijeli broj koji je manji ili

jednak broju x.
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U drugom stupcu (Decision Quantity (X)) navedeni su brojevi komada svake pojedine
namirnice, pa "o€itavamo" optimalan izbor namirnica: 3 komada namirnice Ns, te po jedan

komad svake od namirnica N, 1 N3. Pripadna optimalna ukupna vrijednost iznosi 45 USD.

Primijetimo da smo na opisani na¢in dobili optimalan izbor razli¢it od izbora dobivena
"klasicnim" na¢inom, ali s jednakom optimalnom ukupnom vrijedno$¢u. Kako smo i ranije
napomenuli, potprogram DP ne ispisuje sve optimalne izbore, ve¢ to¢no jedan od njih.

Primjer S. Na raspolaganju su nam po tocno 2 komada namirnica N; i N,, to¢no 3 komada
namirnice N3 1 naprtnjaca kapaciteta 10 kg. Podaci o jedini¢noj masi 1 jedini¢noj cijeni svake
namirnice navedeni su u sljedecoj tablici.

namirnica | jedinicna masa [kg] | jedinicna cijena [kn]
Ni 2.5 48.00
N> 1.5 51.00
N3 2 45.00

Treba odrediti namirnice $to vece ukupne vrijednosti tako da njihova ukupna masa ne premasi
kapacitet naprtnjace. Formirajmo odgovaraju¢i matematicki model, pa odredimo optimalan
izbor namirnica, pripadnu optimalnu ukupnu vrijednost, te ho¢emo li dobivenim optimalnim
izborom namirnica u potpunosti ispuniti naprtnjacu.

Matematicki model: Zbog ogranicenosti raspoloZivih koli¢ina namirnica rije¢ je o zatvorenu

problemu naprtnjace. Za svaki i € [3] definiramo varijablu x; kao koli¢inu namirnice i koju

stavljamo u naprtnjacu. Tada je traZeni matematicki model.:

maksimizirati f(x;, x2, x3) =48 - x1 + 51 - x2 +45 - x3
pod uvjetima
25 - x1+15-x0+2-x3510
0<x152;050<2;053L3

X1, X2, X3 € Z.

"Klasicno" rjesenje: Opisat ¢emo nacin rjeSavanja koji ¢emo primijeniti i u tocki 1.5., tj. na
rjeSavanje problema sloZene razdiobe ulaganja. Osnovna ideja je sljedeca:

U prvoj fazi razmatramo slucaj kad u naprtnjac¢u moZemo staviti samo namirnicu N, u drugoj
fazi slu¢aj kad u naprtnjacu moZemo staviti samo namirnice N; 1 N, a u posljednjoj (trecoj)
fazi slucaj kad u naprtnjacu Zemo staviti sve tri namirnice. Odmah istaknimo da ukoliko na
raspolaganju imamo k razli¢itih vrsta namirnica: Nj, ..., N; , onda imamo ukupno k faza

rjeSavanja problema, pri ¢emu, za svak i € [k], u i — toj fazi razmatramo slucaj kad u
naprtnja¢u mozemo staviti samo prvih i vrsta namirnica, tj. namirnice Ny, ..., N;.

Primijetimo i da je, za svaki i = 1, 2, 3, dopustiva odluka "u naprtnjacu staviti svu kolicinu
namirnice N;'. Ekvivalentno, jedna dopustiva odluka je "u naprtnjacu staviti svu kolicinu
namirnice N;" (pritom zanemarujemo eventualno stavljene koli€ine ostalih namirnica), druga
dozvoljena odluka je "u naprtnjacu staviti svu kolicinu namirnice N," itd. U praksi se,
medutim, moZe dogoditi da svu koli¢inu neke namirnice ne moZemo odjednom staviti u
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naprtnjac¢u. Npr. imamo li ukupno 10 komada namirnice N; ¢ija je ukupna masa 10 - 2.5 = 25

kg, svih 10 komada ne moZemo staviti u naprtnjacu kapaciteta 10 kg. U takvom se slu¢aju u
matematicCkom modelu nuZno mora predefinirati gormja granica raspoloZive koli¢ine doticne
namirnice tako da se za gornju granicu uzme najve¢i cijeli broj manji ili jednak omjeru
kapaciteta naprtnjace i jedini¢ne mase (obujma i sl.) namirnice. To je i logi¢no jer ako imamo
npr. namirnicu mase 2.5 kg i naprtnjacu kapaciteta 10 kg, onda u tu naprtnjaCu stane najvise

L;—OSJ =4 komada te namirnice.

Kako smo rekli, u prvoj fazi rjeSavanja problema razmatramo sluc¢aj kad u naprtnjacu
kapaciteta s moZemo staviti samo raspoloZive komade namirnice N;. Za svaki s € {0.5 - k :

k € [20]} raCunamo vrijednosti realne funkcije fi definirane s

fils)=  max  (48-x),
os)clsmn{‘—“g

xEZ

Pojasnimo zadavanje funkcije fi. Varijabla x; navedena u uvjetima prema kojima odredujemo
maksimum zapravo "mjeri" koli¢inu namirnice N, stavljenu u naprtnjacu kapaciteta s. Buduc¢i

C e L . . . b .S
da jedini¢na masa te namirnice iznosi 2.5 kg, u naprtnjau moZemo staviti najvise 55

komada namirnice N;. Prema uvjetu zadatka, neovisno o kapacitetu naprtnjate moZemo
staviti najviSe 2 komada namirnice N; jer upravo toliko komada te namirnice imamo na
raspolaganju. Stoga je najveCa moguca koli¢ina namirnice N; koju moZemo staviti u

naprtnjacu kapaciteta s jednaka manjem od brojeva 215 12, tj. min {215, 2}. Dodatni uvjet

x1 € Z izrice ¢injenicu da su vrijednosti varijable x; cijeli brojevi, §to je izravna posljedica
pretpostavke da niti jedan komad namirnice N; ne smijemo dijeliti na manje dijelove.
Napokon, vrijednost x; komada namirnice N; iznosi 48 - x; kn, pa su vrijednosti funkcije fi,

zapravo, optimalne ukupne vrijednosti dobivene ukoliko se u naprtnjacu kapaciteta s stavljaju
iskljucivo komadi namirnice N;.

Budu¢i da su zadane jedinicne mase namirnica viSekratnici broja 0.5, vrijednosti funkcije f
ra¢unamo za sve viSekratnike toga broja koji nisu ve¢i od kapaciteta naprtnjace, tj. 10. Tako
redom imamo:

fi0)=  max (48-x)= . r?a’%o 2}(48-x1) = 0r£1a§0(48-x1) =48 .0=0:;

()leSmjn{E,Z yel vel

xEZ

£1(0.5) = max (48-x)= max (48-x,)=48 - 0=0;

. {0. 0<x,<0.2
()leSmm{E,Z} xlei

x€eZ
f(l) = max  (48-x,)= max (48-x,)=48 - 0=0;
()leSmin{E,z SISEXiSOA
x€EZ ’
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£i(1.5) = (48-x) = max (48-x)=48 - 0=0;
0<xl<mm{% 2} xlez
x€EZ
hH@2)= (48-x,) = max (48 x)=48-0=0;
0<xl<mm{g 2 2; Z<
xEZ ’
fi(2.5) = X (48-x)) = max(48 x,)=max {48 -0,48 - 1} =48.
z;xéjmm{g 2 xlez
fi(3) = (48-x) = max (48-x) = max {48 -0,48 - 1} = 48;
0<xl<mm{g 2 xlez
x€EZ
f1(3.5) = (48-x) = max (48-x)= max {48 - 0,48 - 1} = 48;
0<xl<mm{g 2} Slexi
xEZ
fid) = (48-x)= max (48-x) = max {48 - 0,48 - 1} = 48;
0<xl<mm{g 2 Slexi
xeZ
fi(4.5) = (48-x) = max (48-x)= max {48 -0,48 - 1} = 48;
0<xl<mm{g 2} Slexi
xEZ
H) = (48-x)) = max(48 x,)=max {48 -0,48 - 1,48 - 2} =96.
0<xl<mm{g 2 xlez
x€EZ

Bududi da za svaki s € {5,5.5,6,6.5,7,7.5, 8, 8.5, 9, 9.5, 10} vrijedi jednakost
s
min { —, 2} =2,
{ 2.5 }

odatle slijedi da za svaki s € {5.5,6,6.5,7,7.5,8,8.5,9,9.5, 10} vrijedi jednakost

fi(s) = fi(5) = 96.

U drugoj fazi rjeSavanja razmatramo sluc¢aj kad u naprtnjacu kapaciteta s moZemo staviti
samo raspoloZive vrijednosti namirnica N; i N,. Razmi§ljamo na sljedeci nacin:

Pretpostavimo da u naprtnjacu kapaciteta s stavljamo x, komada namirnice N>. Analogno kao
i u prvoj fazi zaklju€ujemo da je najve¢a moguca vrijednost varijable x, manji od brojeva

% 12, tj. min {%, 2}. Ukupna masa x; komada namirnice N, iznosi 1.5 - x; kg, pa u

naprtnjau moZemo staviti jo§ najviSe s — 1.5 - x» kg namirnice N,. Optimalna vrijednost
s — 1.5 - x, namirnice N,, prema definiciji funkcije fi, jednaka je fi(s — 1.5 - x»), pa ukupna

vrijednost svih stavljenih namirnica iznosi 51 - x> + fi(s — 1.5 - x») kn. Definiramo realnu
funkciju f; s:

© mr.sc. Bojan Kovacié¢, visi predavac 45



Operacijska istrazivanja - skripta

f)= max  [51-x,+ fi(s—1.5-x,)].
0<x,<min %2

X€ZL

Vrijednosti funkcije fo su optimalne ukupne vrijednosti namirnica N; i N, stavljenih u
naprtnjacu kapaciteta s. I vrijednosti ove funkcije raunamo za svaki s € {0.5 - k: k € [20]},
pa redom dobivamo:

fO)=  max  [SI-x,+£0-15x)]=max [SI-x,+ £,(0-1.5-x,)] =51 - 0+ A0 - 1.5 -

0<x, Smin{G,Z X,EZL

£0)=0+£(0)=0+0=0;
£05)=  max [Sl-x+£(0.5-15-x)] = max [S1-x, + £,(0.5-1.5-x,)] =51 - 0 + /(0.5

0<x,<min{—>,2 0<x, <=
2 15 3

XeZ X,EZL
-15-00=0+£1(05)=0+0=0;
A= max  [Slx+f(1-15-x)] = max [S1-x, + f;(1-1.5-x)] =51 -0+ /i1 = 1.5 -

0<x,<min{ —,2 0<x, <=
- 1.5 3

XeZ X,EZL
-0)=0+£1(1)=0+0=0;
£(1.5)= max [51-x2+f1(1.5—1.5-x2)]:£1<1a§1[51-x2+f1(1.5—1.5-x2)] =max {51 -0 +

. |15
0<x, <min G,Z XEL

X€ZL
+fi(1.5-15-0),51-1+£(1.5-15-1)} =max {0+ fi(1.5), 51 + fi(0)} =max {0+ 0,51 +
+0} =51;
H(2) = maf [51-x,+ £,2=1.5-x,)] = max [S1-x, + f,(2~1.5-x,)] =max {51 -0 +fi(2
0<x, <min G,2 ()gx2g§

XeZ X,EZL
-15-0),51-1+f(2-15-1)} =max {0+ fi(2), 51 + £1(0.5)} =max {0+ 0,51 + 0} =51;
f(2.5) = max [51-x2+f1(2.5—1.5-x2)]: ma§[51-x2+f1(2.5—1.5-x2)] =max {51 -0

0<x,<min{ —=,2 0<x, <=
- 1.5 3

XeZ X€Z
+f125-15-0),51 - 1 +£i(25-1.5 1)} =max {0+ £1(2.5), 51 + fi(1)} = max {0 + 48, 51
+0} =51;
fB) = max  [Slx,+fi3-15x)]=max[Sl-x, + £,(3-1.5-x,)] = max {51 - 0 + A3

0<x, Smin{g,Z X,EZL

X€Z
-15-0),51-1+/AB-15-1),51-2+f(3-1.5-2)} =max {0+ £1(3), 51 + fi(1.5), 102 +
+ f1(0)} = max {0 +48,51 +0, 102+ 0} =102;
£B35= max  [51-x,+[35-15 %)= max[51-x, + £,3.5-1.5-x,)] = max (51 -0+

. |35
0<x, Smm{g,Z XEZL

X€ZL
fiB5-15-0),51 -1 +£AB5-15-1),51 -2+£(35-15-2)} =max {0+ £(3.5), 51 +
f1(2), 102 + £1(0.5)} = max {0+ 48,51 +0, 102 + 0} = 102;
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L@ = [51 x,+ f,(4-1.5- xz)] max[Sl x,+ f,(4-1.5- xz)] =max {51 -0+ fi(4

0<x, <mm{g 2 x2€Z

~15- 0), 51-14fi(4—1.5-1),51 -2+ fi4—1.5-2)} = max {0+ /i(4), 51 + £i(2.5), 102 +
fi(1)} = max {0+48, 51 +48, 102 + 0} = 102;
f4.5) = [51-x, + /,(45-15-x,)] = max [S1-x, + f,(4.5-1.5x,)] = max {51 -

0<x, <mm{G 2 x2€Z

+f1(4.5— 15:0),51 - 1 +£i(45-15-1),51 - 2+ fi(d.5— 1.5 - 2)} = max {0 + fi(4.5), 51 +
+£3), 102 + £i(1)} = max {0 + 48, 51 + 48, 102 + 0} = 102;
A5) = (51, + £,(5-1.5-x,)] = max [S1-x, + f,(5—15-x,)] = max (51 - 0 + fi(5

0<x, <mm{g 2 X2€Z

X€Z
-15-0),51-1+£A05-15-1),51 -2+f£i(5-1.5-2)} =max {0 + £i(5), 51 + £1(3.5), 102 +
+ f1(2)} = max {0+ 96,51 + 48,102+ 0} = 102;
£(5.5) = [51x,+ £,(5.5-1.5 ;)] = max [S1-x, + £,(5.5-1.5-x,)] = max {510 +

0<x, <mm{ﬁ 2 x eZ

+f1(5.5— 15-0),51-1+£(5.5-15-1),51 -2+ £(5.5-1.5-2)} = max {0+ £i(5.5), 51 +
+£i(4), 102 + £1(2.5)} = max {0 + 96, 51 +48, 102 + 48} = 150;
f(6) = [51-x,+/,(6-15-x)] = max [S1-x, + /,(6-1.5-x,)] = max {51 - 0 +

0<x, <mm{g 2 x2€Z

+A6-15-0),51-1+£(6—1.5-1),51 -2+ £i(6— 1.5 -2)} = max {0 + £i(6), 51 +fi(4.5),
102 + £i(3)} = max {0 + 96, 51 + 48, 102 + 48} = 150;
£(6.5) = [51x, +/,(6.5-1.5-x,)] = max [S1-x, + f,(6.5-1.5-x,)] = max (510 +

0<x, <mm{ﬁ 2 x2€Z

X,€Z
+f1(6.5-15-0),51 - 1 +f1(65-15-1),51 -2+ f1(6.5-1.5-2)} = max {0 + f1(6.5), 51 +
+ f1(5), 102 + £1(3.5)} = max {0 + 96, 51 + 96, 102 + 48} = 150;
() = [51-x,+ £1(7-1.5-x,)] = max [S1-x, + f;(7-1.5 ;)] = max {51 - 0 +

0<x, <mm{g 2 x2€Z

X€Z
+A(T-15-0),51-1+A7T-15-1),51 -2+ A(7-1.5-2)} = max {0+ fi(7), 51 + £i(5.5),
102 + fi(4)} = max {0 + 96, 51 + 96, 102 + 48} = 150;
f(1.5) = [51-x,+ £(7.5-1.5x,)] = max [S1-x, + ,(7.5-1.5-x,)] = max {510 +

0<x, <mm{ﬁ 2 x2€Z

X€Z
+fi(7.5-15-0),51 -1 +f1(7.5-15-1),51 -2+ fi(7.5-1.5-2)} = max {0 + f1(7.5), 51 +
+ £1(6), 102 + £1(4.5)} = max {0 + 96, 51 + 96, 102 + 48} = 150;
£(8) = [51-x,+ fi8=1.5-x,)] = max [51-x, + £;8-1.5-x,)] = max {51 - 0 +

0<x, <mm{g 2 x2€Z

X,€Z

+/i@8—-15-0),51-1+f(@-15-1),51 -2+ £1(8—1.5-2)} =max {0+ f1(8), 51 + f1(6.5),
102 + £i(5)} = max {0+ 96, 51 + 96, 102 + 96} = 198;
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£BS5) = max  [Slx+f8-15-x)]=max[51-x, + £,8-1.5-x,)] = max {51 - 0 +

0<x, Smin{g,Z xeZ

X€Z
+£i(85-15-0),51 - 1+£i(85-15-1),51 -2+ £i(8.5-1.5-2)} =max {0+ £1(8.5), 51 +
+ £i(7), 102 + £1(5.5)} = max {0 + 96, 51 + 96, 102 + 96} = 198;
£0O9) = max [51-x2+f1(9—1.5-x2)]zgaé[Sl-x2+ﬁ(9—l.5-x2)] = max {51 - 0 +

0<x, Smin{E,Z el

X€Z
+£0O9-15-0),51-1+£0O-15-1),51-2+£(9—-1.5-2)} =max {0+ f1(9), 51 + fi(7.5),
102 + f1(6)} = max {0+ 96,51 + 96, 102 + 96} = 198;
f£09.5)= max [51-x2+f1(9.5—1.5-x2)]z(glaé[Sl-xZ+f1(9.5—1.5-x2)] =max {51 -0+

0<x, Smin{S,Z el

X,€Z
+f1(9.5-15-0),51 -1 +£1(95-15-1),51 -2+ £i(9.5-1.5-2)} =max {0+ £1(9.5), 51 +
+ £(8), 102+ £i(6)} = max {0 +96, 51 + 96, 102 + 96} = 198:
£(10) = max [51-x2+ﬁ(10—1.5-x2)]:(21a§2[51-x2+f1(10—1.5-x2)] = max {51 - 0 +

0<x, Smin{E,Z xyeZ

X,€Z
+£(10-15-0),51 - 1 +£(10-1.5-1),51 -2+ f,(10 - 1.5 - 2)} = max {0 + fi(10), 51 +
+£(8.5), 102 + £1(6.5)} = max {0+ 96,51 + 96, 102 + 96} = 198.

Napokon, u tre¢oj fazi razmatramo slucaj kad u naprtnjacu kapaciteta s stavljamo sve tri
raspoloZive vrste namirnica. Analogno kao i u drugoj fazi razmisljamo na sljedec¢i naCin:
Pretpostavimo da smo u naprtnjau kapaciteta s stavili ukupno x3 komada namirnice Ns.

Najve¢a moguca vrijednost varijable x3 je manji od brojeva % i3, tj. min{ %, 3}. Ukupna

masa x3 komada namirnice N je 2 - x3 kg, pa u naprtnjatu mozemo staviti joS najvise s — 2 - x3
kg namirnica N; i N>. Prema definiciji funkcije f>, optimalna vrijednost s — 2 - x3 kg namirnica
Ni 1 N, iznosi fo(s — 2 - x3), pa ukupna vrijednost svih stavljenih namirnica iznosi 45 - x3 +

+ fo(s — 2 - x3). Definiramo realnu funkciju

f(s) = ma? [45-x,+ f,(s—2-x;)]
0<x;<min %,2

X3EL

Cije su vrijednosti optimalne ukupne vrijednosti svih triju vrsta namirnica stavljenih u
naprtnjacu kapaciteta s. Optimalna vrijednost koja je rjeSenje postavljenoga problema jednaka
je f3(10), paje:

fA0) = max  [45-x+ £,(10-2-x)]= max [45-x, + £,(10-2-x,)] = max {45 - 0+ f>(10

0<x3 Smin{?,Z xeZ

X3€L
-2-0),45-1+£(10-2-1),45 -2+ f,(10-2 - 2)} =max {0 + £2(10), 45 + £2(8), 90 + f2(6) }
= max {0 + 198, 45 + 198, 90 + 150} = 243.
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(Za vjezbu izracunajte vrijednosti funkcije f5 za svaki s € {0.5 - k: k € [19]}.)

Time smo izraCunali pripadnu optimalnu vrijednost namirnica koje tvore optimalan izbor i
ona iznosi 243 kn. Pogledajmo sada kako iz dobivenih rezultata moZemo "ocitati" pripadni
optimalan izbor namirnica.

Vrijednost f3(10) = 243 dobivena je kao zbroj 45 + 198, odnosno kao zbroj 45 + f£o(8),
odnosno kao zbroj 45 - 1 + f,(10 — 2 - 1). Odavde "ocitavamo" da je pripadna optimalna

vrijednost varijable x; jednaka x; = 1, tj. u naprtnjacu trebamo staviti jedan komad namirnice
Ns.
Vrijednost f>(8) = 198 dobivena je kao zbroj 102 + 96, odnosno kao zbroj 102 + fi(5),

odnosno kao zbroj 51 - 2 + fi(8 — 1.5 - 2). Odavde ocitavamo da je pripadna optimalna

vrijednost varijable x, jednaka x, = 2, tj. u naprtnjau trebamo staviti dva komada namirnice
N>.
Vrijednost fi(5) = 102 dobivena je kao umnoZzak 48 - 2, pa je pripadna optimalna vrijednost

varijable x; jednaka x, =2, tj. u naprtnjacu trebamo staviti dva komada namirnice N;.

Dakle, traZeni optimalan izbor namirnica je: po 2 komada svake od namirnica N, i N,, te jedan
komad namirnice Ns. Pripadna optimalna vrijednost tih namirnica iznosi 243 kn, a njihova

ukupna masa 2 - 2.5 +2 - 1.5 + 1 - 2 = 10 kg. Toliki je i kapacitet naprtnjace, pa smo
optimalnim izborom namirnica potpuno ispunili naprtnjacu.

RjeSenje pomocu programa Wingsb: Postupak rjeSavanja analogan je onima opisanima u
rjeSenjima prethodnih primjera. Nazovimo problem koji rjeSavamo Primjer 5, a kao ukupan
broj razli¢itih vrsta namirnica upiSimo 3.

U drugi stupac tablice za unos polaznih podataka upiS§imo redom nazive namirnica: N1, N2 i
N3.

U tre¢i stupac upiSimo raspoloZive koli¢ine namirnica: 2, 2 i 3.

U Cetvrti stupac upiSimo jedini¢ne mase namirnica: 2.5, 1.5 1 2.

U peti stupac upiSimo odgovaraju¢e komponente funkcije cilja: 48*X, 51*X 1 45*X.

Kao kapacitet naprtnjace (Capacity) u posljednji redak upisimo 10.

Pokrenimo proceduru Solve and Analyze.

U drugom stupcu dobivene tablice nalazi se koliina svake pojedine namirnice koja tvori
optimalan izbor. Ti su brojevi redom jednaki 2, 2 i 1, pa zakljucujemo da traZeni optimalan
izbor tvore po dva komada svake od namirnica N; i N, te jedan komad namirnice Nj.
Pripadna ukupna masa iznosi to¢no 10 kg, pa je kapacitet ostatka naprtnjace jednak 0, tj.
naprtnjac¢a je potpuno ispunjena. Optimalna ukupna vrijednost svih stavljenih namirnica
iznosi 243 kn.
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Zadaci za viezbu:

1. Na raspolaganju nam je vrecica kapaciteta 2 kg, te po to¢no jedan komad svake od
sljede¢ih namirnica: kruh, pasteta od tune, keksi, Cokoladno mlijeko i sok od naranc¢e. Podaci
o0 jedini¢noj masi i jedini¢noj cijeni svake pojedine namirnice navedeni su u sljedecoj tablici.

namirnica Jjedinicna masa [g] | jedinicna cijena [kn]
kruh 500 4
pasteta 100 17
keksi 350 12
¢okoladno mlijeko 1000 10
sok od narance 1500 8

Treba odabrati namirnice $to vece vrijednosti tako da njihova ukupna masa ne bude veca od
kapaciteta vrecice.

a) Formirajte odgovaraju¢i matematicki model, pa "klasicno" i pomoc¢u programa Wingsb
odredite optimalan izbor namirnica i pripadnu optimalnu ukupnu vrijednost.

b) RijeSite a) podzadatak uz dodatan uvjet da u vrecicu obavezno treba staviti sok od narance.

2. Snjeguljica se sprema oti¢i na plazu Raj na zemlji, pa bira Sto ¢e sve ponijeti. Na
raspolaganju ima po jedan komad svakoga od sljedeca cCetiri predmeta:

predmet Jjedinicna masa [kg] | jedinicna vrijednost [n.j]
suncane naocale 0.05 50
kupadi kostim 0.3 450
ru¢nik 04 520
termos-boca 0.25 100

Buduc¢i da ¢e na plazu obavezno ponijeti i neke druge predmete (npr. medunarodno priznate
popularno-znanstvene Casopise Extra i Story), Snjeguljica je unaprijed odlucila da ¢e ponijeti
najvise 0.5 kg svih gore navedenih predmeta.

a) Formirajte odgovaraju¢i matematicki model, pa "klasicno" i pomoc¢u programa Wingsb
odredite optimalan izbor predmeta i pripadnu optimalnu ukupnu vrijednost.

b) RijeSite a) podzadatak uz dodatan uvjet da Snjeguljica na plazu obavezno mora ponijeti
kupaéi kostim.

3. Na raspolaganju nam je proizvoljan broj svake od triju razli¢itih vrsta namirnica: N;, N, i
N3, te torba kapaciteta 20 kg. Podaci o jedini¢noj cijeni i jedinicnoj masi svake pojedine
namirnice navedeni su u sljede¢oj tablici.

namirnica | jedinicna cijena [n.j.] | jedinicna masa [kg]
Ni 15 7
N, 5 5
N3 6 4

Treba odabrati namirnice §to ve¢e ukupne vrijednosti tako da njihova ukupna masa ne bude
veca od kapaciteta torbe.

a) Formirajte odgovaraju¢i matematicki model, pa "klasicno" i pomoc¢u programa Wingsb
odredite optimalan izbor namirnica i pripadnu optimalnu ukupnu vrijednost.
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b) RijeSite a) podzadatak uz dodatan uvjet da u torbu treba staviti tono jedan komad
namirnice N.

¢) Koriste¢i program Wingsb rijeSite a) podzadatak uz dodatan uvjet da u torbu treba staviti
barem jedan komad namirnice N.

4. Na raspolaganju su nam to¢no 2 komada svake od namirnica N, i N3, tocno 3 komada svake
od namirnica N, i N4, te naprtnjaca kapaciteta 20 kg. Podaci o jedini¢noj masi i jedinicnoj
cijeni svake pojedine vrste namirnica zadani su u sljedecoj tablici.

namirnica | jedinicna masa [kg/kom.] | jedinicna cijena [kn/kom.]
Ni 6 6
N, 8 8
N3 5 5
Ny 7 7

Treba odabrati namirnice §to ve¢e ukupne vrijednosti tako da njihova ukupna masa ne bude
veca od kapaciteta naprtnjace.

a) Formirajte odgovaraju¢i matematicki model, pa "klasicno" i pomoc¢u programa Wingsb
odredite optimalan izbor namirnica, te pripadnu optimalnu ukupnu vrijednost.

b) RijeSite a) podzadatak uz dodatni uvjet da u naprtnjac¢i mora biti to¢no jedan komad
namirnice N;.

¢) Rijesite a) podzadatak uz dodatni uvjet da u naprtnjaci mora biti sva raspoloZiva koli¢ina
namirnice Ns.

5. Na raspolaganju nam je vozilo maksimalne nosivosti 2 t. U vozilo treba utovariti ukupno
10 razli¢itih vrsta namirnica tako da njihova ukupna vrijednost bude Sto veca. Niti jedan
komad bilo koje namirnice nije dozvoljeno dijeliti na manje dijelove. Podaci o jedin¢noj
cijeni i jedini¢noj masi svake pojedine namirnice navedeni su u donjoj tablici.

namirnica | komada | jedinicna masa [kg] | jedinicna cijena [kn]

Ni 200 2 10.5
N, 400 1 4.5

N3 150 1.5 8.75
Ny 300 0.5 9.5

Ns 400 2.5 5.25
Ns 500 1.5 9.75
N, 300 2.5 9.25
Ng 450 0.5 7.5

Ny 350 2 11.25
Nio 250 1 6.75

a) Formirajte odgovaraju¢i matemati¢ki model, pa pomocu programa Wingsb odredite
optimalan izbor namirnica, njihovu pripadnu optimalnu ukupnu vrijednost, te postotak
iskoriStenosti nosivosti vozila nakon utovara optimalnoga izbora namirnica.

b) RijeSite podzadatak a) uz dodatni uvjet da se u vozilo moraju utovariti svi raspoloZivi
komadi namirnice N>.

¢) Rijesite podzadatak a) uz dodatni uvjet da se u vozilo mora utovariti to¢no 100 komada
namirnice N4 i to¢no 200 komada namirnice Ns.
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6. Pet razlicitih datoteka treba presnimiti s ¢vrstoga diska na praznu disketu memorijskoga
kapaciteta 1.44 MB. Podaci o veli¢ini svake datoteke i najkraéem vremenu potrebnom za
njezino presnimavanje na disketu zadani su u sljedecoj tablici.

datoteka | velicina [kB] | najkrace vrijeme presnimavanja [s]
D, 468 7
D, 106 3
D5 570 9
Dy 757 11
Ds 816 13

Treba naci izbor datoteka ¢ija ukupna veli¢ina ne¢e premasiti memorijski kapacitet diskete
tako da vrijeme presnimavanja svih izabranih datoteka bude §to dulje. Nije dozvoljeno
presnimavanje dijela bilo koje datoteke.

a) Formulirajte odgovaraju¢i matemati¢ki model, pa odredite optimalan izbor datoteka,
pripadno optimalno ukupno vrijeme presnimavanja i koliko ¢e memorijskoga prostora ostati
na disketi nakon presnimavanja optimalno izabranih datoteka.

b) Rijesite a) podzadatak uz dodatni uvjet da se na disketu obavezno mora presnimiti datoteka
D,.

¢) Rijesite a) podzadatak uz dodatni uvjet da se na disketu obavezno mora presnimiti datoteka
najvece veli€ine.

7. Interpretirajte sljedece optimizacijske probleme kao odgovaraju¢e probleme naprtnjace pa
ih rijesite "klasi¢no" i pomocu programa Wingsb:

a) maksimizirati f(x;, X3, x3, x4) =10 - x; +7 - xp +25 - x3+24 - x4
pod uvjetima
2-x1+x+6-x3+5 -)C4§7,

X1, X2, X3, X4 € {0, 1};
b) maksimizirati f(x;, X3, x3, x4) =10 - x;+7 - xo +25 - x3+24 - x4
pod uvjetima

2-x1+x0+6-x3+5 x4 <7,

X1, X2, X3, X4 € N

c) maksimizirati f(x1, x2, x3, x4) =10 - x1+7 - x2 +25 - x3+24 - x4
pod uvjetima
2-x1+x+6-x3+5 cxy <77

0<x<2,0<x<3,

X1, X2, X3, X4 € N;
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1.3. Problem jednostavne razdiobe ulaganja

Radi kracega i jednostavnijega zapisa, ozna¢imo:
[7]o=1{0,1,2,...,n} =prvih n + 1 elemenata skupa No= {0, 1, 2, ...};
[n]={1,2, ..., n} = skup prvih n prirodnih brojeva.

Problem jednostavne razdiobe ulaganja opcenito podrazumijeva odredivanje razdiobe
odredenoga novcanoga iznosa na odredeni broj privrednih grana tako da ukupna ocekivana
neto—dobit nastala tim ulaganjima bude maksimalna. U ovu kategoriju pripada i problem
minimizacije troSkova proizvodnje: ako u jednakim vremenskim intervalima treba proizvesti
odredenu koli¢inu nekoga proizvoda i ako su poznati troSkovi proizvodnje u svakom
pojedinom intervalu, napraviti raspored proizvodnje tako da ukupni troSkovi budu minimalni.
Navedene probleme, njihovo matematicko modeliranje i rjeSavanje dinamickim
programiranjem opisujemo na sljede¢im primjerima.

Primjer 1. Uprava tvrtke "LopuZi¢ d.o.0." Zeli uloZiti najvise 8 n.j. u tri odjela tvrtke tako da
iznos svakoga pojedinoga uloga bude cjelobrojan, te da se u svaki odjel uloZi najvise 5 n.j.
(Dakle, moguce je da se u neki odjel ne uloZi niSta, kao i da se ne uloZi sav predvideni
kapital.) Kriterij za razdiobu ulaganja su ostvarene neto—dobiti u pojedinim odjelima koje
linearno ovise o iznosima uloZenoga kapitala. UloZi li se po 1 n.j. u svaki odjel, prvi odjel
ostvarit ¢e neto—dobit od 4 n.j., drugi odjel neto—dobit od 5 n.j., a tre¢i odjel neto—dobit od 2
n.j. Formirajmo odgovaraju¢i matematicki model, pa odredimo optimalan iznos ulaganja u
svaki odjel tako da ukupna neto—dobit bude maksimalna.

Matematicki model: Za svaki i € [3] oznaCimo s x; iznos ulaganja u i — ti odjel. Ukupna neto—
dobit D(xi, x2, x3) nastala tim ulaganjima iznosi

D(x1, x2,x3) =4 - x1+5-x+2 - x3.
Stoga je matematicki model promatranoga problema:
maksimizirati D(xy, X2, x3) =4 - x1+5 -0 +2 - x3
pod uvjetima

X1+x+ x3 < 8
X1, X2, X3 € [S]o.

"Klasicno" rjeSenje: Osnovna ideja je podijeliti problem u tri faze tako da se, za svaki i € [3],

u i — toj fazi rjeSavanja promatra ulaganje kapitala u odjele 1, ..., i tako da se u izraCunima u
svakoj pojedinoj fazi koriste optimalne vrijednosti dobivene u prethodnim fazama. Radi
kracega zapisa, ozna¢imo C = [8]p.

Dakle, u prvoj fazi odredujemo optimalnu neto—dobit kad se sav kapital ulaZe samo u prvi
odjel. Uz ulaganje 1 n.j. u prvi odjel ostvaruje se neto—dobit od 4 n.j., pa ¢e za ulog od x; n.j.

ostvarena neto—dobit biti 4 - x; n.j. Primijetimo da, zbog uvjeta zadatka, ne znamo to¢an iznos

ukupno uloZenoga kapitala, nego znamo jedino da je taj iznos neki prirodan broj najvise
jednak 8. Ekvivalentno, ukupni uloZeni kapital je neki element skupa C, ali ne znamo koji je
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to tocno element. Stoga za svaki element ¢ € C racunamo vrijednosti realne funkcije fi

definirane s:
file)=4-c.

Te su vrijednosti, zapravo, optimalne neto—dobiti u slucaju ukupan kapital od ¢ n.j. ulazemo
samo u prvi odjel. Odmah napomenimo da za vrijednosti ¢ € C takve da je ¢ > 5 stavljamo

Ji1(s) = fi(5) jer ukupno ulaganje u prvi odjel ne moZe biti strogo vece od 5 n.j. Tako redom
dobivamo:

fi0)=4-0=0;
fill)=4-1=4,
fiR)=4-2=8,
fiG)=4-3=12,
fid)=4-4=16,
fi5)=4-5=20,
fi(6)=4-5=20,
fi7)=4-5=20,
fi(®) =4-5=20,

U drugoj fazi razmatramo slucaj ulaganja ukupnoga kapitala samo u prvi i drugi odjel.
Razmisljamo ovako:

Pretpostavimo da ukupno ulaZzemo ¢ n.j., pri ¢emu je ¢ € C. Za svaki i € [2] ozna¢imo s x;
iznos koji ulaZemo u i — ti odjel. Tada mora vrijediti jednakost

X1 +x2=c,
iz koje je
X1 =c—X.

Neto—dobit koju ¢e ostvariti drugi odjel iznosi 5 - x; n.j., a optimalna neto—dobit koju ce
ostvariti prvi odjel, prema definiciji funkcije fi, iznosi fi(x1), j. fi(c — x2) n.j. Stoga za svaki
element ¢ € C ra¢unamo vrijednosti realne funkcije f> definirane s:

FO= max (554 fe )]
nez

Te su vrijednosti, zapravo, optimalne neto—dobiti ukoliko ukupni kapital od ¢ n.j. uloZimo
samo u prvi i drugi odjel. Uvjeti pri kojima odredujemo maksimum posljedica su ¢injenica da
iznos x» mora biti cjelobrojan i ne smije premasiti niti ukupni kapital od ¢ n.j., niti 5. n.j.
Imamo redom:
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f2(0) = o Igla)s{os}[Swz+f1(0—x2)]z(glaz%[5~x2+fl(0—x2)] =5-0+£1(00=0+0=0;
Xzezz_mm s <x,<

A= n<1ax{15}[5-x2+ﬁ(1—x2)]=(1)naxl[5-x2+f1(1—x2)] = max {5-0+fi(1-0),5 -1+
Xz_exzz_mm s <x,<

+fil-1)} = max {0+ £i(1),5+£1(0)} =max {0+4,5+0} =5;

H2)= Izlax{zs}[S-xz+f1(2—x2)]=3nax2[5-x2+fl(2—x2)] = max {5-0+£i(2-0),5 -1+
Xz_exzz_mm R <x <

+AQ2=1),5-2+A2=2)} = max {0 +£(2), 5 +£i(1), 10+ £i(0)} = max {0+ 8,5 +4, 10 +
0} = 10;

HOES rzlax{”}[S-xz+f1(3—x2)]=£nax3[5-x2+f1(3—x2)] = max {5-0+£(3-0),5-1+
Xz_exzz_mm R <x,<

+fi3-1),5-2+f(3-2),5-3+£(B-3)} = max {0+ £i(3), 5 + f1i(2), 10 + fi(1), 15+
+ fi(0)} =max {0+ 12,5+8,10+4,15+0} =15;

fr(4) = . 111213{45}[5-)5+f1(4—x2)]=(gla§4[5-x2+fl(4—x2)] = max {5-0+fi(4-0),5 -1+
+fi4-1),5-2+fi(4-2),5-3+fi(4-3),5-4+fi(4-4)} = max {0+ £i(4),5+fi(3), 10 +
fi(2), 15 + fi(1),20+ f1(0)} =max {0+ 16,5+ 12,10+ 8, 15+ 4,20+ 0} = 20;

A= rgax{ss}[s-xz+Jq(5—x2)]=(gla§[5-x2+f1(5—x2)] = max {5-0+£(5-0),5-1+
Xz_exzz_mm s <x,<

+A6-1),5-2+£(5-2),5-3+/(5-3),5-4+/05-4),5-5+fi(5-5)} = max {0+

f1(5), 5 + fi4), 10 + 1(3), 15 + fi1(2), 20 + fi(1), 25 + £1(0)} = max {0 + 20,5 + 16, 10 + 12,
15+8,20+4,25+ 0} =25;

f6)= rgax{“}[s-xz+ﬁ(6—x2)]=(glax5[5-x2+f1(6—x2)] = max {5-0+£(6-0),5-1+
Xz_exzz_mm R <x, <

+fi(6-1),5-2+f1(6-2),5-3+f(6-3),5-4+£(06-4),5-5+fi(6-5)} = max {0+

+ £1(6), 5 + fi(5), 10 + fi(4), 15 + £i(3), 20 + fi(2), 25 + fi(1)} = max {0 + 20, 5 + 20, 10 +
+16, 15+ 12,20 + 8,25 +4} =29;

A= 111213{75}[5-)@+ﬁ(7—x2)]=(gla§5[5-x2+fl(7—x2)] = max {5-0+£(7-0),5-1+
+ AT -1,5-2+f(7-2),5-3+f/(7-3),5-4+fi(7-4),5-5+fi(7-5}= max {0+

+ fi(7), 5 + f1(6), 10 + £i(5), 15 + fi(4), 20 + f1(3), 25 + f1(2)} = max {0 + 20, 5 + 20, 10 +
20,15+16,20+ 12,25 + 8} =33;

f®) = rgax{“}[s-xz+Jq(8—x2)]=(g1a§[5-x2+f1(8—x2)] = max {5-0+/(8-0),5-1+
Xz_exzz_mm R <x,<

+A8-1),5-2+fi(8-2),5-3+£(8-3),5-4+£8—-4),5-5+fi(8-5)} = max {0+
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+ £1(8), 5 + fi(7), 10 + f1(6), 15 + £i(5), 20 + fi(4), 25 + f1(3)} = max {0 + 20, 5 + 20, 10 +
20, 15+20,20+ 16,25 + 12} = 37.

Dobiveni rezultat smo mogli i unaprijed predvidjeti tzv. "pohlepnim" principom: uzmemo
najve¢i moguci kapital i uloZimo najviSe Sto moZemo u profitabilniji od dvaju odabranih
odjela, a ostatak potom u manje profitabilan odjel. U ovom slucaju to znaci da ulazemo svih 8
n.j. tako da 5 n.j. uloZimo u drugi (profitabilniji) odjel, a ostatak od 8 — 5 = 3 n.j. u prvi odjel,

pa ¢e ukupna optimalna neto—dobitbiti 5 - 5 +4 - 3 =37 n.j.

U trecoj fazi razmatramo ulaganje kapitala u sva tri odjela. Razmisljamo analogno kao u
drugoj fazi:

Pretpostavimo da ulaZemo ¢ n.j. pri ¢emu je ¢ € C. Za svaki i € [3] ozna¢imo s x; iznos
uloZen u i — ti odjel. Tada mora vrijediti jednakost

X1 +XxX2+Xx3=0C,
iz koje je
X1+ X2 =C— X3.

Neto—dobit koju ¢e ostvariti tre¢i odjel iznosi 2 - x3 n.j., a optimalna neto—dobit koju ce
ostvariti prvi i drugi odjel zajedno, prema definiciji funkcije f>, iznosi fo(x; + x2) n.j., odnosno
J2(s — x3) n.j. Stoga za svaki element ¢ € C raCunamo vrijednosti realne funkcije f3 definirane s

A= max 25+ 0-%)]
X3€Z

Te su vrijednosti, zapravo, optimalne neto—dobiti ukoliko ukupni kapital od ¢ n.j. uloZimo u
sva tri odjela. Uvjeti pri kojima odredujemo maksimum posljedica su €injenica da iznos x3
mora biti cjelobrojan i ne smije premasiti niti ukupni kapital od ¢ n.j., niti 5. n.j. Imamo
redom:

HO)= rgax{os}[z-x3+f2(0—x3)]=£na)%[2-x3+f2(0—x3)] =2-0+/£(0)=0+0=0;
Xz_e)c%_mm R <x3<

A= rgax{ls}[z-x3+f2(1—x3)]=0max1[2-x3+f2(1—x3)] = max {2-0+/1-0),2-1+
Xz_e)c%_mm R <x3<

+H(1-1)} = max {0+ £>(1),2+f2(0)} =max {0+5,2+0} =5;

A= rzla)i”}[z-)%+f2(2—x3)]=gnax2[2-x3+f2(2—x3)] = max {2-0+£2-0),2 1+
Xz_e)c%_mm R <x3<

+£H2-1),2-2+£2-2)} = max {0+ £2), 2+ f(1),4+ £2(0)} =max {0+ 10,2 +5,4 +
+0}=10;
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H3) = o rzlax{”}[l)g+f2(3—x3)]=gnax3[2-x3+f2(3—x3)] =max {2-0+H3-0),2 -1+
Xz_e)c%_mm s <x3<

+£GB-1),2-2+£(3-2),2-3+£(3-3)}= max {0+ £03),2+£(2),4+1(1),6+ £0)}
=max {0+15,2+4+10,4+5,6+0} =15;

fdy= | max [2-x+ f(d=x)]=max[2-x + (4= x)] = max 200+ £(A-0),2- 1+
Xz_e)c%_mm , <x3<

+HA4-1),2-24+£(4-2),2-3+f(4-3),2-4+/£(@-4)} = max {0+ £2(4),2+£:(3),4 +
£(2),6+ f>(1),8+ £(0)} =max {0+20,2+15,4+10,6+5,8+0} =20;

[ = rzlax{ss}[2-x3+f2(5—x3)]=£nax5[2-x3+f2(5—x3)] =max{2-0+/(5-0),2 -1+
Xz_e)c%_mm s <x3<

+H5-1),2-2+/(5-2),2-3+£05-3),2-4+H605-4),2-5+/£(5-5)} = max {0+

+5(5), 2+ ), 4+ H3), 6 + H(2), 8 +£(1), 10 + £(0)} = max {0+ 25,2 + 20,4 + 15,6 +
+10,8+5, 10 + 0} = 25;

fHO)= r?ax{()s}[2-x3+f2(6—x3)]=gnax5[2-x3+f2(6—x3)] = max {2-0+/(6-0),2 -1+
Xz_e)c%_mm R <x3<

+H06-1),2-2+/6-2),2-3+£6-3),2-4+/06-4),2-5+/f(6-5)}= max {0+

+56), 2+ H5), 4 + H@A), 6+ H3), 8+(2), 10+ H(1)} = max {0 +29,2 + 25,4 +20, 6 +
15,8 +10, 10 + 5} = 29;

K= r?ax{75}[2-x3+f2(7—x3)]=gnax5[2-x3+f2(7—x3)] = max {2-0+/(7-0),2 -1+
Xz_e)c%_mm R <x3<

F AT =10,2-2+HT-2),2-3+H7-3),2-4+H7T—-4),2-5+5(7-5)} = max {0+

+ £2(7), 2 + 2(6), 4 + £o(5), 6 + /2(4), 8+ 2(3), 10+ f2(2)} = max {0 +33,2+29,4+25,6+
+20,8+ 15,10+ 10} =33;

£(8) = . rzlax{ss}[2-x3+f2(8—x3)]=gnax5[2-x3+f2(8—x3)] = max {2-0+/A(8-0),2-1+
Xz_e)c%_mm s <x3 <

+H@8-1),2-2+/8-2),2-3+£-8-3),2-4+/-8-4),2-5+/(8~-5)}= max {0+

£(8), 2+ £(7), 4 + £2(6), 6 + /2(5), 8+ f2(4), 10 + (3)} =max {0+ 37,2 +33,4+29,6+25,
8+20,10+ 15} =37.

Optimalna vrijednost funkcije f; jednaka je 37 i postiZe se za ¢ = 8, Sto znaci da ¢emo najvecu
ukupnu neto—dobit ostvariti ulaganjem cjelokupnoga raspoloZivoga kapitala od 8 n.j.
Odredimo pripadne optimalne iznose ulaganja u svaki odjel.

Vrijednost f3(8) = 37 postiZe se kao zbroj 0 + 37, odnosno kao zbroj 0 + £5(8), tj. kao zbroj 2 -

- 0 + f2(8 — 0). Odatle "ocitavamo" da je optimalna vrijednost varijable x; jednaka x, = 0, pa
zakljuujemo da u tre¢i odjel ne ulaZzemo nista.
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Vrijednost f>(8) = 37 postiZe se kao zbroj 25 + 12, odnosno kao zbroj 25 + fi(3), tj. kao zbroj
5 -5+ £i(8 = 5). Odatle "o¢itavamo" da je optimalna vrijednost varijable x, jednaka x, = 5, pa

u drugi odjel ulazemo ukupno 5 n.j.

Vrijednost f1(3) = 12 postiZze se kao umnoZak 4 - 3, pa je optimalna vrijednost varijable x;

jednaka x; = 3, pau prvi odjel ulaZemo ukupno 3 n.j.

Prema tome, optimalan plan ulaganja je: uloziti svih 8 n.j. tako da se u prvi odjel uloZe 3 n.j.,
a u drugi odjel 5 n.j. (U tre¢i odjel nema nikakvih ulaganja). Pripadna optimalna neto—dobit
iznosi 37 n.j.

Dobivene rezultate moZemo pregledno prikazati sljede¢om tablicom:

STAO [ < A ] < A6 ] x
0] O 0 0 0 0 0
1] 4 1 5 1 5 0
2|1 8 2 10 | 2 10 | O
31 12 | 3 15 | 3 13 | 0
4116 | 4 | 20 (4] 20 | O
5020 5125|5125 |0
6|20 | 5129|5129 |0
7120 | 533|533 1|0
81 20 | 5137|537 |0

RjeSenje pomocu programa Wingsb: Navedeni problem moZemo shvatiti i kao sljedec¢i
zatvoreni problem naprtnjace:

Na raspolaganju nam je po 5 komada svake od triju vrsta namirnica: N;, N, i Ni, te
naprtnjaca kapaciteta 8 kg. Podaci o jedinicnoj cijeni i jedinicnoj masi svake namirnice
navedeni su u donjoj tablici.

namirnica | jedinicna cijena [n.j.] | jedinicna masa [kg]
Ni 4 1
N, 5 1
N3 2 1

Treba odabrati namirnice Sto vece ukupne vrijednosti tako da njihova ukupna masa ne bude
veca od kapaciteta naprtnjace. Formirajmo odgovarajuci matematicki model, pa odredimo
optimalan izbor namirnica i pripadnu optimalnu ukupnu vrijednost.

Ovako definiran problem ima isti matematicki model kao i polazni problem, ali s drugacijim
interpretacijama varijabli, funkcije cilja i uvjeta. Takvi se problemi nazivaju izomorfnima
(slicno kao izomorfni grafovi u teoriji grafova): njihovi matemati¢ki modeli su jednaki (i
rjeSavaju se istim metodama), a eventualne razlike su u numeri¢kim vrijednostima
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koeficijenata koji se pojavljuju u modelu'®, te interpretaciji ulaznih i izlaznih podataka. Jedan
od osnovnih zadataka operacijskih istraZivanja je klasificirati razmatrane probleme u klase
medusobno izomorfnih problema i naci algoritme za rjeSavanje problema svake pojedine
klase.

Rijesimo, dakle, navedeni problem pomocu programa Wingsb. Pokretanjem potprograma DP
odaberimo tip Knapsack Problem. Nazovimo problem koji ¢emo rjeSavati Primjer 1, t;.
upisimo:

Problem Title: Primjer 1
Number of Items: 3

Potom kliknimo na OK. U sljede¢em koraku unosimo ulazne podatke.

U drugi stupac (Iltem Identification) upisimo redom O1, O2 i O3 jer ¢e nam takve oznake na
kraju "otkriti" svotu uloZenu u svaki pojedini odjel.

U tre¢i stupac (Units Available) upisujemo najve¢i mogudi iznos koji moZe biti uloZen u svaki
pojedini odjel. Ti iznosi su jednaki 5, pa upisujemo: 5, 5, 5.

U cetvrti stupac (Unit Capacity Required) treba upisati koeficijente uz nepoznanice xi, x i x3
u uvjetu x; + x2 + x3 < 8. Oni su jednaki 1, pa u Cetvrti stupac upiSimo: 1, 1, 1. Istaknimo
odmah da su prigodom modeliranja problema jednostavne razdiobe ulaganja koeficijenti u
ovom stupcu uvijek jednaki 1, dok kod problema sloZene razdiobe ulaganja (obradenoga u
tocki 1.4.) ti koeficijenti op¢enito mogu biti i nenegativni realni brojevi razli€iti od 1.

U peti stupac (Return Function (X: Item ID)) upiSimo redom komponente funkcije cilja koje
se odnose na odjel iz pripadnoga retka. Tako u prvi redak toga stupca upiSimo 4*X, u drugi
5*X, autre¢i 2*X.

U posljednji redak pored natpisa Capacity= upiSimo ukupan iznos kapitala, tj. 8.

Ovime je unos ulaznih podataka zavrSen. Kliknimo lijevom tipkom miSa na izbornik Solve
and Analyze i1 odaberimo opciju Solve the Problem. Dobivamo izlaznu tablicu sa svim
potrebnim rezultatima.

1z trecega stupca (Decision Quantity (X)) o€itavamo optimalan iznos ulaganja u svaki pojedini
odjel: u prvi odjel (0)) treba uloZiti 3 n.j., u drugi odjel (02) 5 n.j., dok se u treci odjel (O3) ne
ulaZe nista. Optimalnu neto—dobit ocitavamo iz posljednjega retka (Total Return Value) i ona
iznosi 37. n.j.

Primjer 2. RijeSimo prethodni primjer uz dodatni uvjet da se u tre¢i odjel unaprijed mora
uloZiti 1 n.j., a ostatak kapitala optimalno raspodijeliti na sva tri odjela.

Unaprijed smo, dakle, donijeli odluku da u tre¢i odjel uloZimo 1 n.j., pa nam na raspolaganju
ostaje jo$ najviSe 8 — 1 =7 n.j. Stoga je novi matematicki model:

'® Izomorfni modeli se mogu razlikovati u vrijednostima koeficijenata, ali ne i u tipovima vrijednosti varijabli.
Npr. ako su u modelu A varijable nuzno cjelobrojne, a u modelu B nuZno realne, onda takvi modeli nisu
izomorfni. Sli¢no vrijedi i za tipove (ne)jednadzbi koje opisuju uvjete.
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maksimizirati D(xy, X2, X3) =4 - x1+5 -0 +2 - x3
pod uvjetima
Xi1+x2+ x357
X1, X2, X3 € [S]o.

"Klasicno" rjesenje: U ovom slucaju nema razloga ponovno provoditi sva razmatranja iz
rjeSenja Primjera 1. Naime, buducéi da preostalih 7 n.j. trebamo razdijeliti na sva tri odjela,
pripadna optimalna vrijednost jednaka je f3(7), gdje je f3 realna funkcija definirana u

"klasi¢nom" rjeSenju Primjera 1. Vrijednost f3(7) = 33 postize se za x, =5, x, =2 i x, =0, pa

je optimalan plan ulaganja: uloZiti svih 8 n.j., i to 5 n.j. u prvi odjel, 2 n.j. u drugi odjel i
(unaprijed odredenih) 1 n.j. u treci odjel. Optimalna ukupna neto—dobit iznosi f3(7) + 1 - 2 =
=33 +2=35n,j.

RjeSenje pomocu programa Wingsb: lako se na prvi pogled ¢ini da bismo ovdje mogli
primijeniti sfo—ako analizu i odmah dobiti rezultat, to nije tocno. Naime, zadavanje podataka
u okviru §to — ako analize podrazumijeva fiksiranje vrijednosti (barem) jedne varijable i
promjenu vrijednosti preostalih varijabli. Ukoliko bismo pokrenuli sto — ako analizu i u retku
lijeve tablice koji odgovara tre¢em odjelu (O;) upisali jedinicu, preostali iznos od 7 n.j.
rasporedivao bi se iskljufivo na prvi i drugi odjel, Sto ne odgovara polaznim uvjetima
problema (kapital od 8 — 1 = 7 n.j. treba rasporediti na sva tri odjela, a ne samo na prvi i
drugi). Stoga ovaj problem ne moZemo rijeSiti pomocu §to — ako analize, nego izmjenom
kapaciteta u posljednjemu retku tablice s ulaznim podacima: 8 treba zamijeniti sa 7.

Pokretanjem procedure Solve and Analyze dobiva se tablica iz Cijega treCega stupca (Decision
Quantity (X)) oCitavamo optimalan iznos ulaganja kapitala od 7 n.j.: u prvi odjel (O,) treba
uloZiti 2 nj., u drugi odjel (O2) 5 nj., dok se u tre¢i odjel (O3) ne ulaZe niSta. Pripadna
optimalna neto—dobit (Total Return Value) iznosi 33. n.j., pa je optimalan plan ulaganja:
uloZiti svih 8 n.j., i to 5 n.j. u prvi odjel, 2 n.j. u drugi odjel i (unaprijed odredenih) 1 n.j. u
treci odjel. Pripadna optimalna ukupna neto—dobit iznosi 33 + 2 =35 n.j.

Napomena: Isklju¢ivo zbog zadanih numerickih vrijednosti pokretanje sto — ako analize daje
isti rezultat kao i gornje rjeSenje. Navedeni je rezultat, zapravo, rjeSenje sljedecega
matematickoga modela:

maksimizirati D(xy, X2, x3) =4 - x1+5 -0 +2 - x3
pod uvjetima
X1+x+ x3 < 8,
X3 = 1,
x1, x2 € [S]o

koji je izomorfan modelu
maksimizirati D(x;, x2) =4 - x;+5-x+2
pod uvjetima

X1 +x <7,
X1, X2 € [S]o.
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Primjer 3. Tijekom tri mjeseca treba proizvesti to¢no 12 komada nekoga proizvoda, pri ¢emu
je najve¢i moguci kapacitet proizvodnje 6 komada proizvoda mjese¢no. TroSkovi proizvodnje

razmjerni su kvadratima broja proizvedenih proizvoda, te za svaki i € [3] vrijedi: ako se u i —

tom mjesecu proizvede x; komada proizvoda, troskovi proizvodnje iznose w; - x’ n.j., gdje su

w; strogo pozitivni realni brojevi. Treba odrediti plan proizvodnje takav da ukupni troskovi
proizvodnje budu minimalni.

a) Odredimo op¢i matematicki model promatranoga problema.
b) RijeSimo problem za konkretne vrijednosti: w; = 10, wy = 24 1 wz = 32.

Matematicki model: U postavci problema je ve¢ naznaceno da s x; oznacavamo koli¢inu (broj
komada) proizvoda proizvedenu u i — tom mjesecu. Ukupan zbroj svih koli¢ina mora biti
jednak 12, pa vrijedi jednakost:

)C1+)C2+X3=12.

Troskovi proizvodnje u prvom mjesecu su wy - x;, troskovi proizvodnje u drugom mjesecu

wy - x; , a troSkovi proizvodnje u treem mjesecu ws - x; . Stoga ukupni troskovi proizvodnje
u navedena tri mjeseca iznose

(01, X2, X3) = Wi - X2 4+ Wy - X2 +ws - x2.
1 2 3

Nadalje, iz tipa promatranoga problema slijedi da brojevi x; nuZno moraju biti elementi skupa
No. Takoder, brojevi x; ne smiju biti strogo ve¢i od 6 jer je najveéi moguci kapacitet
proizvodnje jednak 6. Prema tome, matematicki model promatranoga problema glasi:

minimizirati f(xi, X2, X3) = w1 - X7 + w2+ X3 + W3- X;
pod uvjetima
X1+XxX2+Xx3= 12,
X1, X2, X3 € [6]o.

"Klasicno" rjesenje: Za wi = 10, wr = 24 1 w3 = 32 dobivamo sljede¢i problem:

minimizirati f(x;, X2, x3) =10 - x7 +24 - x; +32- x;
pod uvjetima
X1 +X2+Xx3= 12,

X1, X2, X3 € [6]o.

I ovdje bismo mogli razmisljati "pohlepno”, tj. da u prvom mjesecu treba proizvesti tocno 6
komada proizvoda (jer su najmanji troskovi proizvodnje upravo u tom mjesecu), a u drugom
preostalih 6 (jer su troSkovi proizvodnje u drugom mjesecu manji nego u tre¢em). Stoga bi

traZeni plan mogao biti x; = x, = 6, x3 = 0, a minimalni troSkovi f{(6, 6, 0) = 10 - 6% +24 - 6>+
+32-0°=1224 n.j. Pokazat ¢emo, medutim, da ovakav "pohlepni" pristup u ovom slucaju ne
daje optimalno rjeSenje.

© mr.sc. Bojan Kovacié¢, visi predavac 61



Operacijska istrazivanja - skripta

Analogno kao i1 u prethodnom primjeru, stavimo § = [12]o. Primijetimo da u ovom primjeru
znamo tocan ukupan broj komada proizvoda koje treba proizvesti (to je 12), ali radi
uvjeZzbavanja tehnike dinami¢koga programiranja u svakoj ¢emo fazi raCunati 13
odgovaraju¢ih vrijednosti.

Dakle, u prvoj fazi za svaki s € S raCunamo vrijednosti realne funkcije

fils)=10 - 5%,

Vrijednosti funkcije f; su optimalni troSkovi proizvodnje ukoliko se u prvom mjesecu
proizvede to¢no s komada proizvoda. Pritom za svaki s € § takav da je s > 7 dogovorno

stavljamo da su troSkovi proizvodnje beskonacni jer je najveci proizvodni kapacitet, prema
uvjetima zadatka, jednak 6. Tako dobivamo sljedecu tablicu:

s | fi(s) xf
0 0 0
1] 10 | 1
2040 | 2
31903
4 1160 | 4
51250 5
6 | 360 | 6
7 oo 6
8 ) 6
9 | = 6
10| o 6
11| o 6
12| o 6

Vrijednost x, oznaGava optimalnu proizvodnju u prvom mjesecu za koju se postiZe pripadna
optimalna vrijednost fi(s). U prvoj je fazi ovaj zapis prakticki nepotreban, ali ¢e nam korisno
posluZiti u sljede¢im fazama. Pritom smo u retcima u kojima je fi(s) = e dogovorno pisali
x, =6 zbog veé istaknute ¢injenice da je najveéi proizvodni kapacitet jednak 6.

U drugoj fazi ratunamo vrijednosti realne funkcije

— M 2 —
fals) = OSerSn“}irHl{m}[24~x2 + fi(s xz)].
el

Naime, u ovoj fazi pretpostavljamo da se proizvodnja ukupno s komada proizvoda odvija
tijekom prva dva mjeseca. Ukoliko se u drugom mjesecu proizvede x, proizvoda, u prvom se
mora proizvesti ukupno s — x» proizvoda. TroSkovi proizvodnje u drugom mjesecu iznose

24 - x? nj., dok optimalni tro§kovi proizvodnje u prvom mjesecu, sukladno definiciji funkcije

Ji(s), iznose fi(s — x»). Zbroj tih troSkova jednak je ukupnim tro§kovima proizvodnje u prva
dva mjeseca, pa taj zbroj treba minimizirati uvaZavajuci uvjete da vrijednost varijable x, mora
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biti cjelobrojna, ne vec¢a od ukupne koliine proizvoda koju treba proizvesti i ne veca od
najvecega mjesecnoga kapaciteta proizvodnje.

Rac¢unamo redom:

= 1 . 2 —_ = 1 . 2 —_ f— . 2 — —_ —_
£(0) = 0%%1{0,6}[24 X+ £00-x,) ] _(gg)[m X+ £(0-x,)|=24-0°+£i(0-0)=0+0=
X,€Z

_— 1 . 2 — - 1 . 2 — - 1 . 2 —
£(1) = 09223.3{1,6}[24 2+ fd xz)]_(gg[zzt 2+ fd xz)] = min {24 - 0> + fi(1 - 0),
X,€Z

24 - 12+ fi(1 - 1)} = min {0 + 10, 24 + 0} = 10;
£(2)= min [24-x§+ﬁ(2—x2)]=(gn92[24-x§+f1(2—x2)] = min {24 - 0% + fi(2 - 0),

0<x,<min{2,6}
X€Z

24124 fi(2-1),24 - 22+ fi(2—2)} = min {0 + 40, 24 + 10, 96 + 0} = 34;
£(3)= min [24-x§+Jq(3—x2)]=(gm<13[24-x§+f1(3—x2)] = min {24 - 0* + i(3 - 0),

0<x, Smin{3,6}

X€Z
24 - 1P+ i3 -1),24 -2+ (3= 2), 24 - 37 + £i(3 = 3)} = min {0 + 90, 24 + 40, 96 + 10,
216 + 0} = 64;
£H(#) =  min }[24-x§+Jq(4—x2)]=(gg4[24-x§+f1(4—x2)] = min {24 - 0> + fi(4 - 0),

0<x,<min{4,6
X€Z

24 - 124+ fi(d-1),24 - 22+ fi(4=2),24 - 32+ fi(4 = 3), 24 - 4’ + fi(4 — 4)} = min {0 + 160,
24 +90, 96 + 40, 216 + 10,384 + 0} = 114;
f(5) = 24-x§+ﬁ(5—x2)]=0r<ni1<10[24-x§+fl(5—x2)] = min {24 - 0° + /i(5 - 0),

min [
0<x,<min{5,6}
X,€Z

24 1P+ fi(5-1),24 - 22+ fi(5-2),24 - 32+ fi(5-3),24 - 4 + fi(5 - 4), 24 - 5* + fi(5 - 5)}
= min {0 + 250, 24 + 160, 96 + 90, 216 + 40, 384 + 10, 600 + 0} = 184;
£(6) = min 6}[24-x§+ﬁ(6—x2)]:0r<ni£16[24-x§+f1(6—x2)] = min {24 - 0° + £1(6 - 0),

0<x,<min{6,
X€Z

24 - 12+ £1(6-1),24 - 22+ f1(6-2),24 - 32+ f1(6 = 3), 24 - 4 + f1(6—4), 24 - 5 + f1(6 = 5),
24 - 6° + f1(6 — 6)} = min {0 + 360, 24 + 250, 96 + 160, 216 + 90, 384 + 40, 600 + 10, 864 +
+0} =256.

U nastavku pri izraCunima f>(7), f>(8), ..., f2(12) koristimo rezultat da f,(7), fi(8), ..., fi(12) ne
postoje jer se u prvom mjesecu ne moze proizvesti visSe od 6 komada proizvoda.

= 1 . 2 —_ = 1 . 2 —_ = 1 . 2 —_
£(7) = ()SXZISILI£I{7’6}[24 X+ fi(7 xz)]—orslgrsli24 X+ fi(7 xz)] = min {24 - 0° + fi(7 - 0),
X€Z

24 - 1P+ fi(7T-1),24 - 22+ f1(7T=2),24 - 32+ fi(7-3),24 - 4 + fi(T— 4), 24 - 5* + (7 = 5),
24 -6 +fi(7-6)} =min {24 - 1* + fi(6), 24 - 2% + 1(5), 24 - 3% + fi(4), 24 - 4> + f1(3), 24 - 57
+£1(2), 24 - 6%+ fi(1)} = min {384, 346, 376, 474, 640, 874} = 346;

© mr.sc. Bojan Kovacié¢, visi predavac 63



Operacijska istrazivanja - skripta

_— 1 . 2 — - 1 . 2 — - 1 . 2 —
£(8) = Oﬂgﬁm[m X+ f(8 xz)]—orslgrsli24 X+ fi(8 xz)] = min {24 - 0° + fi(8 — 0),
X,€Z

24 12+ £(8-1),24 - 22+ fi(8=2),24 - 32+ fi(8 =3),24 - 4 + f1(8 = 4), 24 - 57 + 18 = 5),

24 - 6%+ f1(8 = 6)} =min {24 - 2% + fi(6), 24 - 32 + f1(5), 24 - 4% + fi(4), 24 - 5* + f1(3), 24 - 6°
+ £1(2)} = min {456, 466, 544, 690, 904} = 456;
£(9) = min [24-x§+Jq(9—x2)]=(ggﬁ[24-x§ +f1(9—x2)] = min {24 - 0> + f1(9 - 0),

0<x,<min{9,6}
X,€Z

24 12+ £1(9-1),24 - 22+ f1(9-2),24 - 32+ £1(9-3),24 - 4+ f1(9—4), 24 - 57 + 1(9 = 5),
24 6%+ f1(9 — 6)} = min {24 - 3% + £1(6), 24 - 4 + /i(5), 24 - 57 + fi(4), 24 - 6* + fi(3)} =
= min {576, 634, 760, 954} = 576;

A10)=  min [24-2 +ﬁ(10—x2)]=(gn96[24-x§ +£(10-x,)| = min {24 - 0° + fi(10 -

0<x,<min{10,6}
X€Z

—0),24 - 1+ £1(10 = 1), 24 - 2% + £1(10 = 2), 24 - 37 + /(10 — 3), 24 - 4> + f;(10 — 4), 24 - 5° +
+ fi(10 = 5), 24 - 6° + £i(10 — 6)} = min {24 - 4> + £1(6), 24 - 5% + £i(5), 24 - 6 + f1(4)} =
= min {744, 850, 1024} = 744;

AU = min  [24-x+f(11-x,)|= min [ 24-x + £,(11-x,) | = min {24 - 0+ fi(1] —

0<x,<min{11,6} 0<x,<6
X€Z

—0),24 - 1+ fi(11 = 1),24 - 22+ f1(11 = 2), 24 - 37+ f(11 = 3), 24 - 4> + fi(11 —4), 24 - 5° +
+fi(11 = 5),24 - 6° + fi(11 — 6)} = min {24 - 5% + £1(6), 24 - 6 + f1(5)} = min {960, 1114} =
= 960);

£(12)=  min }[24-x§+ﬁ(12—x2)]=(gn96[24-x§+f1(12—x2)] =min {24 - 0* + fi(12 -

0<x,<min{12,6
X€Z

—0),24 - 1+ £i(12-1),24 - 22 + £1(12=2), 24 - 37 + f1(12 = 3), 24 - 4> + fi(12 —4), 24 - 5° +
+£i(12-5),24 - 6> + (12— 6)} = min{24 - 6> + £1(6)} = 1224.

Tako dobivamo sljedecu tablicu:

*
*

fi(s) f2(s)

§ xl x2
0] 0 |0 0 0
1110 |1 10 | O
2140 | 2] 34 |1
319 |31 64 |1
4 1160 4 | 114 | 1
51250 5] 184 |1
6 360 | 6 | 256 | 2
7T | oo | 6| 346 | 2
8| oo | 6| 456 | 2
9] o | 6| 576 | 3
10| o | 6| 744 | 4
11| o | 6 | 960 | 5
12| o | 6 | 1224 6
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Vrijednost x, oznatava optimalnu proizvodnju u drugom mjesecu za koju se postiZe pripadna
optimalna vrijednost f>(s), a lagano se "ocitava" iz odgovarajucega izracuna.

U trecoj fazi rjeSavanja problema promatramo realnu funkciju:

— M . 2 —_
fils) = os)c}rslxlnlilnl{x,a}[?’z x;+ f,(s x3)].
x3€Z

U ovoj fazi pretpostavljamo da se proizvodnja ukupno s komada proizvoda odvija tijekom sva
tri mjeseca. Ukoliko se u tre€em mjesecu proizvede x3 proizvoda, u prva dva mjeseca mora se
proizvesti ukupno s — x3 proizvoda. Ukupni troSkovi proizvodnje u tre€em mjesecu iznose

32 - x;, dok optimalni troskovi proizvodnje u prva dva mjeseca, sukladno definiciji funkcije

fo, iznose fo(s — x3) n.j. Stoga ukupni tro§kovi proizvodnje u sva tri mjeseca iznose 32 - x; +
+ fo(s — x3) n.j, pa taj zbroj treba minimizirati uvaZavaju¢i pocetne uvjete na vrijednost
varijable x3 (cijeli broj ne ve¢i od ukupne koli¢ine proizvoda koju treba proizvesti i najvecega
mjesecnoga kapaciteta proizvodnje). Racunamo redom:

f(0) = ()nggg{oﬁ}[sz-x; +£,(0-x,)] =(g1i1510[32-x32 +£,0-x)] =32 - 07+ £0-0)=0+0
€L €Z

A= min [32:2+ f0-x)]=min[32-+ 0-x)] = min (32 - 0 + 1 - 0)
)@G%_ , xgei_

32124 fo(1 — 1)} = min {0 + 10,32 + 0} = 10;
£(2) = min [32-x§+f2(2—x3)]=(gn£12[32-x§+f2(2—x3)]: min {32 - 0° + /(2 - 0),

0<x;<min{2,6}
%EZL X€Z

3212+ /2 -1),32- 22+ £(2 -2)} = min {34, 42, 128} = 34;
£3) =, min }[32-x§+f2(3—x3)]=(gm<13[32-x§+f2(3—x3)] = min {32 - 0> + 43 - 0),

)<x; <min{3,6
%EZL €Z

32- 17+ /B -1),32- 27+ ,(3-2),32 - 3%+ 4(3-3)} = min {64, 66, 138, 288} = 64;
f5(4) = min }[32-x32+f2(4—x3)]=0r<nil<14[32-x32+f2(4—x3)]= min {32 - 0% + fo(4 — 0),

0<x;<min{4,6 5

X3€L X3€
32 12+ (4 -1),32 - 22+ (4 -2),32 - 3%+ (4 - 3),32 - 3%+ fo(4 —4)} = min {114, 96,
162,298,512} = 96;
£(05) =Oﬂggg{5,6}[32-x§+f2(5—x3)]=%g[32-x§ +£,(5-x,)] = min (32 - 0° + f(5 - 0),

€L X3€
32- 12+ /5-1),32-2"+£(5-2),32 -3+ £(5-3),32 - 4 + fo(5 - 4), 32 - 57 + /(5 - 5)}
= min {184, 146, 192, 322, 522, 800} = 146;

_— 1 . 2 — = 1 . 2 — - 1 . 2 —_—

£5(6) _0%%1{6,6}[32 X2+ f,(6 x3)]—()r51226[32 X+ f,(6-x)] = min {32 - 0% + /(6 - 0),

el €Z

32 - 124 /(6-1),32 -2+ /(6 —2),32 - 3%+ /(6 - 3), 32 - 4% + fo(6 — 4), 32 - 57 + fo(6 — 5),
32 -6+ f2(6 — 6)} = min {256, 216, 242, 352, 546, 810, 1152} = 216;
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_— 1 . 2 — - 1 . 2 — - 1 . 2 —
£(7) _0%%1{7,6}[32 X2+ fo(7 x3)]—()r51};6[32 X+ fo(7 x3)1 = min {32 - 0> + (7 - 0),
€L X3€

32- 12+ /(7-1),32-22+ H(7-2),32 - 32+ f(7-3),32 - 4%+ o(T—4), 32 - 57 + (7 = 5),
32 - 6%+ f2(7 - 6)} = min {346, 288, 312, 402, 576, 834, 1162} = 288;
f+(8) = min }[32-x§+f2(8—x3)]=(gn96[32-x§+f2(8—x3)] = min {32 - 0> + /58 — 0),

0<x; <min{8,6
el XEZ

32-124£8-1),32-2°+ /(8-2),32 - 3%+ /(8 =3),32 - 4 + /(8 —4), 32 - 57 + /(8 — 5),
3267+ (8 — 6)} = min {456, 378, 384, 472, 626, 864, 1186} = 378;
AO) = min  [32:6+ £,0-x) |= min[32:5+ £,0-x) ] = min {32 - 0 + 0 - 0),

€L X3€Z
32124 £09-1),32-22+£(9-2),32 - 3%+ £(9-3),32 - 4% + f»(9— 4), 32 - 5 + /(9 - 5),
326+ (9 — 6)} = min {576, 488, 474, 544, 696, 914, 1216} = 474;
£(10) = min  [32-x] +f2(10—x3)]=(gm<16[32-x§ +£,10-x,) | = min {32 - 0> + (10 —

0<x;<min{10,6}
%EZL X3€Z

—0),32- >+ £10-1),32 - 2%+ £(10-2),32 - 32+ f»(10 = 3), 32 - 4> + (10 —4), 32 - 52 +
+ £(10=5),32 - 6%+ £,(10 — 6)} = min {744, 608, 584, 634, 768, 984, 1266} = 584;
£(11)=  min [32-x§ +f2(1—x3)]=(gn96[32-x§ +f2(11—x3)]: min {32 - 0% + /(11 - 0),

0<x; <min{11,6}
el X€Z

32 - 12+ fo(11 = 1), 32 - 22 + fo(11 = 2), 32 - 32+ fo(11 — 3), 32 - 4% + fo(11 — 4), 32 - 5% +
+ f(11-5),32- 6>+ (11 — 6)} = min {960, 776, 704, 744, 858, 1056, 1336} = 704;
£(12) =  min [32-x§ +f2(12—x3)]=(gn96[32-x§ +f2(12—x3)] = min {32 - 0% + f»(12 —

0<x; <min{12,6}
%EZL X€Z

—0),32- 1"+ £(12-1),32- 2%+ /(12-2),32 - 37+ (12 -3), 32 - 4> + (12— 4), 32 - 5° +
+ /(12 -5),32 - 6"+ /(12— 6)} = min {1224, 992, 872, 864, 968, 1146, 1408} = 864.

Tako dobivamo sljedecu tablicu:

s |AG | x| 6) | x5 | )| x
0] 010 0 0/, 010
1 10 |1 10 |0 10 | O
2 140 | 2| 34 1 13410
319 (|31 64 11640
4 1160 4 | 114 | 1 | 96 | 1
5125 | 5| 184 |1 | 146 | 1
6 1360 6 | 256 | 2 216 1
7| o | 6346 | 2 | 288 | 1
8| o | 6 | 456 | 2 | 378 1
9| o | 6| 576 | 3  474| 2
10| oo | 6| 744 | 4 | 584 | 2
11| o | 6 | 960 | 5 | 704 | 2
12| o | 6 | 1224 6 | 864 | 3
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Vrijednost x, oznaGava optimalnu proizvodnju u tre¢em mjesecu za koju se postiZe pripadna
optimalna vrijednost f3(s), a lagano se "ocitava" iz odgovarajucega izracuna.

Iz tablice nam preostaje unatrag "procitati" traZeno rjeSenje. Za s = 12 minimalni ukupni
troskovi proizvodnje iznose 864 n.j. Ti se troSkovi postizu proizvodnjom to¢no x, = 3
komada proizvoda u tre¢em mjesecu, te 12 — 3 = 9 proizvoda u prva dva mjeseca. Za s = 9
odgovarajuc¢a optimalna koli¢ina proizvodnje u drugom mjesecu je x, = 3, pa u drugom

mjesecu treba proizvesti to¢no 3 proizvoda. Stoga u prvom mjesecu treba proizvesti to¢no
12 = (3 + 3) = 6 proizvoda.

Dakle, traZeni optimalni plan proizvodnje je:

mjesec | optimalan broj proizvoda
1. 6
2. 3
3. 3

a pripadni optimalni tro§kovi iznose f3(12) = 864 n.j.

RjesSenje pomocu programa Wingsb: U ovome ¢emo primjeru postupiti analogno kao u
Primjeru 1., ali uz jednu modifikaciju. Naime, problem naprtnjae je maksimizacijski
problem, tj. traZi se maksimizacija vrijednosti svih namirnica koje stavljamo u naprtnjacu.
Stoga potprogram DP prigodom rjeSavanja problema naprtnjace traZi maksimum funkcije
cilja. No, problem koji ovdje promatramo je minimizacijski problem jer zahtijevamo
minimizacija ukupnih troskova. Na prvi se pogled ¢ini da ta dva razli€ita optimizacijska
problema ne moZemo rijeSiti pomoc¢u potprograma DP. Nasrecu, takav je zaklju¢ak pogreSan
jer nas "spaSava" standardna veza izmedu problema minimizacije i problema maksimizacije:

minimizirati f{x) = maksimizirati (—f(x)),

gdje je fix) funkcija cilja. Koriste¢i ovu jednakost, polazni matematicki model moZemo
zapisati u obliku:

maksimizirati fx;, x, x3) =—10 - x/ =24 - xJ =32 - x}
pod uvjetima
X1 +X2+ X3 = 12,
X1, X2, X3 € [6]o.

Oprez: Promjena predznaka odnosi se iskljucivo na funkciju cilja, ali nikako i na postavljene
uvjete!

Ovaj problem moZemo rijesiti potpuno analogno kao i zatvoreni problem naprtnjace, pri cemu
modificiranu funkciju cilja npr. moZemo shvatiti kao ukupne troSkove prijevoza svih vrsta

namirnica (svaki negativni predznak uobicajeno ekonomski interpretiramo kao troSak).

Dakle, pokrenimo potprogram DP, nazovimo problem koji ¢emo rjeSavati Primjer 3 i, kao
ukupan broj predmeta, ponovno upi§imo 3. Potom lijevom tipkom miSa kliknimo na OK.
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U sljede¢em koraku unesimo ulazne podatke.

U drugi stupac ({tem Identification) upiSimo M1, M2 i M3 jer ¢e nam te oznake na kraju
sugerirati na koji se mjesec (prvi, drugi ili tre¢i) odnosi odgovarajuci rezultat.

U trei stupac (Units Available) upiSimo najvece moguce kapacitete mjesecne proizvodnje.
Sva tri kapaciteta su jednaka 6, pa u stupac unosimo tri "Sestice""”.

U cetvrti stupac (Unit Capacity Required), kako smo ve¢ istakli u rjeSenju Primjera 1.,
upisujemo tri "jedinice".

U peti stupac (Return Function (X: Item ID)) upisujemo pojedine komponente modificirane
funkcije cilja, tj. funkcije cilja koja se odnosi na odgovaraju¢i problem maksimizacije. Ta
funkcija je fixi, x2, x3) =—10 - x/ —24 - xJ —32 - x;, pa u peti stupac upisujemo redom:
—10%*X"2, -24*XA2 1 -32*X"2 (analogno kao i pri unosu npr. u MS Excelu).

U posljednji redak tablice (Capacity=) upiSimo ukupan broj komada koje treba proizvesti, t;.
12.

Time je unos ulaznih podataka zavrSen. Lijevom tipkom miSa kliknimo na izbornik Solve and
Analyze, a potom na opciju Solve the Problem. Dobivamo tablicu u kojoj je navedeno rjeSenje
promatranoga problema.

Spomenuto rjeSenje ocitavamo u treem stupcu tablice (Decision Quantity). 1z toga stupca
proizlazi da u prvom mjesecu treba proizvesti 6 proizvoda, a u drugom i tre¢em po 3
proizvoda. Ukupne minimalne tro$kove proizvodnje "ocitamo" iz posljednjega retka (Total
Return Value): ondje je naveden broj —864. Predznak —, kako smo istakli, oznaava da se radi

o troSkovima, pa zaklju¢ujemo da su optimalni ukupni troSkovi 864 n.j.

Primjer 4. RijeSimo prethodni primjer uz dodatan uvjet da se u prvom mjesecu, zbog
planiranoga remonta nekih strojeva, moZe proizvesti najviSe 4 komada proizvoda.

Uz iste oznake kao u Primjeru 3., odgovarajuci matematicki model je:

minimizirati f(xi, X2, X3) = w1 - X7 + w2+ X3 + W3- X;
pod uvjetima
X1 +X2+ X3 = 12,

x1 € [4]o,

X2, X3 € [6]o,

odnosno za wy; = 10, w, =24 1 w3z =32

minimizirati f(xi, X2, x3) =10 - x7 +24 - xJ +32- x]

pod uvjetima
X1 +X2+ X3 = 12,

x1 € [4]o,
X2, X3 € [6]o.

17 . . . v . . . .. . ey . .. . " .
Ovaj unos je sasvim slucajan i nema nikakve veze s davoljim kultovima ili nekim njima srodnim viSe-manje
paranormalnim pojavama.
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"Klasicno" rjeSenje je potpuno analogno onome iz Primjera 3., s tim da su vrijednosti funkcije

J1(s) dogovorno jednake o za svaki s € S takav da je s > 5. Dobiva se sljede¢i optimalan plan

proizvodnje (provjerite!):

mjesec | optimalan broj proizvoda
1. 4
2. 5
3. 3

Pripadni optimalni ukupni troSkovi proizvodnje iznose 1 048 n.j.

RjeSenje pomocu programa Wingsb: U rjeSenju prethodnoga primjera u tre¢i stupac treba
upisati brojeve 4, 6 i 6, a svi ostali ulazni podaci ostaju nepromijenjeni. Pokretanjem
procedure Solve and Analyze iz stupca Decision Quantity "ocitavamo" optimalan plan
proizvodnje: u prvom mjesecu proizvesti 4 proizvoda, u drugom S, a u trecem 3 proizvoda.

Pripadni optimalni ukupni troSkovi (Total Return Value) iznose 1 048 n.j.

Primjer 5. U tijeku jednoga mjeseca (4 tjedna) treba proizvesti ukupno 11 komada nekoga
proizvoda. Troskovi proizvodnje x; komada proizvoda u i — tom tjednu zadani su izrazom

w; - x7. Tijekom jednoga tjedna moguée je proizvesti najvise 5 komada proizvoda. Treba

izraditi plan proizvodnje tako da njezini ukupni troskovi budu minimalni.

a) Odredimo matematicki model promatranoga problema.
b) RijeSimo model za w; =12, wy = 24, w3 =401 wy = 30.

Matematicki model: Ukupne troSkove proizvodnje raCunamo prema formuli

4

2 2 2 2 2

S (1, X2, X3, x4) = ZW,--X, =wWoex Hw, X Fw e xy +w, - xg
i=1

Ukupan broj proizvedenih komada mora biti jednak 11, $to znaci da mora vrijediti jednakost

X.=X1+X2+X3+X4=11.

4
1
=1

1

Buduc¢i da se tijekom jednoga tjedna moZe proizvesti najviSe 5 komada proizvoda i da ukupan
broj proizvedenih komada nuZno mora biti prirodan broj ili nula, za svaki i € [4] vrijedi uvjet:

xi € [S]o.
Stoga odgovarajuc¢i matematicki model glasi:
minimizirati f (X1, x2, X3, X4) = W, - X} +W, - X3 + Wy - X; +W, - X,

pod uvjetima
Xit+x+x3+x=11;

X1, X2, X3, X4 € [S]o.
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b) U konkretnom je slu¢aju matematicki model sljedeci:

minimizirati f (x1, xp, X3, Xa) = 12+ x7 +24-x; +40-x; +30-x;

pod uvjetima
Xxi+xo+x3+xa=11;

xl’ x2’ x3’ x4 E [5]().

"Klasicno" rjesenje: 1 ovaj model rjeSavamo potpuno analogno kao i prethodni. Stavimo

S =[11]o, pa za svaki s € S ra¢unamo vrijednosti sljede¢ih funkcija:

fils) =12 - 5
f2(s) = ()chrsnn}ilr‘ll{s 5} [24. x§ + fl (S % )} ;
xel ’
f3(S) - os)czrsnmjilnl{s,s} [40‘ x32 + f2 (S N x3)} 5
X3€L

— 3 N 2 p—
fils) = ()SX421,,}1‘3{5,5}[30 X2+ fi(s x4)].
X, €L

Pri izraunu vrijednosti ovih funkcija treba imati na umu da zbog polaznih uvjeta ne postoje
sljedece vrijednosti:
- fi6), fi(D), ..., fi(11) jer se u prvom (ali i bilo kojem!) tjednu moZe proizvesti najvise
5 proizvoda;
— fo(11) jer se u prva (ali i bilo koja!) dva tjedna moZe proizvesti najvise 2 - 5 = 10

proizvoda.

Analogno kao u prethodnim primjerima dobiva se sljedeca tablica (provjerite!):

S NAG | x| LG | x5 | B | x| fals) ] x,
0] 0]0] 0O ]0] O 0 0 [0
1 12 |1 112 | 0| 12 0 12 1 0
2148 2136 |13 |0 ]3]0
311083 |72 | 1172 0 | 66 |1
4119214 (13211 112 1 [102] 1
51300 512042 172 1 1421
6 | o | 5288|2244 1 1202] 1
7| oo | 539 ] 2 328 1 [274]| 1
8| o | 5516|3436 | 1 |358 | 1
9| o | 5684 4 |55 |1,2|448 | 2
10 o | 5900|5676 | 2 | 556 | 2
11| oo | 5] 0 | 5844 | 2 676| 2

(Zapis 1, 2 oznacava da se optimalna vrijednost odgovarajuce funkcije postize za x3 = 1ix3 =
=2)
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Newwe

Preostaje nam unatrag "iSCitati" rjeSenje postavljenoga problema. Optimalna minimalna
vrijednost ukupnih tro§kova proizvodnje 11 komada proizvoda jednaka je fa(11) = 676 n.j. Ta
se vrijednost postiZe za x, = 2, $to zna¢i da u Cetvrtom tjednu treba proizvesti to¢no dva

proizvoda. Stoga u prva tri tjedna treba proizvesti ukupno 11 — 2 = 9 proizvoda. Optimalni
minimalni tro$kovi proizvodnje 9 proizvoda u prva tri tjedna iznose f3(9) = 556 n.j. i postiZzu
seza x;, =1 ili x; =2.Zbog toga razlikujemo dvije moguénosti:

1) U treéem tjednu proizvede se to¢no jedan proizvod (fj. x; = 1). Tada u prva dva tjedna
treba proizvesti ukupno 9 — 1 = 8 proizvoda. Optimalni minimalni troSkovi proizvodnje 8
proizvoda u prva dva tjedna iznose f>(8) = 516 n.j. i postiZu se za x, = 3. Zbog toga u drugom

tjednu treba proizvesti ukupno 3 proizvoda, pa u prvom tjednu preostaje proizvesti ukupno
8 — 3 =5 proizvoda.

2.) U tre¢em tjednu proizvedu se to¢no dva proizvoda (j. x, = 2). Tada u prva dva tjedna
treba proizvesti ukupno 9 — 2 = 7 proizvoda. Optimalni minimalni troSkovi proizvodnje 7
proizvoda u prva dva tjedna iznose f>(7) = 396 n.j. i postizu se za x, = 2. Stoga u drugom

tjednu treba proizvesti ukupno 2 proizvoda, pa u prvom tjednu preostaje proizvesti ukupno
7 -2 =5 proizvoda.

Tako smo kao rjeSenje dobili ukupno dva optimalna plana proizvodnje:

Plan 1:
tjedan 112134
optimalna proizvodnja | 5|3 | 1|2
[kom.]
Plan 2.
tjedan 112134
optimalna proizvodnja | 5|2 |2 | 2
[kom.]

RjeSenje pomocu programa Wingsb: Na ovom ¢emo primjeru uociti glavni nedostatak
potprograma DP programa Wingsb, a to je nemogucnost ispisa barem dvaju optimalnih
rjeSenja (ukoliko ona postoje, naravno). Naime, potprogram ¢e — kao izlazni rezultat — ispisati
to¢no jedan optimalni plan i ne postoji nikakva moguénost da nekom od implementiranih
procedura dobijemo ispis drugoga optimalnoga plana.

Sam postupak rjeSavanja problema pomocu programa Wingsb je potpuno analogan onome iz
prethodnoga primjera. Najprije problem minimizacije "pretvorimo" u problem maksimizacije:

maksimizirati f (x1, X2, X3, x4) = —12-x7 —=24-x; —40-x; =30 x;
pod uvjetima
Xit+x+x3+x=11;

xl’ x2’ x3’ x4 E [5]().
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Potom pokrenemo potprogram DP, nazovimo problem koji ¢emo rjeSavati Primjer 5, a u
pravokutnik pored natpisa Number of Items upiS§imo 4. Potom kliknimo na OK.

Unesimo ulazne podatke za razmatrani primjer na sljedeci nacin:

— u drugi stupac (Item Identification) upisimo: T1, T2, T3 i T4 jer ¢emo tako na kraju
odmah mo¢i "ocitati" opseg proizvodnje u svakom pojedinom tjednu;

— u treéi stupac (Units Available) upiSimo maksimalne tjedne kapacitete proizvodnje:
oni su jednaki 5, pa upiSimo ukupno Cetiri "petice";

— u Cetvrti stupac (Unit Capacity Required) ve¢ standardno upiSimo onoliko "jedinica"
koliko imamo namirnica, odnosno, u ovom slucaju, tjedana: dakle, upiSimo Cetiri
"jedinice";

— u peti stupac (Return Function (X: Item ID)) upi§imo komponente modificirane
funkcije cilja koje se odnose na svaki pojedini tjedan: dakle, upi§imo redom —12*%X"2,
—24*X"2, —40*X"2 1-30*X"2 (na isti nacin kao $to to ¢inimo npr. u MS Excelu);

— u posljednji redak (Capacity=) upiSimo ukupan broj komada proizvoda koje treba
proizvesti, tj. 11.

Ovime je unos ulaznih podataka zavrSen. Lijevom tipkom miSa kliknimo na izbornik Solve
and Analyze 1 odaberimo opciju Solve the Problem. Kao rjeSenje razmatranoga problema
dobivamo Plan 2 iz "klasi¢noga" rjeSenja, tj. u prvom tjednu treba proizvesti 5 komada
proizvoda, a u svakom od preostala tri tjedna po dva komada proizvoda. Vrijednost Total
Return Value = —676 zna¢i da ukupni minimalni troskovi iznose 676 n.j. "Klasi¢nim"
rjeSenjem dobiven Plan 1 nije moguce dobiti pomoc¢u programa DP'®,

Primjer 6. Tvrtka raspolaze s kapitalom od ukupno 6 n.j. koje moZe uloZiti u to¢no tri vrste
djelatnosti: D;, D, i Dj;. Ocekivana dobit u pojedinoj djelatnosti ovisno o iznosu uloga
navedena je u donjoj tablici.

ulog [n.j.] 0/1(2 3 |4 |5 |6
ocekivana neto—dobitod D, |0 |4 ]26|40 45|50 | 51
ocekivana neto—dobitod D, |0 | 5|15 40| 80|90 | 95
ocekivana neto—dobitod D5 | 0| 5|15 40|60 | 70 | 73

Treba napraviti optimalan plan ulaganja tako da iznos uloga u svaku djelatnost bude
cjelobrojan, a ofekivana neto—dobit maksimalna. Odredimo matematicki model promatranoga
problema, pa pomocu njega nadimo optimalan plan ulaganja.

Matematicki model: Za svaki i € [3] ozna¢imo s x; iznos ulaganja u djelatnost D;, a s fi(x;)

ocekivanu neto—dobit nastalu tim ulaganjem. Drugim rijeCima, funkcija fi(x;) odreduje
ocekivanu neto—dobit nastalu ulaganjem iznosa x; u djelatnost D, funkcija f>(x») ocekivanu
neto—dobit nastalu ulaganjem iznosa x, u djelatnost D, a funkcija f3(x3) ocekivanu neto—dobit
nastalu ulaganjem iznosa x3 u djelatnost Ds. Stoga je ukupna o€ekivana neto—dobit nastala
ulaganjem svih triju iznosa jednaka

Sx1, x2, x3) = fi(x1) + fo(x2) + f3(x3).

'® Osim u superposebnim slu¢ajevima primjene §to—ako analize kao $to je npr. dodatni zahtjev da se u trecem
tjednu, zbog kolektivnoga godi§njeg odmora, moZe proizvesti tono jedan proizvod.
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Nadalje, ukupan zbroj uloga u navedene djelatnosti ne moZe biti strogo veci od raspoloZivoga
iznosa, pa mora vrijediti nejednakost

)C1+X2+X3S6.

Prema uvjetima zadatka, svi uloZeni iznosi nuZzno moraju biti ili prirodni brojevi ne ve¢i od 6
ili nula, pa vrijedi skupovna relacija

X1, X2, X3 € [6]o.

Prema tome, trazeni matematicki model opisanoga problema glasi:

maksimizirati f{x;, x2, X3) =f1(x1) + fa(x2) + f3(x3)
pod uvjetima
X1+ x2+x3< 6

X1, X2, x3 € [6]o.

Rjesenje: Odmah istaknimo da rjeSenje ovoga problema pomoc¢u programa Wingsb nije
moguce jer taj program zahtijeva da funkcija cilja bude definirana analitickim izrazom, a ne
tablicno. Stoga je jedino moguce rjeSenje promatranoga problema 'klasi¢no" rjeSenje.
Stavimo C = [6]o, pa definirajmo realne funkcije:

di(c) = fi(o),
dc) = max }[fz(x2)+d1(c—x2)],
Xz_e)cEZSmm c,6

dic)= max [f,(x)+d,(c—x,)].
0<x; <min{c,6}
X3€L

Funkcija d;(c¢) maksimizira oCekivanu neto—dobit nastalu ulaganjem c¢ n.j. iskljucivo u
djelatnost D,, funkcija d»(c) maksimizira ofekivanu neto—dobit nastalu ulaganjem c n.j.
iskljucivo u djelatnosti D, i D, dok funkcija ds(c) maksimizira ocekivanu neto—dobit nastalu
ulaganjem ¢ n.j. u sve tri djelatnosti. Intuitivno moZemo naslutiti da ¢e traZena optimalna
ocekivana neto—dobit biti jednaka vrijednosti f3(6).

Vrijednosti funkcije d,(c) ve¢ su naznacene u drugom retku pocetne tablice (redak ocekivana
neto—dobit od D), pa ih samo prepiSimo na sljedeci nacin:

cldi(o)]| x
0] 0 0
1| 4 1
21 26 | 2
31 40 |3
4| 45 4
5150 |5
6| 51 | 6

U nastavku za svaki ¢ € C raCunamo vrijednosti funkcije da(s):
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d»(0) = Hax 6}[ £(0)+d,(0-x,)] = 0111212%[ £(6)+d,(0-x,)] =(0)+d1(0)=0+0=0;

dl) = max [f,(x)+d,(1-x,)] = max[fz(x2)+d(1 x,)] = max {A0) + di(l - 0),
x;exzzsmml er

H(D+di(1-1)}=max {0+4,5+0}=5;

d»(2) = max [fz(x2)+d 2- xz)] max[fz(x2)+d 2- xz)]max {£2(0) + di1(2 - 0), f2(1) +

0<x,<min
)czeZ X, eZ

+di2-1),62)+di(2-2)} =max {0+26,5+4,15+0} =26;

d»(3) —0<X na { [fz(x2)+d(3 x,)]= max[fz(x2)+d(3 x,)] = max {£(0) + di3 - 0),

A+ d1(3 - 1), £(2) + di(3 - 2), f2(3) +di(3-3)} =max {0+40,5+26,15+4,40+0} =
=40;

dr(4) :0<X1113)({46}[ fz(x2)+d1(4—x2)]=0111a§[ L) +d (4-x)] = max {£(0) + i - 0),

LD +di(d-1), L(2)+di(4-2), £L,3)+di(4-3),>(4)+di(4—-4)} =max {0 +45,5 + 40,
15+26,40 +4,80+ 0} =80;

diS)= max [£,(0) +d, (5= )] = max [ £,(x,) +d, (5~ x,)] = max {/(0) +di(5 = 0). 1)
er er

+di(5-1), L)+ di(5-2), £,(3)+di(5-3), £L(4)+di(5-4),/(5)+di(5§-5)} =max {0+
+50,5+45,15+40,40 +26,80 + 4,90 + 0} =90;

d»(6) =o<f?n%,’f{66}[ fz(x2)+d1(6—x2)]=0n<1a§6[ () +d,(6-x,)]= max {£A0) + di(6 — 0),

L(D) +di(6 - 1), o(2) +di(6-2), fo3) +di(6 - 3), f2(4) + di(6 — 4), /o(5) + di(6 - 5), 2(6) +
+di(6-6)} = max {0+ 51,5+ 50, 15 + 45, 40 + 40, 80 + 26,90 + 4,95 + 0} = 106.

Prethodnu tablicu nadopunjujemo s jo§ dvama stupcima:

c|di(o)]| x | dac) | x,
0] O 0 0 0
1] 4 1 5 1
21 26 | 2| 26 0
3140 | 3] 40 0,3
41 45 4 | 80 4
5/ 50 | 5] 90 5
6| 51 6 | 106 | 4

Preostaje izracunati vrijednosti funkcije ds(c) za svaki ¢ € C:

dy0)=  max [£) +dy0=x)] = max [ £(x) +d,(0-x)] =50) + da(0) = 0 +0 =03
)@E% min{0.0 x3€Z
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ds(1) = n(mx{ 6}[f3()c3)+d2(1—)c3)]:max[f3()c3)+d2(1—)c3)] =max {$(0) + da(1 — 0), f5(1)
e e

+dx(1-1)} =max {0+5,5+0}=5;

dx(2) :(er?ax{z6}[f3(x3)+d2(2—x3)]:Oglazgz[ﬁ(xS)wz(z—xS)] = max {f3(0) + do(2 — 0),
wep et

L) +d2-1), 52)+d2(2-2)} =max {0+26,5+5, 15+ 0} =26;

ds(3) :o<}?a"{36}[ ]g(x3)+d2(3—x3)]=0n<1a§3[ f(x)+d,3-x)]= max {0) + >3 - 0),
e wed

LD+ d(3-1), 2)+ dx(3-2), 53)+d2(3-3)} =max {0+40,5+26,15+5,40+0} =
=40;

ds(4) :0<X111ax{46}[f3(x3)+d2(4—x3)]zolzlai[f3(x3)+d2(4—x3)]: max {f300) + do(4 — 0),
wep et

B+ da(d-1), 52) +dr(4-2), £(3)+dr(4-3), +(4) + dr(4 —4)} =max {0 + 80, 5 + 40,
15+26,40 +5,60 +0} = 80;
diy(5) = max }[f3(x3)+d2(5—x3)]=0n<1a§5[f3(x3)+d2(5—x3)] = max {f3(0) + dx(5 - 0),

0<x; <min{5,6
xeZ EZ

[+ oS- 1), f32) + oS - 2), 53) + da(S = 3), 5(4) + da(5 - 4), 505) + do(5 - 5)} =
=max {0+90,5 + 80, 15+ 40,40 + 26,60 + 5,70 + 0} = 90;

d3(6) =0ng1[§3<{66}[ f3(x3)+d2(6—x3)]:0r9a§6[ () +d,(6-x)]= max {£(0) + da(6 — 0),

[s(D) +dx(6 = 1), f5(2) +do(6-2), f33) + da2(6 —-3), f3(4) + da(6 — 4), f5(5) + d2(6 - 5), f3(6) +
d2(6 —6)} =max {0+ 106, 5 + 90, 15 + 80, 40 + 40, 60 + 26,70 + 5,73 + 0} = 106.

U prethodnu tablicu dodajemo jo§ dva stupca:

¢ di(o)| x | dc)| x, |d3(c)| x;
0] 0 0 0 0 0 0
1] 4 1 5 1 5 [0,1
21 26 | 2| 26 0 26 0
3,40 | 3] 40 |0,3] 40 |0,3
41 45 | 4| 80 4 80 0
5,50 | 5] 90 5 90 0
6 51 6 | 106 | 4 | 106 | O

Iz dobivene tablice "oCitavamo" optimalnu ocekivanu neto—dobit od ulaganja. Kako smo
intuitivno i nasluéivali, ona je jednaka ds3(6) = 106 n.j. i postize se za x, = 0. Dakle, u
djelatnost D3 ne treba uloZiti niSta. Preostali iznos je 6 — 0 = 6 n.j. i njega ulazemo u
djelatnosti D; i D». Pripadna optimalna vrijednost je d2(6) = 106 n.j., a postiZe se za x, = 4.

Stoga u djelatnost D, treba uloZiti ukupno 4 n.j., pa u djelatnost D; preostaje uloZiti ukupno
6 — 4 =2 n.j. Pregledno to moZemo prikazati sljede¢om tablicom:
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optimalni plan ulaganja:

djelatnost Dy | D, | Ds
optimalno ulaganje [n.j.] |2 |4 |0

Primjer 7. Problem optimalnoga ulaganja kapitala u razvoj odredene regije ili odredene
gospodarske grane moZe se definirati na sljede¢i nacin: Za ostvarivanje brZega razvoja
odredene gospodarske grane predviden je kapital u iznosu od C n.j. Taj kapital se moZze uloziti
u ukupno n razli¢itih tvrtki iz navedene gospodarske grane. Ovisno o uloZenom kapitalu,
svaka pojedina tvrtka ¢e ostvariti dodatnu neto—dobit (razliku ukupne neto—dobiti i uloZenoga
kapitala). Treba na¢i razdiobu raspoloZivoga kapitala na navedene tvrtke tako da ukupna
dodatna neto—dobit (tj. zbroj dodatnih neto—dobiti svih n tvrtki) bude maksimalna.

Konkretno, za ostvarivanje brzega razvoja odredene gospodarske grane predviden je kapital u
iznosu od C = 4.000.000,00 kn. Taj se kapital ulaze u ukupno tri tvrtke: T, T> i T3. Ocekivana
dodatna neto—dobit koju ¢e ostvariti svaka tvrtka navedena je u donjoj tablici.

iznos ulaganja | ocekivana dodata neto—dobit tvrtke [000 000 kn]
[000 000 kn] T\ P T;
0 0 0 0
1 0.3 0.29 0.31
2 0.47 0.45 0.46
3 0.7 0.67 0.74
4 0.83 0.82 0.8

a) Odredimo op¢i matematicki model promatranoga problema uz pretpostavku da svi iznosi
ulaganja nuZno moraju biti cjelobrojni.
b) Za konkretni slu¢aj nadimo optimalnu razdiobu predvidenoga kapitala.

Op¢i matematicki model: Za svaki i € [n] ozna¢imo s x; iznos ulaganja u tvrtku 7;, a fi(x;)

pripadnu ocekivanu dodatnu neto—dobit. Tada je ukupna ocekivana dodatna neto—dobit od
ulaganja u svih n tvrtki jednaka

Jx1, X0y oy X)) = filxn) + o) +... + fu(xy) = if,(x,)

pa zahtijevamo da vrijednost te funkcije bude maksimalna. Pogledajmo pripadne uvjete uz
koje trazZimo maksimalnu vrijednost. Zbroj svih ulaganja ne smije biti strogo veéi od
ukupnoga iznosa raspolozivoga kapitala C, pa mora vrijediti nejednakost

Xi+x+...+x,<C,

t.
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Iznos svakoga ulaganja nuZno mora biti cjelobrojan, a prema prirodi problema on mora biti i
nenegativan i najvise jednak C. Zbog toga vrijedi skupovna relacija:

x; € [Clo, za svaki i € [n].

Prema tome, trazeni matematicki model je:

maksimizirati f(x;, xa, ..., Xp) = Zf,(x,)
i=1

pod uvjetima

x; € [Clo, za svaki i € [n].
b) U ovome su slucaju n =3 i C =4, pa je odgovarajuéi matematicki model

maksimizirati f{x;, x2, X3) =f1(x1) + fa(x2) + f3(x3)
pod uvjetima

X1+x+x354
X; € [4](), zasvakii € [3]

Stavimo § = [4]p. Definirajmo realne funkcije di, d», d3 : S — R s:

d1(S) :fl(s),
do(s)=  max }[f2<x2)+dl<s—xz>],

0<x,<min{s,4
X€Z

ds(c) = Osxgln%ﬁs 6}[ f,(5)+dy(s—x3)].
X3€L

i raCunajmo vrijednost svake od tih funkcija za svaki s € S. Analogno kao u prethodnim
primjerima dobiva se sljedeca tablica (provijerite je!):

s | di(s) | x| das) | x, |d3(s) | x
0] 0 0 0 0 0 0
11031103 0 1031 1
21047121059 1 1061 1
3107 1310761 1 090 1
4108314099 1 |123] 1

Vrijednost di(4) = 1.23 interpretiramo ovako: maksimalna ocekivana dodatna neto—dobit
(nastala ulaganjem kapitala C = 4.000.000,00 kn u sve tri tvrtke iznosi 1.230.000,00 kn. Iz
tablice lagano "ocitavamo" i pripadni optimalni plan ulaganja: vrijednost d3(4) = 1.23 postize
se za x, =2, x, =x, =1, pa u tvrtke T, i Ts treba uloZiti po 1.000.000,00 kn, a u tvrtku T,
(preostalih) 2.000.000,00 kn.
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Zadaci za viezbu:

1. Na raspolaganju nam je ukupno 8.000.000,00 € koje moZemo uloziti u tri razliCite
aktivnosti: A, Az 1 As. Odgovarajuce ocekivane neto-dobiti u ovisnosti o iznosu ulaganja za
svaku su pojedinu aktivnost navedene u sljedecoj tablici. Pretpostavljamo da je dobit
ostvarena ulaganjem u bilo koju aktivnost neovisna o ulaganjima u preostale aktivnosti.

ulaganje | ocekivana neto— | ocekivana neto— | ocekivana neto—
[mil. €] dobit od A, dobit od A, dobit od As
[mil. €] [mil. €] [mil. €]
0 0 0 0
1 5 5 4
2 15 15 26
3 40 40 40
4 80 60 45
5 90 70 50
6 95 73 51
7 98 74 52
8 100 75 53

Treba odrediti optimalnu razdiobu (ne nuZno cjelokupnoga) kapitala tako da ukupna
ocekivana neto—dobit bude maksimalna, pri ¢emu iznos ulaganja u svaku tvrtku nuZno mora
biti cjelobrojni visekratnik broja 1 000 000.

a) Formirajte matematicki model promatranoga problema.

b) Nadite optimalnu razdiobu cjelokupnoga kapitala.

¢) Koriste¢i rezultat b) podzadatka, nadite razdiobu kapitala od 6.000.000,00 € tako da
ukupna oc¢ekivana neto—dobit od ulaganja u sve tri aktivnosti bude maksimalna.

2. Pretpostavimo da raspolazemo ukupnim kapitalom od 10 nov€anih jedinica kojega Zelimo
uloZiti u 4 razli¢ita proizvodna podrucja. Ocekivana dobit u svakom pojedinom podrucju
iskazana u ovisnosti o ulaganju u to podrucje navedena je u sljedecoj tablici.

ulaganje | ocekivana dobit | ocekivana dobit | ocekivana dobit | ocekivana dobit
[n.j.] na podrucju A | napodrucju B | na podrucju C | na podrucju D
0 0 0 0 0
1 0.28 0.25 0.15 0.20
2 0.45 0.41 0.25 0.33
3 0.65 0.55 0.40 0.42
4 0.78 0.65 0.50 0.48
5 0.90 0.75 0.62 0.53
6 1.02 0.80 0.73 0.56
7 1.13 0.85 0.82 0.58
8 1.23 0.88 0.90 0.60
9 1.32 0.90 0.96 0.60
10 1.38 0.90 1.00 0.60
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Treba odrediti razdiobu ukupnoga kapitala na sva cetiri navedena podru¢ja tako da ukupna
ocekivana dobit bude maksimalna, pri ¢emu iznos svakoga pojedinoga uloga nuZno mora biti
cjelobrojan.

a) Formirajte matematicki model promatranoga problema.

b) Nadite optimalnu razdiobu kapitala i pripadnu optimalnu ukupnu oc¢ekivanu dobit.

¢) Koriste¢i rezultat b) zadatka, nadite razdiobu kapitala u iznosu od 9 n.j. tako da ukupna
ocekivana dobit bude maksimalna.

3. Kapital od 30 n.j. rasporeduje se na tri industrijske grane G, G» i G3. U granu G; mozZe se
uloziti najvise 10 n.j., a za x uloZenih novéanih jedinica ostvaruje se neto—dobit 0.4 - x* n.j. U
granu G, moZe se uloZiti najviSe 8 n.j., a za y uloZenih nov€anih jedinica ostvaruje se neto—
dobit 10 - y n.,j. U granu G3 moZe se uloZiti najviSe 15 n.j., a za z uloZenih novcanih jedinica

ostvaruje se neto—dobit 12 - z n.j. Treba rasporediti cjelokupan kapital na sve tri grane tako da
iznos uloZen u svaku granu bude cjelobrojan, a ukupna ostvarena neto—dobit maksimalna.

a) Formirajte matematicki model promatranoga problema.

b) Nadite optimalnu razdiobu kapitala i pripadnu optimalnu ukupnu neto—dobit.

¢) Zbog neplaniranih se troskova predvideni kapital smanjen za 20%. Kako ¢e se to smanjenje
odraziti na predvideno optimalno ulaganje u svaku pojedinu granu? (Naputak: Nadite novu
optimalnu razdiobu kapitala, pa za svaku pojedinu granu odredite smjer i postotak promjene
optimalnoga uloga u odnosu na optimalnu razdiobu dobivenu u b) podzadatku.)

4. Tijekom tri mjeseca treba proizvesti tocno 15 komada nekoga proizvoda, pri ¢emu je
najve¢i mogucdi kapacitet proizvodnje 7 komada proizvoda mjese¢no. Troskovi proizvodnje

razmjerni su kvadratima broja proizvedenih proizvoda, te za svaki i € [3] vrijedi: ako se u i —

tom mjesecu proizvede x; komada proizvoda, troSkovi proizvodnje iznose w; - x’n.j., gdje su

w; strogo pozitivni realni brojevi. Treba odrediti plan proizvodnje takav da ukupni troskovi
proizvodnje budu minimalni.

a) Odredite op¢i matematicki model promatranoga problema.

b) Rijesite problem za konkretne vrijednosti: w; =9, w, =21 1 w; =28.

¢) Rijesite b) podzadatak ako je u drugom mjesecu zbog remonta dijela postrojenja moguce
proizvesti najviSe 4 komada proizvoda. Za koliko ¢e se postotaka u tom slucaju povecati
ukupni troSkovi proizvodnje u odnosu na optimalne troskove proizvodnje?

5. U tijeku jednoga mjeseca (4 tjedna) treba proizvesti ukupno 18 komada nekoga proizvoda.
Troskovi proizvodnje x; komada proizvoda u i — tom tjednu zadani su izrazom w; - x.

Tijekom jednoga tjedna moguce je proizvesti najviSe 8 komada proizvoda. Treba izraditi plan
proizvodnje tako da njezini ukupni troSkovi budu minimalni.

a) Odredite matematicki model promatranoga problema.

b) RijeSite problem za konkretne vrijednosti: wi = 10, ws = 25, w3 =20 i wy = 30.

¢) Rijesite b) podzadatak ako je u prvom mjesecu zbog remonta dijela postrojenja moguce
proizvesti najviSe 5 komada proizvoda. Za koliko ¢e se postotaka u tom slucaju povecati
ukupni troSkovi proizvodnje u odnosu na optimalne troskove proizvodnje?
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1.4. Problem sloZene razdiobe ulaganja

Problem sloZene razdiobe ulaganja definira se sli¢no problemu jednostavne razdiobe ulaganja.
Osnovne postavke i nacin rjeSavanja objasnit ¢emo na konkretnim primjerima.

Primjer 1. Tvrtka izvodi montaZu dva tipa objekata: A i B. MontaZom jednoga objekta tipa A
ostvaruje se dobit od 8 n.j., a montaZom jednoga objekta tipa B ostvaruje se dobit od 12 n.j.
Prigodom montaZe obaju tipova objekata koristi se posebna oprema ciji je ukupni raspoloZivi
kapacitet 10 komada. Za montazu jednoga objekta tipa A potrebna su 2 komada, a za montaZzu
jednoga objekta tipa B 3 komada te opreme. Tvrtka Zeli ostvariti maksimalnu dobit

istodobnom montaZzom objekata obaju navedenih tipova.

a) Odredimo matematicki model promatranoga problema.

b) Nadimo optimalan plan montaze.

¢) Ispitajmo kako na plan dobiven pod b) utjece poseban ugovor kojim se tvrtka obvezuje da
¢e montirati najmanje 1, a najviSe 3 objekta tipa A.

Matematicki model: OznaCimo s x; ukupan broj objekata tipa A koje ¢e tvrtka montirati, a s x
ukupan broj objekata tipa B koje ¢e tvrtka montirati. Ukupna dobit od montaZe jednoga

objekta tipa A je 8 n.j., pa ukupna dobit od montaze x; objekata tipa A iznosi 8 - x; n.j.

Potpuno analogno, ukupna dobit od montaZe x, objekata tipa B iznosi 12 - x,. Prema tome,
ukupna dobit koja se dobije montaZom obaju tipova objekata iznosi:

f()C1, )Cz) =8- X1 + 12 - X2.

Nadalje, ako za montaZzu jednoga objekta tipa A tvrtka treba 2 komada posebne opreme, onda
za istodobnu montaZu x; objekata tipa A tvrtka treba 2 - x; komada posebne opreme. Potpuno

analogno, za istodobnu montaZu x, objekata tipa B potrebno je 3 - x, komada posebne opreme.
Budu¢i da ukupan broj komada posebne opreme ne smije premasiti raspoloZivi kapacitet,
mora vrijediti nejednakost

2‘X1+3‘X2$10.

Prema prirodi postavljenoga problema, x; i x moraju biti nenegativni cijeli brojevi, jer broj
montiranih komada ne moZe biti niti decimalan broj niti negativan broj, tj.

x;i€No,zai=1,?2.
Dakle, traZeni matematicki model je:

maksimizirati f(x;, x,) =8 - x; + 12 - x
pod uvjetima
2'X1+3'X2$10

x;€No,zai=1,?2.
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"Klasicno" rjeSenje: Stavimo S = [10]y, pa za svaki s € S ra¢unajmo vrijednosti funkcija

Sils) = [max (8-x,) = max (8- x,)

0<x <=
2

fls) =  max [12-x, + fi(s=3-x,)] = ma)g[12-x2+ﬁ(s—3-x2)]

0<x, Sg

Prva funkcija rauna optimalnu dobit u slu€aju kad se sva raspoloZiva posebna oprema koristi
iskljuc¢ivo za montiranje objekata tipa A, a druga funkcija racuna optimalnu dobit kad se sva
raspoloZiva posebna oprema koristi za montaZu obiju tipova objekata.

Vrijednosti navedenih funkcija raCunamo potpuno analogno kao i u problemima jednostavne
razdiobe ulaganja. U prvom koraku dobivamo:

f1(0) = max (8-x,)=max(8-x,) =8-0=0;
0<2-x,<0 0<x,<0
fi(l) = ()n%axl(S-xl) = max1(8-x1) = (u segmentu [0, %] nalazi se samo jedna cjelobrojna
<2ns 0<x <~
2
vrijednost: 0) = 8 - 0=0;
fH(2)= Or<12}a§2(8-x1):£1<1a§(8-x1) =max {8-0,8 -1} = §;
f1(3)= max (8-x)) = max (8-x,) = (usegmentu [0, %] nalaze se dvije cjelobrojne vrijednosti:
0<2-x,<3 0<x, <2
2
Oil)=max {8-0,8-1}=8§;
Hd) = max (8-x,) =max(8-x,) = max {8-0,8-1,8-2} = 16;
fi(5) = OrIZ}aXS(8- x)= max (8-x,) = (usegmentu [0, %] nalaze se tri cjelobrojne vrijednosti: O,
<2ns 0<x <2
2
1i2)=max {8-0,8-1,8-2}= 16;
fi(6) = max (8-x,)=max(8-x) =max {8-0,8-1,8-2,8-3} = 24;
f() = Ongax7(8-xl) = max (8-x;) = (u segmentu [0, %] nalaze se Cetiri cjelobrojne vrijednosti:
<2ns 0<x <>
2

0,1,2i3)=max {8-0,8-1,8-2,8-3}= 24;

fi8) = OrIZ}aXB(S-xl):(r)na)i(S-xl) =max {8-0,8-1,8-2,8-3,8 -4} = 32;

f9) = Ongax9(8-xl) = max (8-x,) = (u segmentu [0, %] nalazi se pet cjelobrojnih vrijednosti:

OSXISE
0,1,2,3i4)=max {8-0,8-1,8-2,8-3,8 -4} = 32;
£1(10) = ,max (8-x1)=gl<1a§5(8-x1) =max {8§-0,8-1,8-2,8-3,8-4,8-5} = 40;

1<2-x,<10
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Tako dobivamo sljedecu tablicu:

=
~
(A
N
R

O [Q[N| N[ [R[— O @«
—
(@)}

—
(o)}
N AWV =OIO

—
(e}
N
(e}

U sljede¢em koraku racunamo vrijednosti funkcije f>(x) koriste¢i dobivenu tablicu. Imamo
redom:

£(0) = max [12-x,+ f,(0-3-x,)] = max [12-x, + f,(0-3-x,)] =12-0+£i(0-3-0)=0+
£i(0)=0+0=0: -
A1) = ()Ega)il[12-x2+ﬁ(l—3-x2)]= max [12-x2+f1(1—3-x2)] = (u segmentu [0, %] nalazi se

1
0<x, Sg

samo jedna cjelobrojna vrijednost: 0)=12 -0 +f1(1-3-0)=0+fi(1)=0+0=0;

HQ2) = 0£131ax2[12-x2+f1(2—3-x2)]: maxz[12-x2+f1(2—3-x2)] = (u segmentu [0, %] nalazi
<33, 0<x,<=
-3

se samo jedna cjelobrojna vrijednost: 0) =12 -0+ f12-3-0)=0+fi(2)=0+8=28;
L03) = Or<131a)§3[12-x2+f1(3—3-x2)]:(r)£1a§1[12-x2+f1(2—3-x2)] =max {12-0+fi(3-3-0),

12-1+£(3B-3-1)}=max {0+ £i(3), 12+ £1(0)} =max {0+ 8,12 + 0} = 12;

fH4) = (gg;[llxz +f,(4-3-x))]= max [12-x,+ f,(4=3-x,)] = (u segmentu [0, g] nalaze

0<x,<—
3

se dvije cjelobrojne vrijednosti: 01 1) =max {12-0+fi(4-3-0),12-1+f(4-3 -1} =
max {0+ fi(4), 12 + fi(1)} = max {0 + 16, 12 + 0} = 16;

fH(5) = Or<131ax5[12-x2+f1(5—3-x2)]= maxs[12-x2+f1(5—3-x2)] = (u segmentu [0, %] nalaze
<3xp < 0<x,<2
-3

se dvije cjelobrojne vrijednosti: 01 1) =max {12-0+fi(5-3-0),12-1+f(5-3-1} =
max {0+ fi(5), 12 + fi(2)} = max {0 + 16, 12 + 8} = 20;
f(6) = ()2%6[12-x2+]‘1(6—3-x2)]zgzlazcz[12-x2+ﬁ(6—3-x2)] =max {12 -0+ £1(6 -3 - 0),

12-1+£6-3-1),12-2+£(6 -3 -2)} =max {0+ £i(6), 12 +£i(3), 24 + £(0)} = max {0 +
24,12 +8,24 +0} = 24;
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7
0<x, SE

H(T) = ()ga§7[12-x2 + f,(7-3-x,)] = max [12-x, + f,(7—3-x,)] = (u segmentu [0, %] nalaze
se tri cjelobrojne vrijednosti: 0, 112) =max {12 -0+ fi(7-3-0),12- 1+ A(7-3-1),12 -2

+£i(7-3-2)} =max {0 + fi(7), 12 + f1i(4), 24 + fi(1)} = max {0 + 24,12 + 16,24 + 0} = 28;

£(8) = Or<131ax8[12-x2+f1(8—3-x2)]: maxs[12-x2+f1(8—3-x2)] = (u segmentu [0, %] nalaze
<3xp < 0<x, <>
e}

se tri cjelobrojne vrijednosti: 0, 112) =max {12 -0+ fi(8-3-0),12-1+(8-3-1),12 -2
+ fi(8—-3-2)} =max {0+ fi(8), 12 + f1(5), 24 + f1(2)} = max {0 + 32, 12 + 16,24 + 8} = 32;
£09) = ()gi§9[12-x2+f1(9—3-x2)]=0rg?§3[12-x2+ﬁ(9—3-x2)] =max {12-0+£(9-3-0),
12-1+/A09-3-1),12-2+£(9-3-2),12 -3+ fi(9 -3 - 3)} = max {0 + f1(9), 12 + f1(6),
24 + £1(3), 36 + f1(0)} =max {0+ 32, 12 + 24,24 + 8,36 + 0} = 36;

£(10) = max [12-x,+ f,(10-3-x,)] = max [12-x, + f,(10-3-x,)] = (u segmentu [0, ?]

0<3-x,<10 0<x,< ?

nalaze se Cetiri cjelobrojne vrijednosti: 0, 1,2 13) =max {12 -0+ fi(10-3 -0), 12 - 1 + f1(10
-3-1),12-2+£(10-3-2),12 -3 + f(10-3 - 3)} = max {0 + f1(10), 12 + f1(7), 24 + fi(4),
36 + fi(1)} =max {0 +40, 12 + 16,24 + 16,36 + 0} = 40.

Tako dobivamo sljedecu tablicu:

s AW | x| 26| x
0] 0 J]0] O 0
1 0 0] O 0
2] 8 1 8 0
3 8 1] 12 1
4116 | 2| 16 0
S116 112120 1
6 |24 13]24 10,2
7124 3] 28 1
8 132 14|32 10,2
9132 14136 1,3
10] 40 | 5] 40 |0,2

Dakle, optimalna dobit iznosi f>(10) = 40 n.j. i postize se za x, = 0 ili x, = 2. Stoga postoje
dva moguca optimalna plana montaZe:

1.) x, = 0 znaci da se ne predvida montaZa niti jednoga objekta tipa B. Pripadna optimalna

vrijednost funkcije fi je fi(10 — 3 - 0) = fi(10) = 40, a postiZe se za x, = 5. Prema tome, treba
montirati to€no 5 objekata tipa A.
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2.) x, = 2 znaci da treba montirati dva objekta tipa B. Pripadna optimalna vrijednost funkcije

fije fi(10 — 3 -2)=fi(4) = 16, a postiZe se za xl* = 2. U ovom slucaju, dakle, treba montirati
po dva objekta svakoga tipa.

Analiza osjetljivosti rjeSenja na dodatan uvjet: Cinjenicu da prema posebnom ugovoru tvrtka
treba montirati najmanje 1, a najvise 3 objekta tipa A moZemo zapisati u obliku nejednakosti:

13)6133.

Stoga u ovom slucaju prva tri stupca posljednje tablice izgledaju ovako:

Si(s) )c1
0
0
8
8
16
16

24
24
24
24
24

(o[ Q[anfn|h|[L(o[—[O] @«

W W IWIWININR|—=OO

—_
=

Tako vidimo da se rezultati mijenjaju jedino za s € {8, 9, 10}, pa se analognim ra¢unom

dobiva:
s i) | x| f09) | X
0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
2 8 1 8 0
3 8 1] 12 1
4 116 | 2 | 16 0
5116 | 2 | 20 1
6 |24 | 3|24 10,2
7124 | 3| 28 1
81124 | 3| 32 2
9124 | 3|36 |1,3
10 24 | 3 | 40 2

U ovome je slu¢aju optimalan plan montaZe x, = x, = 2, tj. treba montirati po dva objekta

svakoga tipa.

RjeSenje pomocu programa Wingsb: Problem sloZene razdiobe ulaganja svodi se na problem
ruksaka u kojemu jedan komad namirnice N, ima masu m;, jedan komad namirnice n, masu
m, itd., a na raspolaganju su nam n; komada namirnice N;, n, komada namirnice N, itd.
Ukoliko, eventualno, broj komada svake pojedine namirnice nije definiran, uvijek moZemo

© mr.sc. Bojan Kovacié¢, visi predavac 84



Operacijska istrazivanja - skripta

uzeti da su ti brojevi jednaki kapacitetu ruksaka (to je, dakako, prevelika vrijednost koja nema
nikakva utjecaja na dobivanje rjeSenja problema osim, eventualno, neSto sporije brzine
izraCuna toga rjeSenja).

Ve¢ uobicajeno, pokrenimo potprogram DP programa Wingsb, lijevom tipkom miSa kliknimo
na izbornik File i odaberimo opciju New Problem. U dobivenom dijaloSkom okviru lijevom
tipkom miSa kliknimo na kruZi¢ pored natpisa Knapsack Problem, pa u pravokutnik pored
natpisa Problem Title upiSimo Problem 1-4-1, a u pravokutnik pored natpisa Number of Items
upisimo 2 (jer imamo 2 tipa objekata).

U sljede¢em koraku unosimo ulazne podatke:

— udrugi stupac (Item Identification) upisujemo nazive tipova objekata: A i B;

— u tre¢i stupac (Units Available) trebali bismo upisati koliko nam je maksimalno
objekata kojega tipa na raspolaganju, ali te brojeve ne znamo. Sukladno ranijoj
napomeni, uvijek moZemo upisati da imamo na raspolaganju onoliko komada svake
vrste objekata koliko iznosi kapacitet raspoloZive opreme, no, moZemo postupiti i

lukavije. RijeSimo nejednadzbe 2 - x; < 1013 - x» < 10 u skupu N (zbog zahtjeva

x1, Xo € N). Dobivamo x; £ 51 x, < 3. To znac¢i da ne moZemo montirati viSe od 5

objekata tipa A i viSe od 3 objekta tipa B, pa u ovaj stupac upisujemo 5 i 3.

— u Cetvrti stupac (Unit Capacity Required) upisujemo teZinske koeficijente koji mnoZe
veli¢ine x; 1 x; u uvjetu iz matematickoga modela. To su brojevi 2 i 3, pa u Cetvrti
stupac upisujemo redom 2 i 3.

— u peti stupac (Return Function (X: Item ID)) upisujemo komponente funkcije cilja koje
odgovaraju svakoj pojedinom objektu, a to je zapravo dobit od montaZe svakoga
pojedinoga objekta. Dakle, upisujemo redom: 8*X i 12*X.

— u posljednji redak (Capacity=) upisujemo kapacitet raspoloZive opreme, tj. 10.

Ovime je unos ulaznih podataka zavrSen. Lijevom tipkom miSa kliknimo na izbornik Solve
and Analyze, pa odaberimo opciju Solve the Problem. 1z treCega stupca dobivene tablice
(Decision Quantity (X)) oCitavamo optimalan plan montaZe: treba montirati po 2 objekta
svakoga tipa. Dakle, rije¢ je o drugom od dvaju optimalnih planova montaze koje smo dobili
"klasi¢nim" rjeSavanjem problema. U ovom slu€aju ne treba provesti analizu osjetljivosti
dobivenoga rjeSenja jer optimalno rjeSenje x, = 2 veé zadovoljava uvjet 1 < x; < 3, pa bismo

tom analizom dobili isto optimalno rjeSenje.

Primjer 2. Neka tvrtka treba montirati tri tipa objekata: A, A, i A3. Pri montaZi svih tipova
objekata koristi se posebna oprema ¢iji je ukupni kapacitet 18 komada. Osnovni podaci o
broju potrebnih komada posebne opreme i dobiti za izradu svakoga pojedinoga tipa opreme

navedeni su u sljedecoj tablici.

tip objekta | broj potrebnih dobit
komada opreme | [n.j./objekt]

Ay 4 8
Ay 6 12
As 3 10

Odlukom uprave tvrtke dozvoljena je istodobna montaZza najvise 3 objekta tipa A; i 5 objekata
tipa A;. Tvrtka treba napraviti optimalan plan montaZe tako da ostvarena dobit bude
maksimalna.
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a) Odredimo matematicki model promatranoga problema.
b) Nadimo optimalan plan montaZe.

Matematicki model: Za svaki i = 1, 2, 3 neka je x; broj objekata tipa A; koji ¢e se montirati.
Tada ukupna dobit od montaZe objekata tipa A; iznosi 8 - x; n.j., ukupna dobit od montaze

objekata tipa A» 12 - x2 n.j., a ukupna dobit od montaZe objekata tipa A3z 10 - x3 n.j. Stoga je
ukupna dobit od montaZe svih triju tipova objekata

f(xl,X2,X3)= 8- x1+12-x+ 10 - x3.

Za montazu x; objekata tipa A; treba ukupno 4 - x; komada opreme, za montaZu x, objekata
tipa A, treba ukupno 6 - x, komada opreme, a za montaZu x3 objekata tipa Az treba ukupno

3 - x3 komada opreme. Buduc¢i da ukupan broj potrebnih komada opreme ne moze premasiti
ukupan kapacitet opreme, mora vrijediti nejednakost

4. x1+6-x+3-x35<18.

Nadalje, budu¢i da je istodobno mogucée montirati najvise 3 objekta tipa A; i najvise 5
objekata tipa A», moraju vrijediti nejednakosti

0<x<3i10<x3<5.

Prema tome, trazZeni matemati¢ki model je:

maksimizirati f{x;, X2, x3) =8 - x; + 12 - x, + 10 - x3
pod uvjetima
4'X1+6'X2+3 'X3318

x1 € [3]o,
X2 € N,
x3 € [5]o.

"Klasicno" rjesenje: Stavimo S = [8]y, pa za svaki s € S racunajmo vrijednosti sljede¢ih
funkcija:

fi(s)= max (8-x)= max (8-x)

osdy s ()SXISmin{i, 3

<x < 4
fa(s) = max [12-x,+ fi(s—6-x,)] = maxy[12-x2+f1(s—6-x2)]
=os 05, <>
° 6
()= max [10-x,+ fy(s=3-x)] = ma){(v [10-x,+ f,(s—3-x,)]
0;){3335_‘ 0<x;<min ‘5, 5

Funkcija f; racuna optimalnu dobit ukoliko se s komada opreme koristi isklju¢ivo za montazu
objekata tipa A;, funkcija f> racuna optimalnu dobit ukoliko se s komada opreme koristi
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iskljuc¢ivo za montaZu objekata tipa A; i A, a funkcija f3 raCuna optimalnu dobit ukoliko se s
komada opreme koristi za montazu svih triju tipova objekata.

U prvom koraku dobivamo sljedecu tablicu:

s |0]1]2(3]4(5|6/7[8 |9 |10]11]12]13]14]|15]16]17]18
fis) ]O]0]0]0 8|88 |8|16]16|16|16 2424242424 |24|24
x (0000220212103 1313(3(313]3
U drugom koraku dobivamo sljedecu tablicu:
s |0]1]2(3]4(5]|6 |7 [8 |9 |10]11]12 |13 |14]|15]16|17]18
fis) ]O]0]0]0 8|88 |8 |16]16]|16]16|24 |24 2424 24|24 |24
x [0]0j0O(O| Ty 1)L} 1|22 2 23 3 /31331313
f(s)]0]0]0|0|8(8|12|12|16|16]20|20|24 |24 |28|28 32|32]|36
x, {0/070}0}010 1 L OO |1 1102021 |1 2|2 13
U tre¢em koraku dobivamo sljedecu tablicu:
S 10]1]2]3 |4 |5 16 |7 |8 19 101112 |13 |14 /15|16 17|18
fits) |]O]0O]0]0 |8 |8 |8 |8 |16]16|16]16]24 |24 242424 24|24
x (0000112721 2)2]3 3 /3131333
f(s)]0]0]0|0 |8 |8 [12]12]16]16(20|20|24 |24 |28|28|32|32]|36
x, (0/0/00 00O 1 1|0 |01 |1 (02021 (1 2 2 |L3
f(s)10]0][0]10]1010|20|20|20|30|30|30[40 |40 |40 50|50 |50]|52
x, 00701y T |1 421212 1313 |3 4 4 4 15 |5 |5 |4

Prema tome, optimalna dobit je f3(18) = 52 n.j. i postiZe se za x, = 4, $to zna¢i da treba

montirati ukupno 4 objekta tipa As. Pripadna optimalna vrijednost funkcije f> je /(18 — 3 - 4)

= f>(6) = 12 koja se postize za x, = 1, pa treba montirati jedan objekt tipa A,. Napokon,

pripadna optimalna vrijednost funkcije f je f1(6 — 6 - 1) = £1(0) = 0 i postiZe se za x, =0, pa

ne treba montirati niti jedan objekt tipa A;. Dakle, optimalan plan montaZe je: montirati jedan
objekt tipa A, i 4 objekta tipa A; uz maksimalnu dobit 52 n.j.

RjeSenje pomocu programa Wingsb: Navodimo samo parametre prema kojima se rjeSenje

ovoga problema razlikuje od prethodno navedenih rjeSenja:

Problem Title: Primjer 1-4-2

Number of Items: 3

Item Identification: Al, A2, A3

Units Available: 3, 18, 5 (jer se moZe montirati najviSe 3 objekta tipa A i najvise 5

objekata tipa A3)
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— Unit Capacity Required: 4, 6, 3
—  Return Function (X: Item ID): 8*X, 12*X, 10*X
— Capacity =18

RjeSavanjem problema u drugom stupcu (Decision Quantity) dobivamo vrijednosti 0, 1 i 4, pa
"oCitavamo" da treba montirati to¢no 1 objekt tipa A, i 4 objekta tipa A;. Ukupna optimalna
dobit od montaZe svih triju objekata (Total Return Value) iznosi 52 n.j.

Primjedba: U ovome je slu¢aju zgodno provesti sto — ako analizu, pa npr. istraZiti kako ¢e se
promijeniti optimalni plan odlu¢imo li montirati to¢no jedan objekt tipa A;. U tu svrhu
iskoristimo rezultat dobiven programom Wingsb. Kliknemo lijevom tipkom miSa na ikonicu
What If, pa u presjeku retka A/ i stupca Preset Decision upiSimo 1. Ovim smo zapravo
unaprijed definirali odluku da Zelimo montirati toéno jedan objekt tipa A;."” Iz tablice na
desnoj strani toga okvira "o€itamo" da, uz navedeni dodatni uvjet, treba montirati jedan objekt
tipa A; i Cetiri objekta tipa A;. Dakle, postavljanje dodatnoga uvjeta izazvalo je smanjenje
optimalne vrijednosti varijable x», a nije utjecalo na optimalnu vrijednost varijable xs.

Primjer 3. Brodom treba prevesti dvije vrste robe: A i B. Dobit po jednom komadu robe A
iznosi 40 n.j., a dobit po jednom komadu robe B 60 n.j. Jedan komad robe B zauzima 5 kub.
jed. brodskoga prostora, dok roba A zauzima brodski prostor u ovisnosti o koli€ini utovarene
robe prema sljedecoj tablici:

kolicina robe A O(1(2|3 |4 |5 |6
[kom.]

potreban obujam brodskoga prostora | 0|58 10| 12| 15| 18
[kub. jed.]

Obujam dijela broda namijenjenoga za prijevoz robe iznosi 20 kub. jed. Komadi obiju vrsta
robe su nedjeljivi. Treba napraviti optimalan plan utovara robe A i B tako da se ostvari
maksimalna dobit.

a) Odredimo matematicki model promatranoga problema.
b) Nadimo optimalan plan utovara broda i iznos maksimalne dobiti.

Matematicki model: Neka je xa koli¢ina utovarene robe vrste A, a xp koli¢ina utovarene robe

vrste B. Tada ukupna dobit ostvarena prijevozom robe vrste A iznosi 40 - x4 n.j., a ukupna

dobit ostvarena prijevozom robe vrste B iznosi 60 - xp n.j. Prema tome, ukupna dobit
ostvarena prijevozom obiju vrsta roba iznosi

J(xa, xg) =40 - x4 + 60 - xp.

OznaCimo s Oa(x) funkciju koja koli¢ini robe A pridruZzuje potreban obujam brodskoga
prostora. Funkcija Oa(x) je definirana tabli¢no (to¢nije, gornjom tablicom) i najveca
vrijednost njezina argumenta iznosi 6. To znaci da se brodom moZe prevesti najvise 6 komada
robe A, pa zbog prirodne cjelobrojnosti vrijednosti x4 vrijedi uvjet:

** Istaknimo zasebno: Sto — ako analiza ne daje optimalna rjeSenja problema koji sadrZe uvjet tipa "barem
jedan...". Opcija Preset Decision zahtijeva unos unaprijed zadane focne vrijednosti varijabli, a ne unose
najmanje ili najvece vrijednosti bilo koje od varijabli.
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xa € [6]o.
S druge strane, na koli¢inu robe B nemamo nikakav pocetni uvjet osim prirodnoga uvjeta
xg € Np.

Preostaje jo§ uvjetom iskazati podatak da ukupan obujam utovarene robe ne moZe biti strogo
veci od obujma dijela broda namijenjenoga za prijevoz robe. Ukupan obujam x4 komada robe

A iznosi Oa(xa), a ukupan obujam xz komada robe B iznosi 5 - xp, pa mora vrijediti

nejednakost:
Oa(xa) +5 - x5 <20.
Dakle, traZeni matemati¢ki model promatranoga problema je:

maksimizirati f(xa, xg) =40 - x4 + 60 - xp
pod uvjetima
Oa(xa) +5 - x5 <20

X4 € [6]o,
xg € Np.

Rjesenje: Odmah napomenimo da, zbog tabli¢noga definiranja funkcije ovisnosti obujma
brodskoga prostora o koli¢ini robe A, ovaj problem nije moguce rije$iti primjenom programa
Wingsb jer taj program zahtijeva definiranje navedene funkcije analitickim izrazom

(formulom). Stavimo S = [20]y, pa za svaki s € S raunajmo vrijednosti funkcija:

fils)= max (40-x,)

0<0, (x4)<s

(s) =  max [60-x, + fi(s—=5-x,)]= maxs[60-x3+f1(s—5-x3)]

OSXB_E

Funkcija fi(s) racuna optimalnu dobit ako se svih s kub. jed. prostora namijenjenoga za
prijevoz robe iskoristi iskljucivo za prijevoz robe vrste A, dok funkcija f>(s) racuna optimalnu
dobit ako se taj prostor iskoristi za prijevoz obiju vrsta roba. Tako redom dobivamo:

£i(0)= max (40-x,) =40-0=0; fil)= max (40-x,) =40-0=0;
020, (x,)<0 020, (x4)<1

fi2)= max (40-x,) =40-0=0; £i3)= max (40-x,) =40-0=0;
020, (x,)<2 020, (x,)<3

fid)= max (40-x,) =40-0=0;  fi(5)= max (40-x,) =max {40 -0,40 -1} = 40;
020, (x,)<4 020, (x,)<5

fi(6) = o<£“f"‘)<6(40‘ x,) =max {40 -0, 40 - 1} =40;

A= max (40-x,) = max {40 - 0,40 - 1} = 40;

f1(8)= max (40-x,) =max {40-0,40-1,40 -2} =80;

0<0, (x,)<8
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fi(9)= max (40-x,) =max {40-0,40-1,40 -2} =80;

0<0, (x,)<9

£i(10)= max (40-x,) =max {40 - 0,40 - 1,40 - 2,40 -3} = 120;

0<0, (x,)<10

fi(ll)= max (40-x,) =max {40-0,40-1,40-2,40 -3} =120;

00, (x,)<11

fi(12) = max (40-x,) =max {40-0,40-1,40-2,40-3,40 -4} =160;

0<0, (x,)<12

fi(13)= max (40-x,) =max {40-0,40-1,40-2,40-3,40 -4} =160;

0<0, (x,)<13

fi(1l4)= max (40-x,) =max {40-0,40-1,40-2,40-3,40 -4} =160;

0<0, (x, )<l4

fi(15)= max (40-x,) =max {40-0,40-1,40-2,40-3,40-4,40 -5} =200;

0<0, (x,)<15

fi(16) = max (40-x,) =max {40-0,40-1,40-2,40-3,40-4,40-5} =200;

0<0, (x,)<16

fi17)= max (40-x,) =max {40-0,40-1,40-2,40-3,40-4,40 -5} =200;

0<0, (x,)<17

£i(18)= max (40-x,) =max {40-0,40 1,40 2,40 -3,40 - 4,40 - 5,40 - 6} = 240;

0<0, (x,)<I8

fi(19)= max (40-x,) =max {40-0,40-1,40-2,40-3,40-4,40-5,40 - 6} =240;

0<0, (x,)<I8

f1(20) = max (40-x,) =max {40-0,40-1,40-2,40-3,40-4,40 -5, 40 - 6} =240.

0<0, (x,)<I8

Tako dobivamo sljedecu tablicu:

s JO[t[2]3]4]5[6 7891011 [12[13]14]15]16] 17
fis) [0]0]0]0][0]40|40]40]( 80|80 120|120 160 | 160 | 160 | 200 | 200 | 200
colojofofofol |22 3|34 ]4|4a|5]5]5
A
s [18 [19 [20
/i(s) [ 240 | 240 | 240
|6 [6 |6
A

Preostaje izracunati vrijednosti funkcije fo(s):

£(0) = max [60-x, + /,(0—5-x,)] =60 -0+ f1(0) =0+ 0=0;

0<x3<0
(1) = max [60-x, + £,(1-5-x,)] =60 -0 +£i(1)=0+0=0;

0<xp<—
X 5

£(2)= max [60-x, + £,(2=5-x,)] =60 - 0+ (2) =0+ 0=0;

0<xp<=
X 5

H3)= max3[60-x3+f1(3—5-x3)] =60-0+£(3)=0+0=0;

0<xz<=
Xp 5

H@) = max4[60-x3+f1(4—5-x3)] =60-0+f1(4)=0+0=0;

OSXBSE
£(5) = max [60-x, + ,(5-5-x,)] =max(60 - 0+ £i(5), 60 - 1+ fi(0)} = max{0 + 40, 60

+0} = 60;
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f(6) = maxﬁ[60-x3+f1(6—5-x3)] =max{60 - 0 + £1(6), 60 - 1 + fi(1)} = max{0 + 40, 60 +

OSXBSE

+0) = 60;

L) = max7[60-x3 +f1(7—5-x3)] =max{60 - 0 + f1(7), 60 - 1 + fi(2)} = max{0 + 40, 60 +
OSXBSE

+ 0} =60;

H(8) = maxg[60-x3+f1(8—5-x3)] =max{60 - 0 + fi(8), 60 - 1 + £1(3)} = max{0 + 80, 60 +
OSXBSE

+0) = 80

£0) = maxg[60-x3+fl(9—5-x3)] =max{60 - 0 + £1(9), 60 - 1 + fi(4)} = max{0 + 80, 60 +
OSXB_E

+0}=280;

£(10) = Orllaz(z[60-x3 + £,(10-5-x,)] = max{60 - 0 + £1(10), 60 - 1 + fi(5), 60 - 2 + £2(0)} =

max{0 + 120, 60 + 40, 120 + 0} = 120;
A1) = max [60-x,+ f(11-5-x,)] = max{60 - 0+ £i(11), 60 - 1 + £i(6), 60 - 2 + f>(1)} =

OSXB_g
max{0 + 120, 60 + 40, 120 + 0} = 120;
£(12) = max [60-x, + £,(12=5x,)] = max{60 - 0 +£i(12), 60 - 1 +fi(7). 60 - 2 + f2)} =

OSXBS?
max{0 + 160, 60 + 40, 120 + 0} = 160;
£(13) = ma§2[60-x3 +f1(13—5-x3)] =max{60 - 0 + f1(13), 60 - 1 + £1(8), 60 - 2 + fo(3)} =

OSXBS?
max{0 + 160, 60 + 80, 120 + 0} = 160;
H(14) = ma§4[60-x3 +f1(14—5-x3)] = max{60 - 0 + £1(14), 60 - 1 + £1(9), 60 - 2 + fr(4)} =

OSXBS?
max{0 + 160, 60 + 80, 120 + 0} = 160;
£15) = (glai(}[60-x3+fl(15—5-x3)] = max{60 - 0 + f1(15), 60 - 1 + f1(10), 60 - 2 + f(5),
60 - 3 + f5(0)} = max{0 + 200, 60 + 120, 120 +40, 180 + 0} =200;
£(16) = max [60-x, + £,16=5-x,)] = max{60 - 0 + £i(16), 60 - 1 + fi(11), 60 - 2 + f(6).

OSXB_?
60 - 3 + f>(1)} = max{0 + 200, 60 + 120, 120 +40, 180 + 0} =200;
L(7) = ma)%7[60-x3 + f,(17=5-x,)] = max{60 - 0 + f1(17), 60 - 1 + f1(12), 60 - 2 + f>(7),

OSXBS?
60 - 3 + f5(2)} = max{0 + 200, 60 + 160, 120 + 40, 180 + 0} =220;
f(18) = ma§8[60-x3+f1(18—5-x3)] = max{60 - 0 + f1(18), 60 - 1 + fi(13), 60 - 2 + £2(8),

OSXB_?
60 - 3 + 5(3)} = max{0 + 240, 60 + 160, 120 + 80, 180 + 0} =240;
£(19) = ma§9[60-x3 +fl(19—5-x3)] = max{60 - 0 + £1(19), 60 - 1 + fi(14), 60 - 2 + £5(9),

0<xz<—
Xp 5

60 - 3 + f>(4)} = max{0 + 240, 60 + 160, 120 + 80, 180 + 0} =240;
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f(20) = Orllaé[60-x3 + £,(20-5-x,)] = max{60 - 0 + £1(20), 60 - 1 + fi(15), 60 - 2 + f>(10),

60 - 3 +£2(5), 60 - 4 + £>(0)} = max{0 + 240, 60 + 200, 120 + 120, 180 + 40, 240 + 0} = 260.

Tako dobivamo sljedecu tablicu:

s JO]1]2][3]4]5]6] 718 9] 10] 11 ]12]13] 14 15] 16 | 17
£(s) [0[0[0[0[0[40] 40|40 80|80 | 120 | 120 | 160 | 160 | 160 | 200 | 200 | 200
o [ofofofofof T[T 2233 [4a4a]a]s5]5]5
£(s)[0]0[0[0][0][60]60]60]80|80| 120|120 160 | 160 | 160 | 200 | 200 | 220
X [o]ofofofol it tlofojozfo2[ 00|00 0]I
s | 18 | 19 | 20
Fi(s) | 240 | 240 | 240
NERERE
£(s) | 240 | 240 | 260
C oo
B

Prema tome, optimalna dobit je f>(20) = 260 i postiZe se za x, = 1. Odgovaraju¢a optimalna

vrijednost funkcije fi je fi(20 — 5 - 1) = £i(15) = 200 i postiZe se za x, = 5. Dakle, optimalan
plan prijevoza robe je: prevesti 5 komada robe vrste A i 1 komad robe vrste B.

Primjer 4. Zrakoplovom nosivosti 83 tone treba prevesti tri vrste robe €ije su jediniéne mase i
jedini¢ne dobiti od prijevoza navedeni u sljedecoj tablici.

vrsta robe A |B | C
Jjedinicna masa [t] 24 |22 |16
Jjedinicna dobit [n.j.] | 96 | 85 | 50

Komadi svih triju vrsta robe su nedjeljivi. Treba napraviti plan utovara svih triju vrsta robe
tako da se ostvari maksimalna dobit.

a) Odredimo matematicki model promatranoga problema.
b) Nadimo optimalan plan utovara i odgovaraju¢u maksimalnu dobit.

Matematicki model: Neka su x4 koli¢ina utovarene robe vrste A, xz koli¢ina utovarene robe
vrste B i1 xc koli¢ina utovarene robe vrste C. Tada ukupna dobit od prijevoza robe vrste A

iznosi 96 - x4, ukupna dobit od prijevoza robe vrste B iznosi 85 - xz, a ukupna dobit od

prijevoza robe vrste C iznosi 50 - x¢. Stoga je ukupna dobit od prijevoza svih triju vrsta roba

Sflxa, xB, xc) =96 - x4 + 85 - x5 + 50 - xc.

Nadalje, ukupna masa x4 komada robe vrste A iznosi 24 - x4 tona, ukupna masa xg komada

robe vrste B iznosi 22 - xp tona, a ukupna masa x¢ komada robe vrste C iznosi 16 - x¢ tona.

Ukupna masa svih triju vrsta robe ne smije biti strogo vec¢a od nosivosti zrakoplova, $to znaci
da mora vrijediti uvjet:
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24 - x4+ 22 - xp+ 16 - xc < 83.

Prema prirodi problema, sve tri vrijednosti x4, Xz 1 xc su nenegativni cijeli brojevi. Dakle,
traZeni matemati¢ki model promatranoga problema je:

maksimizirati f(xa, xp, Xc) =96 - x4 + 85 - xp+ 50 - x¢
pod uvjetima
24 x4+ 22 - xp+ 16 - xc < 83

Xa, X, Xc € No.

Rjesenje pomocu programa Wingsb: "Klasicno" bismo definirali S = [83]p 1 za svaki s € S

odredivali vrijednosti sljede¢ih triju realnih funkcija:

fils) = ,max (96-x,)= max (96-x,),

s
0<x,<—
!

fa(s) = Og;_a}cxﬁ[ss-xB + fi(s=22-x,)] = max [85-x, + fi(s—22-x,)],

OSXBSZ

f(s) = ,max [50-xc+f2(s—16-xc)]= max [50-xc+f2(s—16-xc)].
S0e=s 0<xo <>
16

Prva funkcija racuna optimalnu dobit ako se prevozi isklju¢ivo roba vrste A, i to s
maksimalnom nosivo$¢u s [tona]. Druga funkcija racuna optimalnu dobit ako se prevoze
isklju¢ivo robe vrste A i vrste B, opet s maksimalnom nosivo$¢u s [tona]. Treca funkcija
raCuna optimalnu dobit ako se prevoze sve tri vrste robe s maksimalnom nosivos¢u s [tona].

Izracun svih vrijednosti ovih funkcija je prilicno mukotrpan i spor iako se odredenim
"trikovima" on moZe djelomi¢no ubrzati. Zbog toga ¢emo ovaj problem rijeSiti koriste¢i
potprogram DP racunalnoga programa Wingsb. Navodimo samo parametre prema kojima se
rjeSenje ovoga primjera razlikuje od prethodno navedenih rjeSenja:

— Problem Title: Primjer 1-4-4
—  Number of Items: 3
— Item Identification: A, B, C
— Units Available: opet postupimo lukavo, pa u skupu N rijeSimo nejednadZbe
24 - x4 83,22 - x5 <83116 - xc < 83. Dobivamo: x4 < 3, x5 <3 ixc <5, pauovaj
stupac upisujemo 3, 3, 5.
— Unit Capacity Required: 24, 22, 16
—  Return Function (X: Item ID): 96*X, 85*X, 50*X
— Capacity =83
Nakon pokretanja procedure Solve and Analyze u stupcu Decision Quantity "ocitavamo"
vrijednosti 0, 3 i 1. Dakle, optimalan plan utovara je: utovariti 3 komada robe B i 1 komad
robe C. Ukupna optimalna dobit (Total Return Value) iznosi 305 n.j.

I ovdje moZemo provesti sto—ako analizu, pa promotriti kako na dobiveno optimalno rjeSenje
utjece npr. dodatni uvjet da se mora prevesti tocno jedan komad robe A. U tom je slucaju
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optimalni plan utovara: utovariti po 1 komad robe svake od vrsta A 1 B, te tocno 2 komada
robe vrste C. Dakle, postavljanje dodatnoga uvjeta uzrokuje promjenu obiju optimalnih
vrijednosti: optimalna vrijednost xz se smanjila, dok se optimalna vrijednost x¢ povecala.

Primjer S. Zrakoplovom nosivosti 50 tona na odredenoj se liniji mogu prevoziti putnici,
postanske poSiljke i ostali teret. Prosje€na masa i dobit ostvarena po jedinici transporta
navedeni su u donjoj tablici.

1 putnik | 1 postanski paket | 1 paket ostaloga tereta
prosjecna masa [t] | 0.085 0.2 0.9
dobit [000 n.j.] 2 2.5 4.5

U zrakoplov se moZe smjestiti najviSe 120 putnika. Treba odrediti optimalnu strukturu
transporta tako da se ostvari maksimalna dobit. Formirajmo odgovaraju¢i matemati¢ki model,
pa odredimo traZzenu optimalnu strukturu.

Matematicki model: Neka su x; broj putnika, x broj posStanskih paketa i x3 broj paketa
drugoga tereta koji ¢e se prevoziti zrakoplovom. Ukupna dobit ostvarena prijevozom x;

putnika iznosi 2 - x; [000 n.j.], ukupna dobit ostvarena prijevozom x, postanskih paketa iznosi

2.5 - x, [000 n.j.], a ukupna dobit ostvarena prijevozom x3 paketa ostaloga tereta iznosi 4.5 - x3
[000 n.j.]. Stoga ukupna dobit nastala prijevozom svih triju kategorija tereta iznosi:

fOon,x,x3)=2-x1+25-x+45 - x3.

Nadalje, ukupna masa svih x; putnika iznosi 0.085 - x; tona, ukupna masa x, poStanskih

paketa iznosi 0.2 - x, tona, a ukupna masa x3 paketa ostaloga tereta iznosi 0.9 - x3 tona. Budu¢i

da ukupna masa svih triju vrsta tereta ne smije biti strogo veca od nosivosti zrakoplova, mora
vrijediti nejednakost:

0.085 - x;+0.2-x+0.9 - x3<50.
Iz ¢injenice da se u zrakoplov moZe smjestiti najvi$e 120 putnika slijedi nejednakost
x1 £ 120.
Sve tri vrijednosti moraju biti nenegativni cijeli brojevi, tj. vrijedi skupovna relacija:
x; € Ny, za svaki i € [3].

Tako matemati¢ki model promatranoga problema glasi:

maksimizirati f(xy, x2, x3) =2 -x1+2.5 - x+4.5 - x3
pod uvjetima
0.085-x1+02 -x+0.9 -x3<50

x1 € [120]o
x; € No, zasvakii =1, 2, 3.
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RjeSenje pomocu programa Wingsb: Navodimo samo parametre prema kojima se rjeSenje
ovoga primjera razlikuje od prethodno navedenih rjeSenja:

— Problem Title: Primjer 1-4-5

—  Number of Items: 3

— [tem Identification: putnici, poStanski paket, ostali teret

— Units Available: opet postupimo lukavo, pa u skupu N rijeSimo nejednadZzbe

02 -x<50109 - x3 <50 1idobivamo: x, < 250, x3 < 55. Stoga u ovaj stupac

upisujemo: 120, 250, 55.

— Unit Capacity Required: 0.085, 0.2, 0.9

— Return Function (X: Item ID): 2*¥X, 2.5*%X, 4.5*%X

— Capacity =50
Nakon pokretanja procedure Solve and Analyze u stupcu Decision Quantity "oCitavamo"
vrijednosti 120, 199 i 0. Dakle, optimalnu strukturu transporta tvori 120 putnika i 199
poSstanskih paketa uz ukupnu optimalnu dobit (Total Return Value) 737,50 [000 n.j.], odnosno
737 500 n.j.

Postavimo li dodatni uvjet da moramo prevesti i tocno jedan paket ostaloga tereta, sto — ako
analizom dobivamo sljede¢u optimalnu strukturu transporta: 120 putnika, 194 poStanska
paketa i 1 paket ostaloga tereta. Dakle, postavljanje dodatnoga uvjeta nije utjecalo na
optimalan broj putnika u optimalnoj strukturi transporta, ali je smanjilo optimalan broj
postanskih paketa u optimalnoj strukturi transporta.

Zadaci za viezbu:

1. Brodski teret tvore Cetiri razlicita artikla. Jedini¢na masa i jedini¢na dobit za svaki pojedini
artikl navedeni su u sljedecoj tablici.

artikl | jedinicna masa | jedinicna dobit
[tona] [n.j.]
A 2 50
B 4 120
C 5 170
D 3 80

Ukupna masa brodskoga tereta moZe biti najviSe 9 tona. Treba naci optimalan plan utovara
kojim se postize maksimalna dobit.

a) Formirajte matematicki model promatranoga problema.

b) Nadite optimalan plan utovara i odgovaraju¢u maksimalnu dobit.

¢) Ukoliko je optimalna koli¢ina nekoga artikla jednaka nuli, istraZite kako njezino povecanje
za 1 utjec¢e na optimalne koli¢ine ostalih artikala.

2. Brodom se prevoze dvije vrste robe: A i B. Pritom se po komadu prevezene robe A
ostvaruje dobit od 40 n.j., a po komadu prevezene robe B dobit od 60 n.j. Nadalje, 1 komad
robe A ima obujam 3 kub. jed., a 1 komad robe B obujam 5 kub. jed. Obujam brodskoga
prostora previdenoga za prijevoz obiju vrsta robe iznosi 30 kub. jed. Treba na¢i optimalan
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plan utovara broda navedenim vrstama robe tako da dobit ostvarena od prijevoza obiju vrsta
roba bude maksimalna.

a) Formirajte matematicki model promatranoga problema.
b) Nadite optimalan plan utovara i odgovaraju¢u maksimalnu dobit.
¢) Rijesite b) podzadatak uz uvjet da se brodom moZe prevesti najviSe 6 komada robe A.

3. Zrakoplovom nosivosti 85 tona treba prevesti tri vrste robe ¢ije su jediniéne mase i
jedini¢ne dobiti navedene u sljedecoj tablici:

vrsta robe A|B|C
jedinicna masa | 14 | 12| 13
[tona]
Jjedinicna dobit | 64 | 56 | 60
[000 €]

Komade svih triju vrsta robe nije moguce razdijeliti na manje dijelove. Treba napraviti
optimalan plan utovara robe tako da ukupna dobit bude maksimalna.

a) Formirajte matematicki model promatranoga problema.

b) Nadite optimalan plan utovara i odgovaraju¢u maksimalnu dobit.

¢) Ukoliko je optimalna koli¢ina neke vrste robe jednaka nuli, istraZite kako njezino
povecanje za 1 utjeCe na optimalne koliCine ostalih vrsta roba.

4. Tvrtka izvodi montaZu dvaju tipova objekata: A i B. MontaZzom jednoga objekta tipa A
ostvaruje se dobit od 10 n.j., a montaZom jednoga objekta tipa B dobit od 12 n.j. Pri
istodobnoj montaZi obiju tipova objekata moZe se koristiti najviSe 20 komada posebne vrste
opreme, pri ¢emu za montaZu jednoga objekta tipa A treba 4 komada opreme, a za montaZzu
jednoga objekta tipa B 3 komada opreme. Tvrtka Zeli istodobnim montiranjem objekata A i B
ostvariti maksimalnu dobit.

a) Formirajte matematicki model promatranoga problema.

b) Nadite optimalan plan montaze i odgovarajucu optimalnu dobit.

c¢) Ispitajte kako na optimalan plan montaZe utjece poseban ugovor kojim se tvrtka obvezuje
montirati barem 2, a najviSe 5 objekata tipa A.

5. Tvrtka "GulikoZi¢ d.o.0." raspolaZze s kamionom nosivosti 45 jed. Tim kamionom treba
prevesti dvije vrste tereta: A i B. Masa jednoga komada tereta A iznosi 5 jed., a dobit
ostvarena njegovim transportom iznosi 6 n.j. Masa jednoga komada tereta B iznosi 3 jed., a
dobit ostvarena njegovim transportom iznosi 4 n.j. Tvrtka Zeli prevesti Sto viSe tereta obiju
vrsta tako da ukupna ostvarena dobit bude maksimalna.

a) Formirajte matematicki model promatranoga problema.

b) Nadite optimalan plan prijevoza i odgovaraju¢u optimalnu ostvarenu dobit.

¢) Ukoliko je optimalna koli¢ina neke vrste tereta jednaka nuli, istraZite kako njezino
povecanje za 1 utjeCe na optimalnu koli¢inu druge vrste tereta.

d) Rijesite podzadatke a) i b) uz dodatni uvjet da se kamionom moZe prevesti najvise 5
komada tereta B.
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1.5. ®Problem optimalne zamjene opreme

Problem optimalne zamjene opreme jedan je od osnovnih problema u cjelokupnoj industriji.
Sastoji se u odredivanju optimalnoga trenutka zamjene stare opreme novom pod uvjetima da
se opseg proizvodnje poveca, a troSkovi proizvodnje umanje tako da se time potpuno
nadoknade troskovi kupnje nove opreme, gubici uzrokovani zastojem u proizvodnji zbog
uvodenja nove opreme, te troSkovi obuke djelatnika za rad na novoj opremi.

Dakle, zadatak je odrediti optimalnu politiku modernizacije i zamjene opreme uvaZavajuci
pritom razli¢ite uvjete vezane za tekuce odrzavanje, karakteristike proizvodnje i predvideni
tehnoloski razvoj. Ovakav proces ocito zahtijeva analizu u viSe faza, pa se time dinamicko
programiranje namece kao prikladan nacin rjeSavanja ovakvih problema.

Neke tipove problema zamjene opreme i nacine njihova rjeSavanja ilustrirat ¢emo na
sljede¢im primjerima.

Primjer 1. Utvrdena poslovna politika predvida koriStenje automobila u sljede¢ih n = 5
godina, pa je na pocetku prve godine razdoblja planiranja kupljen novi automobil po nabavnoj
cijeni od p = 12 n.j.20 Radi jednostavnosti, pretpostavljamo da je nabavna cijena automobila
stalna tijekom cijeloga razdoblja planiranja. Godi$nji neto-troskovi odrZavanja automobila (c;)
i likvidacijska Vrijednost21 automobila (s;) iskazani su kao funkcija starosti automobila:

starost automobila (i) [god.] 011|213
godisnji neto-trosak odriavanja (¢;) [n.j.] |2 |4 [5]9]12 |12
likvidacijska vrijednost (s;) [n.j.] -1716(2] 110

Niz (c¢)i - N je nuZno strogo rastuci, tj. poveCanjem starosti automobila povecavaju se i

godisnji troskovi njegova odrzavanja. Iz toga razloga nakon odredenoga vremena moze biti
ekonomski isplativije rashodovati dotada koriSteni automobil i kupiti novi. S druge je strane

niz (s;)i . N nuZno strogo padajudi, tj. povecanjem starosti automobila smanjuje se njegova
likvidacijska vrijednost.

Politika zamjene u ovome je slucaju donoSenje odluke treba li zadrZati postojeci automobil ili
ga rashodovati i kupiti novi automobil. Navedeno se odlucivanje vrSi pofetkom svake
pojedine godine. Najjednostavniji primjeri politika zamjene su:

P1) zamjena automobila, tj. rashodovanje dotada koriStenoga automobila i kupnja novoga
pocetkom svake pojedine godine (tj. poCetkom druge, trece, Cetvrte i pete godine);

P») zadrZavanje postojecega automobila sve do kraja pete godine.

U naSem primjeru poc¢etkom prve godine nemamo Sto odlucivati: kupljen je novi automobil.
Stoga se odluke donose pocetkom svake od sljedece Cetiri godine. Budu¢i da pocetkom svake

20 .. . . .. v . . . .. . . ..
Radi jednostavnosti, pretpostavljamo da su u navedenu cijenu uracunati svi pripadajuci porezi, prirezi itd.

*! Likvidacijska vrijednost nekoga sredstva je vrijednost rashodovanoga stalnoga sredstva koja se dobije kad se

od trzis$ne cijene toga sredstva odbiju troskovi rashodovanja.
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od tih godina moZemo donijeti to¢no dvije razliCite odluke, prema pravilu umnoska®
zaklju€ujemo da postoji ukupno 2" = 2* = 16 medusobno razligitih politika zamjene. Stoga
je od interesa odrediti najbolju medu njima, tj. odrediti optimalnu politiku zamjene.

Optimalna politika zamjene je politika zamjene koja osigurava najmanje ukupne neto-
troSkove uporabe automobila tijekom svih pet godina. U promatranom primjeru to znaci
ispitati svih 16 medusobno razli¢itih politika zamjene i medu njima odrediti najbolju. No,
takva je metoda za iole vece vrijednosti n opcéenito vrlo spora i neefikasna, pa se stoga namece
problem iznalaZzenja dovoljno efikasnih metoda i algoritama za odredivanje optimalne
politike. U tu se svrhu primjenjuju metode i1 tehnike dinami¢koga programiranja.

Primjer 1. moZe se rijesiti "klasi¢no", tj. definiranjem odgovarajucih rekurzivnih relacija, ali
mi ¢emo ga ovdje rijesiti svodenjem na problem najkracega puta u grafu opisan u tocki 1.1.

Matemati¢ki model koji ¢emo koristiti je potpuni usmjereni graf *. Vrhovi toga grafa
predstavljat ¢e pocetke godina, tj. vrh i oznaCavat ¢e nam pocetak godine i. Budu¢i da se
koriStenje automobila planira u sljede¢ih n = 5 godina, graf ¢e imati ukupnon+1=5+1=6
vrhova: 1,2,3,4,516.

Nadalje, za svaki uredeni par (i, j) takav da je i < j vrhove i ij spojit ¢emo usmjerenim bridom
(lukom) ¢€iji je pocetak u vrhu i, a kraj u vrhu j. Ukupan broj medusobno razli¢itih usmjerenih

6
bridova u tako dobivenom modelu jednak je (Zj:(zj = 15 jer su svaka dva medusobno
razli¢ita vrha spojena to¢no jednim lukom.

Preostaje nam definirati feZinu svakoga od dobivenih lukova. Budu¢i da Zelimo minimizirati
ukupne neto-troskove, definirat ¢emo teZinu w;; kao:

w;; = (nabavna cijena automobila na pocetku godine i) + (troSkovi odrZavanja u godinama i,
i+1,...,j—1)-(likvidacijska vrijednost automobila na pocetku godine j).

NapiSimo analiticki izraz za izraCunavanje teZina w;. Nabavnu cijenu na pocetku godine i
oznacit ¢emo s p;. Na pocetku godine i automobil je nov (star 0 godina) pa su troskovi
odrZavanja u godini i jednaki troSkovima odrZavanja novoga automobila, tj. co. Na pocetku
godine i + 1 automobil je star 1 godinu, pa su troskovi odrZavanja u godini i + 1 jednaki
troSkovima odrZavanja automobila staroga 1 godinu, tj. ¢;. Na pocetku godine j— 1 automobil
je star ukupno (j — 1) — i godina, pa su troSkovi odrZavanja u godini (j — 1) jednaki troSkovima
odrZavanja automobila staroga (j — 1) — i godina, tj. ¢;_1—-;. Na pocetku godine j automobil je
star ukupno j — i godina, pa je njegova likvidacijska vrijednost jednaka likvidacijskoj
vrijednosti automobila staroga j — i godina, tj. s;_;. Prema tome je:

j=i-1
Wi =pi+co+c1+...+Ci-1-i—Sj-i =pi+ ch—Sj.i.
k=0

24

** Pravilo zbroja i pravilo umnoska temeljna su pravila kombinatorike (podsjetite se gradiva iz kolegija Statistika
2).

> Podsijetite se gradiva iz kolegija Ekonomska matematika 2.

** Ovdje presutno pretpostavljamo da se kraj k — te godine podudara s pogetkom (k + 1) — ve godine.
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U naSem je primjeru nabavna cijena automobila na pocetku svake godine ista, tj. vrijedi
jednakost p; = p» = p3 = ps = ps = p = 12. Tako redom dobivamo:

wi, = (nabavna cijena automobila na pocetku 1. godine) + (troSkovi odrZavanja novoga
automobila u 1. godini) — (likvidacijska vrijednost automobila staroga 1 godinu na pocetku 2.
godine) =p+co—s5;=12+2-T7=7;

wis = (nabavna cijena automobila na pocetku 1. godine) + [(troskovi odrZavanja novoga
automobila u 1. godini) + (troSkovi odrZavanja automobila staroga 1 godinu u 2. godini)] —
— (likvidacijska vrijednost automobila staroga 2 godine na pocetku 3. godine) = p + (co + ¢1) —
—5=12+2+4-6=12;

wis = (nabavna cijena automobila na pocetku 1. godine) + [(troSkovi odrZavanja novoga
automobila u 1. godini) + (troSkovi odrZavanja automobila staroga 1 godinu u 2. godini) +
(troskovi odrZavanja automobila staroga 2 godine u 3. godini)] — (likvidacijska vrijednost
automobila staroga 3 godine na pocetku 4. godine) =p + (co+c1+c2) —s3=12+2+4+5 -
-2=21;

wis = (nabavna cijena automobila na pocetku 1. godine) + [(troSkovi odrZavanja novoga
automobila u 1. godini) + (troSkovi odrZavanja automobila staroga 1 godinu u 2. godini) +
(troskovi odrZavanja automobila staroga 2 godine u 3. godini) + (troSkovi odrZavanja
automobila staroga 3 godine u 4. godini)] — (likvidacijska vrijednost automobila staroga 4
godine na pocetku 5. godine) =p + (co+ c1+ca+c3)—s4=12+2+4+5+9-1=31;

wie = (nabavna cijena automobila na pocetku 1. godine) + [(troSkovi odrZavanja novoga
automobila u 1. godini) + (troSkovi odrZavanja automobila staroga 1 godinu u 2. godini) +
(troskovi odrZavanja automobila staroga 2 godine u 3. godini) + (troSkovi odrZavanja
automobila staroga 3 godine u 4. godini) + (troSkovi odrZavanja automobila staroga 4 godine
u 5. godini)] — (likvidacijska vrijednost automobila staroga 5 godina na pocetku 6. godine) =
=p+(co+tci+cr+cz+cy)—s54=12+2+4+5+9+12-0=44;

wps = (nabavna cijena automobila na pocetku 2. godine) + (troSkovi odrZavanja novoga
automobila u 2. godini) — (likvidacijska vrijednost automobila staroga 1 godinu na pocetku 3.
godine) =p+co—s5=12+2-T7=7;

wys = (nabavna cijena automobila na pocetku 2. godine) + [(troSkovi odrZavanja novoga
automobila u 2. godini) + (troSkovi odrZavanja automobila staroga 1 godinu u 3. godini)] —
— (likvidacijska vrijednost automobila staroga 2 godine na pocetku 4. godine) = p + (co + ¢1) —
—5=12+2+4-6=12;

wrs = (nabavna cijena automobila na pocetku 1. godine) + [(troSkovi odrZavanja novoga
automobila u 1. godini) + (troSkovi odrZavanja automobila staroga 1 godinu u 2. godini) +
(troskovi odrZavanja automobila staroga 2 godine u 3. godini)] — (likvidacijska vrijednost
automobila staroga 3 godine na pocetku 4. godine) =p + (co+c1+ ) —s3=12+2+4+5 -
-2=21;

wye = (nabavna cijena automobila na pocetku 2. godine) + [(troSkovi odrZavanja novoga
automobila u 2. godini) + (troSkovi odrZavanja automobila staroga 1 godinu u 3. godini) +
(troskovi odrZavanja automobila staroga 2 godine u 4. godini) + (troSkovi odrZavanja
automobila staroga 3 godine u 5. godini)] — (likvidacijska vrijednost automobila staroga 4
godine na pocetku 6. godine) =p + (co+ ci1+c2+c3)—s4=12+2+4+5+9-1=31;

wss = (nabavna cijena automobila na pocetku 4. godine) + (troSkovi odrZavanja novoga
automobila u 3. godini) — (likvidacijska vrijednost automobila staroga 1 godinu na pocetku 4.
godine) =p+co—s5;=12+2-T7=7;

wss = (nabavna cijena automobila na pocetku 3. godine) + [(troSkovi odrZavanja novoga
automobila u 3. godini) + (troSkovi odrZavanja automobila staroga 1 godinu u 4. godini)] —
— (likvidacijska vrijednost automobila staroga 2 godine na pocetku 5. godine) = p + (co + ¢1) —
—5=12+2+4-6=12;
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wss = (nabavna cijena automobila na pocetku 3. godine) + [(troSkovi odrZavanja novoga
automobila u 3. godini) + (troSkovi odrZavanja automobila staroga 1 godinu u 4. godini) +
(troskovi odrZavanja automobila staroga 2 godine u 5. godini)] — (likvidacijska vrijednost
automobila staroga 3 godine na pocetku 6. godine) =p + (co+c1+ ) —s3=12+2+4+5 -
-2=21;

wss = (nabavna cijena automobila na pocetku 4. godine) + (troSkovi odrZavanja novoga
automobila u 4. godini) — (likvidacijska vrijednost automobila staroga 1 godinu na pocetku 5.
godine) =p+co—s5=12+2-T7=7;

wae = (nabavna cijena automobila na pocetku 4. godine) + [(troSkovi odrZavanja novoga
automobila u 4. godini) + (troSkovi odrZavanja automobila staroga 1 godinu u 5. godini)] —
— (likvidacijska vrijednost automobila staroga 2 godine na pocetku 6. godine) = p + (co + ¢1) —
—5n=12+2+4-6=12;

wse = (nabavna cijena automobila na pocetku 5. godine) + (troSkovi odrZavanja novoga
automobila u 5. godini) — (likvidacijska vrijednost automobila staroga 1 godinu na pocetku 6.
godine) =p +co—s51=12+2-7="17.

Za rjeSavanje primjera u nastavku koristimo program Graph Magics. Pokrenimo program i
odmah odaberimo tip buducega grafa kao usmjeren lijevim klikom miSa na ikonicu strelice
neposredno desno od ikonice C. Sada generirajmo potpuni usmjereni graf sa 6 vrhova i
pridruZimo njegovim lukovima odgovarajuce teZine. Dobivamo:

1

Slika 15. Model problema iz Primjera 1.

Sljedeci korak u rjeSavanju zadatka je odredivanje najkracega puta izmedu vrha koji oznacava
pocetak 1. godine (to je vrh 1) i vrha koji oznacava kraj 5. godine, odnosno pocetak 6. godine
(to je vrh 6). Desnim klikom miSa na vrh 1 i odabirom opcije Set/Unset as Start Vertex
(Source) ozna€imo taj vrh kao pocetni, a desnim klikom miSa na vrh 6 i odabirom opcije
Set/Unset as End Vertex (Sink) ozna€imo taj vrh kao krajnji. Postupkom opisanim u tocki 1.1.
nalazimo da je najkraci put izmedu vrhova 1 i 6:

1-2-4-6
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i da je njegova teZina jednaka 31. Preostaje nam jedino interpretirati dobiveni rezultat. U tu
svrhu promotrimo unutrasnje vrhove dobivenoga najkracega puta. To su 2 i 4, pa automobil
trebamo zamijeniti novim automobilom pocetkom 2. i pocetkom 4. godine. Prema tome,
optimalna politika zamjene glasi:

pocetak 2. godine: rashodovanje dotad koriStenoga automobila i kupnja novoga;
pocetak 3. godine: zadrZavanje dotad koriStenoga automobila;

pocetak 4. godine: rashodovanje dotad koriStenoga automobila i kupnja novoga;
pocetak 5. godine: zadrZavanje dotad koriStenoga automobila;

kraj 5. godinelpocetak 6. godine: rashodovanje dotad kori§tenoga automobila.

RjeSavanje "klasi¢nim" putem daje jo§ jedno rjeSenje:
1-3-5-6

U ovom slucaju pocetkom 3. i pocetkom 5. godine treba kupiti novi automobil, tj. optimalna
politika zamjene glasi:

pocetak 2. godine: zadrZavanje dotad koriStenoga automobila;

pocetak 3. godine: rashodovanje dotad koriStenoga automobila i kupnja novoga;
pocetak 4. godine: zadrZavanje dotad koriStenoga automobila;

pocetak 5. godine: rashodovanje dotad koriStenoga automobila i kupnja novoga;
kraj 5. godinelpocetak 6. godine: rashodovanje dotad koriStenoga automobila.

Obje navedene optimalne politike postiZzu najmanji iznos ukupnih neto—troSkova 31 n.j.

Primjer 2. Usporedno sa studiranjem logistike na BA Nordhessen — studiji u Rijeci
Ksenofont je putem Student—servisa dobio honorarni posao dostavlja¢a lokalnih besplatnih
novina, oglasnoga materijala itd. Za taj mu je posao potreban bicikl kojega trenutno ne
posjeduje. Trenutna cijena novoga bicikla je p = 500 n.j. Novi bicikl se moZe koristiti najvise
3 godine, a potom ga treba prodati. Godi$nji neto—troskovi odrZavanja bicikla — u ovisnosti o
njegovoj starosti — navedeni su u sljedecoj tablici:

starost bicikla (i) [god.] 0|1 |2
godisnji neto — trosak (c;) [n.j.] | 30 | 40 | 60

Likvidacijske vrijednosti bicikla — u ovisnosti o njegovoj starosti — navedeni su u sljedecoj
tablici:

starost bicikla (i) [god.] 1 2 3
likvidacijska vrijednost (s;) [n.j.] | 400 | 300 | 250

Ako Ksenofont namjerava zavrSiti svoj studij za to¢no 5 godina i dotad honorarno raditi kao
dostavlja¢, odredimo optimalnu politiku zamjene bicikla tijekom razdoblja od 5 godina.
(Pretpostavljamo da je cijena novoga bicikla stalna u cjelokupnom razdoblju planiranja.)

Prije negoli pristupimo rjeSavanju zadatka, napravit ¢emo jednostavnu analizu kojom ¢emo
pokusati utvrditi koje "trajanje vlasniStva" je najekonomi€nije, tj. je li opcenito bolje zadrzati
bicikl 1, 2 ili 3 godine? Kupi li Ksenofont bicikl, koristi ga jednu godinu i potom proda,
prosjecan (zapravo, ukupan) godiSnji neto—troSak iznosi p + co — s1 = 500 + 30 — 400 = 130
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n.j. Kupi li Ksenofont bicikl, koristi ga ukupno dvije godine i potom proda, prosje¢an godi$nji
neto—trodak iznosit & 2 +(C°J2rcl)_52 :500”30;40)‘300 = 135 nj, a ukoliko kupi
bicikl, koristi ga sve tri godine i potom proda, prosje€an godiSnji neto—troSak iznosit ce
p+(c,+c +c,)—s;  500+(30+40+60)—250
3 3
najisplativije zadrZati bicikl sve tri godine i potom ga prodati, a ako to nije moguce, onda je
najisplativije zadrzati bicikl to¢no jednu godinu. Buduéi da je razdoblje planiranja n = 5
godina, moZemo ocekivati da ¢e optimalna politika zamjene biti neka kombinacija
jednogodisnjega i trogodiSnjega trajanja vlasniStva.

~ 126.67 n.j. Ova analiza pokazuje da je

I u ovom ¢emo sluc¢aju problem modelirati usmjerenim grafom, ali taj graf nece biti potpun.
Naime, bicikl se moZe koristiti najvise tri godine, a to je razdoblje strogo manje od razdoblja
planiranja. Stoga neki vrhovi usmjerenoga grafa nece biti spojeni niti jednom spojnicom.

I u ovom ¢emo slucaju pretpostaviti da nam vrhovi grafa oznacavaju pocetke godina. Stoga
imamo ukupno zn + 1 = 6 vrhova, tj. vrh i oznacavat ¢e nam pocetak godine i (pritom ponovno
pretpostavljamo da se kraj pete godine podudara s pocetkom Seste godine). Pogledajmo sada
koji vrhovi mogu biti spojeni lukom.

Budu¢i da se bicikl moZe koristiti najviSe 3 godine, vrh i ¢emo spojiti s vrhom j ako i samo
ako vrijedi nejednakost 0 < j — i < 3. Stoga vrh 1 lukovima spajamo s vrhovima 2, 3 14, vrh 2
lukovima spajamo s vrhovima 3, 4 i 5, vrh 3 s vrhovima 4, 51 6, vrh 4 s vrhovima 516, a vrh
5 samo s vrhom 6. [zraCunajmo teZine pojedinih lukova:

Wi2 = Was = W34 = Wys = Wse = (nabavna cijena bicikla) + (troskovi odrZzavanja novoga bicikla)
— (likvidacijski troSkovi bicikla staroga 1 godinu) = p + ¢o— s; =500 + 30 — 400 = 130 n.j.;
Wi3 = Wi = W35 = Wae = (nabavna cijena bicikla) + (ukupni troSkovi odrZavanja novoga bicikla
tijekom dvije godine) — (likvidacijski troSkovi bicikla staroga 2 godine) = p + (co + ¢1) — 52 =
500 + (30 +40) —300 =270 n.j.;

Wwisa = Was = w3 = (nabavna cijena bicikla) + (troSkovi odrZavanja novoga bicikla tijekom tri
godine) — (likvidacijski troskovi bicikla staroga 3 godine) = p + (co + ¢1 + ¢2) — 53 = 500 + (30
+ 40 + 60) — 250 = 380 n.j.

Dakle, dobiveni usmjereni graf izgleda ovako:

Slika 16. Model problema iz Primjera 2.
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Analogno kao i u prethodnom primjeru, ozna¢imo vrh 1 kao pocetni vrh, a vrh 6 kao krajnji
vrh i nademo najkraci put izmedu vrhova 1 i 6:

1-2-3-6
¢ija je teZina 640. Prema tome, optimalna politika zamjene bicikla je sljedeca:

pocetak 2. godine: prodaja dotad koriStenoga bicikla i kupnja novoga bicikla;
pocetak 3. godine: prodaja dotad koriStenoga bicikla i kupnja novoga bicikla;
pocetak 4. godine: zadrZavanje dotad koriStenoga bicikla;

pocetak 5. godine: zadrZavanje dotad koriStenoga bicikla;

kraj 5. godinelpocetak 6. godine: prodaja dotad koriStenoga bicikla.

Kako vidimo, dobivena optimalna politika je uistinu kombinacija trajanja vlasnistva od jedne,
odnosno tri godine, tj. navedenoj optimalnoj politici odgovara rastav 5 = 1 + 1 + 3.
Zanimljivo je da je ukupan broj razli¢itih optimalnih politika jednak ukupnom broju razli¢itih
nacina na koji se broj 5 moZe napisati kao zbroj barem jedne "jedinice" i barem jedne "trojke",
a taj je jednak 3. TinaCinisu: 1 +1 +3,1+3+ 1,3+ 1+ 11isvaki od njih generira jednu
optimalnu politiku (prvi na¢in generira gore navedenu optimalnu politiku, drugi nacin
generira optimalnu politiku kupnje novoga bicikla u 2. i 5. godini, a tre¢i optimalnu politiku
kupnje novoga bicikla u 4. i 5. godini). Sve tri optimalne politike daju iste minimalne ukupne
neto—troskove u iznosu od 640 n.j.

Primjer 3. RijeSimo prethodni primjer uz sljedec¢e pocetne podatke:
— nabavna cijena bicikla na pocetku i — te godine dana je formulom p; = 480 + 20 - i, za

i=1,2,3,4,5;

— godiSnji neto—troSak odrZavanja bicikla staroga i godina dan je formulom ¢; =30 + 10 -
i, zai=0,1,2;

— likvidacijska vrijednost bicikla staroga i godina dana je formulom s; = 400 — 20 - i%, za
i=1,2,3.

Iz navedenih podataka slijede donje tablice:

pocetak godine i 1 2 3 4 5
nabavna cijena bicikla (p;) [n.j.] | 500 | 520 | 540 | 560 | 580

starost bicikla (i) [god.] 0 |1 2 3
godisnji trosak (c;) [n.j.] 3040 |70 |-
likvidacijska vrijednost (s;) [n.j.] | — | 380 | 320 | 220

Postupak raunanja teZina odgovarajucih lukova moZe se pojednostavniti na sljede¢i nacin:

zaj =i+ 1: wij= (nabavna cijena bicikla na pocetku godine i) + (troskovi odrZzavanja novoga
bicikla) — (likvidacijska vrijednost bicikla staroga 1 godinu) = p; + co — 51 = (480 + 20 - i) + 30
-380=130+4+20 -4, pajew;»=130+20=150,wy;=130+20-2 =170, w34 =130+ 20 - 3
=190, wys =130 + 20 - 4 = 210, wse = 130 + 20 - 5 =230,
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zaj =i+ 2: w; = (nabavna cijena bicikla na pocetku godine i) + (ukupni tro§kovi odrZavanja
novoga bicikla tijekom dvije godine) — (likvidacijska vrijednost bicikla staroga 2 godine) = p;
+ (co+ c1) — 52 = (480 + 20 - i) + (30 + 40) — 320 =230 + 20 - i, paje wiz =230 + 20 = 250,
was =230 + 20 - 2 =270, wis =230 + 20 - 3 =290, wse =230 + 20 - 4 = 310;

zaj =1+ 3: w; = (nabavna cijena bicikla na pocetku godine i) + (ukupni troSkovi odrzavanja
novoga bicikla tijekom tri godine) — (likvidacijska vrijednost bicikla staroga 3 godine) = p; +

+(Co+ 1+ €2) — 53 = (480 + 20 - i) + (30 + 40 + 70) — 220 = 400 + 20 - i, pa je wia = 400 +
20 =420, wys =400 + 20 - 2 = 440, w36 = 400 + 20 - 3 = 460.

Pripadni matemati¢ki model je sljede¢i usmjereni graf:

@

Slika 17. Model problema iz Primjera 3.
Najkra¢i put izmedu vrha 1 i vrha 6 u tom grafu je:
1-3-6
iima tezinu 710. Prema tome, optimalna politika zamjene bicikla je sljedeca:

pocetak 2. godine: zadrZavanje dotad koriStenoga bicikla;

pocetak 3. godine: prodaja dotad koristenoga bicikla i kupnja novoga bicikla;
pocetak 4. godine: zadrZavanje dotad koriStenoga bicikla;

pocetak 5. godine: zadrZavanje dotad koriStenoga bicikla;

kraj 5. godinelpocetak 6. godine: prodaja dotad koriStenoga bicikla.

Minimalni ukupni neto—troSkovi u ovom slucaju iznose 710 n.j.
U prethodna tri primjera razmatrali smo slucajeve u kojima je na pocetku prve godine ve¢ bila

donijeta odluka o kupnji nove opreme (automobila, bicikla), pa su se sve ostale odluke
donosile na pocetku svake od sljede¢ih n godina. (Tu uklju¢ujemo i zavrSnu odluku o
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rashodovanju opreme.) Medutim, u praksi se nerijetko javljaju slucajevi u kojima na pocetku
prve godine ve¢ raspolazemo s opremom starom i godina ¢iji je vijek trajanja ukupno n
godina, pa treba razmotriti optimalnu politiku zamjene u sljede¢ih n — i godina. I u takvim se
slucajevima problem zamjene opreme moZe svesti na problem najkracega puta u usmjerenom
grafu, no, u takvom se grafu pojavljuju negativne tezine lukova i visestruki lukovi izmedu
dvaju vrhova, pa navedeni model ne moZemo implementirati u programu Graph Magics.
Stoga ¢emo takav problem rijeSiti "klasi€no" ilustrirajuc¢i tehniku dinami¢koga programiranja
koja se ovdje primjenjuje.

Primjer 4. Pretpostavimo da na pocetku prve godine raspolaZzemo s vozilom starim dvije
godine. Vozilo je potrebno koristiti u sljedece n = 3 godine, pri ¢emu na pocetku svake godine
(uracunavajuéi i prvu!) donosimo odluku: zadrZati postojece vozilo jo§ godinu dana ili
rashodovati postoje¢e vozilo i kupiti novo. Kao i ranije, godiS$nji troSak odrZzavanja vozila
zadan je tabli¢no kao funkcija starosti automobila:

starost automobila (i) [god.] |0 |1 |2 |3 |4
godisnji neto—trosak (c;) [n.j.] | 101 20 1 40 | 60 | 70

Nadalje, cijena novoga vozila u sve tri godine je stalna i iznosi p = 60 n.j. Likvidacijska neto—
vrijednost automobila staroga i godina zadana je funkcijom:

si=s()=25-5-i,zai=1,2,3,4,5.

Treba odrediti optimalnu politiku zamjene automobila u cjelokupnom razdoblju planiranja.
Primijetimo da je ukupan broj razli¢itih politika zamjene jednak je 2" = 2’=38 jer pocetkom
svake godine donosimo jednu od dvije moguce odluke.

Da bismo mogli rijeSiti navedeni problem, najprije definiramo funkciju optimalne vrijednosti
V=Vk,i)s:

V(k, i) = najmanji ukupni neto—troskovi od pocetka godine k do kraja razdoblja planiranja (tj.
pocetka godine n + 1) ako na pocetku godine k raspolaZzemo s vozilom starosti i.

Funkcija V je funkcija dviju cjelobrojnih (to¢nije, prirodnih) varijabli: k i i. Varijabla k naziva
se varijabla etape i ona "mjeri" razdoblja (etape) u kojima se donosi to¢no jedna odluka. U
ovom sluc¢aju varijabla etape poprimat ¢e vrijednosti iz skupa {1, 2, 3, 4} jer ¢emo pocetkom
1., 2., 3. 14. godine donositi odluku o zadrZavanju ili rashodovanju vozila. Odmah uo¢imo da
¢e odluka donijeta pocetkom (n + 1) — ve, tj. 4. godine biti: rashodovati vozilo jer ¢e zavrSiti
planirano razdoblje u kojemu Zelimo koristiti vozilo. Varijabla i naziva se varijabla stanja i
ona "mjeri" starost vozila na pocetku godine k. Ta ¢e varijabla poprimati vrijednosti iz skupa
{1, 2, 3,4, 5} jer najveCa moguca starost vozila iznosi iy, =2+ 3 =15 godina25 .

Iz postavke navedenoga primjera slijedi da trebamo izracunati vrijednost V(1, 2) jer na
pocetku k = 1. godine raspolaZzemo s vozilom starosti i = 2 godine. Navedenu ¢emo vrijednost
izraCunati tako S§to ¢emo najprije definirati dvoindeksnu rekurzivnu relaciju koju

%* Godidnji trosak odrZavanja automobila staroga toéno 5 godina jednak je nuli. Naime, ukoliko je potetkom
neke godine starost automobila to¢no 5 godina, obavezno odmah rashodujemo automobil kako bismo izbjegli
daljnje troskove njegova odrZavanja.
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zadovoljavaju vrijednosti V(k, i), a potom pocetne uvjete koji ¢e nam omoguditi racunanje
konkretnih vrijednosti te funkcije.

Spomenutu dvoindeksnu rekurzivnu relaciju dobivamo na sljede¢i nacin: Zamislimo da na
pocetku godine k koristimo vozilo staro i godina. Na raspolaganju su nam alternative A; =
= "zadrZati vozilo joS godinu dana" i A, = "rashodovati vozilo i zamijeniti ga novim vozilom".
Razmotrimo zasebno Sto se dogada donoSenjem svake pojedine odluke.

Opredijelimo i se za alternativu Aj, tj. odluc¢imo li zadrZati vozilo i koristiti ga u cijeloj godini
k (do pocetka godine k + 1), ukupni neto—troSak u godini & koji proizlazi iz takve odluke tvori
iskljucivo neto—troSak odrzavanja automobila staroga i godina. Taj je trosak, prema oznakama
iz primjera, jednak c;. Sljedec¢a etapa u kojoj se donosi odluka je pocetak (k + 1) — ve godine, a
u tom trenutku imamo na raspolaganju vozilo starosti i + 1 godina. Najmanji ukupni neto—
troSkovi od pocetka (k + 1) — ve godine do kraja razdoblja planiranja, prema definiciji
funkcije V, iznose V(k + 1, i + 1). Prema tome, ukupni neto—troSkovi nastali kao posljedica
izbora alternative A\ na pocetku godine k iznose c; + V(k+ 1, i + 1).

Opredijelimo li se za alternativu A,, tj. odlu¢imo li rashodovati dotad koriSteno vozilo i kupiti
novo, u godini k imat ¢emo troSak nabave novoga vozila, godisnji troSak njegova odrZavanja,
te prihod dobiven rashodovanjem i prodajom dotadaSnjega vozila, tj. prihod jednak
likvidacijskoj vrijednosti dotadasnjega vozila. TroSak nabave novoga vozila jednak je
nabavnoj cijeni vozila, tj. p. GodiSnji neto—troSak odrZavanja novoga vozila iznosi co, a
likvidacijska vrijednost dotadasnjega vozila (staroga i godina) iznosi s;. Stoga ukupni neto—
troSkovi u godini k iznose p + co — si. Sljedeca etapa u kojoj se donosi odluka je pocetak (k +
+ 1) — ve godine, a u tom trenutku na raspolaganju imamo vozilo starosti 1 godinu. Najmanji
ukupni neto—troSkovi od pocetka (k + 1) — ve godine do kraja razdoblja planiranja, prema
definiciji funkcije V, iznose V(k + 1, 1). Prema tome, ukupni neto—troskovi nastali kao
posljedica izbora alternative Ay na pocetku godine k iznose p + cop—s; + V(k+ 1, 1).

Budu¢i da ukupne neto—troskove treba minimizirati u svakoj pojedinoj etapi, slijedi da mora
vrijediti sljedeca jednakost:

Vik,i)=min {¢;+ V(k+ 1,i+ 1), p+co—si+ V(k+ 1, 1)}.

Navedena jednakost je traZzena dvoindeksna rekurzivna relacija pomoc¢u koje ¢emo raCunati
vrijednosti funkcije V. Preostaje nam zadati pocetne uvjete, tj. neke vrijednosti funkcije V
pomocu kojih se moZe izracunati svaka od preostalih vrijednosti te funkcije.

Da bismo zadali pocetne uvjete, razmatramo odluku koju donosimo na kraju razdoblja
planiranja, odnosno pocetkom cetvrte godine. Pripadna vrijednost varijable etape je k = 4, pa
zapravo zadajemo vrijednosti V(4, 7). Na kraju razdoblja planiranja moguca je tocno jedna
odluka: "rashodovati dotad koristeno vozilo". To vozilo ne moZe biti novo, tj. ne moZe biti
imin = 0, nego je najmanja moguca starost vozila jednaka i = 1. Najveca moguca starost vozila
jest, kako smo ranije utvrdili, i = 5, pa raCunamo vrijednosti V(4, i) za i = 1, 2, 3, 4, 5.
Rezultat odluke "rashodovati dotad koristeno vozilo" je prihod jednak likvidacijskoj
vrijednosti vozila na pocetku cetvrte godine. Budu¢i da minimiziramo ukupne troSkove,
prihod ¢emo formalno evidentirati kao negativne troskove:

V(4, 1) = —(likvidacijska vrijednost vozila staroga 1 godinu) =—s; =-(25-5 - 1) =-20;
V(4, 2) = —(likvidacijska vrijednost vozila staroga 2 godine) =— s, =—(25-5 - 2) =-15;
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V(4, 3) = —(likvidacijska vrijednost vozila staroga 3 godine) = —s3 =—(25-5 - 3) =-10;
V(4, 4) = —(likvidacijska vrijednost vozila staroga 4 godine) = —ss =—(25 -5 - 4) =-5;
V(4, 5) = —(likvidacijska vrijednost vozila staroga 5 godina) = —s5 =—(25-5 - 5) =0.

Zadavanjem navedenih vrijednosti moZemo izracunati svaku od preostalih vrijednosti
funkcije V na temelju prethodno navedene rekurzivne relacije. Najprije razmatramo pocetak 3.
godine, odnosno etapu k = 3. Najveca moguca starost vozila u toj etapi je i = 4, pa raunamo
vrijednosti V(3, i), zai =1, 2, 3, 4. Imamo redom:

VB, D=min{c;+ V@3 +1,1+1),p+co—s1+ V(3 +1,1)} =min {20 + V(4, 2), 60 + 10 -
-20+ V(4, 1)} = min {20 + (-15), 50 + (-20)} = 5;

V@3,2)=min {c;+ V3 +1,2+1),p+co—s2+ V(3 +1,1)} =min {40 + V(4, 3), 60 + 10 -
- 15+ V(4, 1)} = min {40 + (-10), 55 + (-20)} = 30;

V@3,3)=min {3+ V3 +1,3+1),p+co—s3+ V(3 +1,1)} =min {60 + V(4, 4), 60 + 10 -
- 10+ V(4, 1)} = min {60 + (-5), 60 + (-20)} = 40;

V@, 4)=min {c; + V@3 +1,4+1),p+co—s4+ V3B +1, 1)} =min {70 + V(4, 5), 60 + 10 -
-5+V(@4, 1)} =min {70 + 0, 65 + (-20)} = 45.

U sljede¢em koraku razmatramo pocetak druge godine, odnosno etapu k = 2. Najve¢a moguca
starost vozila u toj etapi je i = 3, pa raunamo vrijednosti V(2, i) zai=1, 2, 3. Imamo redom:

V2, 1) =min {c+ V2 + 1,1+ 1), p+co—s1+ V(2 + 1, 1)} = min {20 + V3, 2), 60 + 10
~20+ V(3, 1)} = min {20 + 30, 50 + 5} = 50;
V(2,2)=min {c+ V(2 + 1,2+ 1), p+ co— 52+ V(2 + 1, 1)} = min {40 + V(3, 3), 60 + 10 —
— 15+ V(3, 1)} = min {40 + 40, 55 + 5} = 60;
V(2,3)=min {c3+ V(2 + 1,3+ 1), p+co—s3+ V(2 + 1, 1)} = min {60 + V(3, 4), 60 + 10
~ 10+ V(3, 1)} = min {60 + 45,60 + 5} = 65.

Napokon, prelazimo na pocetak prve godine, odnosno etapu k = 1. Najve¢a moguca starost
vozila u toj etapi je i = 2, pa radi potpunosti racunamo vrijednosti V(1, i), zai=1, 2:

VI, 1) =min {c1+ V(1 + 1, 1+ 1), p+co—s1+ V(1 + 1, 1)} = min {20 + V(2, 2), 60 + 10 —
~20+ V(2, 1)} = min {20 + 60, 50 + 50} = 80;
V(1,2) =min {c2+ V(1 + 1,2+ 1), p+ co— 52+ V(1 + 1, 1)} = min {40 + V(2, 3), 60 + 10 —
— 15+ V(2, 1)} = min {40 + 65, 55 + 50} = 105.

Ranije smo istaknuli da zapravo Zelimo izracunati vrijednost V(1, 2). Ta je vrijednost jednaka
105, pa zakljuCujemo da su ukupni minimalni troskovi koristenja vozila u razdoblju
planiranja 105 n.j. Primijetimo da se vrijednost V(1, 2) = 105 postiZe i izborom alternative A
i izborom alternative A,, §to zna¢i da imamo ukupno dvije razlicite optimalne politike
zamjene. Te politike moZemo "ocitati" iz gore provedenih izracuna na sljedeci nacin:

1. optimalna politika zamjene:

pocetak 1. godine: zadrZati vozilo staro 2 godine;

pocetak 2. godine: vrijednost V(1, 2) = 105 u ovom je sluc¢aju dobivena pomocu vrijednosti
V(2, 3) = 65. Ta je vrijednost dobivena izborom alternative A, na pocetku 2. godine, $to znaci
da tada treba rashodovati dotad koristeno vozilo i kupiti novo;
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pocetak 3. godine: vrijednost V(2, 3) = 65 dobivena je pomocu vrijednosti V(3, 1) = 5. Ta je
vrijednost dobivena izborom alternative A; na pocetku 3. godine, Sto znaci da tada treba
zadrZati dotad koristeno vozilo;

pocetak 4. godine: rashodovati dotad koriSteno vozilo.

2. optimalna politika zamjene:

pocetak 1. godine: rashodovati vozilo staro 2 godine i kupiti novo vozilo;

pocetak 2. godine: vrijednost V(1, 2) = 105 u ovom je sluc¢aju dobivena pomoc¢u vrijednosti
V(2, 1) = 50. Ta vrijednost dobivena je izborom alternative A; na pocetku 2. godine, $to znaci
da tada treba zadrzati dotad koristeno vozilo;

pocetak 3. godine: vrijednost V(2, 1) = 50 dobivena je pomocu vrijednosti V(3, 2) = 30. Ta je
vrijednost dobivena izborom alternative A; na pocetku 3. godine, Sto znaci da tada treba
zadrZati dotad koristeno vozilo;

pocetak 4. godine: rashodovati dotad koriSteno vozilo.

U prethodnim smo primjerima nastojali minimizirati ukupne troSkove nastale koriStenjem
opreme. No, u praksi se vrlo Cesto javljaju i problemi maksimizacije ukupne dobiti nastale
koriStenjem neke opreme. Postupak rjeSavanja takvih problema vrlo je slican onome
izloZenom u Primjeru 4., pa ¢emo ga ilustrirati na sljede¢im primjerima.

Primjer S. Za opremu nekoga proizvodnoga pogona koja osigurava nesmetan i neprekidan
proces proizvodnje zadani su nabavna cijena p = 120 n.j. i funkcija neto—dobiti nastale
koriStenjem opreme (d). Nakon odredenoga vremena koriStenja opremu ne moZemo prodati,
pa pocetkom svake godine treba donijeti odluku o zamjeni ili zadrZavanju dotada$nje opreme.
Godisnja neto—dobit od koriStenja opreme zadana je kao funkcija starosti opreme (i):

- [120-20-i, zaie 6]
d,=d(i)=
0,zai>7
Odredimo optimalnu politiku zamjene opreme u razdoblju od n = 8 godina ako na pocetku 1.
godine raspolazemo s opremom starom 3 godine.

Kao i u Primjeru 4., uvodimo dvije varijable: varijabla etape (k) koja ¢e "mjeriti" razdoblja u
kojima se donosi to¢no jedna odluka i varijabla stanja (i) koja ¢e "mjeriti" starost opreme.
Definiramo realnu funkciju V dvije cjelobrojne varijable s:

V = V(k, i) = najveca ukupna neto—dobit ostvarena od pocetka godine k do kraja razdoblja
planiranja ako na pocetku godine k na raspolaganju imamo opremu staru i godina.

Buduc¢i da na pocetku 1. godine raspolaZzemo s opremom starosti 3 godine, cilj nam je odrediti
vrijednost V(1, 3). Da bismo to mogli uciniti, najprije moramo zapisati odgovarajucu
rekurzivnu relaciju i zadati po€etne uvjete.

Za odredivanje rekurzivne relacije provodimo sljedec¢e zakljucivanje: Zamislimo da na
pocetku godine k koristimo opremu staru i godina. Na raspolaganju su nam alternative A; =
= "zadrZati opremu jos§ godinu dana" i A, = "zamijeniti opremu'. Razmotrimo zasebno §to se
dogada donosenjem svake pojedine odluke.
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Opredijelimo li se za alternativu Aj, tj. odlu¢imo li zadrZati opremu i koristiti ga u cijeloj
godini k (do pocetka godine k + 1), ukupna neto—dobit u godini k koja proizlazi iz takve
odluke jednaka je neto—dobiti nastaloj koriStenje opreme stare i godina. Ta je dobit, prema
oznakama iz primjera, jednaka d;. Sljedeca etapa u kojoj se donosi odluka je pocetak (k+ 1) —
ve godine, a u tom trenutku imamo na raspolaganju opremu starosti i + 1 godina. Najveca
ukupna neto—dobit od pocetka (k + 1) — ve godine do kraja razdoblja planiranja, prema
definiciji funkcije V, iznosi V(k + 1, i + 1). Prema tome, ukupna neto—dobit nastala kao
posljedica izbora alternative A| na pocetku godine k iznose d; + V(k + 1, i+ 1).

Opredijelimo li se za alternativu A, tj. odlu¢imo li zamijeniti opremu, u godini k£ imat ¢emo
troSak nabave nove opreme i neto—dobit nastalu koriStenjem nove opreme. TroSak nabave
nove opreme jednak je nabavnoj cijeni opreme, tj. p, a godi$nja neto—dobit nastala
koriStenjem nove opreme iznosi dy. Stoga ukupna neto—dobit u godini k iznosi dy — p. Sljedeca
etapa u kojoj se donosi odluka je pocetak (k + 1) — ve godine, a u tom trenutku na
raspolaganju imamo opremu starosti 1 godinu. Najve¢a ukupna neto—dobit od pocetka (k + 1)
— ve godine do kraja razdoblja planiranja, prema definiciji funkcije V, iznosi V(k + 1, 1).
Prema tome, ukupna neto—dobit nastala kao posljedica izbora alternative A, na pocetku
godine kiznosidy—p + V(k+ 1, 1).

Budu¢i da ukupnu neto—dobit treba minimizirati u svakoj pojedinoj etapi, slijedi da mora
vrijediti sljedeca jednakost:

Vik, i) =max {d;+ Vk+ 1,i+1),do—p+ V(k+ 1, 1)} =max {di + V(k+ 1, i + 1), 120 — 120
+ Vk+ 1, 1)} =max {di+ V(k+ 1, i+ 1), V(k + 1, 1)}

Navedena jednakost je traZzena dvoindeksna rekurzivna relacija pomoc¢u koje ¢emo raCunati
vrijednosti funkcije V. Preostaje nam zadati pocetne uvjete, tj. neke vrijednosti funkcije V
pomocu kojih se moZe izracunati svaka od preostalih vrijednosti te funkcije.

Da bismo zadali pocetne uvjete, razmatramo odluku koju donosimo pocetkom posljednje
godine razdoblja planiranja, odnosno poc¢etkom osme godine. Pripadna vrijednost varijable
etape je k = 8, pa zapravo zadajemo vrijednosti V(8, 7). Najmanja moguca vrijednost varijable
stanja je i, = 0 1 postiZe se ako poc€etkom 8. godine odlu¢imo kupiti novu opremu. Najveca
moguca vrijednost varijable stanja jednaka je i.x = 3 + 7 = 10 1 postiZe se ako opremu staru 3
godine zadrZimo tijekom svih 8 godina. Dakle, zadajemo vrijednosti V(8, i) za i € [10]. Te

vrijednosti racunamo pomocu izraza:
V(8,1i)=d,

jer u posljednjoj godini koristimo opremu staru O (tj. novu opremu), 1,2, 3,4, 5,6,7, 8,9, ili
10 godina. Tako dobivamo sljedecu tablicu:

i O | 1 1213 14|5]6|7/8/9]10
V(8,i) | 120 | 100 | 80 | 60 | 40]20/0(0]0]0] O

U sljede¢em koraku racunamo vrijednosti V(7, i). U etapi k = 7, tj. poetkom 7. godine
najveca moguca vrijednost varijable stanja je imax = 3 + 6 = 9, pa raCunamo vrijednosti V(7, i)

za i € [9]. Koriste¢i navedenu dvoindeksnu rekurzivnu relaciju dobivamo redom:
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V(7,0) =max {do+ V(7+ 1,0+ 1), V(7+ 1, 1)} = max {120 + V(8, 1), V(8, 1)} = max {120
+ 100, 100} = 220;

V(7,1)=max {di+V(7T+ 1,1+ 1), V(7+ 1, 1)} =max {100 + V(8, 2), V(8, 1)} = max {100
+ 80, 100} = 180;

V(7,2)=max {do+ V(7T + 1,2+ 1), V(7 + 1, 1)} = max {80 + V(8, 3), V(8, 1)} = max {80 +
60, 100} = 140;

V(7,3)=max {ds+ V(7T + 1,3+ 1), V(7 + 1, 1)} =max {60 + V(8,4), V(§, 1)} = max {60 +
40, 100} = 100;

V(T7,4)=V(1,5)=V(1,6)=V(1,7)=V(7, 8) = V(7,9) = V(8, 1) = 100 (Sto znaci da ako
pocetkom sedme godine imamo na raspolaganju opremu staru barem 3 godine, svakako se
isplati kupiti novu opremu).

U sljede¢em koraku racunamo vrijednosti V(6, i). U etapi k = 6, tj. poCetkom 6. godine
najve¢a moguca vrijednost varijable stanja je im.x = 3 + 5 = 8. Stoga ra¢unamo vrijednosti

V(6, i) zai € [8]. Dobivamo:

V(6,0)=max {do+ V(6+1,0+ 1), V(6 + 1, 1)} =max {120 + V(7, 1), V(7, 1)} = max {120
+ 180, 180} = 300;

V(6,1)=max {di+ V(6+1,1+1), V(6+1, 1)} =max {100 + V(7,2), V(7, 1)} = max {100
+ 140, 180} = 240;

V(6,2)=max {do+ V(6 + 1,2+ 1), V(6 + 1, 1)} =max {80 + V(7, 3), V(7, 1)} = max {80 +
100, 180} = 180;

V(6, 3) = V(6,4) = V(6,5) = V(6, 6) = V(6, 7) = V(6, 8) = 180 (Sto znaci da ako pocetkom
Seste godine imamo na raspolaganju opremu staru barem dvije godine, svakako se isplati
kupiti novu opremu).

U sljede¢em koraku racunamo vrijednosti V(5, i). U etapi k = 5, tj. poCetkom 5. godine
najve¢a moguca vrijednost varijable stanja je im. = 3 + 4 = 7. Stoga ra¢unamo vrijednosti

V(5,i) zai € [7]. Dobivamo:

V(5,0)=max {do+ V(5+ 1,0+ 1), V(5+ 1, 1)} = max {120 + V(6, 1), V(6, 1)} = max {120
+ 240, 240} = 360;

V5, )=max {di+V(5+1,1+ 1), V(5+1, 1)} =max {100 + V(6, 2), V(6, 1)} = max {100
+ 180, 240} = 280;

V(5,2)=max {do+ V(5 + 1,2+ 1), V(5 +1,1)} =max {80 + V(6, 3), V(6, 1)} = max {80 +
180, 240} =260;

V(5,3)=max {dz3+ V(5+1,3+1), V(5 +1,1)} =max {60 + V(6,4), V(6, 1)} = max {60 +
180, 240} = 240;

V(5,4)=V(5,5) = V(5, 6) = V(5,7) =240 (Sto znaci da ako poCetkom pete godine imamo na
raspolaganju opremu staru barem tri godine, svakako se isplati kupiti novu opremu).

U sljede¢em koraku racunamo vrijednosti V(4, i). U etapi k = 4, tj. pocetkom 4. godine
najve¢a moguca vrijednost varijable stanja je i, = 3 + 3 = 6. Stoga raCunamo vrijednosti

V(4,i) zai € [6]. Dobivamo:

V(4,0) = max {do+ V(4 + 1,0+ 1), V& + 1, 1)} = max {120 + V(5, 1), V(5, 1)} = max {120
+ 280, 280} = 400;
V4, 1)=max {di+ V@ + 1, 1+ 1), V& + 1, 1)} = max {100 + V(5, 2), V(5, 1)} = max {100
+260, 280} = 360;
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V4,2)=max {dr+ V(4 + 1,2+ 1), V(4 + 1, 1)} = max {80 + V(5, 3), V(5, 1)} = max {80 +
240, 280} = 320;

Vi4,3)=max {dz3+ V(4 + 1,3+ 1), V(4 + 1, 1)} =max {60 + V(5,4), V(5, 1)} = max {60 +
240, 280} = 300;

Vi, 4)=max {ds+ V(4 + 1,4+ 1), V(4 + 1, 1)} = max {40 + V(5,5), V(5, 1)} = max {40 +
240, 280} = 280;

V(4, 5) = V(4, 6) = 280 (Sto znaci da ako pocetkom Cetvrte godine imamo na raspolaganju
opremu staru barem Cetiri godine, svakako se isplati kupiti novu opremu).

U sljede¢em koraku racunamo vrijednosti V(3, i). U etapi k = 3, tj. poCetkom 3. godine
najveca moguca vrijednost varijable stanja je iy, = 3 + 2 = 5. Stoga raCunamo vrijednosti

V(3,i) zai € [5]. Dobivamo:

V(3,0)=max {do+ V(3+ 1,0+ 1), V3+ 1, 1)} =max {120 + V(4, 1), V(4, 1)} = max {120
+ 360, 360} = 480;

V@3, 1)=max {d; + V(@3 +1,1+1),V3+1,1)} =max {100 + V4, 2), V(4, 1)} = max {100
+ 320, 360} = 420;

V(3,2)=max {d2+ V3 + 1,2+ 1), V(3+ 1, 1)} =max {80 + V(4, 3), V(4, 1)} = max {80 +
300, 360} =380;

V(3,3)=max {d3+ V3 +1,3+1), V(3+1,1)} =max {60 + V(4,4), V(4, 1)} = max {60 +
280,360} =360;

V(3, 4) = V(3, 5) = 360 ($to znaci da ako pocetkom trece godine imamo na raspolaganju
opremu staru barem tri godine, svakako se isplati kupiti novu opremu).

U sljede¢em koraku racunamo vrijednosti V(2, i). U etapi k = 2, tj. poCetkom 2. godine
najve¢a moguca vrijednost varijable stanja je im.x = 3 + 1 = 4. Stoga ra¢unamo vrijednosti

V(2,i) zai € [5]. Dobivamo:

V(2,0)=max {do+ V2 + 1,0+ 1), V(2+ 1, 1)} =max {120 + V(3, 1), V(3, 1)} = max {120
+ 420, 420} = 540;

V2, )=max {di+V2+1,1+1),V2+1, 1)} =max {100 + V(3, 2), V(3, 1)} = max {100
+ 380, 420} = 480;

V2,2)=max {d2+ V2 + 1,2+ 1), V(2+ 1, 1)} =max {80 + V(3, 3), V(3, 1)} = max {80 +
+ 360, 420} = 440;

V2,3)=max {d3+ V(2 +1,3+1), V(2+ 1, 1)} =max {60 + V(3,4), V(3, 1)} = max {60 +
+ 360, 420} = 420;

V2,4)=max {ds + V2 + 1,4+ 1), V(2 + 1, 1)} =max {40 + V(3,5), V(3, 1)} = max {40 +
+ 360, 420} = 420 (Sto znaci da ako pocetkom druge godine imamo na raspolaganju opremu
staru barem tri godine, svakako se isplati kupiti novu opremu).

U sljede¢em koraku racunamo vrijednosti V(1, 7). U etapi k = 1, tj. poetkom 1. godine
najveca moguca vrijednost varijable stanja je .. = 3. Stoga raCunamo vrijednosti V(1, i) za

i € [3]. Dobivamo:

V(1,0) = max {do+ V(1 + 1,0+ 1), V(1 + 1, 1)} = max {120 + V(2, 1), V(2, 1)} = max {120
+ 480, 480} = 600;
V(1, D) =max {di+ V(1 + 1, 1+ 1), V(1 + 1, 1)} = max {100 + V(2, 2), V(2, 1)} = max {100
+ 440, 480} = 540;
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V(1,2) = max {d>+ V(1 + 1,2 + 1), V(1 + 1, 1)} = max {80 + V(2, 3), V(2, 1)} = max {80 +
+420, 480} = 500;

V(1,3) = max {ds + V(1 + 1,3 + 1), V(1 + 1, 1)} = max {60 + V(2, 4), V(2, 1)} = max {60 +
420, 480} = 480.

Prema tome, trazena maksimalna ukupna neto—dobit u cjelokupnom razdoblju planiranja
iznosi 480 n.j. Preostaje odrediti optimalnu politiku zamjene opreme, odnosno "o¢itati" slijed
odluka. Vrijednost V(1, 3) = 480 postiZze se neovisno o izboru alternative (A; ili A;). Stoga

imamo sljedece optimalne politike:

1. optimalna politika:

pocetak 1. godine: zadrZati postoje¢u opremu;

pocetak 2. godine: zamjena opreme;

pocetak 3., pocetak 4. i pocetak 5. godine: zadrZati postoje¢u opremu;
pocetak 6. godine: zamjena opreme;

pocetak 7. i pocetak 8. godine: zadrZati postojecu opremu;

2. optimalna politika:

pocetak 1. godine: zadrZati postoje¢u opremu;

pocetak 2. godine: zamjena opreme;

pocetak 3. i pocetak 4. godine: zadrZati postojecu opremu;

pocetak 5. godine: zamjena opreme;

pocetak 6., pocetak 7. i pocetak 8. godine: zadrZati postojeu opremu;

3. optimalna politika:

pocetak 1. godine: zamjena opreme;
pocetak 2., pocetak 3. i pocetak 4. godine: zadrZati postoje¢u opremu;
pocetak 5. godine: zamjena opreme;
pocetak 6., pocetak 1. i pocetak 8. godine: zadrZati postoje¢u opremu;

Ukoliko unaprijed donesemo odluku da na pocetku 1. godine zamjenjujemo dotad koriStenu
opreme, postupak donosSenja optimalne politike zamjene bitno moZemo ubrzati odredivanjem
kriticnoga puta u usmjerenom gmﬁ,t26 pomocu racunalnoga programa Grin. NuzZan uvjet za
rjeSavanje takvoga modela pomoc¢u raCunalnoga programa Grin jest da teZina svakoga luka
oblika (i, j) za i < j bude strogo pozitivan realan broj27. PokaZimo to na sljede¢em primjeru.

Primjer 6. RijeSimo prethodni primjer uz uvjet da poc¢etkom 1. godine obavezno nabavljamo
novu opremu. Uofimo odmah da kao rjeSenje ovoga primjera moramo dobiti 3. optimalnu
politiku iz prethodnoga primjera.

Potencijalni matematicki model ovdje ¢e biti potpun usmjeren graf ¢iji ¢e vrhovi oznacavati
pocetke godina. Buduc¢i da je razdoblje planiranja dugo n = 8 godina, potpun usmjeren graf

?® Primjer primjene toga problema na problem rasporeda aktivnosti obraden je u kolegiju Ekonomska matematika
2.

*7 Ukoliko je tezina luka (i, j) strogo negativan realan broj, luk (i, j) treba zamijeniti lukom (j, i) ¢ija je teZina
strogo pozitivan realan broj. Navedena zamjena moZe dovesti do nastanka ciklusa u grafu (narocito ako je graf
potpun), a u takvim slu¢ajevima traZeni kriti¢ni put ne postoji.
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imat ¢e ukupno n + 1, tj. 9 vrhova: 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9. (Vrh 9 interpretiramo kao kraj 8.
godine, odnosno kraj razdoblja planiranja.) Vrhovi i i bit ¢e spojeni lukom od i prema j ako i

9
samo ako je i <j. Stoga ¢emo imati ukupno {J = 36 razlic¢itih lukova. Preostaje zadati teZinu
svakoga luka:

wij = (ukupna neto—dobit nastala koriStenjem opreme u godinama i, i + 1, ...,j—1,j—-1) —
j—i-1

(nabavna cijena opreme u godini i) = Z d, - pi.
k=0

Provjerimo moZemo li za racunalno rjeSavanje promatranoga problema iskoristiti racunalni

program Grin. Uocimo da je dp = p = 120 n.j. To znaci da je ukupna neto—dobit u prvoj godini
koriStenja opreme uvijek jednaka 0, pa za svaki i € [8] vrijede jednakosti:

Wi,i+1=0,

k-1
Wi isk= de , za svaki k € N\ {1} za koji postoji luk (i, i + k).

m=1
Prema definiciji veli¢ina d; za svaki i € N ocito vrijedi nejednakost d; > 0, pa je nuZan uvjet
ispunjen. Nadalje, zbog

d;=120-20-1=100;
d,=120-20-2 =80;
d3;=120-20-3 =60;
ds=120-20 -4 =40;
ds=120-20-5 =20;
de=120-20-6=0;
d7=ds=0,

slijedi:

Wi2 = Wp3 = W3q = Was = Ws6 = We7 = W73 = Wsg = 0;

Wi3 = Waa = W35 = Wag = W57 = Weg = Wy9 = d| = 100;
W14=W25=W36=W47=W53=W69=d1+d2= 100 + 80 = 180,
W15=W26=W37=W43=W59=d1+d2+d3=100+80+60=240;
W16=W27=W33=W49=d1+d2+d3+d4=100+80+60+40=280;

W17 = Wog = W39 = d1+d2+d3+d4+d5=100+80+60+40+20=300;
W13=W29=d1+d2+d3+d4+d5+d6=100+80+60+40+20+0=300;
wi=d+dy+d;+ds+ds+ds+d; =100+ 80 + 60 + 40 + 20 + 0 + 0 = 300.

Koriste¢i program Grin dobivamo trazeni matematicki model:
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200

120,

Slika 18. Model problema iz Primjera 6.

Pokretanjem procedure Critical Path unutar podizbornika Network u sklopu izbornika
Property dobivamo traZeni kriti¢ni put:

1-5-9

¢ija je duljina 480. Prema tome, novu opremu treba kupiti pocetkom 1. godine (to smo veé
ucinili) i pocetkom 5. godine, a to se upravo podudara s 3. optimalnom politikom dobivenom
u rjeSenju prethodnoga primjera. I traZena najveca ukupna neto—dobit jednaka je kao u
prethodnom primjeru i iznosi 480 n.j. (teZina kriti¢noga puta).

Primjer 7. Poslovna politika neke tvrtke predvida koriStenje odredenoga tipa opreme u
razdoblju od n = 5 godina. U tu je svrhu pocetkom prve godine nabavljena nova oprema po
nabavnoj cijeni od p; = 100 n.j. Predvida se da ¢e pocetkom svake preostale godine razdoblja
planiranja nabavna cijena opreme biti za 10% veca nego na pocetku toj godini neposredno
prethodne godine. Neto—dobit nastala koriStenjem opreme zadana je kao funkcija starosti
opreme i (iskazane u godinama):

di=90-18 -i,zaic [5].

Ako pocetkom svake preostale godine razdoblja planiranja treba donijeti odluku o
zadrZavanju ili zamjeni stare opreme, pokazimo da je optimalna politika zamjene opreme
zadrZati novu opremu do kraja razdoblja planiranja.

Iako se na prvi pogled ¢ini da i ovaj primjer moZemo brzo rijeSiti rabeci raCunalni program
Grin, to ipak nije moguce. Naime, niz nabavnih cijena opreme (p;);.~ je strogo rastudi, a niz
(d)ien padajuéi. Bududi da je p; = 100 > 90 = dy, zakljuujemo da u prvoj godini koriStenja

nove opreme imamo troSak od pi — do = 10 n.j., §to matematicki modeliramo kao negativan
prihod —10. Tako u odgovaraju¢em usmjerenom grafu imamo barem jednu negativnu teZinu
luka, pa rjeSavanje pomocu racunalnoga programa Grin nije moguce. Stoga ¢emo problem
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rijeSiti "klasi¢no" formiranjem odgovarajuée rekurzivne relacije i pocetnih uvjeta, te
izraCunavanjem konkretnih vrijednosti funkcije optimalne dobiti.

Potpuno analogno kao u ranijim primjerima dobivamo da je funkcija optimalne dobiti
V=Vk,i)=max {d;+ V(k+1,i+ 1), do—px+ V(k+ 1, 1)}.

Da bismo mogli izraCunati konkretne vrijednosti te funkcije, najprije ¢emo izraCunati sve
potrebne vrijednosti pyzak=1,2,3,4,5i1d;zai=0, 1,2, 3, 4. Dobivamo:

1= 100: dy=90— 18 - 0 = 90;

o= 100+ —2. 100 = 110 d=90-18-1="72:
100

py= 110+~ 110 = 121 d=90— 18 -2 = 54:
100

pa=121+ 29 121 = 1331 4= 90— 18 - 3 = 36;
100

ps=133.1 + %- 133.1 = 14641 dy=90—18-4=18.

Pocetni su uvijeti vrijednosti funkcije Vzak=51i=0, 1, 2, 3, 4 jer je najve¢a moguca starost
opreme na pocetku 5. godine jednaka i = 4 godine. Stoga je:

V(5, i) = max {d;, dy — ps) = (zbog dp — ps = 90 — 146.41 =-56.41 <0< d;zasvakii=0, 1, 2,
3,4)=d,

t.

V(5,0)=d,=90;
V5, 1)=d,=72;
V(5,2)=d, =54,
V(5, 3) = d; = 36;
V(5,4)=d,=18.

U sljede¢em koraku rac¢unamo vrijednosti funkcije Vza k=4 1i =0, 1, 2, 3 jer je najveca
moguca starost opreme na pocetku 4. godine jednaka i = 3. Dobivamo:

V(4,0)=max {do+ V@ + 1,0+ 1), do — pa + V(4 + 1, 1)} = max {do + V(5, 1), do — ps +
+V(5, 1)} = max {90 + 72,90 — 146.41 + 72} = 162;

VA, 1)=max {di+ V@ + 1, 1 + 1), do — pa + V@& + 1, 1)} = max {d; + V(5, 2), do — ps +
+V(5, 1)} = max {72 + 54,90 — 146.41 + 72} = 126;

V4,2)=max {d+ V@ + 1,2+ 1), do — pa + V@& + 1, 1)} = max {d> + V(5, 3), do — ps +
+ V(5, 1)} = max {54 + 36,90 — 146.41 + 72} = 90;

V(4,3)=max {ds+ V@ + 1,3+ 1), do — pa + V& + 1, 1)} = max {ds + V(5, 4), do — ps +
+ V(5, 1)} = max {36 + 18,90 — 146.41 + 72} = 54.

U sljede¢em koraku racunamo vrijednosti funkcije V za k =3 1 i =0, 1, 2 jer je najveca
moguca starost opreme na pocetku 3. godine jednaka i = 2. Dobivamo:
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V(3,0)=max {do+ V3 + 1,0+ 1), do — p3 + V(3 + 1, 1)} = max {do + V&, 1), do — p3 +
+ V4, 1)} = max {90 + 126,90 — 121 + 126} = 216;

V3, ) =max {di+ V3 + 1,1+ 1), do— p3 + V3 + 1, 1)} = max {di + V(4, 2), do — p3 +
+ V4, 1)} = max {72+ 90,90 — 121 + 72} = 162;

V(3,2)=max {d+ V3 + 1,2+ 1), do— p3 + V3 + 1, 1)} = max {d> + V(4, 3), do — p3 +
+ V(4, 1)} = max {54 + 54,90 — 121 + 72} = 108.

U sljedecem koraku rac¢unamo vrijednosti funkcije Vzak=21i =0, 1 jer je najve¢a moguca
starost opreme na pocetku 2. godine jednaka i = 1. Dobivamo:

V(2,0)=max {do+ V2 + 1,0+ 1), do— po + V2 + 1, 1)} = max {do + V3, 1), do — p» +
+ V@3, 1)} = max {90 + 162,90 — 110 + 162} = 252;
V2, ) =max {di+ V2 + 1,1+ 1), do—p>+ V2 + 1, 1)} = max {d) + V(3, 2), do — p> +
+V(3,1)} = max {72+ 108,90 — 110 + 162} = 180.

Preostaje izracunati

V(1,0) =max {do+ V(1 + 1,0+ 1), do—p1 + V(1 + 1, 1)} = max {do + V(2, 1), do — p1 +
+ V(2, 1)} = max {90 + 180,90 - 72 + 180} =270.

Iz navedenih je izrauna razvidno da se vrijednost V(1, 0) ra¢una pomocu vrijednosti V(2, 1),
V(3, 2), V(4, 3) i V(5, 4). Sve navedene vrijednosti posljedica su odabira alternative "zadrZati
dotadasnju opremu" na pocetku odgovarajuce godine. Dakle, optimalna strategija za cijelo
razdoblje planiranja je: zadrZati kupljenu opremu, a to smo i htjeli pokazati.

Zadaci za viezbu:

1. Utvrdena poslovna politika neke tvrtke predvida koriStenje odredenoga tipa vozila u
sljede¢ih n = 7 godina. Zbog toga je poc¢etkom prve godine kupljeno vozilo po nabavnoj cijeni
od p1 = 20 n.j. Godi$nji neto-troSkovi odrZavanja i likvidacijska vrijednost vozila iskazani su
kao funkcije starosti vozila:

starost vozila (i) [god.] 1 1213 |4 |5 |6 |7
godisnji neto—trosak (c;) [n.j.] 8|11 |13[17]19]20
likvidacijska vrijednost (s) [n.j.] | —|11]9|6 |4 |3 |1 |0

e}

[\

Uz pretpostavku da se pocetkom svake od sljede¢ih 6 godina donosi odluka o zadrZavanju ili
zamjeni postojecega vozila, odredite optimalnu politiku zamjene u cjelokupnom razdoblju
planiranja tako da ukupni neto—troskovi u cijelom razdoblju planiranja budu minimalni ako je
nabavna cijena novoga vozila:

a) tijekom cijeloga razdoblja planiranja jednaka p;;
b) u prve Cetiri godine razdoblja planiranja jednaka p, a u preostalim godinama za 10% veca;

2. Utvrdena poslovna politika neke tvrtke predvida koriStenje odredenoga tipa vozila u
sljede¢ih n = 6 godina. Na pocetku prve godine raspolaZzemo s vozilom starim to¢no dvije
godine. Godisnji neto-troSkovi odrZavanja i likvidacijska vrijednost vozila iskazani su kao
funkcije starosti vozila:
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e}

starost vozila (i) [god.] 1 2|13 |4 |5 |6 |7 |8
godisnji neto - trosak (c;) [n.j.] 811013 ]15|17]19]20
likvidacijska vrijednost (s;)) [n.j.] | =1 12|97 |5 |3 |2 |1 |0

n

Uz pretpostavku da se u razdoblju planiranja pocetkom svake pojedine godine donosi odluka
o zadrZavanju ili zamjeni postoje¢ega vozila, odredite optimalnu politiku zamjene u
cjelokupnom razdoblju planiranja tako da ukupni neto—troSkovi budu minimalni ako je
nabavna cijena novoga vozila:

a) tijekom cijeloga razdoblja planiranja jednaka p = 20 n.j. ;
b) u prve tri godine razdoblja planiranja jednaka p = 20 n.j., a u preostalim godinama za 10%
veca;

3. Poslovna politika neke tvrtke predvida proSirenje proizvodnoga asortimana, pa u tu svrhu
treba nabaviti novu opremu za ostvaraj predvidenoga poslovnoga plana. Nabavna cijena nove
opreme je p = 1000 n.j. i ona se moZe koristiti najviSe 4 godine, a potom je treba rashodovati.
Godisnji neto—troSak odrzavanja opreme i likvidacijska vrijednost opreme iskazani su kao
funkcija starosti opreme:

starost opreme (i) [god.] 0 1 2 3 4
godisnji trosak (c;) [n.].] 200 | 300 | 500 | 600 | 800
likvidacijska vrijednost (s;) [n.j.] | — 400|200 | 120 | 100

Cilj je minimizirati ukupne neto—troskove u cjelokupnom razdoblju planiranja, pri ¢emu je
nabavna cijena nove opreme stalna i jednaka p. Pocetkom svake pojedine godine donosi se
odluka o zadrZavanju ili zamjeni dotad koriStene opreme. Odredite optimalnu politiku
zamjene opreme za razdoblje planiranja u trajanju od:

a) n =4 godine;
b) n =7 godina.

4. Rijesite prethodni zadatak za razdoblje planiranja od n = 5 godina uz sljedece pocetne
podatke:

— nabavna cijena nove opreme na pocetku i — te godine dana je formulom p; = 990 + 10 -
-i,za i=1,2,3,4,5;

— godiSnji neto—troSak odrZavanja opreme stare i godina dan je formulom ¢; = 200 + 50 -
-ifza i=0,1,2,3;

— likvidacijska vrijednost opreme stare i godina dana je formulom s; = 900 — 50 - i, za
i=1,2,3,4.

5. Neka tvrtka na pocetku prve godine raspolaze s vozilom starim jednu godinu. Vozilo je
potrebno koristiti u sljede¢e n = 4 godine, pri ¢emu se na pocetku svake godine
(uracunavajuéi i prvu!) donosi odluka o zadrZavanju ili zamjeni dotad koriStenoga vozila.
Godisnji neto—troSak odrZavanja vozila zadan je tabli¢no kao funkcija starosti vozila:

| starost vozila (i) [god.] [0 1 [2 [3 |4 ]
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| godisnji neto—trosak (c;) [n.j.] | 15]25]4565] 75|

Likvidacijska vrijednost vozila staroga i godina zadana je funkcijom:
si=s(i)y=45-5-i,zai=1,2,3,4,5.

Cilj je minimizirati ukupne neto—troSkove u cjelokupnom razdoblju planiranja. Odredite
optimalnu politiku zamjene automobila u tom razdoblju ako je nabavna cijena novoga vozila:

a) stalna tijekom cijeloga razdoblja planiranja i iznosi p = 70 n.j.;
b) u prve dvije godine jednaka p = 70 n.j., a u preostalim godinama razdoblja planiranja za
10% veca.

6. Za opremu nekoga proizvodnoga pogona koja osigurava nesmetan i neprekidan proces
proizvodnje zadani su nabavna cijena p = 200 n.j. i funkcija neto—dobiti nastale koriStenjem
opreme (d). Nakon odredenoga vremena koriStenja oprema se ne moze prodati, pa pocetkom
svake godine treba donijeti odluku o zamjeni ili zadrZavanju dotad koriStene opreme.
Godisnja neto—dobit od koriStenja opreme zadana je kao funkcija starosti opreme (i):

200-40-i, zaie [5]

0,zai=>6

d,:d(i):{

Cilj je maksimizirati ukupnu neto—dobit u cjelokupnom razdoblju planiranja, pri ¢emu je
nabavna cijena nove opreme stalna tijekom cijeloga razdoblja planiranja. Odredite optimalnu
politiku zamjene opreme u razdoblju od n = 7 godina ako pocetkom prve godine:

a) obavezno kupujemo novu opremu;
b) raspolaZemo s opremom starom jednu godinu;

¢) raspolaZzemo s opremom starom dvije godine.

7. Rijesite prethodni zadatak ako je godiS$nja neto—dobit zadana izrazom:

180—-30-i, zaie [6]

0,zai>7

d,=d(i)= {
ako je razdoblje planiranja n = 8 godina i ako na pocetku prve godine raspolaZzemo s opremom
starom jednu godinu.

8. Rijesite Zadatak 6. ako je godiSnja neto-dobit zadana izrazom:

250-50-i, zaie [5]

0,zai=>6

d,:d(i):{

ako je razdoblje planiranja n = 7 godina i ako na pocetku prve godine raspolaZzemo s opremom
starom dvije godine.
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1.6. Problem trgovackoga putnika. Problem Rineskoga postara.

U ovoj ¢emo tocki razmotriti dva relativno stara, ali vrlo poznata problema ¢ije je rjeSavanje
vezano uz razvoj teorije grafova, a primjena na modeliranje niza prakti¢nih problema unutar
operacijskih istrazivanja. Prvi od tih problema je tzv. problem trgovackoga putnika. Kao
pocetak razmatranja problema trgovackoga putnika navodi se sredina 19. stolje¢a. TocCnije,
1856. godine irski matemati¢ar Wiliam Rowan Hamilton postavio je sljede¢i problem:

Problem 1. Trgovacki putnik treba krenuti iz grada A, obi¢i ukupno n gradova tako da svaki
od njih posjeti tocno jednom i vratiti se u polaziSte (grad A). Pritom svaka dva pojedina grada
ne moraju nuzno biti povezana izravnim putem. Naci (netrivijalan) nuZan i dovoljan uvjet da
trgovacki putnik ostvari svoj plan, te, ako je plan ostvariv, odrediti na€in obilaska svih n
gradova.

Navedeni je problem i danas jedan od najvecih nerijeSenih problema teorije grafova jer dosad
nije otkriven navedeni netrivijalan nuZan i dovoljan uvjet. Jedan od najjednostavnijih
dovoljnih uvjeta je 1852. godine otkrio danski matemati¢ar Gabriel Andrew Dirac i po njemu
se navedeni uvjet naziva Diracov uvjet:

Poucak 1. (G.A.Dirac, 1852.) Neka je G jednostavan neusmjeren graf s ukupno n vrhova
takav da je svaki njegov vrh incidentan s barem % ostalih vrhova. Tada G sadrZzi Hamiltonov

ciklus, tj. postoji barem jedan vrh v takav da — krec¢udi se iz vrha v po bridovima grafa G —
svaki vrh moZemo obi¢i to¢no jednom i vratiti se u polazni vrh v.

Danasnja formulacija problema trgovackoga putnika je uglavnom povezana s potpunim
tezinskim grafovima i dodatno zahtijeva izravnu povezanost bilo kojih dvaju gradova i
zadavanje troskova prijevoza (npr. cijene prijevozne karte za vlak ili zrakoplov) izmedu bilo

kojih dvaju gradova. Osnovni netrivijalni rezultat je da bilo koji potpuni graf s ukupno n > 2

vrhova sadrzi Hamiltonov put, tj. put koji sadrZi sve vrhove grafa G - u slucaju potpunoga
neusmjerenoga grafa taj je rezultat lagana posljedica Diracova poucka, ali njegovu valjanost u
slu¢aju potpunoga usmjerenoga grafa tek je 1934. godine dokazao madarski matematicar
Laszl6 Rédei. U takvim slu¢ajevima se Problem 1. modificira u sljede¢i problem:

Problem 2. Trgovacki putnik treba krenuti iz grada A, obi¢i ukupno n gradova tako da svaki
od njih posjeti to¢no jednom i vratiti se u polaziSte (grad A). Ako su zadani troskovi putovanja
izmedu bilo kojih dvaju razli¢itih gradova, odrediti najjeftiniji nacin obilaska svih n gradova.

Ovaj problem je dobro definiran jer Cinjenica da su zadani troskovi putovanja izmedu bilo
kojih dvaju razli¢itih gradova povla¢i da je matematicki model Problema 2. potpun
neusmjeren graf, a on, prema Diracovu poucku, uvijek sadrZi barem jedan Hamiltonov ciklus.
Zbog velike sloZenosti "gruboga" algoritma (usporedivanje tezina svih Hamiltonovih ciklusa)
za odredivanje Hamiltonova ciklusa najmanje teZine danas postoje razni heuristicki algoritmi
koji daju razna prakti¢no najbolja rjeSenja.

Racunalno modeliranje i rjeSavanje Problema 1. pokazat ¢emo na sljedeca tri primjera
koriste¢i racunalni program Graph Magics.
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Primjer 1. Potpuni bipartitan graf K3, » nema Hamiltonov ciklus. U programu Graph Magics
taj graf moZemo generirati na sljedeci nacin: istodobno pritisnemo tipke Ctr1l i G, pa unutar
dijaloskoga okvira Graph Generator u pravokutnik ispod natpisa Number of Vertices upisSemo
5 (jer K3, 2 ima ukupno n = 2 + 3 = 5 vrhova), u pravokutnik ispod natpisa Number of Edges

upiSemo 6 (jer K3 » ima ukupno 2 - 3 = 6 bridova) ili bilo koji prirodan broj strogo ve¢i od 6,
te lijevim klikom miSa oznacimo kruzi¢ pored natpisa Bipartite Graph i kvadrati¢ pored
natpisa Connected Graph (u dijelu dijaloSkoga okvira pod nazivom Graph Type). Potom

lijevom tipkom miSa kliknemo na Generate, potom na Export i na OK. Kao rezultat dobivamo
sljede¢i graf (ili neki izomorfan njemu):

@Q—

4

9‘&

Slika 19. Potpun bipartitan graf Kj ,

Iz Diracova poucka izravno slijedi da dobiveni graf ne sadrzi Hamiltonov ciklus jer su vrhovi
1,213 incidentni s 2 < 2.5 = % ostalih vrhova (za postojanje Hamiltonova ciklusa svaki od
tih bi vrhova trebao bi biti incidentan s barem tri razliita vrha grafa).

Primjer 2. Potpun graf K4 ima Hamiltonov ciklus. U programu Graph Magics taj graf
generiramo na sljede¢i naCin: istodobno pritisnemo tipke Ctrl i G, pa unutar dijaloskoga

okvira Graph Generator u pravokutnik ispod natpisa Number of Vertices upiSemo 4 (jer Ky
ima ukupno 4 vrha), u pravokutnik ispod natpisa Number of Edges upiSemo 6 (jer K; ima

4
ukupno (2} = 6 bridova) ili bilo koji prirodan broj strogo veci od 6, te lijevim klikom miSa

oznac¢imo kruZi¢ pored natpisa General i kvadrati¢ pored natpisa Connected Graph (u dijelu
dijaloSkoga okvira pod nazivom Graph Type). Potom lijevom tipkom miSa kliknemo na
Generate, potom na Export i na OK. Kao rezultat dobivamo sljede¢i graf (ili neki izomorfan
njemu):
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Slika 20. Potpuni neusmjereni graf K,

Jedan Hamiltonov ciklus dobivamo tako da lijevom tipkom miSa kliknemo na izbornik
Graph, odaberemo opciju Find i podopciju Hamilton Circuit:

1-2-3-4-1.

Primjer 3. Jedan od moguc¢ih potpunih digrafova (ili, krace, furnira) izgleda ovako:

Slika 21. Potpuni digraf sa 7 vrhova

Jedan mogu¢i Hamiltonov put u navedenom grafu je npr. 1 -2 -3 -4 -5 - 6 — 7 (moZemo
ga dobiti odabirom opcije Hamiltonian Path unutar podizbornika Find izbornika Graph). No,
navedeni graf ne sadrZi i Hamiltonov ciklus jer iz vrha 1 imamo samo izlazne lukove, pa u taj
vrh ne moZemo do¢i niti iz jednoga drugoga vrha grafa.

Pokazimo sada na primjeru kako se rjeSava problem trgovackoga putnika. Napomenimo da

racunalni program Graph Magics ne rjeSava problem trgovackoga putnika, ve¢ samo odreduje
Hamiltonov ciklus neovisno o zadanim teZinama. Stoga ¢emo za rjeSavanje problema
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trgovackoga putnika primijeniti racunalni program Grin koji u sklopu raznih algoritama na
grafovima ima ugraden jedan od heuristi¢kih algoritama za rjeSavanje problema trgovackoga

putnika (Property = Network = Salesman Problem).

Primjer 4. Trgovacki putnik treba krenuti iz grada A, obiéi svaki od gradova B, C, D i E
tocno jednom, te se vratiti u polaziste. TroSkovi putovanja izmedu pojedinih gradova
(iskazani u €) zadani su sljede¢om tablicom:

gsad | A| B | C|D|E
0 |16]12]15|17
160 | 141110
1211410 | 13|15
157111 1310 |18
171101518 |0

|| O || >

Odredimo najjeftiniju rutu obilaska sva Cetiri grada i izraCunajmo pripadne minimalne ukupne
troSkove putovanja.

Matematicki model promatranoga problema je sljede¢i potpuni neusmjereni teZinski graf:

i / ’ v \ :
/%
\><Y/

Slika 22. Model problema iz Primjera 4.

Lijevom tipkom miSa kliknimo na izbornik Property, odaberimo opciju NetWork i podopciju
Salesman Problem. Odaberimo vrh 1 kao polaziste (Source Point), pa dobivamo:

Cycle
1, 5, 2, 4, 3, 1.
Weight of the Cycle = 63
Prema tome, trazena najjeftinija ruta trgovackoga putnika je:

A-E-B-D-C-A

i njezina ukupna teZina je wy,;, = 63, Sto znaci da najmanji ukupni troSkovi putovanja iznose
63 €.
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Primjer 5. Trgovacki putnik krece s lokacije A, obilazi lokacije B, C, D i E, te se vra¢a na
lokaciju A. Pri obilasku moze koristiti jednosmjerne ulice AC, AE, BD i CE, te dvosmjerne
ulice AD, BC, BE i DE. Trajanje putovanja izmedu pojedinih lokacija (iskazano u minutama)
zadano je u sljedecoj tablici.

lokacija | A | B | C | D | E
A 0 |0 [30]20])35
B 0 |0 125[30]20
C 0 [25]0 [0 |40
D 2000 [0 |0 |25
E 0 ]20]0 [25]0

Odredimo rutu obilaska svih cetiriju lokacija za koju je potrebno najmanje vremena i
izraCunajmo pripadno trajanje putovanja.

Matematicki model promatranoga problema je sljede¢i graf:

Slika 23. Model problema iz Primjera 5.

Lijevom tipkom miSa kliknimo na izbornik Property, odaberimo opciju NetWork i podopciju
Salesman Problem. Odaberimo vrh 1 kao polaziste (Source Point), pa dobivamo:

Cycle
1, 3, 2, 5, 4, 1.
Weight of the Cycle = 120

Prema tome, traZena ruta obilaska svih Cetiriju lokacija za koju je potrebno najmanje vremena
je:

A-C-B-E-D-A

a njezina tezina je wy;, = 120, pa je traZeno najmanje ukupno vrijeme obilaska svih Cetiriju
lokacija 120 minuta (= 2 sata).
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U prethodnim smo primjerima promatrali problem obilaska svih vrhova zadanoga grafa tako
da se svaki vrh obide to¢no jednom. Svojevrstan pandan tome problemu je problem obilaska
svih bridova (ili lukova) zadanoga (ne)usmjerenoga grafa tako da se svaki brid (luk) grafa
obide to¢no jednom. Pocetak razmatranja toga problema vezan je uz same pocetke nastanka
teorije grafova, odnosno uz poznati problem konigsberskih mostova koji je jos 1736. godine
uspjeSno rijeSio slavni S$vicarski matemati¢ar Leonhard Euler?. Opcenita formulacija
problema je sljedeca:

Problem 3. Za zadani povezani® graf G odrediti postoji li staza, odnosno fura (zatvorena
staza) koja prolazi svim bridovima (lukovima) grafa.

Staza, odnosno tura iz Problema 3. nazivaju se Eulerova staza (Eulerova tura), a graf koji
dozvoljava Eulerovu turu naziva se Eulerov graf. Stoga Problem 3. zapravo trazi utvrdivanje
nuznih i dovoljnih uvjeta da bilo koji zadani povezani graf bude Eulerov. Najpoznatiji takvi
uvjeti su:

Poucak 2. Povezan graf G ima Eulerovu stazu ako i samo ako ima najviSe dva vrha
neparnoga stupnja. Ekvivalentno, povezan graf G ima Eulerovu stazu ako i samo ako su
najvise dva njegova vrha susjedni s neparnim brojem preostalih vrhova grafa™.

Poucak 3. Povezani graf G je Eulerov ako i samo ako je stupanj svakoga njegovoga vrha
paran prirodan broj. Ekvivalentno, povezani graf G je Eulerov ako i samo ako je svaki njegov
vrh susjedan s parnim brojem preostalih vrhova grafa.

Iako ih se moze shvatiti kao medusobne pandane, Eulerovi i Hamiltonovi grafovi zapravo
nemaju izravne veze. Npr. lako se pokaZe da je potpuni neusmjereni graf K4 (lijevi od dvaju
grafova na Slici 24.) Hamiltonov, ali ne i Eulerov, te da je desni od dvaju grafova na donjoj
slici Eulerov, ali ne i Hamiltonov.

@ @

Slika 24. Primjer Hamiltonova, ali ne i Eulerova grafa i primjer Eulerova, ali ne i Hamiltonova grafa.

%8 Problem konigsberskih mostova i njegovo rjeSavanje razmatrani su u sklopu kolegija Ekonomska matematika
2.

*? Podsjetimo da je graf G povezan ako postoji staza izmedu bilo kojih dvaju razlicitih vrhova toga grafa.

% 1z navedenoga poucka izravno slijedi da graf mostova u Konigsbergu nema Eulerovu stazu, tj. da Zeljeni
obilazak mostova nije mogu¢.
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Op¢i problem utvrdivanja je li neki graf Eulerov ili nije konkretizirao je kineski matematicar
Mei-Ko Kwan 1962. godine postavivsi tzv. problem kineskoga postara’:

Problem 4. U nekom gradu poStar pokupi posStu u glavnom postanskom uredu, odlazi
razdijeliti je u dodijeljeni okrug i potom se vraca u glavni postanski ured. Pri dijeljenju poste
poStar obavezno mora barem jednom pro¢i svakom ulicom svojega okruga. Ako su zadane
duljine svih ulica u okrugu, odrediti rutu kojom mora hodati postar tako da ukupan prijedeni
put bude §to kraci.

Navedeni se problem ekvivalentno moZe formulirati kao problem autobusne rute, i to na
sljede¢i nacin:

Problem 5. Kako bi smanjio troSkove za gorivo potrebno za rad autobusa, autobusni je
prijevoznik modelirao autobusna stajaliSta kao vrhove, a ulice kao bridove (lukove) rute
svojih autobusa. Ako je poznata duljina svake ulice, odrediti autobusnu rutu koja barem
jednom prolazi svakom ulicom tako da troSkovi za gorivo budu §to manji.

Istaknimo odmah najjednostavniji slu¢aj: Ukoliko je graf G Eulerov graf, onda je svaka
Eulerova tura na grafu G optimalna jer se njome svaki brid prijede to¢no jednom. U takvom je
slucaju dovoljno na¢i bilo koju Eulerovu turu i odrediti njezinu teZinu. Najpoznatiji algoritam
za konstruiranje takve ture je Fleuryjev algoritam kojega je otkrio jedan od manje poznatih
francuskih matematicara Lou Fleury 1883. godine. Ukoliko, pak, graf G nije Eulerov graf, za
rjeSenje problema kineskoga poStara koristi se Edmonds—Johnsonov algoritam kojega su
1973. godine zajednicki objavili kanadski matematicar Jack Edmonds i ameri¢ki matematicar
Ellis L. Johnson. Jedna od varijanti toga algoritma za bilo koji tip grafa implementirana je u
pogramu Graph Magics, pa ¢emo je koristiti u sljede¢im primjerima.

Primjer 6. Neki kvart se sastoji od ukupno 13 dvosmjernih ulica. Ulice su odredene svojim
pocetnim/krajnjim tockama A, B, C, D, E, F, G i H takvima da je IABl = IACl = IAD| = |IBDI =
IBFl = 50 m, IDF| = |[FH| = 60 m, IBE| = |ICDI| = |CG| = [IEFl = |IGHI =70 m 1 ICH| = 120 m.
Postar krece iz tocke A, obilazi svih 13 ulica barem jednom i vraca se natrag u tocku A.
Odredimo rutu takvu da ukupna prijedena udaljenost bude najmanja moguca.

Matematicki model promatranoga problema je sljede¢i neusmjereni graf:

®

Slika 25. Model problema iz Primjera 6.

! Mei-Ko Kwan je navedeni problem nazvao problem postara (analogno problemu trgovackoga putnika), a
njemu u Cast problem je dobio dana$nji naziv zahvaljuju¢i ameri¢kom matematic¢aru Alanu Goldmanu.
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Navedeni ¢emo problem rijeSiti pokretanjem procedure Chinese Postman Problem. Ta se
procedura nalazi na podizborniku Find izbornika Graph. Njezinim pokretanjem dobivamo
sljedece rjesenje:

Circuit's Total Cost - 1000
Circuit's Total Length (Edges passed) - 16

Path:

A > C> H>>F > H > G>C>>D>>F >B>>F >E >DB >»>D > A > B > A
Stoga je traZena ruta:
AC-CH-HF-FH-HG-GC-CD-DF-FB-BF-FE—-EB-BD-DA—-AB-BA

i njezina je duljina jednaka 1000. Kako vidimo, poStar ¢e morati dvaput pro¢i ulicama BF, FH
i AB, te ¢e hodaju¢i navedenom rutom prije¢i ukupno 1000 metara, odnosno 1 km.
Primijetimo da rjeSenje zadatka nije jednoznacno jer je npr. i ruta
AD-DC-CG-GH-HC-CA-AB-BD-DF-FB-BE—-EF-FH-HF—-FB—-BA

duljine 1000 m takoder rjesenje zadatka.

Primjer 7. Uprava za ceste nekoga podrucja odgovorna je za odrZavanje donje mreZe cesta:

Slika 26. MreZa cesta iz Primjera 26.

(TeZina pojedinoga brida jednaka je duljini [u km] odgovarajuce ceste.) SjediSte uprave je na
lokaciji A.

a) Celnik uprave za ceste Zeli provjeriti stanje na svakoj pojedinoj cesti tako da krene iz

sjediSta uprave, obide svaku pojedinu cestu i vrati se u sjediSte uprave. Odredimo rutu
njegova obilaska tako da u tom obilasku prijede $to manju ukupnu udaljenost.
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b) Utvrdimo je li mogu¢ obilazak svake pojedine ceste tocno jednom, pri ¢emu polaziste i
odrediSte mogu biti dvije razliite lokacije. ObrazloZimo svoj odgovor.

¢) RijeSimo prethodni zadatak uz dodatan uvjet da se izgradi dionica BC duga 8 kilometara.

U prvom podzadatku rjeSavamo klasi¢an problem kineskoga poStara. Modeliranjem primjera
u programu Graph Magics 1 pokretanjem procedure Chinese Postman Problem dobivamo
sljede¢i rezultat:

Circuit's Total Cost - 136
Circuit's Total Length (Edges passed) - 18

Path:

A >> D > G > H > G > C > G > F > H>UE > F > D > FE > B > D >>
C > A > B >> A

Dakle, traZena ruta je:

AD-DG-GH-HG-GC-CG-GF-FH-HE-EF-FD-DE—-EB-BD-DC-CA-
AB - BA

i njezina je teZina jednaka 136, Sto znaci da ¢e Celnik uprave za ceste u navedenom
optimalnom obilasku prevaliti ukupno 136 km.

U drugom podzadatku provjeravamo nuZan i dovoljan uvjet za postojanje Eulerove staze.
Lako se vidi da je zadani graf povezan, pa ¢emo primijeniti Poucke 2. i 3. Uo¢imo da je vrh A
susjedan s tocno tri vrha grafa G (to su vrhovi B, C i D), tj. njegov je stupanj jednak 3, pa iz
Poucka 3. slijedi da ne postoji Eulerova tura. Dakle, polaziste i odrediSte ne mogu biti na istoj
lokaciji, pa je najbolji rezultat koji eventualno mozemo dobiti Eulerova staza. U tu svrhu
provjeravamo uvijete iz Poucka 2., tj. odredujemo stupnjeve vrhova grafa G. Uo¢imo da su
vrhovi A, B i C susjedni s to¢no tri vrha grafa G, tj. njihovi su stupnjevi jednaki 3, pa graf G
sadrZi najmanje 3 vrha neparnoga stupnja. Prema Poucku 2. graf G ne sadrzi Eulerovu stazu,
pa trazeni obilazak nije mogu¢, tj. postoji barem jedna cesta koju ¢e Celnik uprave za ceste
morati obi¢i barem dva puta. Dobiveni odgovor moZemo provjeriti i koriste¢i racunalni
program Graph Magics i proceduru Eulerian Path/Circuit.

Ukoliko se, pak, izgradi dionica BC duga 8 km, lako se vidi da ¢e u tom sluc¢aju dobiveni graf

G' sadrzavati to¢no dva vrha neparnoga stupnja, i to su vrhovi A i H €iji je stupanj 3. Stoga ¢e
graf G' sadrZavati Eulerovu stazu, ali ne i Eulerovu turu. TraZenu Eulerovu stazu u tom
slucaju dobivamo primjenom procedure Eulerian Path/Circuit programa Graph Magics:

Start Vertex - A

Path:
A > B > C>> A >> D > B >>E>>D>> C > G>>D>F >E >H>TF > G > H

pa je polaziste lokacija A, odrediSte lokacija H, a ruta:

AB-BC-CA-AD-DB-BE-ED-DC-CG-GD-DF-FE-EH-HF-FG - GH.
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Zadaci za viezbu:

1. Za koje je vrijednosti prirodnoga broja n € N potpuni neusmjeren graf K, istodobno
Eulerov i Hamiltonov? (Naputak: Koristite Pou¢ak 3.)

2. Trgovacki putnik treba krenuti iz grada A, obi¢i svaki od gradova B, C, D, E i F to¢no
jednom, te se vratiti u polaziste. TroSkovi putovanja izmedu pojedinih gradova [u USD]
zadani su sljede¢om tablicom:

grad A|B|C|D|E|F
0 [17]15]12]16]19
1710 [16]14]13]12
15/16 |0 | 15]17]16
121141150 |16 14
16 13171160 |18
1911216114116 |0

| ||| | >

Modelirajte promatrani problem odgovaraju¢im grafom, pa odredite najjeftiniju rutu obilaska
svih pet gradova i izracunajte pripadne minimalne ukupne troskove putovanja.

3. Trgovacki putnik treba krenuti iz lokacije A, obi¢i svaku od lokacija B, C, D i E to¢no
jednom, te se vratiti u polaziSte. Ulice kojima se moZe kretati putnik su iskljucivo
jednosmjerne, pa su medusobne udaljenosti pojedinih lokacija [u km] zadane sljedecom
tablicom:

lokacija | A | B | C | D | E
A 0 |6 [11]3 |4
B 7 [0 [14]8 |10
C 125 |0 |10]2
D 6 |15]7 |0 |5
E 4 19 |8 |13]|0

Modelirajte promatrani problem odgovaraju¢im grafom, pa odredite najkracu rutu obilaska
svih Cetiriju lokacija i njezinu duljinu.

4. Trgovacki putnik krece s lokacije A, obilazi lokacije B, C, D i E, te se vraca na lokaciju A.
Pri obilasku moZe koristiti jednosmjerne ulice CA, CB, DB i ED, te dvosmjerne ulice AD, BE
i CE. Trajanje putovanja izmedu pojedinih lokacija [u minutama] zadano je u sljedecoj tablici.

lokacija| A | B | C | D | E
A 0]0]10]20]0
B 0]0]0]0]25
C 251201 0 | 0 |30
D 15/201 0100
E 0 ]125/15]20] 0

Modelirajte promatrani problem odgovaraju¢im grafom, pa odredite rutu obilaska svih Cetiriju
lokacija za koju je potrebno najmanje vremena i pripadno trajanje putovanja.
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5. Uprava za ceste nekoga podrucja odgovorna je za posipanje cesta solju u zimskim
uvjetima. Mreza dvosmjernih cesta zajedno s duljinama svake pojedine ceste [u km)]
prikazana je na donjoj slici.

s ®

Slika 27. MreZa dvosmjernih cesta iz Zadatka 5.

Vozilo za posipanje cesta solju krece s lokacije A, barem jednom obilazi svaku pojedinu cestu
i vraca se na lokaciju A.

a) Odredite rutu kojom se treba kretati vozilo tako da ukupna duljina puta prijedenoga na toj
ruti bude $to manja.

b) Je li moguce odabrati rutu tako da vozilo focno jednom obide svaku pojedinu cestu?
ObraloZite svoj odgovor.

6. Rijesite prethodni zadatak ako je mreZa dvosmjernih cesta zajedno s pripadnim
udaljenostima prikazana na donjoj slici.

Slika 28. MreZa dvosmjernih cesta iz Zadatka 6.
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2. RijeSeni pismeni ispiti iz predmeta Operacijska istraZivanja

2.1. Primjer 1.

1. Na raspolaganju nam je to¢no 5 komada svake od namirnica N; i N2, to€no 6 komada svake
od namirnica N3 i Na, te ruksak najve¢ega dozvoljenoga kapaciteta 20 kg. Podaci o masi i
neto—cijeni jednoga komada svake pojedine namirnice navedeni su u sljedecoj tablici.

namirnica | neto—cijena [kn] | masa [kg]
Ny 35.00 2.2
N, 37.00 2.5
N3 30.00 1.5
Ny 33.00 2

Niti jedan komad bilo koje namirnice nije dozvoljeno razdijeliti na manje dijelove. U ruksak
treba staviti namirnice $to ve¢e ukupne vrijednosti tako da njihova ukupna masa ne bude veca
od kapaciteta ruksaka.

a) Formirajte odgovaraju¢i matematicki model, pa odredite optimalan izbor namirnica i
izraCunajte pripadnu optimalnu ukupnu vrijednost.

b) Ako je optimalna koli¢ina neke vrste namirnica jednaka nuli, utvrdite kako se povecanje
optimalne koli¢ine te vrste namirnica za 1 odraZava na optimalne vrijednosti ostalih vrsta
namirnica.

RjeSenje: 7a svaki i € [4] oznaCimo s x; broj komada namirnice N; koje ¢emo staviti u ruksak.
Tada je matematicki model promatranoga problema

maksimizirati f{xi, x2, x3, x4) = 35.00 - x; + 37.00 - x2 + 30.00 - x3 + 33.00 - x4
pod uvjetima
2.2 -)C1+2.5 - X+ 1.5 -)C3+2 ')C4320

X1, X2 € [5]o, X3, x4 € [6]0

U rjeSavanju ovoga problema Kkoristit ¢emo potprogram DP (Dynamic Programming)
programa Wingsb. Prigodom pokretanja toga programa na izborniku File treba odabrati opciju
New Problem, a potom na dobivenom izborniku kliknuti na kruZi¢ pored natpisa Knapsack
Problem i u pravokutnik pored natpisa Number of Items upisati 4. (Naslov problema moZe biti
proizvoljan, npr. Zadatak 1.) Dobiva se tablica koju po stupcima treba popuniti na sljedeci
nacin:

Item Identification: N1, N2, N3, N4

Units Available: 5, 5, 6, 6

Unit Capacity Required: 2.2,2.5,1.5,2

Return Function (X: Item ID): 35.00*X, 37.00*%X, 30.00*X, 34.00*X
Knapsack Capacity: 20
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a) Lijevim klikom miSa na ikonicu Solve the Problem dobiva se tablica u ¢ijem se stupcu
Decision Quantity (X) nalaze pocetne optimalne vrijednosti svih Cetiriju nezavisnih varijabli:

Dakle, optimalan izbor namirnica je: jedan komad namirnice N,, te po pet komada svake od
namirnica N3 i Ng;

b) 1z rezultata a) podzadatka slijedi da je optimalna koli¢ina namirnice N; jednaka 0. Stoga tu
koli¢inu poveéamo za 1. Lijevim klikom miSa kliknemo na ikonicu What If. U retku N1
stupca Preset Decision upiSimo 1 i kliknimo na OK. Tako dobivamo traZzeno optimalno
rjeSenje:

x =1x,=1x=4 x, =5

Dakle, povecanje optimalne koli¢ine namirnice N1 ne utjeCe na promjenu optimalnih
vrijednosti namirnica N i N4, a smanjuje optimalnu koli¢inu namirnice Ns.

2. Zrakoplovom nosivosti 83 tone na nekoj se liniji mogu prevoziti putnici, poStanske posiljke
i ostali teret. Prosje¢na masa i neto—dobit ostvarena po jedinici transporta navedeni su u
donjoj tablici.

1 putnik | 1 postanski paket | 1 paket ostaloga tereta
prosjecna masa [t] 0.08 0.75 0.85
neto — dobit [000 n.j.] 2.9 2.8 3

Zrakoplovom je odjednom moguce prevesti najvisSe 50 putnika. Treba odrediti strukturu
transporta tako da ukupna neto—dobit od jednoga transporta bude Sto veca.

a) Formirajte odgovaraju¢i matematicki model, pa odredite optimalnu strukturu transporta i
pripadnu optimalnu ukupnu neto—dobit.

b) Za koliko ¢e se postotaka promijeniti optimalna neto-dobit ukoliko se postavi dodatni uvjet
da se zrakoplovom moZe prevesti najvise 100 poStanskih paketa?

¢) Za koliko ¢e se postotaka promijeniti optimalna neto-dobit ukoliko se postavi dodatni uvjet
da zrakoplovom treba prevesti to¢no 20 paketa ostaloga tereta?

Rjesenje: a) Neka je x; broj putnika, x, broj postanskih paketa, a x3 broj ostalih paketa koji ¢e
se prevesti jednim transportom. Tada je matematicki model promatranoga problema

maksimizirati f(x;, X2, x3) =2.9 - x; +2.8 - x2 + 3 - x3
pod uvjetima
0.08 - x; +0.75 - x, + 0.85 - x3 < 83

x1 € [50]o,

X2, X3, X4 € No.
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Da bismo mogli iskoristiti potprogram DP, moramo izracunati i najve¢e moguce vrijednosti
varijabli x; 1 x3 (najve¢a moguca vrijednost varijable x,; je zadana i iznosi 50):

83 83
max = = 110, max — — :97.
(x2) LOJSJ (e LO.SSJ

Kao u rjeSenju prethodnoga zadatka, pokrenimo potprogram DP (Dynamic Programming)
programa Wingsb, na izborniku File odaberimo opciju New Problem, potom na dobivenom
izborniku kliknimo na kruZzi¢ pored natpisa Knapsack Problem i u pravokutnik pored natpisa
Number of Items upiSimo: 3. (Naslov problema moZe biti proizvoljan, npr. Zadatak 2.)
Dobiva se tablica koju po stupcima treba popuniti na sljedeci nacin:

Item Identification: putnici, posta, ostali teret
Units Available: 50, 110, 97

Unit Capacity Required: 0.08, 0.75, 0.85

Return Function (X: Item ID): 2.9%X, 2.8*X, 3*X
Knapsack Capacity: 83

Lijevim klikom miSa na ikonicu Solve the Problem dobiva se tablica u ¢ijem se stupcu
Decision Quantity (X) nalaze optimalne vrijednosti svih triju nezavisnih varijabli:

x, =50, x, =103, x, =2.

Prema tome, optimalna struktura transporta je: 50 putnika, 103 postanska paketa i 2 paketa
ostaloga tereta. Pripadna optimalna ukupna neto-dobit navedena je u retku Total Return
Value iiznosi 439 400 n.j.

b) Zatvorimo prozor dobiven u rjeSenju a) podzadatka, pa u originalnoj postavci u presjeku
retka posta i stupca Units Available upiSimo 100. Potom ponovno kliknimo na ikonicu Solve
the Problem, pa dobivamo novo optimalno rjeSenje:

x, =50, x; =95, x; =9.

Dakle, optimalna struktura transporta je: 50 putnika, 95 postanskih paketa i 9 paketa
ostaloga tereta. Pripadna optimalna ukupna neto-dobit navedena je u retku Total Return
Value iiznosi 438 000 n.j. Stoga je trazeni postotak jednak

| 439.4-438

-100= 0,32 (%),

439.4
tj. dodavanjem navedenoga uvjeta pocetna optimalna ukupna neto-dobit smanjit ¢e se za
priblizno 0.32%.

¢) Zatvorimo prozor dobiven u rjeSenju b) podzadatka, pa u originalnoj postavci u presjeku
retka posta i stupca Units Available ponovno upi§imo 110. Potom ponovno kliknimo na
ikonicu Solve the Problem tako da dobijemo optimalno rjeSenje iz a) podzadatka. Sada
kliknimo na ikonicu What If, pa u presjeku retka ostali teret i stupca Preset Decision lijeve
tablice upiSimo: 20. Tako dobivamo novo optimalno rjeSenje uz zadani dodatni uvjet:
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x, =50, x, =82, x; = 20.

Dakle, optimalna struktura transporta u ovom je slucaju: 50 putnika, 82 postanska paketa i
20 paketa ostaloga tereta. Pripadna optimalna ukupna neto-dobit navedena je u pravokutniku
pored natpisa Total Return i iznosi 434 600 n.j. Stoga je traZeni postotak jednak:

~439.4-434.6

-100= 1,09 (%),
P 4304 )
tj. dodavanjem navedenoga uvjeta pocetna optimalna ukupna neto-dobit smanjit ¢e se za
priblizno 1.09%.

3. Utvrdena poslovna politika neke tvrtke predvida koriStenje odredenoga tipa vozila u
razdoblju planiranja od n = 4 godine. Nabavna cijena novoga vozila tijekom cijeloga
razdoblja planiranja je stalna i iznosi p = 20 n.j. GodiS$nji neto-troSak odrZavanja i
likvidacijska vrijednost vozila iskazani su tabli¢no kao funkcije starosti automobila:

starost vozila (i) [god.] O|1 |2 |3 |4 |5 |6
godisnji neto—trosak (c;) [n.j.] 5|18 | 12114 ]17]19 |20
likvidacijska vrijednost (s)) [n.j.] | - |11 |7 |5 |4 |2 |0

Pocetkom svake godine razdoblja planiranja donosi se odluka o zadrZavanju ili zamjeni dotad
koriStenoga vozila tako da ukupni troSkovi u cijelom razdoblju planiranja budu S$to manji.
Formirajte odgovaraju¢i matematicki model, pa odredite optimalnu politiku zamjene u
cjelokupnom razdoblju planiranja ako se na pocetku prve godine razdoblja planiranja:

a) donosi odluka o obaveznoj nabavi novoga vozila;
b) raspolaZe s vozilom starim jednu godinu (nije nuZno nabaviti novo vozilo).

RjeSenje: a) Budu¢i da smo na pocetku prve godine ve¢ donijeli odluku o nabavi novoga
vozila, za rjeSenje podzadatka iskoristit ¢emo racunalni program Graph Magics. (Podzadatak
je moguce rijesiti i koriste¢i racunalni program Grin.) Matemati¢ki model u ovom je slucaju
potpuni usmjereni teZinski graf s ukupno 5 vrhova: 1, 2, 3, 4, 5, pri ¢emu vrh i oznacava
pocetak godine i. Za svaki uredeni par (i, j) € [5) takav da je i < j vrhove i ij spojit ¢emo
lukom (i, j) €ija je teZina w;; definirana izrazom:

wij = (nabavna cijena vozila na poc¢etku godine i) + (troSkovi odrZavanja vozila u godinama i,
j—i-1
i+1,...,j—1) - (likvidacijska vrijednost vozila na pocetku godine j) = p + Z c,— Sj_i.
k=0
Tako redom dobivamo:

W12=W23=W34=W45=p+€0—S1=20+5—11=14;
W13=W24=W35=p+C()+C1—S2=20+5+8—7=26;
W14=W25=p+C()+C1+C2—S3=20+5+8+12—5=40;
W15=p+C()+C1+C2+C3—S4=20+5+8+12+14—4=55.

Koriste¢i program Graph Magics dobivamo graf prikazan na slici 29.:
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Slika 29.

u kojemu trazimo najkrac¢i put izmedu vrha 1 i vrha 5. Desnim klikom miSa na vrh 1 i
odabirom opcije Set/Unset as Start Vertex (Source) ozna¢imo vrh 1 kao pocetni, a desnim
klikom miSa na vrh 5 i odabirom opcije Set/Unset as End Vertex (Sink) oznaimo vrh 5 kao
krajnji vrh puta. Desnim klikom miSa na bilo koju bjelinu unutar prozora, odabirom opcije
Find i podopcije Shortest Path (from Star Vertex to End) dobivamo traZeni najkraci put:

1-3-5

¢ija je teZina 52. Iz ovoga rezultata slijedi da po¢etkom 3. godine treba kupiti novo vozilo, a u
svim ostalim godinama zadrZati dotad koriSteno vozilo. Stoga je traZzena optimalna politika:

pocetak 2. godine: zadrZati dotad koriSteno vozilo;
pocetak 3. godine: zamijeniti (kupiti novo) vozilo;
pocetak 4. godine: zadrZati dotad koriSteno vozilo.

(Na pocetku 1. godine, prema pretpostavci podzadatka, kupljeno je novo vozilo, dok je
pocetak 5. godine ujedno i kraj razdoblja planiranja, pa se dotad koriSteno vozilo obavezno
rashoduje.) Pripadni optimalni ukupni neto—troskovi jednaki su teZini najkracega puta i iznose
52 nj.

b) Definiramo cjelobrojnu funkciju dvije cjelobrojne varijable V: N*> — N s:

V = V(k, i) = najmanji ukupni neto-troskovi od pocetka godine k do kraja razdoblja planiranja
ako na pocetku godine k raspolaZzemo s vozilom starim i godina

Budu¢i da, prema pretpostavci podzadatka, na pocetku prve godine raspolazemo s vozilom
starim jednu godinu, Zelimo izracunati vrijednost V(1, 1). Da bismo to mogli u€initi, trebamo
definirati rekurzivnu relaciju za funkciju V. Razlikovat ¢emo sljedece alternative:

I. Na pocetku godine k raspolaZzemo s vozilom starosti i godina i donosimo odluku o zamjeni
(j. kupnji novoga) vozila

Tada u godini k najprije rashodujemo dotadasnje vozilo, pa time ostvarujemo prihod od s; n.j.
Potom kupujemo novo vozilo ostvarujuci troSak od p n.j. i odrZavamo ga ostvarujuci troSak
od ¢o n.j. Na taj na¢in dolazimo na pocetak sljedece, (k + 1) — ve godine kada raspolazemo s
vozilom starim to€no jednu godinu, pa su najmanji ukupni neto-troskovi od pocetka (k + 1) —
ve godine do kraja razdoblja V(k + 1, 1). Ukupni neto-troskovi nastali izborom ove alternative
iznose: p +co—si+ V(k+ 1, 1).
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II. Na pocetku godine k raspolaZzemo s vozilom starosti i godina i donosimo odluku o
zadrzavanju dotad koriStenoga vozila

Tada u godini k£ imamo jedino troSkove odrZavanja vozila staroga i godina, a oni iznose ¢; n.j.
Na taj nacin dolazimo na pocetak sljedece, (k + 1) — ve godine kada raspolazemo s vozilom
starim to¢no i + 1 godina. Najmanji ukupni neto-troskovi od pocetka (k + 1) — ve godine do
kraja razdoblja u ovom slucaju iznose V(k + 1, i + 1). Ukupni neto-troSkovi nastali izborom
ove alternative iznose: ¢; + V(k+ 1,1+ 1).

Izmedu ponudenih alternativa odabrat ¢emo onu koja ostvaruje najmanje ukupne neto-
troSkove, pa odatle slijedi:

Vik,)=min{p + co— s;i+ V(k+1,1), c; + V(k+ 1, 1)},
odnosno, nakon uvrsStavanja p =201 ¢y =35,
Vik,)=min{25 —s;+ V(k+ 1, 1), ¢; + V(k+ 1, 1)}.
Preostaje nam zadati pocetne uvjete. Njih dobivamo uzimajuéi k = 5, tj. promatrajuci §to ce se
dogoditi po zavrSetku razdoblja planiranja (pocetak pete godine). Tada obvezno trebamo

rashodovati dotad koriSteno vozilo. Ukoliko na pocetku 5. godine raspolaZzemo s vozilom
starim i godina, onda mora vrijediti jednakost:

VS, i) = —s;

jer prihod ekonomski evidentiramo kao negativan troSak. Vrijednosti broja i mogu biti: 1 (ako
smo pocetkom 4. godine kupili novo vozilo), 2 (ako smo pocetkom 3. godine kupili novo
vozilo), 3 (ako smo pocetkom 2. godine kupili novo vozilo), 4 (ako smo pocetkom 1. godine
kupili novo vozilo) i 5 (ako smo tijekom cijeloga razdoblja planiranja zadrzali vozilo staro
jednu godinu s kojim smo raspolagali na pocetku 1. godine). Prema tome je:

V(5,1) = -5 =11

V(5,2) =—s,=-T7
V(5,3)=—s3=-5
V(5,4)=-s4=—4
V(5,5) =—s5=-2

U sljede¢em koraku rac¢unamo vrijednosti funkcije V(4, i). Vrijednosti broja i mogu biti: 1
(ako smo pocetkom 3. godine kupili novo vozilo), 2 (ako smo pocetkom 2. godine kupili novo
vozilo), 3 (ako smo pocetkom 1. godine kupili novo vozilo) i 4 (ako smo tijekom prve tri
godine zadrZali vozilo staro jedinu godinu s kojim smo raspolagali na pocetku 1. godine).
Prema tome je:

V(4,1)=min{25 - s; + V(5, 1), c1 + V(5,2)} =min{25-11 - 11,8 -7} =min{3, 1} = 1;
V(4,2)=min{25 - s + V(5, 1), c2+ V(5,3)} =min{25 -7 - 11, 12 -5} = min{7, 7} =7,
V(4,3) =min{25 - s3+ V(5, 1), c3+ V(5,4)} =min{25 -5 - 11, 14 -4} = min{9, 10} = 9;
V(4,4) =min{25 - s4 + V(5, 1), ca+ V(5,5)} =min{25 -4 - 11, 17 - 2} = min{10, 15} = 10.

U sljede¢em koraku rac¢unamo vrijednosti funkcije V(3, i). Vrijednosti broja i mogu biti: 1
(ako smo pocetkom 2. godine kupili novo vozilo), 2 (ako smo pocetkom 1. godine kupili novo
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vozilo) i 3 (ako smo tijekom prve dvije godine zadrZali vozilo staro jedinu godinu s kojim
smo raspolagali na pocetku 1. godine). Prema tome je:

V(3, 1) = min{25 — s; + V(4, 1), ¢1 + V(4,2)} = min{25 - 11 + 1,8 + 3} = min{15, 11} = 11;
V(3,2) = min{25 — 55 + V(4, 1), c2+ V(4,3)} = min{25 = 7 + 1, 12 + 9} = min{ 19, 21} = 19;
V(3,3) = min{25 — 53 + V(4, 1), c3+ V(4,4)} = min{25 -5 + 1, 14 + 10} = min{21, 24} = 21.

U sljede¢em koraku rac¢unamo vrijednosti funkcije V(2, i). Vrijednosti broja i mogu biti: 1
(ako smo pocetkom 1. godine kupili novo vozilo) i 2 (ako smo tijekom prve godine zadrZali
vozilo staro jedinu godinu s kojim smo raspolagali na pocetku te godine). Prema tome je:

V(2,1) =min{25 - s1 + V(3, 1), c1 + V(3, 2)} = min{25 - 11 + 11, 8 + 19} = min{25, 27} =
25;
V(2,2) =min{25 - s, + V(3, 1), co + V(3, 3)} = min{25 -7 + 11, 12 + 21} = min{29, 33} =
29.

Tako je konacno:

V(1, 1) = min{25 — 51 + V2, 1), ¢1 + V(2, 2)} = min{25 — 11 + 25, 8 + 29} = min{39, 37} =
37.

Tako vidimo da smo vrijednost V(1, 1) dobili izborom alternative II i pomocu vrijednosti V(2,
2), vrijednost V(2, 2) izborom alternative I i pomoc¢u vrijednosti V(3, 1), vrijednost V(3, 1)
izborom alternative II i pomocu vrijednosti V(4, 2), a vrijednost V(4, 2) izborom bilo koje od
dviju alternativa. Stoga imamo dvije razli¢ite optimalne politike:

1. optimalna politika:

pocetak 1. godine: zadrZavanje dotad koriStenoga vozila;
pocetak 2. godine: zamjena (kupnja novoga) vozila;
pocetak 3. godine: zadrZavanje dotad koriStenoga vozila;
pocetak 4. godine: zamjena (kupnja novoga) vozila;
pocetak 5. godine: rashodovanje dotad koriStenoga vozila.

2. optimalna politika:

pocetak 1. godine: zadrZavanje dotad korisStenoga vozila;
pocetak 2. godine: zamjena (kupnja novoga) vozila;
pocetak 3. godine: zadrZavanje dotad korisStenoga vozila;
pocetak 4. godine: zadrZavanje dotad korisStenoga vozila;
pocetak 5. godine: rashodovanje dotad koriStenoga vozila.

Pripadni optimalni ukupni neto-troskovi u obje varijante iznose 37 n.j.

4. Mreza dvosmjernih ulica nekoga podrucja sastoji se od ukupno 9 lokacija: A, B, C, D, E, F,
G, H, I1J. Najkra¢a vremena prolaska (iskazana u minutama) ulicom izmedu odgovarajuc¢ih
lokacija su: ICDI = |HIl = 1, IGH| = 3, |HJI = 4, IBDI = 5, |ABl = |IBJI = 6, IlJl =7, IAC| = 8,
IDEI =9, IDFI=10,ADI =12, |FIl=13, |DIl = 14, IDGI =151 IDHI = 16.
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a) Redovita policijska ophodnja kre¢e iz policijske postaje smjeStene na lokaciji A, barem
jednom prolazi svakom ulicom i vraca se na lokaciju A. Nadite rutu obilaska za koju je
potrebno najmanje vremena i odredite pripadno optimalno vrijeme.

b) MoZe li policajac na putu iz policijske postaje prema svojoj kuéi smjeStenoj na lokaciji J
to€no jednom obi¢i svaku pojedinu ulicu? ObrazloZite svoj odgovor i navedite jednu rutu
obilaska (ako postoji).

¢) Ako hitna pomo¢ smjeStena na lokaciji B primi hitan poziv s lokacije /, odredite rutu kojom
se vozilo treba kretati tako da u Sto kraCem vremenu stigne na cilj i odredite pripadno
optimalno vrijeme.

d) Moze li turisticki autobus koji polazi s lokacije £ i vozi zadanom mreZom ulica to¢no
jednom obi¢i svaku od preostalih lokacija i vratiti se na polaziS§te? Ako moZe, navedite
vremenski najkracu rutu kojom autobus treba voziti i izracunajte pripadno optimalno vrijeme.
Ako ne moze, odredite moZe li autobus svoj obilazak zavrsiti na nekoj drugoj lokaciji i, ako
moZe, vremenski najkracu rutu kojom autobus treba voziti od polaziSta od odrediSta, te
vremenski najkracu rutu za povratak s odrediSta na polaziSte.

RjeSenje: Zadanu mrezu dvosmjernih ulica modeliramo npr. sljede¢im neusmjerenim
teZinskim grafom:

a) RjeSavamo problem kineskoga postara s lokacijom A kao polaziStem. Desnom tipkom miSa
kliknemo na vrh A i odaberemo opciju Set/Unset as Start Vertex (Source). Potom desnom
tipkom miSa kliknemo na bilo koju bjelinu unutar prozora, odaberemo opciju Find te
podopciju Chinese Postman Problem. Tako (unutar kartice View Data) dobivamo sljedeci
ispis:

Circuit's Total Cost - 160
Circuit's Total Length (Edges passed) - 22

Path:

A > C > D > I > J > G > J > H > I > F > D > H > G > E > G >>
D>E > D > C > A > D > B > A

Prema tome, trazena optimalna ruta je:
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A-C-D-1-J-G-J-H-I-F-D-H-G-E-G-D-E-D-C-A-D-B-A
Njezina ukupna teZina je 160, $to znaci da pripadno optimalno vrijeme iznosi 160 minuta.

b) Trazimo postoji li Eulerova staza izmedu vrhova A i J. Stupnjevi vrhova grafa su: dx = 3,
dg==2,dc=2,dp=8,dg=2,dr=2,dg=4,dy =4, d;=4, d; = 3. Budu¢i da imamo to¢no
dva vrha neparnoga stupnja (A i J), prema Poucku 1.6.2. postoji Eulerova staza u zadanom
grafu i njezini krajnji vrhovi su upravo vrhovi neparnoga stupnja, tj. A i J. Dakle, na putu iz
policijske postaje ka svojoj kuci policajac moZe to¢no jednom obici svaku pojedinu ulicu.
TraZenu rutu dobivamo desnim klikom miSa na bilo koju bjelinu unutar grafa, odabirom
opcije Find i podopcije Eulerian Path/Circuit:

A-B-D-A-C-D-E-G-D-F-1-D-H-G-J-H-1-J.

¢) Trazimo najkraci put izmedu vrhova B i 1. Analogno kao u rjeSenju zadatka 3. a) dobivamo
traZenu rutu:

B-D-1
¢ija je tezina 20. Stoga pripadno optimalno vrijeme iznosi 20 minuta.

d) Zadani ¢emo graf najprije modelirati koriste¢i racunalni program Grin:

[}

A SN
| | N

1 2 8 10,

2, 1
\/ E i 7
03
F

Sada rjeSavamo problem trgovackoga putnika s lokacijom E kao polaziStem. Lijevom tipkom
miSa kliknimo na izbornik Property, pa odaberimo podizbornik NetWork 1 opciju Salesman
Problem. Dobivamo informacijski okvir Select Source Point unutar kojega lijevom tipkom
miSa kliknemo na OK, a potom istom tipkom miSa kliknemo na vrh 5 (tj. E). Tako dobivamo
izvjestaj:

Salesman Cycle not found

Prema tome, autobus ne moZe tocno jednom obic¢i svaku pojedinu lokaciju i vratiti se na
polaziste, ve¢ barem jednu lokaciju mora obi¢i barem dva puta. Da bismo utvrdili moZe li
autobus zavrsiti obilazak na nekoj drugoj lokaciji, odredimo postoji li Hamiltonov put u
zadanom grafu.

Zatvorimo ranije dobiveni prozor, pa lijevom tipkom miSa kliknimo na izbornik Property,
odaberimo podizbornik Graph i opciju Hamiltonian Path. Nakon $to ponovno ozna¢imo vrh 5
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(fj. E) kao polaziste, dobivamo izvjestaj s ukupno 4 razli¢ita Hamiltonova puta. Od svih njih
najmanju teZinu 52 ima prvi, odnosno put E- G—-J-H-I-F—-D - C - A — B. Stoga
turistiCki autobus moze zavrsiti obilazak na lokaciji B, a optimalno vrijeme potrebno za taj
obilazak je 52 minute. Optimalna ruta povratka s odrediSta B na polaziSte E jednaka je
najkra¢em putu iz vrha B u vrh E, a pripadno optimalno vrijeme jednako je duljini toga
najkrac¢ega puta. Analogno kao u rjeSenju podzadatka c¢) dobivamo da je traZena ruta:

B-D-E

koja ima teZinu 14, pa optimalno vrijeme za povratak s odrediSta B na polaziSte E iznosi 14
minuta.

2.2. Primjer 2.

1. Na raspolaganju nam je to¢no 4 komada namirnice N; , po 5 komada svake od namirnica
N> 1 N3, to€no 6 komada namirnice N4, te ruksak najvecega dozvoljenoga kapaciteta 20 kg.
Podaci o masi i neto—cijeni jednoga komada svake pojedine namirnice navedeni su u sljedecoj
tablici.

namirnica | neto—cijena [kn] | masa [kg]
N 36.00 2
N, 34.00 2.5
Ns 33.00 1.5
Ny 35.00 2

Niti jedan komad bilo koje namirnice nije dozvoljeno razdijeliti na manje dijelove. U ruksak
treba staviti barem 2 komada svake pojedine vrste namirnica tako da njihova ukupna masa ne
bude veca od kapaciteta ruksaka i da njihova ukupna vrijednost bude $to vec¢a. Formirajte
odgovaraju¢i matematicki model, pa odredite optimalan izbor namirnica i pripadnu optimalnu
ukupnu vrijednost.

Rjesenje: 7Za svaki i € [4] oznaCimo s x; ukupan broj komada namirnica N; koje treba staviti u
ruksak. Tada je matematicki model promatranoga problema

maksimizirati f(x;, xa, x3, x4) = 36.00 - x; + 34.00 - x, + 33.00 - x3 + 35.00 - x4
pod uvjetima
2-x14+25 x+15 -x3+2-x<20
2<5x1<4,25x55,2<x5355,2<5 456,

X1, X2, X3, X4 € N.

Koriste¢i potprogram DP programa Wingsb dobivamo optimalno rjeSenje:

X1 =4, % =x3=X4 =2, finax = 348 kn.
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Dakle, optimalan izbor namirnica je: 4 komada namirnice Ni, te po 2 komada svake od
namirnica N2, N3 1 N4. Njihova optimalna ukupna vrijednost je f..x = 348,00 kn.

2. Neka tvrtka istodobno treba montirati tri tipa objekata: A1, A2 i As. Pri montaZi svih tipova
objekata koristi se posebna oprema ¢iji je ukupni kapacitet 25 komada. Osnovni podaci o
broju potrebnih komada posebne opreme i dobiti za izradu svakoga pojedinoga tipa opreme

navedeni su u sljedec¢oj tablici.

tip objekta | broj potrebnih dobit
komada opreme | [n.j./objekt]

Ay 5 8
A 7 12
As 6 10

Odlukom uprave tvrtke istodobno se mora montirati barem jedan objekt svakoga tipa. Tvrtka
treba napraviti plan montaZe tako da ukupna dobit ostvarena montaZzom svih triju tipova
objekata bude maksimalna. Formirajte odgovaraju¢i matemati¢ki model, pa odredite
optimalan plan montaZe i pripadnu optimalnu ukupnu dobit.

RjeSenje: Za svaki i € [3] ozna¢imo s x; broj objekata tipa A; koje treba montirati. Tada je
matematicki model promatranoga problema:

maksimizirati f{x;, X2, x3) =8 - x; + 12 - x, + 10 - x3
pod uvjetima

5'X1+7'X2+6'X3325
X1, X2, X3 > 1,

X1, X2, x3 € N.
Koriste¢i potprogram DP programa Wingsb dobivamo optimalno rjeSenje:
x1=x3=1,x=2, finaxr = 42.

Prema tome, optimalan plan montaZe je: montirati po jedan objekt tipa A;, odnosno As, te dva
objekta tipa A,. Pripadna optimalna ukupna dobit iznosi 42 n.j.

3. Utvrdena poslovna politika neke tvrtke predvida koriStenje odredenoga tipa vozila u
razdoblju planiranja od n = 4 godine. Stoga je na pocetku razdoblja planiranja kupljeno novo
vozilo po cijeni od p = 30 n.j. Godi$nji neto-troSak odrZavanja i likvidacijska vrijednost vozila
iskazani su tabli¢no kao funkcije starosti vozila:

starost vozila (i) [god.] 0|1 |2 |3 |4 |5
godisnji neto—trosak (c;) [n.j.] 914202730 -
likvidacijska vrijednost (s;)) [nj.] |- |16 | 9 | 6 | 3 |0
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Pocetkom svake od sljedecih godina razdoblja planiranja donosi se odluka o zadrZavanju ili
zamjeni dotad koriStenoga vozila tako da ukupni troskovi u cijelom razdoblju planiranja budu
$to manji. Pritom se pretpostavlja da je nabavna cijena vozila stalna tijekom cijeloga razdoblja
planiranja. Formirajte odgovaraju¢i matematicki model, pa odredite optimalnu politiku
zamjene u cjelokupnom razdoblju planiranja i pripadne optimalne ukupne neto-troSkove.

RjeSenje: Matematicki model je potpuni usmjereni teZinski graf Ks €iji su vrhovi pocetci
godina, tj. vrh i oznagava pocetak godine i. Za svaki uredeni par (i, j) € [5]* takav da je i < j
vrhove i ij spajamo lukom (i, j) ¢ija je teZina w;; definirana izrazom:

wij = (nabavna cijena vozila na pocetku godine i) + (troSkovi odrZavanja vozila u godinama i,
j—i

i+1,...,j—1) - (ikvidacijska vrijednost vozila na pocetku godine j) = p + ch — 8.
k=0

Zbog toga je:

W12=W23=W34=W45=p+C()—S1=30+9—16=23;
W13=W24=W35=p+(C()+C1)—S2=30+9+14—9=44;

Wi4 = Wo5 = p+(C()+C1+C2)—S3=30+9+14+20—6=67;
wis=p+(co+ci+ca+c3)—s54=30+9+14+20+27-3=97;

KoriStenjem programa Graph Magics dobivamo sljedeci graf:

u kojemu trazimo najkraci put izmedu vrhova 1 i 5. Primjenom procedure Shortest Path (from
Start Vertex to End) dobiva se najkraci put 1 — 3 — 5 ¢ija je ukupna teZina 88. Stoga je traZzena
optimalna politika:

pocetak 2. i 4. godine: zadrzavanje dotadasnjega vozila;
pocetak 3. godine: zamjena (kupnja novoga) vozila;
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pocetak 5. godine: rashodovanje vozila.

Pripadni optimalni ukupni neto-troskovi iznose 88 n.j.

4. Mreza dvosmjernih ulica nekoga podrucja sastoji se od 9 lokacija: A, B, C, D, E, F, G, H i
I. Najkrac¢a vremena prolaska (iskazana u minutama) ulicom izmedu odgovarajuc¢ih lokacija
su: IDGl =1, IBDI =4, |ACI = IBGl = |GIl =6,|EG|=1HII=7, 1ABl=IBE|=ICFl = |EH| =8,
ICE|=I1CHI =9, IFHI =111 |Ell = 16.

a) Turisticki autobus polazi s lokacije A i, voze¢i zadanom mreZom ulica, to¢no jednom
obilazi svaku od preostalih 8 lokacija. Odredite rutu obilaska za koju je potrebno najmanje
vremena i izraCunajte pripadno optimalno vrijeme.

b) Dokazite da se medu svim zadanim lokacijama mogu odabrati dvije medusobno razli¢ite
lokacije X i Y za koje postoji ruta od X do Y koja svaku od zadanih ulica obilazi to¢no jednom.
Za odabrane lokacije odredite traZenu rutu. Sve svoje tvrdnje detaljno obrazloZite.

RjeSenje: Matematicki model je neusmjereni teZinski graf s ukupno 9 vrhova koji oznaCavaju
lokacije, te 15 bridova Cije tezine su najkra¢a vremena prolaska ulicom odredenom
odgovarajuc¢im lokacijama. Jedan od moguc¢ih modela dobiven programom Grin je:

o

4/@\

e ]

a) TraZimo rjeSenje problema trgovackoga putnika. Primjenom procedure Salesman problem
dobivamo da je jedna moguca trazenarutal -3 -6-8—- 9-5-7-4-2 -1, odnosno A —
C-F-H-I1-E-G-D-B-A.Njezina teZina je 68, §to znaci da je optimalno (najkrace)
vrijeme obilaska svih lokacija 68 minuta.

b) Vrhovi neparnoga stupnja u zadanom grafu su E i/, pa iz Poucaka 2. i 3. u tocki 1.6. slijedi
da postoji Eulerova staza, ali ne i Eulerov ciklus, a odavde izravno slijedi prva tvrdnja.
Primjenom procedure Eulerian Path dobivamo jedno moguce rjeSenje: X = I, Y = E, odnosno
trazenurutu: [ - H—-F-C-E-G-I-E-H-C-A-B-D-G-B-E.
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2.3. Primjer 3.

1. Na raspolaganju nam je to¢no 5 komada namirnice N; , po 4 komada svake od namirnica
N> 1 N3, to€no 6 komada namirnice N4, te ruksak najvecega dozvoljenoga kapaciteta 25 kg.
Podaci o masi i neto—cijeni jednoga komada svake pojedine namirnice navedeni su u sljedecoj
tablici.

namirnica | neto—cijena [kn] | masa [kg]
Ny 36.00 2
N, 34.00 2.5
N3 33.00 1.5
Ny 35.00 2

Niti jedan komad bilo koje namirnice nije dozvoljeno razdijeliti na manje dijelove. U ruksak
treba staviti barem 2 komada svake pojedine vrste namirnica tako da njihova ukupna masa ne
bude veca od kapaciteta ruksaka i da njihova ukupna vrijednost bude $to veca. Formirajte
odgovaraju¢i matematicki model, pa odredite optimalan izbor namirnica i pripadnu optimalnu
ukupnu vrijednost.

Rjesenje: Za svaki i = 1, 2, 3, 4 ozna¢imo s x; ukupan broj komada namirnica N; koje treba
staviti u ruksak. Tada je matematicki model promatranoga problema
maksimizirati f{xi, x2, x3, x4) = 36.00 - x; + 34.00 - x + 33.00 - x3 + 35.00 - x4
pod uvjetima
2-x1+25-x%+15 -x3+2-x4<25
25X 55,28 x054,2<x354,2<x,56,

X1, X2, X3, X4 € N.

Koriste¢i potprogram DP programa Wingsb dobivamo optimalno rjeSenje:
X1 = 5, X2 =X4 = 2, X3 = 4, fmax = 450,00 kn.

Dakle, optimalan izbor namirnica je: 5 komada namirnice N;, po 2 komada svake od
namirnica N, i N4, te 4 komada namirnice N;. Njihova optimalna ukupna vrijednost je fi.x =
450,00 kn.

2. Zrakoplovom nosivosti 83 tone na nekoj se liniji mogu prevoziti putnici, poStanske posiljke
i ostali teret. Prosje¢na masa i neto—dobit ostvarena po jedinici transporta navedeni su u
donjoj tablici.

1 putnik | 1 postanski paket | 1 paket ostaloga tereta
prosjecna masa [t] 0.08 0.75 0.85
neto — dobit [000 n.j.] 1.8 1.7 1.9

Zrakoplovom je odjednom moguce prevesti najvisSe 50 putnika. Treba odrediti strukturu
transporta tako da ukupna neto—dobit od jednoga transporta bude Sto veca.
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a) Formirajte odgovaraju¢i matematicki model, pa odredite optimalnu strukturu transporta,
pripadnu optimalnu ukupnu neto—dobit i postotak iskoriStenosti nosivosti zrakoplova.

b) Za koliko ¢e se postotaka promijeniti optimalna neto-dobit iz a) podzadatka ako se uvede
dodatni uvjet da se u jednom transportu ne moZe prevesti viSe od 100 poStanskih paketa?

Rjesenje: a) OznaCimo s x; broj putnika, s x, broj posStanskih paketa, te s x3 broj paketa
ostaloga tereta koje treba prevesti. Tada je matematicki model promatranoga problema:

maksimizirati fx;, x2, x3) = 1.8 - x1+ 1.7 -2 + 1.9 - x3
pod uvjetima
0.08 - x1 +0.75 - xo + 0.85 - x3 < 83
0<x; <50,

X1, X2, x3 € N.

Koriste¢i potprogram DP programa Wingsb dobivamo optimalno rjeSenje:
x1 =50, x =103, x3 = 2, finar = 268,90.

Dakle, optimalna struktura transporta je: 50 putnika, 103 poStanska paketa i 2 paketa ostaloga
tereta. Pripadna optimalna ukupna neto-dobit iznosi 268 900 n.., dok je postotak
iskoriStenosti nosivosti zrakoplova

p= 0.08-50+0.75-103+0.85-2

100 = 99,94 (%).
&3

b) U ovome se slucaju, uz dodatni uvjet 0 < x, < 100, dobiva x; = 50, x, =95, x3 =91 fiuux =
268,60, pa ¢e se optimalna ukupna neto—dobit smanjiti za

_268,90-268,60
268,90

D1 100 =0,11%.

3. Za opremu nekoga proizvodnoga pogona koja osigurava neprekidan proces proizvodnje
zadani su nabavna cijena p = 100 n.j. i funkcija neto—dobiti nastale koriStenjem opreme (d).
Nakon odredenoga vremena koriStenja opremu nije moguce prodati, pa pocetkom svake
godine treba donijeti odluku o zamjeni ili zadrZavanju dotadasnje opreme. GodiSnja neto—
dobit od koriStenja opreme zadana je kao funkcija starosti opreme (i):

100—25-i, zaie [4]

0,zai=>5

d,:d(i):{
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Pretpostavljamo da je nabavna cijena opreme stalna tijekom cijeloga razdoblja planiranja.
Odredite optimalnu politiku zamjene opreme u razdoblju od n = 6 godina i pripadnu
optimalnu ukupnu neto—dobit ako je na pocetku prve godine kupljena nova oprema.

RjeSenje: Matematicki model je potpun usmjeren teZinski graf K; takav da vrh i oznaCava

pocetak godine i. Za svaki uredeni par (i, j) € [7]* takav da je i < j vrhove i i j spajamo lukom

(i, j) ¢ija je teZina wy; definirana izrazom:

w;; = (ukupna neto—dobit nastala koriStenjem opreme u godinama i, i + 1, ...,j—1,j—-1) -
jzizl

(nabavna cijena opreme u godini i) = Z d, —p.
k=0

Zbog dy= p =100 za svaki i € [6] vrijede jednakosti:

Wi,i+1=0,

k-1
Wi isk= de , za svaki k € N\ {1} za koji postoji luk (i, i + k),

m=1

pazbogd; =100-25-1=75,d,=100-25-2=50,d3=100-25-3=25,d,=100-25 -4
=01ds =0 slijedi:

Wi2 = Wp3 = W3q = Was = Ws6 = We7 = W7g = Wsg = 0;

W13 = W4 = W35 = Wa6 = W57 = Weg = W79 = d1 = 75;
W14=W25=W36=W47=W58=W69=d1+d2=75+50=125;
W15=W26=W37=W48=W59=d1+d2+d3=75+50+25=150;
W16=W27=W38=W49=d1+d2+d3+d4=75+50+25+O=150;
W17 = W8 = W39 = d1+d2+d3+d4+d5=75+50+25+0+0=150;

Koriste¢i program Grin dobivamo traZeni matematicki model:

150 0.
G\“/ s \‘@

Primjenom procedure Critical Path dobiva se kriticni put 1 — 4 — 7 ¢ija je teZina 250. Prema
tome, optimalna politika je:
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pocetak2.,3..5. i 6. godine: zadrzavanje dotada$nje opreme;
pocetak 4. godine: zamjena (kupnja nove) opreme.

Pripadna optimalna ukupna neto-dobit iznosi 250 n.j.

4. Mreza dvosmjernih ulica nekoga podrucja sastoji se od 9 lokacija: A, B, C, D, E, F, G, H i
I. Najkrac¢a vremena prolaska (iskazana u minutama) ulicom izmedu odgovarajuc¢ih lokacija
su: |All = ICHI = 4, ICEl = |[FH| = 5, |ACl = IDI\ = 6, ICD| = |[EF| =7, |AB| = |IBG| = 8, I[FG| =
=I|FIl=9.

a) Policijska postaja smjeStena je na lokaciji F. MozZe li policijska patrola polazeci s te
lokacije to¢no jednom obi¢i svaku od zadanih ulica i vratiti se u postaju? Ako moZe, navedite
pripadnu rutu obilaska. Ako ne moZe, objasnite svoj odgovor, pa odredite rutu obilaska kojom
patrola u Sto kraéem vremenu barem jednom moZe obi¢i svaku od zadanih ulica i izraCunajte
pripadno optimalno vrijeme. Sve svoje tvrdnje detaljno obrazloZite.

b) Postoje 1i lokacije X i Y tako da turisticki autobus polaze¢i s lokacije X i voze¢i zadanom
mrezom ulica to¢no jednom obide svaku od zadanih lokacija i zavrsi svoj obilazak na lokaciji
Y? Ako postoje, odredite ih i navedite odgovarajucu rutu obilaska. Ako ne postoje, objasnite
svoj odgovor.

RjeSenje: Pripadni matemati¢ki model je neusmjereni teZinski graf s ukupno 9 vrhova koji
oznacavaju lokacije i 12 bridova Cije teZine su najkraca vremena prolaska ulicom odredenom
odgovaraju¢im lokacijama. Jedan od moguc¢ih modela dobiven programom Graph Magics je:

a) Trazimo postoji li Eulerov ciklus u zadanom grafu. Vrh / ima stupanj 3, pa prema Poucku
1.6. trazeni ciklus ne postoji. Stoga ¢emo rutu koja barem jednom obilazi svaku ulicu odrediti
kao rjeSenje problema kineskoga posStara. Primjenom procedure Chinese Postman Problem
dobivamo: F—~H-C-D-I1-A-C—-E—-F-G-B-A-1-F dijaje tezina 82. Stoga je
optimalno vrijeme Zeljenoga obilaska 82 minute.
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b) TraZimo postoji li barem jedan Hamiltonov put u zadanom grafu. Primjenom procedure
Hamiltonian Path/Circuit dobiva se X = D, Y = H (ili obrnuto) odnosno traZena ruta: D — [ —
A—-B-G-F-E-C- H (ili obrnuto).

2.4. Primjer 4.

1. Na raspolaganju nam je tono 6 komada namirnice N; , po 5 komada svake od namirnica
N> 1 N3, to€no 4 komada namirnice N4, te ruksak najvecega dozvoljenoga kapaciteta 20 kg.
Podaci o masi i neto—cijeni jednoga komada svake pojedine namirnice navedeni su u sljedecoj
tablici.

namirnica | neto—cijena [kn] | masa [kg]
N 36.00 2
N, 34.00 2.5
N3 33.00 1.5
N4 35.00 2

Niti jedan komad bilo koje namirnice nije dozvoljeno razdijeliti na manje dijelove. U ruksak
treba staviti barem 1 komad svake pojedine vrste namirnica tako da njihova ukupna masa ne
bude veca od kapaciteta ruksaka i da njihova ukupna vrijednost bude $to vec¢a. Formirajte
odgovaraju¢i matematicki model, pa odredite optimalan izbor namirnica i njihovu optimalnu
ukupnu vrijednost.

RjeSenje: Za svaki i € [4] ozna¢imo s x; ukupan broj komada namirnica N; koje treba staviti u
ruksak. Tada je matematicki model promatranoga problema

maksimizirati f(x;, xa, x3, x4) = 36.00 - x; + 34.00 - x, + 33.00 - x3 + 35.00 - x4
pod uvjetima
2-x14+25 x+15 -x3+2-x<20
1<x<6,1<x<5,1<x355,1<x4<54,

X1, X2, X3, X4 € N.

Koriste¢i potprogram DP programa Wingsb dobivamo optimalno rjeSenje:
x1=4,x=x4=1,x3=5, fiuux=378,00 kn.

Dakle, optimalan izbor namirnica je: 4 komada namirnice N, po 1 komad svake od namirnica
N> 1 N4, te 5 komada namirnice N3. Njihova optimalna ukupna vrijednost je .. = 378,00 kn.

2. Zrakoplovom nosivosti 85 tona na nekoj se liniji mogu prevoziti putnici, poStanske posiljke
i ostali teret. Prosje¢na masa i neto—dobit ostvarena po jedinici transporta navedeni su u
donjoj tablici.
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1 putnik | 1 postanski paket | 1 paket ostaloga tereta
prosjecna masa [t] 0.08 0.80 0.85
neto — dobit [000 n.j.] 2.9 2.8 3

Zrakoplovom je odjednom moguce prevesti najvisSe 60 putnika. Treba odrediti strukturu
transporta tako da ukupna neto—dobit jednoga transporta bude §to veca.

a) Formirajte odgovaraju¢i matematicki model, pa odredite optimalnu strukturu transporta,
pripadnu optimalnu ukupnu neto—dobit i postotak iskoriStenosti nosivosti zrakoplova.

b) Za koliko ¢e se postotaka promijeniti optimalna neto-dobit iz a) podzadatka ako se uvede
dodatni uvjet da se u jednom transportu mora prevesti to¢no 20 poStanskih paketa?

Rjesenje: a) OznaCimo s x; broj putnika, s x, broj posStanskih paketa, te s x3 broj paketa
ostaloga tereta koje treba prevesti. Tada je matematicki model promatranoga problema:

maksimizirati f{x;, x2, x3) =29 - x1 + 2.8 - x2 + 3 - x3
pod uvjetima
0.08 - x1 +0.80 - x24+0.85 - x3 <85
0<x; <60,

X1, X2, x3 € N.

Koriste¢i potprogram DP programa Wingsb dobivamo optimalno rjeSenje:
x1 =060, x =12, x3 =83, finax = 456,60.

Dakle, optimalna struktura transporta je: 60 putnika, 12 poStanskih paketa i 83 paketa
ostaloga tereta. Pripadna optimalna ukupna neto-dobit iznosi 456 600 n.j, a postotak
iskoriStenosti nosivosti zrakoplova

b= 0.08-60+0.80-12+0.85-83

100 = 99,94 (%).
85

b) U ovome se slucaju, uz dodatan uvjet x, = 20, dobiva x; = 60, x, = 20, x3 = 75 1 fi.x = 455,
pa ¢e se optimalna ukupna neto—dobit smanjiti za

pr= 220007995 146 _ 350,
456,60

3. Utvrdena poslovna politika neke tvrtke predvida koriStenje odredenoga tipa vozila u
razdoblju planiranja od n = 6 godina. Stoga je na pocetku prve godine razdoblja planiranja
kupljeno novo vozilo po cijeni od p = 100 n.j. i ta je cijena stalna tijekom cijeloga razdoblja
planiranja. GodisSnji neto-troSak odrZavanja i likvidacijska vrijednost vozila iskazani su
tablicno kao funkcije starosti vozila:
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starost vozila (i) [god.] 0O |1 |2 |3
godisnji neto—trosak (c;) [n.j.] 2014070 | —
likvidacijska vrijednost (s;) [n.j.] | - | 50| 25| 10

Svako pojedino vozilo se moZe koristiti najviSe tri godine, a potom ga obvezno treba
rashodovati. Zbog toga se poCetkom svake od sljede¢ih godina razdoblja planiranja donosi
odluka o zamjeni ili zadrZavanju dotadaSnjega vozila tako da ukupni neto-troskovi u
cjelokupnom razdoblju planiranja budu $to manji. Formirajte odgovaraju¢i matematicki
model, pa odredite optimalnu politiku zamjene vozila u cjelokupnom razdoblju planiranja i
pripadne optimalne ukupne neto-troskove.

RjeSenje: Matematicki model je usmjereni teZinski graf s ukupno 7 vrhova takvih da vrh i
oznacava pocetak godine i. Za svaki uredeni par (i, j) € [7]” takav daje j— i <3 vrhove i i
spajamo lukom (i, j) ¢ija je teZina wj; definirana izrazom:

w;; = (nabavna cijena vozila na pocetku godine i) + (troSkovi odrZavanja vozila u godinama i,
j=i

i+1,...,j—1) - (ikvidacijska vrijednost vozila na pocetku godine j) = p + ch —Sii.
k=0

Zbog toga je:

Wi = W3 = W3g = Was = W56 =Wg7 =P+ Co— S1 = 100+20—50=70;

W13 = Woq = W35 = Wy = W57 = p+(C()+C1)—S2=100+20+40—25=135;
W14=W25=W36=W47=p+(C()+C1+C2)—S3=100+20+40+70—10=220.

KorisStenjem programa Graph Magics dobivamo sljedeci usmjereni graf
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u kojemu trazimo najkraci put izmedu vrhova 1 i 7. Primjenom procedure Shortest Path (from
Start Vertex to End) dobivamo navedeni put: 1 —3 —5 — 7 ¢ija je teZina 405. Stoga je traZena
optimalna politika zamjene:

pocetak 2., 4. i 6. godine: zadrZavanje dotadasnjega vozila;
pocetak 3. i 5. godine: zamjena (kupnja novoga) vozila.

Pripadni optimalni ukupni neto-troskovi iznose 405. n.j.

4. Mreza dvosmjernih ulica nekoga podrucja sastoji se od 9 lokacija: A, B, C, D, E, F, G, H i
I. Najkrac¢a vremena prolaska (iskazana u minutama) ulicom izmedu odgovarajuc¢ih lokacija
su: IACI = ICDI = ICH| = |[FGl = 4, 1AGl = |[EG| = ICF1 = 5, |ADI| = IDE| = 6, |AE| = IDGI =17,
IBHI = |BIl =8, [EF1 = |FIl = 9.

a) Policijska postaja smjeStena je na lokaciji A. MozZe li policijska patrola polazeci s te
lokacije to¢no jednom obi¢i svaku od zadanih ulica i vratiti se u postaju? Ako moZe, navedite
pripadnu rutu obilaska. Ako ne moZe, objasnite svoj odgovor, pa odredite rutu obilaska kojom
patrola u Sto kraéem vremenu barem jednom moZe obi¢i svaku od zadanih ulica i izraCunajte
pripdno optimalno vrijeme. Sve svoje tvrdnje detaljno obrazloZite.

b) Turisticki autobus polazi s lokacije D i, voze¢i zadanom mreZom ulica, barem jednom
obilazi svaku od preostalih lokacija i vraca se na polaziSte. Odredite rutu obilaska za koju je
potrebno najmanje vremena i izracunajte pripadno optimalno vrijeme.

RjeSenje: Pripadni matemati¢ki model je neusmjereni teZinski graf s ukupno 9 vrhova koji

oznacavaju lokacije i 15 bridova Cije teZine su najkraca vremena prolaska ulicom odredenom
odgovarajuc¢im lokacijama. Jedan od moguc¢ih modela dobiven programom Grin je:

A

\

N

E
Z
4
[ C
\ 3

B{@H

A
N
\

N
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a) U dobivenom grafu svi vrhovi imaju paran stupanj, pa primjenom Poucka 1.3.
zaklju€ujemo da postoji Eulerov ciklus. Stoga policijska patrola polazeci s lokacije A moZe
to€no jednom obici svaku ulicu i vratiti se u policijsku postaju. Jedna moguca ruta dobivena
procedurom Eulerian Cycle je:A-C-D—-E-G-F-I-B-H-C- F-E-A-G-D-
A.

b) RjeSavamo problem trgovackoga putnika. Primjenom procedure Salesman Problem
dobivamo jednu moguéu rutu: D - E—-G—-F—-1-B—- H—- C—-A - D {ija je tezina 54. Stoga
pripadno optimalno vrijeme iznosi 54 minute.

2.5. Primjer 5.

1. Iznos od 30 n.j. treba rasporediti na tri industrijske grane Gi, G» i Gz tako da ukupna
ostvarena neto-dobit bude §to veca i da iznos uloZen u svaku pojedinu granu bude cjelobrojan.
U granu G| moguce je uloZiti najviSe 10 n.j., a za x uloZenih nov¢anih jedinica ostvaruje se

neto-dobit 0.4 - x* n.j. U granu G, moguce je uloZiti najvise 8 n.j., a za y uloZenih novéanih
jedinica ostvaruje se neto-dobit 10 - y n.j. U granu G3 moguce je uloZiti najvise 15 n.j., aza z

uloZenih nov€anih jedinica ostvaruje se neto—dobit 12 - z n.j. Formirajte odgovarajuci

matematicki model, pa odredite optimalnu razdiobu ukupnoga iznosa i izracunajte pripadnu
optimalnu ukupnu ostvarenu neto-dobit.

RjeSenje: Za svaki i € [3] neka je x; iznos uloZen u granu G;. Tada je matematicki model
promatranoga problema:

maksimizirati fxi, x2, x3) =04 - x7 + 10 -2+ 12 - x3

pod uvjetima
X1 +XxX2+Xx3= 30
OS)Q < 10,03)6238,03)633 15,

X1, X2, X3 € N.

Koriste¢i potprogram DP programa Wingsb dobivamo optimalno rjeSenje:
xi=7,x=8, x3=15, fiax = 279,60.

Dakle, optimalan plan ulaganja je: u granu G, treba uloZiti 7 n.j., u granu G; 8 n.j., au granu
G5 15 n.j. Pripadna optimalna ukupna neto-dobit iznosi 279,60 n.j.

2. Tvrtka "GulikoZi¢ d.o.0." raspolaZze s kamionom nosivosti 45 jed. Tim kamionom treba
prevesti dvije vrste tereta: A i B, pri ¢emu se moZe prevesti najviSe 5 jed. tereta B. Masa
jednoga komada tereta A iznosi 5 jed., a dobit ostvarena njegovim transportom iznosi 6 n.j.
Masa jednoga komada tereta B iznosi 3 jed., a dobit ostvarena njegovim transportom iznosi 4
n.j. Tvrtka Zeli prevesti §to viSe tereta obiju vrsta tako da ukupna ostvarena dobit bude
maksimalna. Formirajte matematicki model promatranoga problema, pa nadite optimalan plan
prijevoza i izracunajte pripadnu optimalnu ostvarenu dobit.
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Rjesenje: Neka je x ukupan broj komada tereta A, a y ukupan broj komada tereta B koji ¢e biti
preveZeni. Tada je matematicki model promatranoga problema:

maksimizirati f(x;, xp, x3) =6 - x+4 -y
pod uvjetima
S-x+3-y<45
0<y<5,
x,y€N.

Koriste¢i potprogram DP programa Wingsb dobivamo optimalno rjeSenje:
X1 = 6, Xy = 5,fmax = 56.

Prema tome, optimalan plan prijevoza je: prevesti 6 komada tereta A i 5 komada tereta B.
Pripadna optimalna ukupna dobit iznosi 56 n.j.

3. Utvrdena poslovna politika neke tvrtke predvida koriStenje odredenoga tipa vozila u
razdoblju planiranja od n = 4 godine i obvezan rashod vozila po€etkom 5. godine. Na pocetku
razdoblja planiranja raspolaze se s vozilom starim godinu dana. Godisnji neto-troSak
odrzavanja i likvidacijska vrijednost vozila iskazani su tabli¢no kao funkcije starosti vozila:

starost vozila (i) [god.] 0|1 |2 |3 |4 |5 |6
godisnji neto—trosak (c;) [n.j.] 9114120(27(29|30] -
likvidacijska vrijednost (s)) [nj.] |- |16 9 | 6 | 3 |1 |0

Pocetkom svake pojedine godine razdoblja planiranja (uracunavajuéi prvu) donosi se odluka o
zadrZavanju ili zamjeni dotad koriStenoga vozila tako da ukupni troskovi u cijelom razdoblju
planiranja budu $to manji. Pritom se pretpostavlja da je nabavna cijena vozila stalna tijekom
cijeloga razdoblja planiranja i jednaka p = 30 n.j. Odredite optimalnu politiku zamjene u
cjelokupnom razdoblju planiranja i izracunajte pripadne optimalne ukupne neto-troskove.

Rjesenje: Definirajmo cjelobrojnu funkciju dvije cjelobrojne varijable V : N* — N formulom

V = V(k, i) = optimalni ukupni neto-troskovi od pocetka godine k do kraja razdoblja planiranja
ako pocetkom godine k raspolazemo s vozilom starim i godina

Budu¢i da na pocetku prve godine raspolazemo s vozilom starim godinu dana, trebamo
izracunati V(1, 1). Odredimo najprije izraz za izracunavanje vrijednosti funkcije V(k, i).
Razmatramo dvije alternative:

I. Na pocetku godine k zadrZzavamo dotad koriSteno vozilo

Tada su ukupni neto—troSkovi u godini k jednaki godiSnjem neto—troSku odrzavanja vozila
staroga i godina, tj. ¢; n.j., pa na pocetku (k + 1) — ve godine raspolaZzemo s vozilom starim i +
+ 1 godina. Optimalni ukupni troSkovi od pocetka godine k + 1 do kraja razdoblja ako
pocetkom godine k + 1 raspolazemo s vozilom starim i + 1 godina iznose V(k + 1, i + 1).
Stoga su ukupni optimalni troSkovi nastali izborom ove alternative ¢; + V(k+ 1, i + 1).
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II. Na pocetku godine k kupujemo novo vozilo

Tada u godini k najprije rashodujemo dotad koriSteno vozilo staro i godina i ostvarujemo
prihod jednak likvidacijskoj vrijednosti vozila staroga i godina, tj. s; n.j. Potom kupujemo
novo vozilo po nabavnoj cijeni p i na njegovo odrZavanje u godini k utro§imo iznos jednak
godiSnjem neto—troSku odrZavanja novoga vozila, tj. iznos jednak godiSnjem neto—troSku
odrzavanja vozila staroga 0 godina, tj. co. Na pocetku (k + 1) — ve godine raspolazemo s
vozilom starim jednu godinu, pa optimalni ukupni troskovi od pocetka godine k + 1 do kraja
razdoblja ako pocetkom godine k + 1 raspolaZzemo s vozilom starim jednu godinu iznose
V(k + 1, 1). Stoga su ukupni optimalni troSkovi nastali izborom ove alternative: p + ¢o — s; +
+ Vk+1,i+1).

Od dvije ponudene alternative izabrat ¢emo onu koja ostvaruje manje ukupne neto-troskove,
pa vrijedi jednakost:
Vk, 7)) =min{c;+ V(k+ 1,i+ 1), p+ co—si+ V(k+ 1, 1)},

kojazap =301icy=9 prelaziu
Vik,))=min{c;+ V(k+1,i+1),39 —s5; + V(k+ 1, 1)}.

Zadajmo sada pocetne vrijednosti funkcije V. Znamo da pocetkom 5. godine nastupa obvezan
rashod vozila, pa ¢e pocetne vrijednosti biti vrijednosti V(5, i) za i € [5] jer najve¢a moguca

starost vozila na pocetku 5. godine iznosi 1 + 4 = 5 godina (dobiva se ukoliko tijekom cijeloga
razdoblja planiranja zadrZimo vozilo staro godinu dana s kojim raspolaZzemo na pocetku prve
godine). Stoga je:

V(5, 1) =-16;
V(5,2)=-9;
V(§, 3) =-6;
V(5,4)=-3;
V(5,5) =-1.

U nastavku ra¢unamo vrijednosti funkcije V(4, i) za i € [4] jer najve¢a moguca starost vozila

na pocetku 4. godine iznosi 1 + 3 = 4 godine (dobiva se ukoliko tijekom prve tri godine
razdoblja planiranja zadrzimo vozilo staro godinu dana s kojim raspolaZzemo na pocetku prve
godine). Stoga je:

V@4,1)=min{c; + V4 + 1,1+ 1),39 -s1 + V4 + 1, 1)}
+ V(5, 1)} =min{14 + (-9),39-16 + (-16)} = min{5, 7} = 5;
V4,2)=min{c; + V4 + 1,2+ 1),39 -5, + V(4 + 1, 1)} = min{cx + V(5, 3), 39 — 5, +
+ V(5, 1)} = min{20 + (-6), 39 -9 + (-16)} = min{14, 14} = 14;
V@4,3)=min{c; + V(4 + 1,3+ 1),39 —s3+ V(4 + 1, 1)} = min{c3 + V(5, 4), 39 — 53 +
+ V(5, 1)} = min{27 + (-3),39 -6 + (-16)} = min{24, 17} = 17,
V@4,4)=min{cs + V4 + 1,4+ 1),39 —s4 + V(4 + 1, 1)} = min{cs + V(5,5), 39 — 54 +
+ V(5, 1)} =min{29 + (-1), 39 -3 + (-16)} = min{28, 20} = 20.

min{c; + V(5, 2), 39 — 51 +

U nastavku racunamo vrijednosti funkcije V(3, i) za i € [3] jer najve¢a moguca starost vozila
na pocetku 3. godine iznosi 1 + 2 = 3 godine (dobiva se ukoliko tijekom prve dvije godine
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razdoblja planiranja zadrzimo vozilo staro godinu dana s kojim raspolaZzemo na pocetku prve
godine). Stoga je:

V3, 1) =min{c; + V3 + 1,1+ 1),39 —s; + V3 + 1, 1)} = min{e; + V(4, 2), 39 — s; +
+ V4, D)} =min{14 + 14,39 — 16 + 5} = min{28, 28} = 28;

V(3,2) =min{c; + V3 + 1,2+ 1),39 — 5, + V3 + 1, 1)} = min{es + V(4, 3), 39 — s, +
+ V4, D} =min{20 + 17,39 - 9 + 5} = min{37, 35} = 35;

V(3,3) =min{cs + V3 + 1,3+ 1),39 — 53 + V3 + 1, 1)} = min{es + V(4, 4), 39 — 53 +
+ V(4, D)} = min{27 + 20,39 — 6 + 5} = min{47, 38} = 38.

U nastavku ra¢unamo vrijednosti funkcije V(2, i) za i € [2] jer najve¢a moguca starost vozila

na pocetku 2. godine iznosi 1 + 1 =2 godine (dobiva se ukoliko tijekom prve godine razdoblja
planiranja zadrZimo vozilo staro godinu dana s kojim raspolaZemo na pocetku te godine).
Stoga je:

V2, 1) = min{c; + V2 + 1, 1+ 1), 39 — s, + V2 + 1, 1)} = min{e; + V(3, 2), 39 — s +
+ V(3, )} = min{ 14 + 35,39 — 16 + 28} = min{49, 51} = 49;

V(2,2) = min{cs + V2 + 1,2+ 1), 39 — s, + V2 + 1, 1)} = min{e, + V(3, 3), 39 — s, +
+ V(3, 1)} = min{20 + 38, 39 — 9 + 28} = min{58, 58} = 58.

Tako je konacno:

VI, 1) =min{c; + V(L + 1, 1+ 1),39 —s; + V(1 + 1, 1)} = min{e; + V2, 2), 39 — 51 +
+V(2, )} = min{14 + 58,39 — 16 + 49} = min{72, 72} = 72.

Iz postupka dobivanja rezultata zakljucujemo da postoji viSe razli¢itih optimalnih politika
zamjene vozila, a jedna od njih je:

pocetak 1.,2.14. godine: zadrzavanje dotad koriStenoga vozila;
pocetak 3. godine: zamjena (kupnja novoga) vozila.

Optimalni ukupni neto-troskovi svih optimalnih politika zamjene iznose 72 n.j.

4. Mreza ulica nekoga podrucja odredena je s tocno 5 lokacija: A, B, C, D i E. Ulice CA, CB,
DB i ED su jednosmjerne (dozvoljeni smjer je od prve lokacije prema drugoj), a ulice AD, BE
i CE dvosmjerne. Najkrace trajanje putovanja izmedu pojedinih lokacija [u minutama] zadano
je u sljedecoj tablici.

lokacija | A | B | C | D | E
A 0]0|J]0]10]O0
B 0]0]0]0]15
C 9114101014
D 11100100
E 0 ]16/15]13] 0

a) Polaze¢i s lokacije A i vozeci zadanom mrezom ulica, turisticki autobus obilazi svaku od
preostalih lokacija i vraca se na polaziSte. Odredite rutu obilaska za koju je potrebno najmanje
vremena i pripadno trajanje putovanja.
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b) Policijska postaja nalazi se na lokaciji D. MoZe li policijska patrola polaze¢i s te lokacije i
vozeci zadanom mreZom ulica to¢no jednom obi¢i svaku pojedinu ulicu i vratiti se u postaju?
Ako moZe, navedite pripadnu rutu obilaska. Ako ne moZe, navedite rutu obilaska takvu da
patrola u $to kra¢em vremenu barem jednom obide svaku ulicu i izraCunajte pripadno
optimalno vrijeme. Sve svoje tvrdnje detaljno obrazloZite.

RjeSenje: Matematicki model je usmjereni teZinski graf s ukupno 5 vrhova koji oznaCavaju
lokacije, te 7 bridova Cije teZzine su najkra¢a vremena prolaska ulicom odredenom
odgovarajuc¢im lokacijama.

a) Jedan od mogucih modela dobiven programom Grin je:

B D
Q) . o)
11
| 10
L 1l&
14
15 13
2,
15
3 (&
14 2

TraZimo rjeSenje problema trgovackoga putnika. Primjenom procedure Salesman problem
dobivamo da je jedna moguca trazenarutal -4 —-2—-5-3 -1,0odnosnoA-D-B-E—-C-
— A. Njezina teZina je 59, Sto znaci da je optimalno vrijeme obilaska svih lokacija 59 minuta.

b) Pripadni usmjereni graf moramo modelirati tako da iz svakoga vrha, osim pocetnoga vrha
D, imamo barem jedan ulazni i barem jedan izlazni luk. Jedan od mogucih modela je sljedeci
graf dobiven programom Graph Magics je:
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TraZimo postoji li Eulerov ciklus u zadanom grafu. Odmah vidimo da u vrh B ulaze dva luka,
a izlazi samo jedan, S$to znaci da ¢e patrola pri svakom od dvaju ulazaka u vrh B morati iza¢i
istim putem (ulicom BE). Dakle, Eulerov ciklus ne postoji, pa rjeSavamo problem kineskoga
poStara za zadani usmjereni graf. Primjenom procedure Chinese Postman Problem dobivamo
sljedecu rutu obilaska:

D-B-E-C-B-E-D-B-E-C-A-D

¢ija je ukupna teZina 161. Stoga je optimalno vrijeme potrebno za obilazak svih navedenih
ulica 161 minuta.

2.6. Primjer 6.

1. Iznos od 40 n.j. treba rasporediti na tri industrijske grane Gi, G» i Gz tako da ukupna
ostvarena neto-dobit bude §to veca i da iznos uloZen u svaku pojedinu granu bude cjelobrojan.
U granu G| moguce je uloZiti najviSe 15 n.j., a za x uloZenih nov¢anih jedinica ostvaruje se

neto-dobit 0.5 - x* n,j. U granu G, moguce je uloZiti najvise 20 n.j., a za y uloZenih nov&anih
jedinica ostvaruje se neto-dobit 8 - y n.j. U granu G; moguce je uloziti najviSe 10 n.j., a za z
uloZenih nov€anih jedinica ostvaruje se dobit 9 - z n.j. Formirajte odgovarajuc¢i matematicki

model, pa odredite optimalnu razdiobu ukupnoga iznosa i izracunajte pripadnu optimalnu
ukupnu ostvarenu neto-dobit.

RjeSenje: Za svaki i € [3] neka je x; iznos uloZen u granu G;. Tada je matematicki model
promatranoga problema:

maksimizirati f(x;, x2, x3) =0.5 - xf +8 - x+9 - x3

pod uvjetima
X1+XxX2+Xx3= 40
OS)QS 15,03)62320,03)633 10,

X1, X2, x3 € N.

Koriste¢i potprogram DP programa Wingsb dobivamo optimalno rjeSenje:
x1=15,x =15, x3 =10, fiux = 322,50.

Dakle, optimalan plan ulaganja je: u grane G, i G; treba uloZiti po 15 n.j., au granu G3 10 n.j.
Pripadna optimalna ukupna neto-dobit iznosi 322,50 n.j.

2. Tvrtka "GulikoZi¢ d.o.0." raspolaZze s kamionom nosivosti 45 jed. Tim kamionom treba
prevesti dvije vrste tereta: A i B, pri ¢emu se moZe prevesti najviSe 5 jed. tereta B. Masa
jednoga komada tereta A iznosi 10 jed., a dobit ostvarena njegovim transportom iznosi 12 n.j.
Masa jednoga komada tereta B iznosi 8 jed., a dobit ostvarena njegovim transportom iznosi 10
n.j. Tvrtka Zeli prevesti §to viSe tereta obiju vrsta tako da ukupna ostvarena dobit bude
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maksimalna. Formirajte matematicki model promatranoga problema, pa nadite optimalan plan
prijevoza i izracunajte pripadnu optimalnu ostvarenu dobit, te postotak iskoriStenosti nosivosti
kamiona.

RjeSenje: Neka je x ukupan broj komada tereta A, a y ukupan broj komada tereta B koji ¢e biti
preveZeni. Tada je matematicki model promatranoga problema:

maksimizirati fixi, x2, x3) =12 - x+ 10 -y
pod uvjetima
10-x+8-y<45
0<y<5,
x,y€N.

Koriste¢i potprogram DP programa Wingsb dobivamo optimalno rjeSenje:
X1 = 2, X2 = 3,fmax =54.

Prema tome, optimalan plan prijevoza je: prevesti 2 komada tereta A i 3 komada tereta B.
Pripadna optimalna ukupna dobit iznosi 54 n.j., a postotak iskoriStenosti nosivosti kamiona

D= 10-2+8-3 100 = 97.78%.

3. Utvrdena poslovna politika neke tvrtke predvida koriStenje odredenoga tipa vozila u
razdoblju planiranja od n = 4 godine i obvezan rashod vozila po€etkom 5. godine. Na pocetku
razdoblja planiranja raspolaZe se s vozilom starim godinu dana. GodiSnji neto-troSak
odrzavanja i likvidacijska vrijednost vozila iskazani su tabli¢no kao funkcije starosti vozila:

starost vozila (i) [god.] O|1 |2 |3 |4 |5 |6
godisnji neto—trosak (c;) [n.j.] 9(114120|25|27|29] 30
likvidacijska vrijednost (s;)) [n.j.] |- |16 | 9 | 7 | 4 | 2 | 1

Pocetkom svake pojedine godine razdoblja planiranja (uracunavajuci prvu) donosi se odluka o
zadrZzavanju ili zamjeni dotad koriStenoga vozila tako da ukupni troskovi u cijelom razdoblju
planiranja budu $to manji. Pritom se pretpostavlja da je nabavna cijena vozila stalna tijekom
cijeloga razdoblja planiranja i jednaka p = 30 n.j. Odredite optimalnu politiku zamjene u
cjelokupnom razdoblju planiranja i izracunajte pripadne optimalne ukupne neto-troskove.

RjeSenje: Definirajmo cjelobrojnu funkciju dvije cjelobrojne varijable V : N* — N formulom

V = V(k, i) = optimalni ukupni neto-troskovi od pocetka godine k do kraja razdoblja planiranja
ako pocetkom godine k raspolazemo s vozilom starim i godina

Budu¢i da na pocetku prve godine raspolazemo s vozilom starim godinu dana, trebamo

izracunati V(1, 1). Odredimo najprije izraz za izracunavanje vrijednosti funkcije V(k, i).
Razmatramo dvije alternative:
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I. Na pocetku godine k zadrZzavamo dotad koriSteno vozilo

Tada su ukupni neto—troSkovi u godini & jednaki godiSnjem neto—trosku odrzavanja vozila
staroga i godina, tj. ¢; n.j., pa na pocetku (k + 1) — ve godine raspolaZzemo s vozilom starim i +
+ 1 godina. Optimalni ukupni troSkovi od pocetka godine k + 1 do kraja razdoblja ako
pocetkom godine k + 1 raspolazemo s vozilom starim i + 1 godina iznose V(k + 1, i + 1).
Stoga su ukupni optimalni troSkovi nastali izborom ove alternative ¢; + V(k+ 1, i + 1).

II. Na pocetku godine k kupujemo novo vozilo

Tada u godini k najprije rashodujemo dotad koriSteno vozilo staro i godina i ostvarujemo
prihod jednak likvidacijskoj vrijednosti vozila staroga i godina, tj. s; n.j. Potom kupujemo
novo vozilo po nabavnoj cijeni p i na njegovo odrZavanje u godini k utro§imo iznos jednak
godiSnjem neto—troSku odrZavanja novoga vozila, tj. iznos jednak godiSnjem neto—trosku
odrzavanja vozila staroga 0 godina, tj. co. Na pocetku (k + 1) — ve godine raspolazemo s
vozilom starim jednu godinu, pa optimalni ukupni troskovi od pocetka godine k + 1 do kraja
razdoblja ako pocetkom godine k + 1 raspolaZzemo s vozilom starim jednu godinu iznose
V(k + 1, 1). Stoga su ukupni optimalni troSkovi nastali izborom ove alternative: p + ¢o — s; +
+ Vk+1,i+1).

Od dvije ponudene alternative izabrat ¢emo onu koja ostvaruje manje ukupne neto-troskove,
pa vrijedi jednakost:

V(k, i) =min{c; + V(k+ 1,i+ 1), p+co—si+ V(k+1, 1)},
kojazap =301cy=9 prelaziu
V(k, i) =min{c; + V(k+1,i+1),39—s5;+ V(k+ 1, 1)}.

Zadajmo sada pocetne vrijednosti funkcije V. Znamo da pocetkom 5. godine nastupa obvezan
rashod vozila, pa ¢e pocetne vrijednosti biti vrijednosti V(5, i) za i € [5] jer najve¢a moguca

starost vozila na pocetku 5. godine iznosi 1 + 4 =5 godina (dobiva se ukoliko tijekom cijeloga
razdoblja planiranja zadrzimo vozilo staro godinu dana s kojim raspolaZzemo na pocetku prve
godine). Stoga je:

V(5, 1) =-16;
V(5,2)=-9;
V(5,3)=-T;
V(5. 4)=-4;
V(5,5) =-2.

U nastavku racunamo vrijednosti funkcije V(4, i) za i € [4] jer najve¢a moguca starost vozila

na pocetku 4. godine iznosi 1 + 3 = 4 godine (dobiva se ukoliko tijekom prve tri godine
razdoblja planiranja zadrZimo vozilo staro godinu dana s kojim raspolaZzemo na pocetku prve
godine). Stoga je:

V4, 1) =min{c; + V@ + 1, 1 + 1), 39 — 5, + V& + 1, 1)} = min{e; + V(5, 2), 39 — 51 +
+ V(5, )} = min{ 14 + (-9), 39 — 16 + (—16)} = min{5, 7} = 5;
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V4,2)=min{cc + V4 + 1,2+ 1),39 -5 + V(4 + 1, 1)} = min{cx + V(5, 3), 39 — 52 +
+ V(5, 1)} = min{20 + (-7), 39 -9 + (-16)} = min{13, 14} = 13;
V@4,3)=min{c; + V(4 + 1,3+ 1),39 —s3+ V(4 + 1, 1)} = min{c3 + V(5, 4), 39 — 53 +
+ V(5, 1)} = min{25 + (4),39-7 + (-16)} = min{21, 16} = 16;
V4,4)=min{cs + V4 + 1,4+ 1),39 —s4 + V(4 + 1, 1)} = min{cs + V(5,5), 39 — 54 +
+ V(5, 1)} = min{27 + (-2), 39 -4 + (-16)} = min{25, 19} = 19.

U nastavku racunamo vrijednosti funkcije V(3, i) za i € [3] jer najve¢a moguca starost vozila

na pocetku 3. godine iznosi 1 + 2 = 3 godine (dobiva se ukoliko tijekom prve dvije godine
razdoblja planiranja zadrZimo vozilo staro godinu dana s kojim raspolaZzemo na pocetku prve
godine). Stoga je:

V3, 1) =min{c; + V3 + 1,1+ 1),39 —s; + V3 + 1, 1)} = min{e; + V(4, 2), 39 — s, +
+ V4, D)} =min{14 + 13,39 - 16 + 5} = min{27, 28} = 27;

V(3,2) =min{ca + V3 + 1,2+ 1),39 — 55 + V3 + 1, 1)} = min{es + V(4, 3), 39 — s +
+ V(4, D)} = min{20 + 16,39 - 9 + 5} = min{36, 35} = 35;

V(3,3)=min{cs + V3 + 1,3+ 1),39 — 53 + V3 + 1, 1)} = min{es + V(4, 4), 39 — s3 +
+ V4, D)} = min{25 + 19,39 — 7 + 5} = min{44, 37} = 37.

U nastavku racunamo vrijednosti funkcije V(2, i) za i € [2] jer najve¢a moguca starost vozila

na pocetku 2. godine iznosi 1 + 1 =2 godine (dobiva se ukoliko tijekom prve godine razdoblja
planiranja zadrZimo vozilo staro godinu dana s kojim raspolaZemo na pocetku te godine).
Stoga je:

V2, 1) =min{c; + VQ + 1, 1+ 1),39 — 5, + V2 + 1, 1)} = min{e; + V(3, 2), 39 — 51 +
+ V3, )} = min{ 14 + 35,39 — 16 + 27} = min{49, 50} = 49;

V(2,2) =min{c, + V2 + 1,2+ 1),39 — 5, + V2 + 1, 1)} = min{es + V(3, 3), 39 — s, +
+ V(3, D)} = min{20 + 37,39 — 9 + 27} = min{57, 57} = 57.

Tako se kona¢no dobiva:

VI, 1) =min{c; + V(L + 1, 1+ 1), 39 —s; + V(1 + 1, 1)} = min{e; + V2, 2), 39 — 51 +
+ V2, D)} =min{14 + 57,39 — 16 + 49} = min{71, 72} = 71.

Prema tome, imamo viSe razli¢itih optimalnih politika, a jedna od njih je:

pocetak 1.,2.14. godine: zadrzavanje dotad koriStenoga vozila;
pocetak 3. godine: zamjena (kupnja novoga) vozila.
Optimalni ukupni neto-troskovi svih optimalnih politika zamjene iznose 71 n.j.

4. Mreza ulica nekoga podrucja odredena je s tocno 5 lokacija: A, B, C, D i E. Ulice AD, AE,
BC i BE su jednosmjerne (dozvoljeni smjer je od pocetne lokacije prema krajnjoj), a ulice AC,
BD i CE dvosmjerne. Najkrace trajanje putovanja izmedu pojedinih lokacija [u minutama]
zadano je u sljedecoj tablici.
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lokacija| A | B | C | D | E
A 010 ]15]13]12
B 010141113
C 14101 0]0]14
D 01121 0] 0|11
E 0]0]13]01]0

a) Turisti¢ki autobus krece s lokacije A i, voze¢i zadanom mreZom ulica, obilazi preostale
lokacije i vraca se na lokaciju A. Odredite rutu obilaska za koju je potrebno najmanje vremena
i pripadno trajanje putovanja.

b) Policijska stanica nalazi se na lokaciji C. MoZe li policijska patrola polaze¢i s te lokacije i
vozeci zadanom mreZom ulica to¢no jednom obi¢i svaku pojedinu ulicu i vratiti se u postaju?
Ako moZe, navedite pripadnu rutu obilaska. Ako ne moZe, obrazloZite svoj odgovor, pa
navedite rutu obilaska takvu da patrola u Sto kra¢em vremenu barem jednom obide svaku
ulicu i izra€unajte pripadno optimalno vrijeme.

RjeSenje: Matematicki model je usmjereni teZinski graf s ukupno 5 vrhova koji oznaCavaju
lokacije, te 7 bridova Cije teZine su najkra¢a vremena prolaska ulicom odredenom
odgovarajuc¢im lokacijama.

a) Jedan od mogucih modela dobiven programom Grin je:

B D
1z
z
& 11 1
| -1z
i
14 12
14 \12
15
E
12
2} E

14
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TraZimo rjeSenje problema trgovackoga putnika. Primjenom procedure Salesman problem
dobivamo da je jedna moguca trazenarutal -4 —-2—-5-3-1,0odnosnoA-D-B-E—-C-
— A. Njezina teZina je 65, Sto znaci da je optimalno vrijeme obilaska svih lokacija 65 minuta.

b) Pripadni usmjereni graf moramo modelirati tako da iz svakoga vrha, osim pocetnoga vrha
C, imamo barem jedan ulazni i barem jedan izlazni luk. Odmah vidimo da, zbog jednosmjerne
ulice BC i dvosmjernih ulica AC i CE, broj lukova koji ulaze u vrh C ne moZe biti jednak
broju vrhova koji izlaze iz vrha C, pa ¢e patrola iz taj vrh barem dvaput morati do¢i ulicom
CA. Stoga zadani graf ne sadrzi Eulerov ciklus, pa u nastavku rjeSavamo problem kineskoga
postara za zadani usmjereni graf.

@)

Primjenom procedure Chinese Postman Problem dobivamo sljede¢u optimalnu rutu obilaska:
C-A-D-B-E-C-A-E-C-A-D-B-C

¢ija je ukupna teZina 157. Stoga optimalno vrijeme potrebno za barem jedan obilazak svih
ulica zadane mreZe iznosi 157 minuta.
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3. Linkovi za preuzimanje racunalnif programa

1. Racunalni program Win(QSB besplatno se moZe preuzeti sa sljede¢e WEB-adrese:

http://www.wiley.com/college/tech/wingsb.htm

Pritom valja napomenuti da, uz polaznu datoteku wingsb.exe treba preuzeti i dodatnu datoteku
runtime.exe 1 njezin komprimirani sadrZzaj dekomprimirati u istu mapu u kojoj je
dekomprimiran sadrZaj datoteke wingsb.exe.

2. Studentska verzija raCunalnoga programa Grin (skraenica rije€i Graph Interface)
besplatno se moZe preuzeti s osobne WEB-stranice autora programa Vitalyja Pechenkina:

http://www.geocities.com/pechv_ru/

Putem iste stranice moZe se nabaviti i verzija istoga programa s neSto viSe dodatnih
mogucnosti korisnih za rjeSavanje problema u teoriji grafova.

3. Besplatna 30-dnevna probna verzija rac¢unalnoga programa Graph Magics moZe se preuzeti
sa sljedece WEB-adrese:

http://www.graph-magics.com/download.php

Pritom valja napomenuti da je za ispravan rad programa nuZno instalirati program Microsoft
.NET Framework, §to se moZe uciniti izravno s navedene WEB-stranice. Po isteku 30 dana
probnu verziju viSe nije moguce koristiti (nuZna je kupnja programa, odnosno registracija).
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razdiobe ulaganja, Math.e, Vol. 19, Hrvatsko matematicko drustvo, Zagreb, 2011.
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