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PREDGOVOR

Jedna od najprimjenjivanijih matematickih disciplina u gotovo svim podrucjima covjekova
djelovanja danas je nesumnjivo statistika. Bez te su discipline danasnja znanost i cjelokupan
ljudski Zivot prakticki nezamislivi. Prikupljanje podataka, njihova obrada i analiza, te
izvodenje zakljuCaka na temelju tih postupaka provode se u tolikoj mjeri da su razvojem
moderne informaticke tehnologije usporedno razvijeni i "specijalizirani” racunalni programi
namijenjeni potrebama statistiCke analize i statistike opcéenito. S druge strane, zbog svojega
raSirenoga podrucja primjene, statistika je vrlo Cesto potpuno neopravdano i neutemeljeno bila
meta razli¢itih kritika koje su je nastojale obezvrijediti, prikazati njezina podrucja i metode
kao "neSto zanimljivo samo statistiCarima", a statisticare kao neshvacene asocijalne ¢udake
koji, umjesto druZenja s tzv. normalnim ljudima i uZivanja u svim ljepotama i Carima
ovozemaljskoga Zivota, radije odabiru uZivanje u hrpama i tonama podataka, tablicama,
grafovima i sliénim statisti¢kim objektima.

Jo§ od samoga pocetka svojega bavljenja statistikom u studentskim danima nastojao sam tu
matemati¢ku disciplinu promatrati sa stajaliSta da je rije¢ o disciplini ni$ta manje vrijednoj i
niSta manje vaznoj od algebre, analize, geometrije i inih matematickih disciplina. Kasnije, kao
predavac statisti¢kih kolegija na razli¢itim visokim $kolama, s viSe ili manje uspjeha nastojao
sam pribliZiti statistiku studentima i ukazati im na svu pogre$nost uobicajenih zabluda o
statistici. Kao rezultat takvoga pristupa razvile su se sljede¢e temeljne postavke koje se
provlace kroz ova skripta:

1.) Statistika je sastavni dio matematike, unato¢ Cinjenicama da je znatan dio strucnjaka
uporno pokuSava ubrojiti u sastavnice ekonomske znanosti. Iako se statistika ponajvise
primjenjuje u ekonomiji, pa se na ekonomskim fakultetima zbog toga izucava kao posebno
podrucje, temelji statistike i statistickoga na¢ina misljenja su isklju¢ivo matematicki.

2.) Nitko ne moZe zamijeniti istrazivaca prigodom interpretacije rezultata statisticke analize.
Racunala i "specijalizirani" racunalni programi mogu vrlo brzo i to€no izraCunati sve Zeljene
statisticke pokazatelje, ali ne mogu dati njihovu univerzalnu interpretaciju jer ona ovisi o
svakom pojedinom razmatranom slu€aju. StatistiCar mora znati uz koje se temeljne
pretpostavke izraCunavaju pojedine statisticki pokazatelji i provjeriti vrijede li te pretpostavke
u slucaju koji razmatra. Ukoliko ne vrijede, dobiveni statisticki pokazatelj bit ¢e tocno
izraCunat, ali nece biti reprezentativan, tj. ne¢e dovoljno dobro opisivati podatke iz kojih je
izracunat.

3.) Ne postoje univerzalni statisticki pokazatelji koji bi dovoljno reprezentativno opisivali
bilo koji statisticki niz podataka. Ova zabluda narocito se odnosi na aritmeticku sredinu
(popularni "prosjek”) koju se, zbog jednostavnosti njezina izra¢una, uporno nastoji "progurati”
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kao univerzalni statisticki pokazatelj prikladan za opis bilo kojega statistickoga niza.
Pojednostavljivanje ovdje uzrokuje nereprezentativnost dobivenoga statistiCkoga pokazatelja,
Sto u svojim kritikama cesto iskoriStavaju protivnici statistike. Ispravan pristup ovoj
problematici je tipiCan pristup problemima matematickoga modeliranja: klasificirati
statisticke probleme u tzv. klase dovoljno medusobno "sli¢nih" problema koji se mogu rijesiti
uz iste polazne pretpostavke i istu, zadovoljavajucu reprezentativnost dobivenih rezultata.
Spomenuta klasifikacija nije nimalo jednostavna i predstavlja problem o kojemu se raspravlja
1 dan-danas, ali takav je slu¢aj s apsolutnom ve¢inom matematickih problema.

Stoga se na samom pocetku pisanja ovih skripta pojavio sljedeci problem: kako na dovoljno
jednostavan i razumljiv nacin, ali uz uvaZavanje svih gore navedenih postavki, napisati tekst
koji ¢e istodobno biti i podloga za predavanja i nastavni materijal prema kojemu ¢e studenti
moc¢i pripremati ispit iz poslovne statistike? Navedeni je problem razlog Sto je ovaj tekst
nastajao tijekom mojih svakogodisnjih predavanja statistike u gotovo svim godinama 21.
stoljeca. Naime, odgovorno tvrdim da bilo koja skripta moZe biti nastavni materijal prema
kojemu ¢e studenti moci pripremati ispit ako i samo ako je skripta bila efektivno koriStena u
nastavi tijekom najmanje 5 godina. U tom su smislu i svi studenti — sluSaci statistickih
kolegija koje sam predavao koautori ovih skripta jer su mi njihova pitanja, konstruktivne
kritike 1 komentari pomogli uvidjeti na koje dijelove gradiva treba posebno obratiti pozornost
i dodatno ih pojasniti jer nisu sami po sebi dovoljno razumljivi.

Iako u nazivu skripta stoji Poslovna statistika, ova bi se skripta mogla zvati i Osnove
statistike. Gradivo koje je u njoj izloZeno, naime, veéina Ce statistiCara proglasiti upravo
"osnovama osnovnih osnova" statistike. No, upravo te "osnove osnovnih osnova" danas tvore
podrucje koje se najéesée primjenjuje u razli¢itim poslovnim analizama i, kao takvo, sasvim
je primjereno studentima strucnih studija. Stoga skripta mogu koristiti svi studenti stru¢nih
studija ekonomije, ali i neekonomskih studija poput fizioterapije, upravnoga prava itd., te svi
koji u svojim poslovima primjenjuju ma koji dio izloZzenoga gradiva.

Konceptualno je skripta podijeljena u pet poglavlja. U prva dva poglavlja obradeni su osnovni
statisticki pojmovi definirani s matematickoga stajaliSta, te osnovne faze statistickoga
istrazZivanja. Posebna se pozornost posvecuje statistickim tablicama i grafikonima, kao i
njihovim interpretacijama. U tre¢em se poglavlju obraduju u praksi najcesce koriStene srednje
vrijednosti 1 mjere rasprSenosti (disperzije) uz poseban naglasak na reprezentativnost svake
pojedine srednje vrijednosti. Cetvrto je poglavlje posveéeno osnovama korelacijske i
regresijske analize, pri Cemu se temeljne postavke i ideje uglavnom izlazu na problemima u
kojima se razmatraju to¢no dvije varijable. U petom, posljednjem poglavlju izlazu se osnove
analize vremenskih nizova i opisuju neke posebne vrste skupnih indeksa.

Kao dio osnovnoga teksta u svim je poglavljima naveden relativno velik broj detaljno
rijeSenih primjera od kojih je ve¢i dio rijeSen "klasicno" (bez koriStenja bilo kojega od
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"specijaliziranih" racunalnih programa), a manji dio uz korisStenje MS Excela. Budu¢i da je
rije¢ o nastavnom materijalu namijenjenom za predavanja, tehnike rjeSavanja statistickih
problema u MS Excelu ovdje se ne opisuju zasebno, a zainteresirani ih €itatelj moZe pronaci u
literaturi [1]. Uz gotovo sve izraCunate statistiCke pokazatelje navedena je njihova
interpretacija, a gdje god je to bilo primjereno, komentirana je i reprezentativnost konkretnoga
pokazatelja.

Ugodna mi je duZnost da se na kraju ovoga predgovora iskreno zahvalim svima koji su na bilo
koji na€in pomogli u nastajanju ovih skripta. To se ponajprije odnosi na ve¢ spomenute
studente koji su svojim pitanjima, konstruktivnim kritikama i komentarima utjecali na zavr$nu
verziju, odnosno kvalitetu skripta. U tom smislu unaprijed zahvaljujem i svima onima koji
budu procitali skripta i ukazali na neku nenamjerno napravljenu tiskarsku pogresku, te dali
konstruktivnu kritiku, primjedbu ili prijedlog za pobolj$anje osnovnoga teksta.

U Zagrebu, pocetkom svibnja 2011.

Bojan Kovaci¢
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0. REKLI SU O STATISTICI ...

"Statistika je poput bikinija: otkriva ono sugestivno, a skriva ono vitalno." (Aaron Levenstein)
"Kad bi netko stao jednom nogom u kipucu vodu, a drugom nogom u hladnjak, statisti¢ar bi
rekao da se taj Covjek nalazi u prosje€no ugodnoj temperaturi.”" (Walter Heller)

"Postoje tri vrste laZi: laz, prokleta laz i statistika." (Mark Twain)

"Statistika je bajka razuma." (Martin Kessel)

"Statistika je skup tocnih podataka koji daje pogresan rezultat." (Anonimus)

"Statistika nasa dika: Stogod hoces, ona slika." (Vladimir Bulatovi¢ Vib)

"Ja jedem kupus, ti jedeS meso — u prosjeku jedemo sarmu." (Anonimus)

1. UVOD U STATISTIKU
1.1. Pojam statistike

Statistika je znanstvena disciplina koja na organiziran nacin pristupa prikupljanju, odabiru,
grupiranju, prezentaciji i analizi podataka, te interpretiranju rezultata provedene analize u
svrhu ostvaraja postavljenih istraZivackih ciljeva. Da bi se ostvarili svi prethodno navedeni
zadaci i ciljevi, statistika je razvila svoje vlastite metode i tehnike. One se danas primjenjuju u
vrlo razli¢itim podruc¢jima: ekonomiji, zdravstvu, kulturi, politici, sportu, obrazovanju,
znanosti itd.

1.2. Opisna i inferencijalna statistika

Kao zasebna znanstvena disciplina, statistika se grubo moZe podijeliti na dva posebna dijela:
opisnu (deskriptivnu) 1 inferencijalnu statistiku. Potonji se Cesto smatra dijelom tzv.
matematicke statistike.

Opisna (deskriptivna) statistika temelji se na konkretnim rezultatima dobivenima nekim
istrazivanjima ili mjerenjima. U tim se istraZivanjima skup svih promatranih objekata

* Mnogobrojni slikovitiji komentari studenata koji su viSe-manje uspjeino polagali statisticke kolegije iz
¢udorednih razloga ovdje nisu navedeni.
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obuhvaca u cijelosti. Zadaca opisne statistike je "opisati" dobivene rezultate, tj. srediti ih i
saZeti tako da budu S$to pregledniji, razumljiviji i pogodniji za interpretaciju, daljnju analizu i
primjenu.

Inferencijalna statistika temelji se na djelomi¢nu obuhvatu skupa svih promatranih objekata.
Rezultati se dobivaju ispitivanjem odredenoga dijela (uzorka) promatranih objekata. Koristeci
metodu "od pojedinacnoga ka opéemu" (tzv. induktivna metoda) izvode se zakljucci o
karakteristikama (obiljeZjima) svih promatranih objekata. Pri izvedbi takvih zakljucaka
postoji odredeni rizik pogresno izvedenih zakljucaka. Rizik i nesigurnost u primjeni rezultata
dobivenih istrazivanjem na temelju uzorka procjenjuje se na temelju nacela teorije
vjerojatnosti.

U ovom ¢emo se kolegiju baviti opisnom statistikom jer se taj dio statistike prakticno najvise
primijenjuje u razli¢itim poslovnim sustavima, procesima itd.

1.3. Statisticka analiza, statisticki skup i obiljeZja elemenata statistickog skupa

Statisticka analiza bilo koje prirodne ili druStvene pojave ili procesa nuzno se temelji na
statistickim informacijama, metodama i tehnikama.

Statistickom analizom dobiva se uvid u strukturu pojava ili procesa u vremenu i prostoru, te
uvid u njihovu medusobnu povezanost. Predmet statisticke analize razliita su kvalitativna i
kvantitativna obiljeZja promatranih pojava ili procesa vezanih za promatrani skup objekata.

Statisticki skup je osnovni pojam u statistici (kao, uostalom, i skup u matematici). Tvore ga
statisticke jedinice ili elementi (osobe, poslovni subjekti, regije, drzave, predmeti itd.) koji
imaju barem jedno zajedni¢ko svojstvo (obiljeZje ili varijabla’) koje od elementa do elementa
ocituje statisticku promjenjivost. Ukupan broj elemenata statistickoga skupa naziva se opseg
statistickoga skupa.” Prema opsegu, statistitke skupove (kao i sve druge skupove) dijelimo na
konacne i beskonacne, a prema vrsti elemenata na stvarne (realne) i zamisljene® (hipoteticne).
Stvarni statisticki skupovi sastoje se od elemenata koji postoje u teku¢em vremenu i prostoru,
a zamisljeni statisticki skupovi sastoje se od elemenata generiranima razli¢itim modelima

‘U opisnoj se statistici izraz varijabla obi¢no poistovjeCuje s izrazima obiljeZje 1 svojstvo, dok se u
matematickoj statistici odnosi iskljuc¢ivo na numericka obiljeZja.

tu teoriji skupova taj se broj, inaCe, naziva kardinalni broj skupa, dok se termin opseg viSe koristi u
geometrijskim razmatranjima.

> Pritom izraz zamisljen ne znadi stanje statistickoga skupa u kojemu svi njegovi elementi promisljaju npr. o
besmrtnosti komarca malari¢ara, nego nepostojanje u realnom svijetu.
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procesa ili pokusa. Poslovna statistika se u pravilu bavi realnim kona¢nim statistickim
skupovima.

Ve¢ je istaknuto da statisticki skup tvore elementi koji imaju barem jedno zajednicko
svojstvo. Stoga za svaki element statistiCkoga skupa znamo odgovaraju¢i podatak o tome
svojstvu. Skup svih takvih podataka naziva se osnovni skup ili populacija®. Poput
statistiCkoga, i osnovni skup moZze biti konacan ili beskonacan, te stvaran ili zamisljen.

Bilo koji neprazan podskup’ statistickoga skupa i osnovnoga skupa naziva se uzorak. Dakle,
pod terminom uzorak podrazumijevamo i neki dio elemenata statistickoga skupa i
odgovarajuce podatke o tim elementima. U opisnoj se statistici nerijetko pojmovi
statistickoga skupa, osnovnoga skupa i uzorka poistovjecuju jer se statisti¢ka analiza provodi
na isti nacin neovisno o kojem od tih triju tipova skupa je rije¢. Nasuprot tome, inferencijalna
statistika strogo razdvaja navedene pojmove jer provedba statistiCke analize ovisi o tome iz
kojega se od tih triju skupova uzimaju podaci koji se Zele analizirati.

Statisticki skup nuzno mora biti precizno definiran kako bi se na temelju njegove definicije
moglo jasno i jednoznacno odrediti pripada li neki element tome skupu ili ne. Statisticki skup
mora biti definiran pojmovno, prostorno i vremenski. Pojmovna definicija utvrduje pripadnost
bilo kojega objekta navedenom skupu, prostorna definicija utvrduje prostor kojemu pripadaju
svi elementi statistickoga skupa, a vremenska definicija utvduje vremensko razdoblje ili
vremenski trenutak za koji su vezani svi elementi statistickoga skupa.

Primjer 1. Promatra se statisticki skup koji tvore svi studenti 1. godine stru¢noga studija
racunovodstva i financija Visoke Skole za financijski menadZment u Spickovini na dan
01.03.2010. Definirajmo navedeni skup pojmovno, prostorno i vremenski:

e pojmovna definicija: studenti 1. godine strucnoga studija racunovodstva i financija
e prostorna definicija: Visoka Skola za financijski menadiment u Spickovini®
¢ vremenska definicija: 01.03.2010.

8 Izraz populacija obi¢no se rabi isklju¢ivo u kontekstu vezanom za odredeni skup Zivih bi¢a (populacija ljudi,
¢udnovatih kljunasa, krokodila itd.).

" Iz teorije skupova je poznato da je jedan od podskupova svakoga skupa tzv. prazan skup (skup koji nema niti
jednoga jedinoga elementa). Prazni skupovi (pa, prema tome, i prazni uzorci) koriste se isklju¢ivo u
matematickoj statistici.

¥ Pri prostornom definiranju skupa obi¢no se navodi i npr. naziv radne organizacije, visokoobrazovne ustanove
itd. iako bi moZzda prirodnije pripadali pojmovnoj definiciji. Takoder, iako u pravilu ne treba pretjerivati s
prostornim definiranjem, pa npr. reéi: Visoka Skola za financijski menadZment u Spickovini, driava: Republika
Hrvatska, kontinent: Europa, planet: Zemlja, galaksija: Miljecna staza, nerijetko ipak treba istaknuti neke
dodatne prostorne pokazatelje (narocito ukoliko se npr. radi o radnicima na crno u gradu Ouagadougou).
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Taj skup je zamiSljen i konaCan, a njegov opseg iznosi 100 [studenata]’. Primjer osnovnoga
skupa vezanoga za promatrani statisti¢ki skup jest skup svih zaklju¢nih ocjena iz kolegija
Poslovna matematika, pri ¢emu s 0 moZemo oznaciti ¢injenicu da student dosad nije uspio
poloZiti navedeni kolegij. Stoga osnovni skup tvore ukupno 100 zakljuénih ocjenalo. Jedan od
uzoraka toga skupa je npr. Top 20, tj. skup svih studenata koji su navedeni kolegij uspjeli
poloZiti sa zakljuénom ocjenom izvrstan''.

1.3.1. Skale obiljeZja

Kako je istaknuto, obiljeZja (varijable) elemenata statistickog skupa su odgovarajuca svojstva
po kojima usporedujemo te elemente. Svako obiljezje se javlja u viSe pojavnih oblika
(modaliteta). Skup svih modaliteta nekoga obiljeZja naziva se skala'’. Tako je npr. skala
modaliteta obiljezja "spol" muski i Zenski, skala modaliteta obiljeZja "dan u tjednu"
ponedjeljak, utorak, srijeda, cetvrtak, petak, subota 1 nedjelja, skala modaliteta "mjesec u
godini" sijecanj, veljaca, oZujak, travanj, svibanj, lipanj, srpanj, kolovoz, rujan, listopad,
studeni 1 prosinac itd. Prilikom podjele elemenata statistickoga skupa prema barem jednom
obiljezju kad god je to moguce treba utvrditi skalu modaliteta. To se poglavito odnosi na
obiljezja Ciji se modaliteti ne iskazuju numeri¢kim vrijednostima (tzv. kvalitativna obiljeZja).

Skale obiljezja mogu se podijeliti sukladno odredenim metrickim svojstvima. Na temelju toga
razlikujemo nominalnu, redosljednu (ordinalnu ili rang), intervalnu i omjernu skalu.

Nominalna skala zadaje se u obliku skupa €iji su elementi nenumeric¢ke vrijednosti: slovne
oznake, pridjevi, kategorije itd. Ti se elementi prigodom definiranja skale mogu navesti
proizvoljno odabranim redoslijedom. Nominalne skale dodatno se dijele na atributivne
(varijabilitet promatranoga obiljeZja iskazuje se opisno) i prostorne (varijabilitet
promatranoga obiljeZja iskazuje se zemljopisnim jedinicama). U nekim se slu€ajevima

’ Skup je zamisljen jer doti¢na visokoobrazovna ustanova (nazalost) joS ne postoji.

10 1e ocjene, naravno, medusobno nisu u parovima razlicite jer ih ima svega 5 razlicitih: 0, 2, 3, 4 i 5. Koriste¢i
npr. Dirichletovo nacelo moZe se pokazati da sigurno postoji barem 20 studenata koji imaju istu zaklju¢nu
ocjenu iz Poslovne matematike.

! Pritom odmah treba naglasiti da taj uzorak nije reprezentativan, tj. na temelju njega ne mozemo izvuci istinit
zakljucak o uspjehu svih studenata na ispitima iz Gospodarske matematike.

"2 Unato¢ upornom zagovaranju glazbeno nadarenih statisti¢ara, sintagma ljestvica modaliteta (jo¥) nije uila u
svakodnevnu uporabu.
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nenumericke oznake zamjenjuju numerickima'?, pri ¢emu navedene numericke oznake sluze
iskljucivo kao identifikatori, pa s njima nema smisla provoditi nikakve racunske operacije.
Npr. zamijenimo li nenumeri¢ki modalitet muski numeri€¢kim modalitetom 0, a nenumericki

modalitet Zenski modalitetom 1, onda nema smisla zapisati niti racunati npr. 0 + 1, 0 - 1 itd.'"*

Istaknimo da nominalna skala ponajprije sluZi za razvrstavanje (kategorizaciju) elemenata
osnovnoga skupa u kategorije, a ukoliko je njihov broj vrlo velik, skala se utvrduje dogovorno
i u takvim slucajevima govorimo o nomenklaturi. Tipi¢ni primjeri su razli¢ite nomenklature
djelatnosti, industrijskih proizvoda, usluga itd.

Redosljedna (ordinalna, rang) skala elementima statistickoga skupa pridruZuje slovne
oznake, simbole ili brojeve prema intenzitetu mjerenoga svojstva, pa se elementi potom
klasificiraju i ureduju sukladno stupnju promatranoga svojstva. Poredak modaliteta ovdje nije
proizvoljan: modalitete obi¢no navodimo od onoga koji ozna¢ava najmanji stupanj svojstva
do onoga koji oznacava najveci stupanj svojstva ili obrnuto. Tipicni primjeri redosljedne skale
su skala ocjena (1, 2, 3, 4, 5), skala stupnjeva stru¢ne spreme, skala stupnjeva zadovoljstva
kvalitetom nastave iz kolegija "Zabavljacke vjestine" itd. Iako ova skala ima bolja metricka
svojstva od nominalne, osnovni nedostatak joj je nemoguénost preciznoga utvrdivanja razlika
mjerenoga svojstva: npr. mi znamo da je ocjena 5 bolja od ocjene 2, ali ne moZemo npr. reci
da je ocjena 5 za 3 bolja od ocjene 2."

Ukoliko elementima statistickoga skupa pridruZujemo realne brojeve sukladno intenzitetu
promatranoga svojstva, dobit ¢emo intervalnu skalu. Ona uvijek ima definiranu mjernu
jedinicu i dogovorno utvrdenu nulu, pa ima bolja metricka svojstva od prethodnih dviju skala
jer omogucuje i razvrstavanje i rangiranje i brojcano utvrdivanje razlika mjerenoga svojstva.
Naime, s podacima dobivenima mjerenjem na intervalnoj su skali suvislo definirane operacije
zbrajanja i oduzimanjam, pa tako jednake razlike brojeva na skali govore o jednakoj razlici
mjerenih svojstava. Npr. ako je temperatura zraka na Zavizanu -20°C, u Zagrebu 0°C, a u
Splitu 20°C, onda se moZe re¢i da je u Zagrebu za 20°C toplije nego na Zavizanu, a za 20°C
hladnije nego u Splitu. Takoder, dogovorno utvrdena nula znaci da element statistickoga
skupa posjeduje odredeno svojstvo i da je modalitet toga svojstva jednak nuli. Konkretno,

1 Takva je "zamjena" zapravo bijekcija sa skale nenumerickih modaliteta u jednakobrojnu skalu numerickih
modaliteta: svaki nenumericki modalitet zamjenjuje se to¢no jednim numerickim modalitetom i nikoja dva
nenumericka modaliteta nisu zamijenjena istim numeri¢kim modalitetom.

“Sovinisti (i Jovinistice?) bi vjerojatno vrlo rado definirali operaciju mnoZenja, a feministice (i feministi?)
operaciju zbrajanja ovakvih brojeva sukladno uobicajenoj aritmetici.

15 Tj., opet ne mozemo definirati operacije zbrajanja i oduzimanja. Ovo se pravilo praktiéno zanemaruje
prigodom racunanja prosjecne ocjene, o cemu ¢e biti govora u posebnom poglavlju.

'® Mnozenje i dijeljenje se ne definiraju zbog problema tipa: "Temperatura zraka u Zagrebu je 0°C. Ako je na
Zavizanu 20 puta hladnije nego u Zagrebu, kolika je temperatura zraka na ZaviZanu?".
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Cinjenica da je temperatura zraka u Zagrebu 0°C znali da zrak u Zagrebu ima svoju
temperaturu i da je ta temperatura jednaka 0°C."”

Skala s najboljim metrickim svojstvima je tzv. omjerna skala. Ona se dobije tako da se
elementima statistickoga skupa pridruZze realni brojevi sukladno intenzitetu mjerenoga
svojstva, a, osim definirane mjerne jedinice, ima i nulu koja oznacava nepostojanje svojstva.
Zbog toga se na takvoj skali mogu definirati sve Cetiri osnovne racunske operacije jer razlike i
omjeri vrijednosti imaju suvislo tumacenje. Npr. ako BlaZenko na teku¢em raunu ima
10.000,00 kn, a Drazenko 100.000,00 kn, onda DraZenko na svojem teku¢em racunu ima 10
puta vise novaca, odnosno za 90.000,00 kn vise od BlaZenka. Nadalje, ako Vlatka na svojem
deviznom racunu ima 0,00 €, znaci da je njezin devizni ra¢un potpuno prazan, tj. da na njemu
(do daljnjega) nema novaca.

Poseban tip skale obiljezja je kronoloska skala. Ona obi¢no sadrZi vremenska razdoblja
poredana kronoloski, tj. pocevsi od razdoblja koje je nastupilo najranije i zavrSavajuci s
razdobljem koje je nastupilo najkasnije. Modaliteti kronoloske skale mogu se iskazivati
nazivima (npr. skala dana u tjednu, skala mjeseci u godini itd.) ili brojevima (npr. skala
minuta u pojedinom satu, skala sati u danu, skala datuma u pojedinom mjesecu, skala godina,
desetljeca, stoljeca itd.). Na tako formiranoj skali ima smisla definirati operacije zbrajanja i
oduzimanja, pri ¢emu se u nekim slucajevima uobiCajene operacije zbrajanja i oduzimanja
realnih brojeva zamijenjuju operacijama zbrajanja i oduzimanja modulo n's, pri cemu je
obi¢no n € {7, 12, 24, 28, 29, 30, 31, 60}. Tipicni primjeri kronoloskih skala su: skala dana u
tjednu {ponedjeljak, utorak, srijeda, cetvrtak, petak, subota, nedjelja}, skala godina u prvom

desetljecu ovoga tisucljeca {2001, 2002, 2003, 2004, 2005, 2006, 2007, 2008, 2009, 2010}
itd.

"7 Matemati¢ki nadareni statisticari odmah ¢e se sjetiti da se na isti nac¢in u matematici definiraju skupovi
povrsine nula: to su skupovi koji imaju povrsinu i ta povrSina je jednaka 0. Tipican primjer takvoga skupa je
tocka u bilo kojem euklidskom prostoru.

18 Zbrajanje modulo n (oznaka: +,) je binarna operacija definirana formulom: a +, b := (a + b) mod n = ostatak
pri dijeljenju zbroja a + b (dobivenoga uobicajenim zbrajanjem cijelih brojeva) brojem n. Npr. na skali sati u
danu je 17 +,4 8 = ostatak pri dijeljenju broja 17 + 8 s 24 = ostatak pri dijeljenju broja 25 s 12 = 1. Oduzimanje
modulo n (oznaka: —,) je binarna operacija na skali modaliteta definirana opisno s: a —, b = broj c takav da je b +,
¢ =a. Npr. na skali sati u danu je 1 —, 8 = 17 jer je, kako smo vidjeli, 17 +,, 8 = 1.
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1.3.2. Vrste obiljeZja

Sukladno navedenoj podjeli skala, opca podjela obiljeZja razlikuje kvalitativna, kvantitativna i
vremenska obiljeZja.

Kvalitativna obiljeZja su obiljeZja kod kojih su svojstva elemenata statistickoga skupa
iskazana odredenim pridjevima ili atributima, kategorijama i sl. Ova obiljezja mogu biti
nominalna i redosljedna (obiljeZja ranga).

Nominalna obiljeZja vezana su uz nominalnu skalu izrazavanja modaliteta promatranoga
obiljezja, a dodatno se dijele na atributivna i prostorna (geografska). Atributivna obiljeZja su
obiljezja ¢iji modaliteti iskazuju svojstva elemenata statistiCkoga skupa. Tipi¢ni primjeri
takvih obiljeZja su: spol, boja kose, boja o€iju, bracno stanje, tip osobnoga automobila, vrsta
trgovackoga drustva, horoskopski znak, politicka stranka itd. Atributivno obiljezje Cija se
skala sastoji od tocno dva modaliteta nazivamo alternativno obiljeZje. Tipi¢ni primjeri
takvoga obiljeZja su: spol (npr. na statisti€komu skupu svih ljudi) sa skalom {muski, Zenski}'?;
nacin studiranja (npr. na statistickom skupu svih studenata Visoke Skole za financijski
menadzment u Bedekov¢ini na dan 01.03.2008.) sa skalom {redovni, izvanredni} itd.

Primjer 2. Primjer alternativnoga statisti¢koga obiljezja:

Razdioba svih studenata Visoke $kole za financijski menadzment u Spi¢kovini koji su polozili
kolegij Poslovna matematika putem kolokvija u akademskoj godini 2007/2008. prema spolu

spol broj struktura
studenata [%]
muski 10 27.03
Zenski 27 72.97
ukupno 37 100.00

Izvor: osobna evidencija predmetnoga nastavnika, veljaca 2008.

Zadatak 1. a) Definirajte statisticki skup u gornjem primjeru pojmovno, prostorno i
vremenski, pa odredite njegov opseg.
b) Odredite osnovni skup i njegov opseg.

"Novije socioloske analize u priznatim znanstvenim &asopisima "Glorija", "Tena", "Story" itd. ozbiljno
ugroZavaju ovu tradicionalisticko-konzervativnu podjelu svih ljudi prema spolu.
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Prostorno (geografsko) obiljeZje je nominalno obiljezje ¢iji modaliteti odrazavaju vezu
elemenata statistiCkoga skupa s odredenim prostorom. Primjeri takvoga obiljeZja su: mjesto
rodenja, drzavljanstvo, prebivaliSte, boraviste, sjediste tvrtke, drzava ili ekonomska unija
drzava s kojom se vrsi odredena trgovinska razmjena itd.

Redosljedna obiljeZja ili obiljeZja ranga vezana su uz ordinalnu skalu iskazivanja modaliteta.
Tipi¢ni primjeri obiljeZja ranga su ranije spomenuta ocjena, stru¢na kvalifikacija, stupanj
akademskoga obrazovanja, stupanj zadovoljstva kvalitetom nastave itd.

Primjer 3. Primjer redosljednoga statisti¢koga obiljezja:

Razdioba svih studenata Visoke poslovne $kole "Mutimir Skegro" iz Spi¢kovine u akademskoj
godini 2006/07. prema stupnju zadovoljstva radom studentske referade
(stanje na dan 30.09.2007.)

stupanj zadovoljstva broj studenata | struktura [ %]

vrlo nezadovoljan 15 9.32
nezadovoljan 32 19.88
uglavnom nezadovoljan 21 13.04

ni zadovoljan ni nezadovoljan 38 23.60
uglavnom zadovoljan 27 16.77
zadovoljan 17 10.56

vrlo zadovoljan 11 6.83
ukupno: 161 100.00

Izvor: Studentski zbor VPS "Mutimir Skegro"

Kvantitativna obiljeZja su obiljeZja kod kojih se svojstva elemenata statistickoga skupa
izraZzavaju brojevima, a vezana su uz intervalnu i omjernu skalu iskazivanja modaliteta.
Kvantitativna obiljeZja Cesto se nazivaju i numericka obiljeZja, a dodatno se dijele na
diskretna (diskontinuirana) 1 kontinuirana.

Diskretno (diskontinuirano) obiljeZje je obiljezje Cija je skala modaliteta konacan skup
(opcenito, realnih) brojeva takav da izmedu svakih dvaju modaliteta postoji razmak. Razmak
izmedu dvaju modaliteta je, zapravo, apsolutna vrijednost20 njihove razlike. Tipi¢ni primjeri
obiljeZja su broj soba u stanu, broj djece u obitelji, iznos ukupnih mjese¢nih primanja itd.

% Podsjetnik za nematematicki nastrojene statistidare: apsolutna vrijednost bilo kojega realnoga broja x
x, zax=>0;

definirana je formulom | x| =
—x, zax<0.
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Pritom modalitet diskretnoga obiljeZja ne mora biti nuzno cjelobrojan. Postoje i
cetveroipolsobni stanovi, iznos mjese¢nih primanja moZe biti necjelobrojan, veli¢ina obuce
moZze biti 48 i pol, ali neovisno o tome izmedu bilo kojih dvaju razli¢itih modaliteta uvijek
postoji spomenuti razmak.

Primjer 4. Primjer kvantitativnoga diskretnoga obiljeZja:

Razdioba svih zaposlenika u tvrtki "Brodolomac d.d." iz Mu¢a prema broju djece
(stanje na dan 31.12.2007.)

broj djece | broj zaposlenih | struktura [%]
0 175 15.31
1 244 21.35
2 438 38.32
3 194 16.97
41 vise 92 8.05
ukupno 1.143 100.00

Izvor: Sluzba ljudskih potencijala tvrtke "Brodolomac"

Kontinuirano obiljeZje je obiljeZje Cija je skala modaliteta (teoretski) beskonacan skup. Ta je

skala najéesce poluotvoreni interval (a, b1*' ili kona¢na unija takvih poluotvorenih intervala.

Prakti¢no, to zna¢i da modalitet obiljeZzja moZe biti bilo koja vrijednost unutar nekoga od
intervala koji tvore omjernu skalu. Tipi¢ni primjeri ovoga obiljeZja su visina, masa itd.

Primjer 5. Primjer kvantitativnoga kontinuiranoga obiljeZja:

Razdioba svih u€enika 4.b razreda gimnazije "Ljilja Koki¢" iz KaSine u $k.god. 2007/2008.
prema visini (stanje na dan 01.03.2008.)

visina [cm] | broj ucenika | struktura [%]

(160) — 165 3 11.11
165 - 170 6 22.22
170 — 175 7 25.93
175 - 180 4 14.81
180 — 185 5 18.52

185 — (195) 2 7.41
ukupno: 27 100.00

Izvor: osobna evidencija ucitelja tjelesne i zdravstvene kulture JoZe Kotrmelca

2 Podsjetnik za nematemati¢ki nastrojene statisticare: (a, b] je skup svih realnih brojeva koji su strogo ve¢i od

realnoga broja a, a manji ili jednaki realnom broju b, tj. (a, b] = {x € R: a <x < b}.
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Zadatak 2. a) Definirajte statisticke skupove u Primjerima 3. — 5. pojmovno, prostorno i
vremenski, pa odredite njihove opsege.

b) Odredite osnovne skupove u Primjerima 3. — 5. i njihove opsege.

¢) Odredite skale modaliteta obiljeZja promatranih u Primjerima 3. — 5.

Pri razlikovanju diskretna i kontinuirana obiljeZja u nekim je slu¢ajevima vrlo vazno precizno
definirati promatrano kvantitativno obiljezje. Npr. "starost (Covjeka, drveta, zgrade)" je
kvantitativno kontinuirano obiljeZje, no, ukoliko to obiljeZje predefiniramo kao "navrSene
godine starosti”, ono postaje kvantitativno diskretno obiljezje (zasto?).

Poseban tip obiljeZja je vremensko obiljeZje. To je obiljeZje vezano uz kronolosku skalu
modaliteta, odnosno odgovarajuci kronoloski uredaj. Sukladno njemu grupiramo elemente
osnovnoga skupa i dobivamo vremenski statisticki niz. Vremenski niz moze biti intervalan i
trenutacan ovisno o tome jesu li podaci iz osnovnoga skupa dobiveni neprekidnim pra¢enjem
i kumuliranjem promatrane pojave u odabranom vremenskom intervalu ili pak odredivanjem
stanja pojave u odabranim vremenskim trenutcima.

Primjer 6. Primjer intervalnoga vremenskoga niza:

Razdioba ostvarenoga prometa u trgovini na malo u Kraljevini Dajdamdas u razdoblju od
2002.-2006. prema godini

godina ostvareni promet
[000 000 USD]
2002. 9.45575824
2003. 11.79383472
2004. 18.51123944
2005. 25.55631827
2006. 30.10276687

Izvor: Statisticki ljetopis Kraljevine Dajdamdas za 2007. godinu
Primjer 7. Primjer trenutatnoga vremenskoga niza

Razdioba svih studenti koji su poloZili ispit iz Poslovne statistike na Veleucilistu u Brlog
Gradu na ispitnim rokovima u razdoblju od 01.09.2007. do 01.03.2008. prema datumu
polaganja ispita

datum broj studenata
01.09.2007. 2
20.09.2007. 1
04.10.2007. 26
12.02.2008. 0
29.02.2008. 1

Izvor: Studentska sluzba VeleuciliSta u Brlog Gradu
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2. FAZE STATISTICKOGA ISTRAZIVANJA

Statisticko istraZivanje opéenito moZemo podijeliti na sljedece faze:

Odredivanje cilja i razrada plana istraZivanja;
Organizirano prikupljanje statistickih podataka;
Grupiranje i sredivanje statistickih podataka;

Tablicni i graficki prikaz statistickih sredenih podataka;
Statisticka analiza i interpretacija njezinih rezultata.

Nk wn =

U ovom ¢emo se kolegiju detaljno baviti fazama 3., 4. i 5., pa ¢emo prve dvije faze ovdje
spomenuti samo okvirno.

2.1. Odredivanje cilja i razrada plana istraZivanja

lako se vrlo €esto neopravdano zanemaruje, ova je faza zapravo jedna od najvaznijih faza
cjelokupnoga statistickog istraZivanja. Naime, prije negoli se krene na prikupljanje podataka,
svakako treba jasno i precizno definirati §to se Zeli posti¢i statistickim istraZivanjem jer ve¢
dobro definiran cilj istrazivanja moZe nametnuti prirodan izbor pogodnih metoda za
prikupljanje podataka. Ukoliko cilj istraZivanja i plan istraZivanja nisu dovoljno precizno
definirani, moguce je uzalud prikupiti veliki broj podataka koje potom nije moguce dostatno
kvalitetno podvrgnuti statistickoj analizi i interpretaciji.

Druga velika prednost preciznoga definiranja cilja i plana istraZivanja je Sto znatno
pojednostavljuje i skracuje cjelokupni postupak. Npr. pretpostavimo da zZelimo ispitati
zainteresiranost hrvatskih umirovljenika za aktivno sudjelovanje u tecaju osnova rada na
osobnim racunalima. lako npr. odlazak u Hrvatsku stranku umirovljenika i razgovor s
njezinim Celnicima mozZe dati korisne podatke o cilju naSega istraZivanja, ta relativno jeftina i
kratkotrajna metoda nije dobra za postizanje Zeljenoga cilja™ jer stav Gelnika stranke ne mora
odrZavati stav relativne vecine hrvatskih umirovljenika. Teorijski najbolja metoda je postaviti
odgovarajuce anketno pitanje svakom pojedinom umirovljeniku, ali ta je metoda npr. zbog

2 Navedena metoda, medutim, moZe biti vrlo korisna za postavljanje hipoteze istrazivanja. Hipoteza je temeljna
neprovjerena pretpostavka koju nastojimo potvrditi ili oboriti statistiCkim istraZivanjem. U navedenom bi
primjeru (nakon obavljenih razgovora u HSU) postavljena hipoteza mogla glasiti: "Veéina hrvatskih
umirovljenika je zainteresirana za sudjelovanje u tecajevima osnova rada na osobnim racunalima."”
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svoje dugotrajnosti23 uzrokovane znatnim brojem hrvatskih umirovljenika prakticki potpuno
neprimjerena. Prakti¢no najpogodnija metoda je izabrati dovoljno reprezentativan uzorak™ i
(npr. telefonski) anketirati sve ¢lanove toga uzorka. Metodama izbora uzoraka i procjenjivanja
njihove reprezentativnosti bavi se posebna statisticka disciplina teorija uzoraka. Detalje ovdje
izostavljamo.

2.2. Organizirano prikupljanje statistickih podataka

Statisticki podaci obi¢no se prikupljaju:

a) brojanjem (npr. iznos mjese¢ne place svakoga od djelatnika tvtke "Drp—commerce")

b) mjerenjem (npr. masa svake od natjecateljica za Miss MlijeCne staze)

¢) ocjenjivanjem (npr. stupanj zadovoljstva kvalitetom nastave iz Poslovne statistike);

d) evidentiranjem (npr. zakljucne ocjene iz Poslovne statistike svih studenata Visoke Skole
za financijski menadZment u Bedekov¢ini koji su poloZzili taj kolegij u prosloj
akademskoj godini);

e) anketiranjem (intervjuiranjem) (npr. politicka stranka za koju na predstoje¢im mjesnim
izborima namjerava glasovati svaki stanovnik Muca)

Rezultat organiziranoga prikupljanja statistickih podataka su tzv. "sirovi" (negrupirani,
neobradeni) podaci. Iz njih se najjasnije vidi koji je element osnovnoga skupa pridruZen
svakom pojedinom elementu statistiCkoga skupa. Uo¢imo da obrnuta tvrdnja nije tocna jer bez
grupiranja i sredivanja podataka opcéenito ne mozemo "oCitati" kojim je sve elementima

statistiCkoga skupa pridruZen svaki element osnovnoga skupa.

Najpoznatija, a moZda i najprimjenjivanija metoda organiziranoga prikupljanja statisti¢kih
podataka je anketiranje. Anketa predstavlja skup razli¢itih postupaka kojima se pobuduju,
prikupljaju i analiziraju izjave anonimnih ljudi25 kako bi se dobili podaci o njihovu ponaSanju,
stavu prema odredenom problemu, misljenju, interesima, preferencijama itd. Ti se podaci
dobivaju na temelju anketnih upitnika koji sadrZze promisljeno odabrana pitanja koja trebaju

3 Drugi prirodan razlog je cijena prakti¢ne provedbe takve metode koja nerijetko predstavlja ozbiljnu prepreku
za kvalitetnu provedbu statistickoga istraZivanja.

* Vrlo Cesta pogreska statistickih istraZivanja upravo je "megalomanija" odgovarajucih planova istraZivanja jer
se istrazivanje planira obaviti na prevelikom uzorku.

* Psiholoska istrazivanja pokazuju da je uvjet anonimnosti sudionika ankete iznimno vazan jer ¢ak moze utjecati
na iskrenost u davanju odgovora na anketna pitanja, a time i na realnost rezultata provedene ankete.
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biti jednostavna, jasna i nesugestivna. Ta se pitanja mogu postaviti pismeno i usmeno.
. . . . . .y . . .. . 26
Usmeno postavljanje anketnih pitanja obi¢no se naziva intervjuiranje” .

U nastavku navodimo primjer prvoga dobro strukturirane ankete za procjenu nastavnika i
kolegija koja se sukladno nacelima Bolonjskoga procesa provodi na svim znanstveno-
nastavnim sastavnicama SveuciliSta u Zagrebu. Jedini mozebitni nedostatak navedene ankete
je pretpostavka da svaki pojedini anketirani student poznaje temeljni postotni racun od sto, $to
u praksi ne mora biti slucaj.

Sveuciliste u Zagrebu
Anketni list za procjenu nastavnika i kolegija (V1)
icar Kolegij
Poitovane studentice | student,
u okviry projekta viednovanja nastave na Sveufilistu putem ovog upitniks madste procijeniti svoje zadovoljstwo kualitetom nastave vasih
nastavnika | asistenata na svakom pojedinom kolegiju, te |zvedinu kolegija u cjelini. Vai iskreni odgovori mogu upozorit na nedostate |
ekknce U nastavi, t utjecati na poboljganje njezine kvalitate. Ako neku procienu ne mozete datl fll nije primjenjiva na odredenog nastavnika
il kolegil odaberite odgovor 'ne mogu prodijeniti®. Molimo vas da swe procjens dajs jivanjem knufiéa uz odabrani (primjer: @ |
A Opd podad o studenticl/studentu:
1. Spol @ ®
2. VaSa prisutnost na nastavi ovaga nastavnika: 1= rijetha (do 30%) 2= pavremena BO-70%) 3 redowita (v od 70%) LN
3. Hakavje, na poéetku nastave, bicvad interes za sadriaje koje kolegij obraduje: 1 mol 2= srednji 3= velivi o0 o
4. Kojavam je do sada najéeiéa ocjena u indelsu: oo e ®
5. HKoju ocjenu oéekujete iz ovog kolegija: RG]
B Procjena nastavnika/nastavnice na zadanom kolegiju:
Na sljedeéoj ljestvid proci] uk vede dnje dobro opisuju rad k
upotpunostisenesiafen @ @ @ @ o potpunast se slafem
12345 DO
1. Hroz nastavu pokazuje dobra poznavanje sadrzaja kolegija. cocoo o©
2. Ma postaijena pitanja edgovara struZne i spremne. coo000 O
3. Kvalitetnim primjerima i zadacima olakZava razumijevanje sadriaja. cocoo o
4. Jasno i razumljive izlaze/demonstrira nastavne sadriaje. cCOO0O0O0 o
5. Mastava je dobro strukturirana i raspolozive wijeme je racionalne iskarigtena, cocoo o
6. Jasno definira ciljeve nastave i ono 5to ofekuje od studenata. c00O0O0 o
7. Mastava je zanimljiva | dinamicna. 0000 o
B. Uporabom nastawnih pomagala i suvremene tehnologije podize kralitetu nastave. o000 0 [+
9. Ima dobre komunikadijske vjetine i stvara ugednu radnu atmosferu. coo000 O
10. Prema studentima se odnosi karektna i s podtovanjem. coo000 O
11. Dostupan je i susretljiv za konzultadije sa studentima. cocoo o
12. Motiviran je za rad | ssvjesno invrEava suoje obaveze. oc0ooc00 O
13. Nastavu odrzava redovito | navrijeme. 0000 o
14. Koju biste opéu ocjenu dali svom nastavniku/nastswnici u cjelini? nedovoline 0O O © O O izwsno
Procjene u nastavku koje se odnose na kolegij u cjelini procijenit éete samo ako ste u prethednom dijelu 8"
ka koji jo
C Procjena kolegija u ¢jelini (ukljufuje sudjelovanje svih nastavnika | asistenata):
Procjene uz pitanja 6.1 7. odnose se samo na kolegije koji ukfjucuju viezbe ifli seminare. 123 85 o8
1. Ciljevi i zahtjevi kolegija bili su jasno definirani. coo0o0CQ o
2 HKolegij nudi uvid u kljuéne sadrisje i omoguéuje njihova razumijevanje. c00O0O0 o
3. Propisana literatura (udzbenid, skripta i ostali materijali) je
korisna za razumijevanje sadrzaja kolegija. coococo o
4 Haolicina nastavnog sadrzaja odgovora predvidenoj satnici kolegija. cocoo o©
5. Kolegijvam je omoguéio uvid u vaznost podrugja i moguénosti primjene. coo000 O
6. Predavanja su na primjeren naéin bila popracena viezbama, seminarima i
drugim praktiénim cblicima nastave. cocoo o©
7. Vjetbe i seminari omegudil su razvijanje vjetina, te praktiznu primjenu nanja. cooco00 O
8. Organizacija kolegija potiée studente na aktivno sudjelovanje u nastavi. cocoo o
9. Hajubists opéu ocjenu dali ovom kel egiju u cjelini? nedovoline O O © O O izwsno
o OKRENITE LIST!

% Moderna praksa nerijetko pokazuje da se postavljanje pitanja (unaprijed) u pismenoj formi i prepisivanje
njihovih odgovora takoder naziva intervju, napose ukoliko je rije¢ o medijski poznatim osobama (npr.
predsjednici drzava, premijeri vlada itd.). Sa statistickoga je stanovista takvo izjednacavanje potpuno pogresno.
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2.3. Grupiranje statistickih podataka

Nakon §to su prikupljanjem (i odgovaraju¢im unosom) dobiveni "sirovi" statisticki podatci,
vrlo &esto ih treba "srediti" tako da budu $to pregledniji i laki za daljnju statisti¢ku analizu®’.
U tu se svrhu koristi grupiranje statistickih podataka. Osnovna ideja grupiranja je podijeliti
statisticki skup na podskupove prema svim modalitetima koji tvore skalu obiljezja, tj. za svaki
pojedini modalitet utvrditi (prebrojati) kolikom broju elemenata statistiCkoga skupa je
pridruzen doti¢ni modalitet. Pritom treba poStovati dva osnovna nacela:

- iskljucivost: svaki element statistickoga skupa ne moZe istodobno biti u barem dva
razlicita podskupa;

- iscrpnost: svaki element statistickoga skupa mora biti obuhvaden grupiranjem
podataka.28

2.3.1. Grupiranje kvalitativnih podataka

Kako je ve¢ istaknuto, grupiranjem podataka za svaki pojedini modalitet utvrdujemo kolikom
je broju elemenata statistiCkoga skupa pridruzen taj modalitet. Dobiveni broj obi¢no se naziva
apsolutna_frekvencija (ucestalost). Neformalno, apsolutna frekvencija nekoga modaliteta
jednaka je ukupnom broju pojavljivanja toga modaliteta u osnovnom skupu®’. Buduéi da je
svakom elementu statistickoga skupa nuzno pridruZen to¢no jedan modalitet, zbroj apsolutnih

frekvencija svih modaliteta mora biti jednak opsegu statistikoga skupa™.

Relativna frekvencija modaliteta jednaka je kolicniku odgovarajuce apsolutne frekvencije
toga modaliteta i opsega statistickoga skupa. Takav se raCun provodi jer Zelimo vidjeti
kolikom dijelu statistickoga skupa je pridruzen odredeni modalitet. Iako je relativna

" Tzuzetak su slucajevi kad osnovni skup sadrzi relativno malo (obi¢no < 30) podataka.
* Buduci da je preslikavanje f koje svakom elementu statistickoga skupa S pridruZuje to¢no jedan element skale

modaliteta M funkcija, za svaki modalitet y € M ima smisla definirati skup f “(y) = {x € S: fix) = y}. Navedeni

skup se naziva praslika modaliteta y. Stoga strogo formalno moZemo re¢i da je grupiranje podataka particija
statistickoga skupa na medusobno disjunktne praslike pojedinih modaliteta.

29Strogo formalno, apsolutna frekvencija modaliteta y je ukupan broj elemenata skupa f~ (y), gdje je f funkcija iz

Biljeske 28. Autori koji poistovje¢uju pojmove statisticki skup i osnovni skup definiraju apsolutnu frekvenciju
kao ukupan broj pojavljivanja nekoga modaliteta u statistickom skupu. No, opcéenito je bolje i preciznije u
definiciji rabiti pojam osnovnoga skupa.

3% Aritmetika kardinalnih brojeva iz teorije skupova osigurava da navedeno svojstvo ne ovisi o tipu statisti¢koga
skupa (konacan ili beskonacan). Dakle, neovisno o tome je 1i statisticki skup konacan ili beskonacan, zbroj
apsolutnih frekvencija svih modaliteta uvijek je jednak opsegu statistickoga skupa.
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frekvencija opéenito neki nenegativan realan broj iz segmenta [0, 1], radi prakticnih ga je
potreba vrlo prikladno izraziti u proporcijama, postotcima ili promilima“.

Primjer 1. Promatramo statisticki skup iz Primjera 1. u odjeljku 1.3. Ukupno 20 studenata
(elemenata promatranoga skupa) iz kolegija Poslovna matematika ima zaklju¢nu ocjenu
izvrstan. Stoga je apsolutna frekvencija modaliteta izvrstan u odgovaraju¢em osnovnom
skupu jednaka 20. Budu¢i da je opseg promatranoga statistickoga skupa 100, relativna
frekvencija modaliteta izvrstan jednaka je

20 =0.2 =20%.
100

Tako mozemo zakljuciti da iz kolegija Poslovna matematika 20% svih promatranih studenata
ima zakljucnu ocjenu “izvrstan">.

Primjer 2. Istrazivanjem potrosnje inozemnih putnika u Kraljevini Eldorado na uzorku od
ukupno 30 370 inozemnih putnika u razdoblju od lipnja do prosinca 2007. godine i
odgovarajuc¢im grupiranjem podataka, izmedu ostalih, dobiveni su sljede¢i podaci:

vrsta prijelaza | broj putnika | struktura [%]
cestovni 25924 85.36%
zracni 1354 4.46%
Zeljeznicki 2 075 6.83%
pomorski 1017 3.35%
ukupno: 30370 100.00%

Apsolutna frekvencija modaliteta cestovni je 25 924, $to znaci da je ukupno 25 924 anketirana
inozemna putnika anketirano na cestovnim granicnim prijelazima. Odgovarajuca relativna
frekvencija je 85.36%, Sto znaci da je 85.36% svih anketiranih inozemnih putnika anketirano
na cestovnim granicnim prijelazima. Za vjezbu objasnite svaku od ostalih apsolutnih,
odnosno relativnih frekvencija.

3 Proporcija oznacava odredeni dio jedini¢ne veliCine, a to je zapravo decimalan broj izmedu 0 i 1. Kod
beskonacnih se statistiCkih skupova relativne frekvencije modaliteta ne odreduju jer aritmetika beskonacnih
kardinalnih brojeva ne definira pojam dijeljenja kardinalnih brojeva. Stoga su relativne frekvencije prakti¢no
vezane isklju¢ivo za realne konacne statisticke skupove. Budu¢i da se obi¢no iskazuju u postotcima ili
promilima, za njihovo je racunanje potrebno poznavati postotni ra¢un od sto, odnosno promilni racun od tisucu.
32 Strogo formalno govoreéi, interpretacija bi trebala glasiti: Ukupan broj studenata koji su dobili ocjenu
wizvrstan® iznosi 20% od ukupnoga broja svih studenata. Zbog svakodnevnoga govora mi ¢emo dozvoljavati i
navedenu interpretaciju.
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2.3.2. Grupiranje kvantitativnih podataka

Ukoliko se podaci koje grupiramo odnose na kvantitativno statisticko obiljeZje, njihovim
grupiranjem dobivamo poseban tip grupiranih statistickih podataka. Rije€ je o tzv. razdiobi
(distribuciji) frekvencija. U sluaju maloga broja modaliteta grupiranje ovakvih podataka
prakti¢no se ne razlikuje od grupiranja kvalitativnih podataka. Medutim, u slucaju velikoga
broja modaliteta radi preglednosti ih je primjerenije grupirati u tzv. razrede. Definirajmo
ukratko osnovne pojmove.

Zatvoreni razred> je bilo koji poluzatvoreni podskup skupa realnih brojeva R oblika (a, b], a

otvoreni_razred je bilo koji otvoreni podskup skupa realnih brojeva R oblika (a, +eo) ili

(—oo, a>34. Realan broj a nazivamo donja granica (zatvorenoga) razreda, a realan broj b

gornja granica (zatvorenoga) razreda. Realan broj h = b — a naziva se Sirina (velicina)
razreda 1 taj je broj prakti¢no uvijek strogo pozitivan (tj. strogo ve¢i od nule). Istaknimo joS

. 1 s . .
da realan broj s = 5 (a + b) uobicajeno nazivamo razredna sredina”.

Primjer 3. Donja granica razreda (50, 100] jednaka je a = 50, dok je gornja granica jednaka
b = 100. Sirina razreda jednaka je h = b — a = 100 — 50 = 50, a razredna sredina je broj

1 1
=—(a+b)=—(50+100)=75.
s 2(a ) 2( )

Ukupan broj (k) razreda u koje trebamo grupirati ukupno N razliCitih modaliteta
kvantitativnoga obiljeZja opcéenito nije unaprijed odreden. U vecini statistickih istraZivanja i
izradama odgovarajucih raCunalnih programa primijenjuje se tzv. Sturgesovo™ pravilo:

k~l1+1logN|~[1+3.321928091 - log N|~[1 + 1.442695 - In N 1%’

3 Radi potreba daljnje statisticke analize, mi ¢emo pod pojmom razred podrazumijevati zatvoreni razred, te
presutno pretpostavljati da za realne brojeve a i b vrijedi stroga nejednakost a < b.

*Za matematicki nenastrojene statisticare: (a, +oo) je skup svih realnih brojeva koji su strogo veéi od broja a:
(a, +0) = {x € R: x > a}. (—e, a) je skup svih realnih brojeva koji su strogo manji od broja a, tj.
(—o,a)={x €eR:x<a}.
% Kasnije ¢emo vidjeti da je razredna sredina zapravo aritmeticka sredina donje i gornje granice razreda.

3 Herbert Sturges, americki statisticar.
37[ x| = najmanji cijeli broj veéi ili jednak x. Npr. [ 3,14 = 4,[-0,05] = 0 itd.
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Pojedine Sirine razreda takoder se ne zadaju unaprijed, nego opcenito ovise o tipu razdiobe
podataka38. Najjednostavniji i praktiéno najprimjenjeniji slucaj je grupiranje podataka u
razrede jednakih Sirina, pri ¢emu preSutno pretpostavljamo da je razdioba podataka barem
priblizno simetricna. Tada izraCunamo razliku najve¢ega i najmanjega modaliteta, pa tu
razliku podijelimo ukupnim brojem razreda i tako dobijemo traZenu Sirinu razreda. Ovaj se
slucaj narocito primijenjuje kod tzv. pravih razreda (obja$njenje u nastavku teksta).

Ako razdioba podataka nije simetricna, primjereno je koristiti razrede manjih Sirina na
podrucju u kojemu je "gusto¢a" podataka veca, a razrede vecih Sirina na podrucju s manjom
"gusto¢om" podataka.

Primjer 4. Mjerenjem visina (i iskazivanjem podataka u centimetrima) svih ucenika 5., 6., 7.
i 8. razreda Osnovne $kole "Milivoj Glavovi¢* iz Brckovljana na dan 29.02.2008. dobiveno je
ukupno 506 podataka. Najmanji od njih je 151, najve¢i 193, a ukupan broj razli¢itih
modaliteta je 38. Prema Sturgesovu pravilu podaci se mogu grupirati u ukupno

k~T[1+ 10g238—| = [6.213] = 7 razreda. Visine ucenika su obitno priblizno simetri¢no

rasporedene, pa je dobivene podatke primjereno grupirati u jednake razrede Cija je Sirina
b= 193—-151 7

Uz grupiranje statistiCkih podataka cesto se javlja tzv. problem nominalnih razreda. Naime,
grupiranjem modaliteta kvantitativnoga obiljeZja u razrede dobivamo to¢no jedan od sljede¢ih
dvaju slucajeva:

1.) gornja granica svakoga pojedinoga razreda, osim posljednjega, jednaka je donjoj granici
neposredno sljedecega razreda;

2.) gornja granica svakoga pojedinoga razreda, osim posljednjega, nije jednaka donjoj granici
neposredno sljedec¢ega razreda (tj. izmedu dvaju uzastopnih razreda postoji razmak).

Prvi slucaj prakticno primijenjujemo uvijek kad analiziramo modalitete kvantitativnoga
kontinuiranoga obiljeZja kojih teorijski moZe biti beskona¢no mnogo. Granice tako dobivenih
razreda nazivamo prave granice i razredi s takvim granicama se najceSc¢e koriste u statistici.

* O tipovima razdiobe podataka bit ¢e vise rije¢i kasnije u poglavlju o mjerama asimetrije. Ovdje istaknimo
jedino da noviji statisti¢ki radovi predlaZzu da se §irine razreda, umjesto izvedeno iz Sturgesova pravila, raCunaju

prema Freedman — Diaconisovoj formuli: 4 = 23% , gdje je IQ interkvartil osnovnoga skupa. O interkvartilu
n

¢emo neSto viSe reci kasnije u poglavlju o mjerama rasprsenja.
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Drugi slucaj se obi¢no primijenjuje pri analizi modaliteta kvantitativnoga diskretnoga
obiljeZja kojih je obi¢no kona¢no mnogo. Zbog toga izmedu gornje granice jednoga razreda i
donje granice njemu neposredno sljedec¢ega razreda postoji razmak (obicno jednak 1). Takve
granice nazivaju se nominalne granice, a radi potreba daljnje statistiCke analize obicno ih je
potrebno "pretvoriti" u prave. Najjednostavniji postupak pokazat ¢emo na sljede¢em primjeru.

Primjer S. Pretpostavimo da smo grupiranjem podataka o iznosu mjesecnih plac¢a svih
zaposlenika knjigovodstvenoga servisa "KnjiZi kod mene" iz KoSara dobili sljedecu tablicu:

iznos mjesecne place [kn] | broj zaposlenika
1600 — 1900 2
2000 — 2400 4
2500 — 2900 6
3000 — 3400 2
3500 — 8000 1

Sve navedene granice su o€ito nominalne granice. Razmaci izmedu dvaju uzastopnih razreda
su jednaki i iznose 100. Pretvaranje u prave granice radimo tako da svaku pojedinu donju
nominalnu granicu umanjimo za polovinu razmaka, a svaku pojedinu gornju nominalnu
granicu uvecamo za polovicu razmaka. Budu¢i da je polovina razmaka jednaka 50, dobivamo:

iznos mjesecne place [kn] | broj zaposlenika
1550 — 1950 2
1950 — 2450 4
2450 — 2950 6
2950 — 3450 2
3450 — 8050 1

2.3.3. Kumulativni nizovi frekvencija

Ponekad je radi kvalitetnije statisticke analize apsolutne i relativne frekvencije potrebno
grupirati u konacne nizove. To se poglavito radi ukoliko analiziramo kvalitativno redosljedno
obiljezje ¢iji su modaliteti iskazani numerickim vrijednostima (npr. ocjena na ispitu) ili bilo
koje kvantitativno obiljeZje. U praksi se najviSe koriste dva tipa takvih nizova: kumulativni niz
"manje od" i kumulativni niz "vece od". Objasnit ¢emo ih na sljede¢em primjeru.
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Primjer 6. Na 1. godini stru¢noga studija smjehologije na Visoj uzaludnoj $koli u Spi¢kovini
na dan 29.02.2008. bilo je ukupno 80 studenata. Svi oni su polagali pismeni ispit iz kolegija
"Zabavljacke vjestine". Rezultati pismenoga ispita dani su u sljedecoj tablici:

ocjena | broj studenata
1 0
2 10
3 15
4 25
5 30
ukupno: 80

Za svaki pojedini modalitet definiramo kumulativnu apsolutnu frekvenciju "manje od" kao
ukupan broj elemenata osnovnoga skupa koji su ili strogo manji od doticnoga modaliteta ili
jednaki tom modalitetu. Tako je kumulativna apsolutna frekvencija "manje od" modaliteta 1
jednaka O jer niti jedan student nije ocijenjen ocjenom 1. Kumulativna apsolutna frekvencija
"manje od" modaliteta 2 jednaka je 10 (nema studenata koji su dobili ocjenu strogo manju od
2, ali postoji 10 studenata koji su ocijenjeni ocjenom 2), kumulativna apsolutna frekvencija
"manje od" modaliteta 3 jednaka je 25 (ukupno 10 studenata je ocijenjeno ocjenom strogo
manjom od 3, a 15 studenata je ocijenjeno ocjenom 3), kumulativna apsolutna frekvencija
"manje od" modaliteta 4 jednaka je 50 (25 studenata je ocijenjeno ocjenom strogo manjom od
4, a jednako toliko ih je ocijenjeno ocjenom 4) i kumulativna apsolutna frekvencija "manje
od" modaliteta 5 jednaka je 80 (svi studenti su ocijenjeni ocjenom jednakom ili manjom od 5).

ocjena | broj studenata | kumulativna apsolutna
frekvencija "manje od"
1 0 0
2 10 10
3 15 25
4 25 50
5 30 80
ukupno: 80

Dobivene kumulativne apsolutne frekvencije objasnjavamo ovako: 10 studenata je na ispitu
ocijenjeno ocjenom 2 (niti jedna ocjena nije strogo manja od 2), 25 studenata je na ispitu
ocijenjeno ocjenom 2 ili ocjenom 3, 50 studenata je na ispitu ocijenjeno ocjenom 2, ocjenom 3
ili ocjenom 4, a 80 studenata je na ispitu ocijenjeno ocjenom 2, ocjenom 3, ocjenom 4 ili
ocjenom 5. Krace i matematickije, tu reCenicu mozemo izre¢i ovako: 10 studenata je na ispitu
ocijenjeno ocjenom najvise jednakom 2, 25 studenata je na ispitu ocijenjeno ocjenom najvise
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jednakom 3, 50 studenata je na ispitu ocijenjeno ocjenom najvise jednakom 4, a svi studenti
su na ispitu ocijenjeni ocjenom najvise jednakom 5%

Oznadimo 1i s f; apsolutnu frekvenciju, a s ¢; kumulativnu apsolutnu frekvenciju "manje od"
modaliteta x, nije teSko vidjeti da vrijedi jednakost:

=2 f =2+

y<x y<x

koja nam omogucuje relativno brzo racunanje svake pojedine kumulativne apsolutne
frekvencije. Racunamo ih krec¢uéi se od najslabijega modaliteta prema najboljemu i za svaki
modalitet (osim prvoga, ¢ija je kumulativna apsolutna frekvencija "manje od" jednaka
odgovarajucoj "obi¢noj" apsolutnoj frekvenciji) kumulativnu apsolutnu frekvenciju "manje
od" izraCunamo tako da izracunatoj kumulativnoj apsolutnoj frekvenciji "manje od"
prethodnoga modaliteta pribrojimo apsolutnu frekvenciju modaliteta ¢iju kumulativnu
frekvenciju "manje od" Zelimo izracunati. Kao provjera ispravnosti izrauna moZe nam
posluZiti i ¢injenica da kumulativna apsolutna frekvencija "manje od" najboljega (prakti¢no,
posljednjega) modaliteta nuZzno mora biti jednaka opsegu statistickoga skupa.

Podijelimo li svaki ¢lan dobivenoga niza kumulativnih apsolutnih frekvencija s opsegom
promatranoga statistickoga skupa, dobit ¢emo kumulativni niz relativnih frekvencija "manje
od". U promatranom primjeru taj je niz:

ocjena | broj studenata | kumulativna apsolutna | kumulativna relativna
frekvencija "manje od" | frekvencija "'manje od" [%]
1 0 0 0
2 10 10 12,5
3 15 25 31,25
4 25 50 62,5
5 30 80 100
ukupno: 80

Dobiveni kumulativni niz interpretiramo na sljede¢i nacin: Niti jedan student na ispitu nije
ocijenjen ocjenom 1. 12,5% studenata je na ispitu ocijenjeno ocjenom najvise jednakom 2,
31,25% studenata je na ispitu ocijenjeno ocjenom najvise jednakom 3, 62,5% studenata je na

* Mini-te¢aj hrvatskoga jezika, lekcija 1: najvise jednak x je istoznacnica izraza manji ili jednak x, odnosno
izraza jednak x ili strogo manji od x.
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ispitu ocijenjeno ocjenom najvise jednakom 4, a svi studenti su na ispitu ocijenjeni ocjenom
najvise jednakom 5.

Na potpuno analogan nacin definiramo kumulativnu apsolutnu frekvenciju "vece od" svakoga
pojedinoga modaliteta To je ukupan broj elemenata osnovnoga skupa koji su ili strogo veci od
doticnoga modaliteta ili jednaki tom modalitetu. Tako je kumulativna apsolutna frekvencija
"vece od" modaliteta 1 jednaka 80 (svi studenti su ocijenjeni ocjenom 1 ili strogo ve¢om od
1). Kumulativna apsolutna frekvencija "vece od" modaliteta 2 takoder je jednaka 80 jer su svi
studenti ocijenjeni ocjenom 2 ili strogo ve¢om od 2. Kumulativna apsolutna frekvencija "vece
od" modaliteta 3 jednaka je 70 (15 studenata je ocijenjeno ocjenom 3, 25 studenata ocjenom
4, a 30 studenata ocjenom 5), kumulativna apsolutna frekvencija "vece od" modaliteta 4
jednaka je 55 (25 studenata ocijenjeno je ocjenom 4, a 30 studenata ocjenom 5) i kumulativna
apsolutna frekvencija "veée od" modaliteta 5 jednaka 30 (30 studenata ocijenjeno je ocjenom
5, a niti jedan student nije ocijenjen ocjenom strogo vecom od 5).

ocjena | broj studenata | kumulativna frekvencija ''vece od"
1 0 80
2 10 80
3 15 70
4 25 55
5 30 30
ukupno: 80

Dobivene apsolutne frekvencije objaSnjavamo ovako: Svi studenti su na ispitu ocijenjeni
ocjenom 2 ili vecom od 2, 70 studenata je na ispitu ocijenjeno ocjenom 3 ili vecom od 3, 55
studenata je na ispitu ocijenjeno ocjenom 4 ili vecom od 4, a 30 studenata je na ispitu
ocijenjeno ocjenom 5. Krace i matematickije, tu recenicu mozemo izre¢i ovako: Svi studenti
su na ispitu ocijenjeni ocjenom najmanje jednakom 2, 70 studenata je na ispitu ocijenjeno
ocjenom najmanje jednakom 3, 55 studenata je na ispitu ocijenjeno ocjenom najmanje
Jjednakom 4, a 30 studenata je na ispitu ocijenjeno ocjenom 5.

Kod izra¢una pojedinih kumulativnih apsolutnih frekvencija "ve¢e od" korisno je primijetiti
da kumulativna apsolutna frekvencija "veée od" najslabijega (prakti¢no, prvoga) modaliteta
nuzno mora biti jednaka opsegu statistickoga skupa i ta nam ¢injenica moZe biti svojevrsna
provjera ispravnosti provedenih izracuna.

* Mini-te¢aj hrvatskoga jezika, lekcija 2: najmanje jednako x ili barem jednako x je istoznacnica izraza vedi ili
Jjednak x, odnosno izraza jednak x ili strogo veci od x.
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Ozna¢imo i s f; apsolutnu frekvenciju, a s ¢, kumulativnu apsolutnu frekvenciju "veée od"
modaliteta x, nije teSko vidjeti da vrijedi jednakost:

=2 =2

y2x y>x

koja nam omogucuje relativno brzo racunanje svake pojedine kumulativne apsolutne
frekvencije "vece od". Ra¢unamo ih krecuéi se od najboljega modaliteta prema najlosijemu i
za svaki pojedini modalitet (osim najboljega ¢ija je kumulativna apsolutna frekvencija "vece
od" jednaka odgovaraju¢oj "obicnoj" apsolutnoj frekvenciji) kumulativnu apsolutnu
frekvenciju "ve¢e od" izraCunamo tako da izracunatoj kumulativnoj apsolutnoj frekvenciji
"ve¢e od" prethodnoga modaliteta pribrojimo apsolutnu frekvenciju modaliteta Ciju
kumulativnu frekvenciju "vece od" Zelimo izracunati.

Kao i u slu¢aju kumulativnih frekvencija "manje od", svaku od dobivenih kumulativnih
frekvencija "vefe od" moZemo podijeliti s opsegom statistickoga skupa. Tako se dobije
kumulativni niz relativnih frekvencija "vece od". U promatranom primjeru taj je niz:

ocjena | broj studenata | kumulativna apsolutna | kumulativna relativna
frekvencija ''vece od" | frekvencija ''veée od" [%]
1 0 80 100
2 10 80 100
3 15 70 87.5
4 25 55 68.75
5 30 30 37.5
ukupno: 80

Dobivene kumulativne relativne frekvencije objaSnjavamo ovako: Svi studenti su na ispitu
ocijenjeni ocjenom najmanje jednakom 2, 87,5% studenata je na ispitu ocijenjeno ocjenom
najmanje jednakom 3, 68,75% studenata je na ispitu ocijenjeno ocjenom najmanje jednakom
4, a 37,5% studenata je na ispitu ocijenjeno ocjenom 5.
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2.3.4. Dijagram "'stablo - list"' (stem — leaf)

Jedan od nacina saZetoga prikaza kvantitativnih statistiCkih podataka, osobito koriSten u
statistiCkim racunalnim programima, jest dijagram "stablo — list™. Ovaj nacin je osobito
prikladan ukoliko Zelimo vidjeti oblik i razdiobu podataka, a iz njega se vrlo lako mogu
izraGunati medijan i mod**. Opi§imo ukratko o ¢emu se radi.

Osnovna ideja ovakvoga tipa grupiranja podataka jest zapisati svaki numeri¢ki podatak u
obliku x.y, gdje je y bilo koja znamenka dekadskoga brojevnoga sustava, . decimalna tocka, a
x ostatak numerickoga podatka. U ovakvom zapisu y nazivamo [list, a x stablo. Ukoliko
numericki podatak uopée nema znamenaka iza decimalne tocke ili ima barem dvije znamenke
iza decimalne tocke, list ¢e biti posljednja znamenka broja, a stablo sve ostale znamenke broja
poredane redoslijedom u kojemu se pojavljuju u zapisu broja. U takvim slucajevima obavezno
moramo dati odgovarajucu "uputu za uporabu', tj. kako iz zapisa x.y pravilno ocitati polaznu
numericku vrijednost. [lustrirajmo to na primjerima.

Primjer 7. a) Stablo numerickoga podatka 2008.7 je broj 2008, a list broj 7. Ovdje nam ne
treba nikakva "uputa za uporabu" jer iz Cinjenica da je 2008 stablo, 7 list i izloZene ideje
grupiranja podataka odmah dobivamo originalni podatak: 2008.7.

b) Prirodan broj 2008 nema niti jedne znamenke iza decimalne toc¢ke. U tom slucaju list je
posljednja znamenka toga broja, tj. 8, a stablo sve ostale znamenke broja u redoslijedu u
kojemu se pojavljuju u samom broju, tj. 200. No, kad bismo iz ovakvoga zapisa htjeli dobiti
originalni podatak, slijede¢i osnovnu ideju dobili bismo broj 200.8, Sto je neto¢no. Stoga
ovdje moramo dati "uputu za uporabu”, odnosno re¢i kako iz podatka x.y dobiti originalni
podatak. Ta je uputa ovdje jednostavna: pomnoZiti zapis x.y s 10.

¢) Decimalan broj 20.08 ima dvije znamenke iza decimalne toc¢ke. I u ovome je slucaju list
znamenka 8, a stablo 200. Medutim, iz ovakvoga zapisa slijedi da je originalan podatak 200.8,
Sto je netocno. Opet nedostaje "uputa za uporabu”, a u ovom slucaju ona glasi: podijeliti zapis
x.y s 10.

* Termini stablo (engl. tree) i list (engl. leaf) su dio osnovnih termina feorije grafova. Sukladno toj teoriji, ovaj
je dijagram zapravo unija stabala kojima su listovi znamenke jedinica prirodnih brojeva, a korijeni sve ostale
znamenke. Takoder, u duhu te teorije primjereniji prijevod naziva ovoga tipa dijagrama bio bi "stabljika — list".

** Medijan i mod su srednje vrijednosti ili mjere centralne tendencije o kojima ¢e detaljnije biti govora u
posebnom poglavlju.
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Nakon §to smo svaki element osnovnoga skupa jedinstveno zapisali na gore navedeni nacin,
preostaje nam grupirati elemente osnovnoga skupa prema stablima: u istu grupu svrstat ¢emo
sve elemente koji imaju isto stablo. Pritom ¢emo stabla poredati prema uobi¢ajenom uredaju u
skupu realnih brojeva, tj. od najmanjega do najvecega. PokaZimo to na primjerima.

Primjer 8. Svi studenti Visoke $kole za financijski menadZment u Spi¢kovini koji su poloZili
kolegij Poslovna matematika putem dvaju kolokvija ostvarili su sljedece brojeve bodova: 64,
67, 66, 95, 72, 90, 94, 95, 76, 86, 76, 55, 80, 58, 64, 68, 81, 72, 76, 87, 80, 93, 92, 63, 93, 99,
59, 78, 63, 72, 61, 69, 58, 82, 51, 70 i 90. Budu¢i da je rije¢ o dvoznamenkastim prirodnim
brojevima, prva znamenka svakoga od tih brojeva bit ¢e stablo, a druga list. Tako dobivamo
sljedecu tablicu:

stablo list
5 1,5,8,8,9
6 1,3,3,4,4,6,7,8,9
7 0,2,2,2,6,6,6,8
8 0,0,1,2,6,7
9 0,0,2,3,3,4,5,5,9
uputa za uporabu: | pomnoZiti stablo.list s 10

Iz ovako navedene tablice se pomocu "upute za uporabu" vrlo lako dobivaju polazni podaci.
Npr. u prvom retku tablice zapravo piSu decimalni brojevi 5.1, 5.5, 5.8, 5.8 1 5.9. "Uputa za
uporabu" kaZe da se originalni podaci dobiju mnoZenjem svakoga od tih brojeva s 10. Dakle,
originalni podaci su 51, 55, 58, 58 1 59. Na potpuno analogan nacin se iz ostalih redaka tablice
dobiju ostali elementi osnovnoga skupa.

Primjer 9. Zaklju¢ne cijene dionica (u €) mobilnoga operatera "Bla—bla—mobile d.d." na
beckoj burzi u 30 slucajno odabranih dana u razdoblju izmedu 31.12.2006. i 31.12.2007.
iznosile su: 8.7, 6.9, 11.5, 13.6, 6.8, 11.7, 7.3, 7.4, 14.5, 11.9, 8.2, 12.2, 14.9, 8.1, 12.0, 10.6,
13.2, 135, 11.8, 13.4, 13.6, 12.2, 7.2, 13.9, 12.5, 8.8, 9.8, 13.3,9.91 7.0. U ovome ¢e slucaju
stablo svakoga podatka biti znamenke ispred decimalne tocke, a list znamenka iza decimalne
tocke. Tako dobivamo sljedecu tablicu:

stablo list
6 8,9
7 0,2,3,4
8 1,2,7,8
9 8,9
10 6
11 5,7,8,9
12 0,2,2,5
13 2,3,4,5,6,6,9
14 5,9
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"Uputu za uporabu" ovdje ne moramo navesti jer se originalni podaci dobivaju izravno bez
ikakvih dodatnih aritmeti¢kih operacija. Npr. iz prvoga retka odmah dobivamo podatke 6.8 i
6.9, iz drugoga 7.0,7.2,7.3 1 7.4 itd.

Primjer 10. Zakljucne cijene dionica (u kn) tvrtke "Stara TV' na frkljevackoj burzi u veljaci
2008. godine iznosile su: 59.52, 59.47, 59.51, 59.58, 59.57, 59.52, 59.49, 59.46, 59.43, 59.42,
59.39, 59.38, 59.37, 59.39, 59.4, 59.41, 59.43, 59.42, 59.44, 59.45, 59.48, 59.5, 59.53, 59.55,
59.58, 59.6, 59.62, 59.63 1 59.62. U ovome ¢e slucaju list svakoga elementa osnovnoga skupa
biti znamenka na mjestu stotinki (druga znamenka iza decimalne tocke), a stablo sve ostale
znamenke. Tako dobivamo sljedecu tablicu:

stablo list
593 7,8,9,9
594 0,1,2,2,3,3,4,5,6,7,8,9
595 0,1,2,2,3,5,7,8,8
596 0,2,2,3
uputa za uporabu: | podijeliti stablo.list s 10

I ovdje pomocu "upute za uporabu" vrlo lako dobivamo polazne podatke. Npr. u prvom retku
tablice zapravo piSu decimalni brojevi 593.7, 593.8, 593.9 1 593.9. "Uputa za uporabu" kaze
da odgovarajuce originalne podatke dobivamo dijeljenjem svakoga od navedenih decimalnih
brojeva s 10, pa se tako dobiju podaci 59.37, 59.38, 59.39 i 59.39. Na potpuno analogan nacin
se iz ostalih redaka dobiju ostali elementi osnovnoga skupa.

2.4. Tablicni prikaz statistickih podataka

Tablicni prikaz statistickih podataka je tre¢a faza obrade "sirovih" statistickih podataka. Cilj te
faze jest na jasan, cjelovit i pregledan nacin prezentirati rezultate prikupljanja i grupiranja
podataka. U ovoj ¢emo toCki ukratko spomenuti neke najvaznije vrste tablica. Pritom
istaknimo da svaka statisticka tablica nuzZno mora imati sljedece dijelove:

1.) naslov tablice;

2.) tekstualni dio tablice;
3.) numericki dio tablice;
4.) izvor podataka.

Toc¢no jedan statisti¢ki niz nastao sredivanjem podataka prema modalitetima jednoga obiljezja
tabelarno se pregledno prikazuje jednostavnom tablicom. ViSe statistiCkih nizova nastalih
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sredivanjem podataka prema modalitetima jednoga obiljeZja pregledno prikazujemo skupnom
tablicom. Jednostavne i skupne tablice vrlo je jednostavno izraditi i u MS Wordu i MS
Excelu, ali se zbog potreba daljnje analize podataka preporucuje izraditi ih u MS Excelu.
Pogledajmo po jedan primjer svake od spomenutih vrsta tablica.

Primjer 1. Primjer jednostavne statisticke tablice:

Razdioba svih zaposlenika tvrtke "Lupeski¢ d.o.0." iz Zlobina na dan 10.03.2008. prema spolu

spol | broj zaposlenika
muski 7
Zenski 3
ukupno: 10

Izvor: sluzba kadrovskih potencijala tvrtke "Lupeski¢ d.o.o."

Primjer 2. Primjer skupne statisticke tablice:

Razdioba registriranih cestovnih motornih i priklju¢nih vozila u Republici Hrvatskoj na dan
31.12.2007. prema vrsti vlasnika

vrsta vozila fizicke osobe | pravne osobe | ukupno
autobusi 701 4322 5023
kombinirani automobili 6316 4592 10 908
mopedi 97 845 8498 | 106 343
motocikli 52 104 4191 56 295
osobna vozila 1334 894 152234 | 1487 128
prikljuc¢na vozila 19792 15118 34910

vrsta vozila fizicke osobe | pravne osobe | ukupno
radni strojevi 2 587 4 407 6994
teretna i radna vozila 70 888 94 347 | 165 235
traktori 101 854 4190 | 106 044

Izvor: mjesecno statisticko izvjeSce broj 1/2008 DrZavnoga zavoda za statistiku Republike Hrvatske

Statisticki skup moguce je podijeliti i prema najmanje dvama razli¢itim obiljeZjima, pa se i
tako dobiveni podaci mogu grupirati i sredivati. Dobiveni rezultati pregledno se prikazuju
kombiniranom ili kontingencijskom tablicom. Ukupan broj obiljeZja prema kojemu je
podijeljen skup naziva se dimenzija tablice, pa sukladno tome kombinirana tablica moZe biti
dvodimenzionalna, trodimenzionalna, cetverodimenzionalna itd. Svaka takva tablica uvijek se
sastoji od predstupca, zaglavlja, polja tablice, marginalnoga retka (retka wukupno) i
marginalnoga stupca (stupca ukupno). Ukoliko je statisticki skup podijeljen prema to¢no
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dvama obiljezjima, odgovaraju¢a kombinirana tablica je dvodimenzionalna, a njezin
marginalni redak i marginalni stupac sadrZe odgovarajuce apsolutne ili relativne frekvencije

svakoga pojedinoga obiljeZja. Pogledajmo dva primjera tablica s apsolutnim frekvencijama.

Primjer 3. Primjer dvodimenzionalne kombinirane statisticke tablice:

Razdioba svih studenata 1. godine struénoga studija racunovodstva i financija Veleu¢ilista u
Spic¢kovini na dan 10.03.2008. prema spolu i ruci kojom piSu

desna lijeva ukupno:
muski 12 5 17
Zenski 17 6 23
ukupno: 29 11 40

izvor: studentska sluzba VeleuciliSta u Spickovini

Apsolutna frekvencija u retku i i stupcu j oznacava ukupan broj elemenata statistickoga skupa
koje istodobno imaju oblik obiljeZja 1 naveden u retku i i oblik obiljeZja 2 naveden u retku j.
Tako npr. apsolutna frekvencija 12 u presjeku drugoga retka i drugoga stupca znaci da medu
svim promatranim studentima ima tocno 12 studenata muskoga spola koji piSu desnom rukom
(”deénjaci"43 ), apsolutna frekvencija 6 u presjeku trecega retka i trecega stupca znaci da medu
svim promatranim studentima ima to¢no 12 studentica koji piSu lijevom rukom
("ljevakinje"**) itd. Iz presjeka marginalnoga stupca i drugoga retka o¢itavamo da medu svim
promatranim studentima ima to¢no 17 studenata muSkoga spola, a iz presjeka marginalnoga
retka i treCega stupca oCitavamo da medu svim promatranim studentima ima toc¢no 11
studenata koji piSu lijevom rukom. Za vjeZbu objasnite svaku od preostalih frekvencija
navedenih u tablici.

Primjer 4. Primjer cetverodimenzionalne kombinirane statisticke tablice:

Razdioba svih zaposlenika tvrtke "Viktor Stecaj" iz Plomina na dan 31.12.2006. prema spolu,
stupnju struéne spreme, navrSenim godinama radnoga staZa i iznosu prosjecne mjesecne place

s Uobicajeni izraz za muskarca koji piSe desnom rukom. Taj izraz treba razlikovati od izraza desnicar koji se
odnosi iskljucivo na politicku orijentaciju. Takoder, muskarac koji piSe lijevom rukom nije niti [jevi¢ar niti
lijevak, nego ljevak.

* Uobicajeni izraz za Zenu koja piSe lijevom rukom. Taj izraz treba razlikovati od izraza ljevicarka koji se
odnosi isklju¢ivo na politicku orijentaciju.
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3000-4999 5000-6999 7000-9000
srednja | viSa | viSa | visoka visoka ukupno
0-9 M 3 1 1 0 0 5
zZ 3 1 0 2 1 7
10-19 M 3 1 3 3 3 13
z 0 0 4 0 2 6
20-30 M 3 0 2 0 0 5
zZ 3 0 0 0 1 4
ukupno 15 3 10 5 7 40

izvor: sluzba kadrovskih potencijala tvrtke "Viktor Stecaj"

Ovdje prva apsolutna frekvencija, tj. 3, znaci da medu svim promatranim zaposlenicima
postoje tocno 3 zaposlenika muskoga spola koji imaju srednju stru¢nu spremu, najvise 9
godina radnoga staza i prosje¢nu mjesecnu placu izmedu 3.000,00 kn i 5.000,00 (ne¢emo
cjepidlaciti) kn. Posljednja apsolutna frekvencija, tj. 1, zna¢i da medu svim promatranim
zaposlenicima postoji to¢no jedna zaposlenica (Zenskoga spola) koja ima visoku stru¢nu
spremu, izmedu 20 i 30 godina radnoga staza, te prosje¢nu mjese¢nu placu izmedu 7.000,00 i
9.000,00 kn. Frekvencija 13 iz marginalnoga stupca znaci da medu svim zaposlenicima koji
imaju izmedu 10 i 20 godina radnoga staZa ima to¢no 13 zaposlenika muSkoga spola, dok
frekvencija 10 iz marginalnoga retka znac¢i da medu svim zaposlenicima cija je prosjecna
mjesecna placa izmedu 5.000,00 kn i 7.000,00 (opet ne cjepidlacimo) kn ima to¢no 10
zaposlenika koji imaju viSu stru¢nu spremu itd. lako te frekvencije nisu navedene, iz dobivene
kombinirane tablice vrlo lako moZemo izracunati koliko je Zena medu svim promatranim
zaposlenicima, koliko ukupno zaposlenika ima visoku stru¢nu spremu i sl. Ucinite to za
vjezbu i objasnite znacenje svih preostalih apsolutnih frekvencija navedenih u tablici.

Kako je istaknuto, osim apsolutnih, kombinirana tablice moZe sadrzavati i relativne
frekvencije. Ovdje ¢emo izdvojiti i na primjerima ilustrirati tri tipa takvih tablica: tablica
"kutno 100", tablica "vodoravno 100" i tablica "okomito 100".

Tablica "kutno 100" dobije se iz kombinirane tablice koja sadrZi apsolutne frekvencije tako da
se svaka apsolutna frekvencija podijeli s opsegom statistickoga skupa. Budu¢i da je zbroj svih
apsolutnih frekvencija uvijek jednak opsegu statistiCkoga skupa, to zbroj svih relativnih
frekvencija mora biti jednak 1 (ili 100%, izrazimo li relativne frekvencije u postotcima). Taj
zbroj moZemo izracunati na dva nac¢ina®:

* Navedeni nadini posljedica su svojstva komutativnosti i asocijativnosti zbrajanja realnih brojeva koja
zajednicki kazu da zbroj proizvoljno (ali kona¢no) mnogo realnih brojeva ne ovisi o poretku tih brojeva, te da
unutar toga zbroja moZemo postaviti parove zagrada na koja god mjesta Zelimo, pa posebno izracunati zbroj
unutar svakoga pojedinoga para zagrada.
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1.) zbrajajudi relativne frekvencije u svakom pojedinom retku, pa potom zbrojiti sve dobivene
zbrojeve;

2.) zbrajajuci relativne frekvencije u svakom pojedinom stupcu, pa potom zbrojiti sve
dobivene zbrojeve.

Primjer S. Primjer tablice "kutno 100"

Struktura svih umrlih nasilnom smréu u Republici Hrvatskoj u 2005. godini prema spolu i
vrsti nasilne smrti

Zene muskarci | ukupno
nesretni slucaj 23.56% | 43.40% | 66.96%
samoubojstvo 7.75% | 22.65% | 30.40%
ubojstvo 0.87% 1.18% 2.05%
posljedice ratnih operacija | 0.00% 0.17% 0.17%
nepoznata nasilna smrt 0.07% 0.35% 0.42%
ukupno 32.24% | 67.76% | 100,00 %

Izvor: "Zene i muskarci u Hrvatskoj", Drzavni zavod za statistiku, 2007.

Iz ove tablice, primjerice, moZzemo ocitati da su medu svim umrlima nasilnom smréu u
Republici Hrvatskoj u 2005. godini njih 7.75% Zene koje su izvrsile samoubojstvo. Za vjezbu
objasnite svaku od ostalih relativnih frekvencija.

Tablica "vodoravno 100" dobije se iz kombinirane tablice s apsolutnim frekvencijama tako da
svaki redak te tablice shvatimo kao tabli¢ni prikaz uzorka statistickoga skupa. Tada relativne
frekvencije raunamo tako da u svakom pojedinom retku svaku od apsolutnih frekvencija
podijelimo s opsegom odgovarajucega uzorka.

Primjer 6. Primjer tablice "vodoravno 100"

Struktura stanovniStva Republike Hrvatske (popis iz 2001. godine) prema spolu, razini
obrazovanja i navrS§enim godinama starosti
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osnovno ili srednje vise ili ukupno:

manje visoko
15-24 Zene 41.00% 56.50% 2.50% 100.00 %
muskarci 42.20% 56.30% 1.50% 100.00 %
25-34 Zene 18.30% 61.90% 19.80% 100.00 %
muskarci 17.70% 68.60% 13.70% 100.00 %
35-44 Zene 27.40% 55.10% 17.50% 100.00 %
muskarci 20.10% 64.00% 15.90% 100.00 %
45-54 Zene 41.60% 42.40% 16.00% 100.00 %
muskarci 25.30% 57.60% 17.10% 100.00 %
55-64 Zene 65.70% 24.10% 10.20% 100.00 %
muskarci 37.30% 46.20% 16.50% 100.00 %
65 - 74 Zene 81.70% 13.60% 4.70% 100.00 %
muskarci 52.50% 34.90% 12.60% 100.00 %
75 -84 Zene 86.30% 10.90% 2.80% 100.00 %
muskarci 61.40% 25.20% 13.40% 100.00 %
85+ Zene 88.60% 9.00% 2.40% 100.00 %
muskarci 68.50% 22.70% 8.80% 100.00 %

izvor: "Zene i muskarci u Hrvatskoj", Drzavni zavod za statistiku, 2007.

Uoc¢imo da ovdje zapravo imamo 16 uzoraka: prvi uzorak tvore sve Zene koje su navrSile
izmedu 15 i 24 godine, drugi uzorak tvore svi muskarci koji su navrsili izmedu 15 i 24 godine,
tre¢i uzorak tvore sve Zene koje su navrSile izmedu 25 i 34 godine itd. Granice razreda u
ovom su primjeru nominalne, tj. rije¢ je o segmentima [15, 24], [25, 34] itd.

Tako, primjerice, relativna frekvencija 27.40% u drugom stupcu znaci da medu svim Zenama
koje su navrsile izmedu 35 i 44 godine njih 27,4% ima osnovno obrazovanje ili manje, a
relativna frekvencija 1,50% u cCetvrtom stupcu znaci da medu svim muskarcima koji su
navrsili izmedu 15 i 24 godine njih 1,50% ima vise ili visoko obrazovanje. Za vjeZbu objasnite
svaku od ostalih relativnih frekvencija.

Tablica "okomito 100" dobije se iz kombinirane tablice s apsolutnim frekvencijama tako da
svaki stupac te tablice shvatimo kao tabli¢ni prikaz uzorka statistickoga skupa. Tada relativne
frekvencije racunamo tako da u svakom pojedinom stupcu svaku od apsolutnih frekvencija
podijelimo s opsegom odgovarajucega uzorka.

Primjer 7. Primjer tablice "okomito 100"

Struktura svih drZavljana Republike Hrvatske koji su titulu doktor znanosti stekli 2005.
godine prema spolu i podruc¢ju znanosti iz kojega su obranili doktorsku disertaciju
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Zene muskarci
prirodne znanosti 34.48% 10.90%
tehnicke znanosti 8.62% 27.96%
biomedicina i zdravstvo 20.69% 24.64%
biotehni¢ke znanosti 9.77% 9.48%
dru$tvene znanosti 12.64% 12.32%
humanisticke znanosti 13.79% 14.69%
ukupno: 100.00% | 100.00%

izvor: "Zene i muskarci u Republici Hrvatskoj", Drzavni zavod za statistiku, 2007.

Uoc¢imo da ovdje zapravo imamo dva uzorka: prvi uzorak tvore sve Zene koje su titulu dr.sc.
stekle 2005. godine, a drugi uzorak tvore svi muSkarci koji su titulu dr.sc. stekli 2005. godine.
Tako, primjerice, relativna frekvencija 20,69% navedena u drugom stupcu znaci da je medu
svim Zenama koje su titulu dr.sc. stekle 2005. godine njih 20.69% tu titulu steklo na podrucju
biomedicine i zdravstva, a relativna frekvencija 10.90% navedena u tre¢em stupcu znaci da je
medu svim muskarcima koji su titulu dr.sc. stekli 2005. godine njih 10.9% tu titulu steklo na
podrucju prirodnih znanosti. Za vjezbu objasnite svaku od ostalih relativnih frekvencija.

2.5. Graficki prikaz statisti¢kih podataka

Graficki prikaz statistickih podataka je jedan od najvaznijih dijelova prezentacije rezultata
statistickoga istrazivanja. Naime, kako je istaknuto u uvodu, statistika se, izmedu ostaloga,
bavi i1 organiziranim nacinima prezentacije rezultata statistickoga istrazivanja. Psihologija
ljudskoga ponasanja pokazuje da se u gotovo svim vrstama tiskovina, javnih medija (osim
radija), izlaganja na razli¢itim vrstama znanstvenih/strucnih skupova, ali i izlaganja na svim
vrstama nastave u razliCitim tipovima Skola (osnovne, srednje, visoke, fakulteti, ...) pozornost
sluSatelja najprije i najve¢im dijelom usmjerava na graficke prikaze podataka. Stoga ¢emo u
ovoj tocki ukratko navesti osnovne i najCeS¢e koriStene statisticke prikaze podataka
ilustrirajué¢i ih na primjerima. Ipak, odmah istaknimo da tablice i grafi¢ki prikazi pruZaju
iskljuc¢ivo prve informacije o promatranoj pojavi, a ni u kojemu sluc¢aju nisu (potpuno)
dovoljne za statisticku analizu i interpretaciju njezinih rezultata (5. faza statistickoga
istraZivanja).

Graficke prikaze ili, krace, grafikone obi¢no dijelimo u Cetiri osnovne skupine:
1.) povrsinski grafikoni;
2.) linijski grafikoni;
3.) tockasti grafikoni,
4.) kartogrami
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Kako bi graficki prikaz imao svoj potpuni smisao, osobito treba istaknuti da uz svaki grafikon
obavezno treba navesti odgovarajuce oznake: naslov grafikona (najceSce: "Razdioba...",
"Struktura..." itd.), nazive kategorija na koordinatnim osima (npr. godina, broj zaposlenika,
vrsta strucne spreme 1itd.), legendu (dio grafikona koji dodatno pojasnjava osobitosti
grafikona) itd. Bez spomenutih oznaka grafikon je nepotpun i "necitljiv", pa ni u kojemu
slucaju ne moZe predstavljati dobar prikaz rezultata statisticke analize.

Ukratko i uz odgovarajuce primjere opisat ¢emo najceSce predstavnike svake pojedine vrste
grafikona.

2.5.1. Povrsinski grafikoni

Osnovna karakteristika ove vrste grafikona jest da se frekvencije podudaraju s povrsinama
geometrijskih likova (pravokutnik, krug). Drugim rijeCima, apsolutna (ili relativna)
frekvencija svakoga modaliteta jednaka je povrsini tom modalitetu odgovarajucega
pravokutnika ili dijela kruga. Bududi da je povrSina pravokutnika jednaka umnosku njegove
duljine a i Sirine b, za Sirinu se najce$¢e uzima b = 1 jed., pa je u tom slucaju apsolutna
frekvencija identicki jednaka duljini pravokutnika. U slucaju strukturnoga kruga i prikaza
relativnih frekvencija povrSina kruznoga isjecka identicki je jednaka relativnoj frekvenciji
tom isjeCku odgovaraju¢ega modaliteta, a krug moZe imati bilo koji polumjer (a ne nuzno
polumjer r = 1 jed.). Krug — kojega moZemo zamiSljati i kao kut od 360° — dijelimo na kruZne

isjeCke Ciji su sredisnji kutovi 360° - r;, gdje je r; relativna frekvencija i — toga modaliteta
iskazana kao proporcija (fj. kao decimalan broj). Npr. relativnoj frekvenciji 33.3333%
odgovara srediS$nji kut 360° - 0,333333 = 120° itd.

Najces¢i 1 prakti¢no najvise koriSteni tipovi povrSinskih grafikona su razli€ite vrste stupaca
(jednostavni, poloZeni, dvostruki, viSestruki, strukturni), strukturni krug, Paretov dijagram i
histogram. O histogramu ¢emo nesto vise rec¢i u posebnoj podtocki, a ovdje samo istaknimo
da se nabrojene vrste stupaca, te strukturni krug najces¢e koriste za graficki prikaz
kvalitativnih obiljezja.

Primjer 1. Primjer jednostavnih stupaca:
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Razdioba studenata Veleudilista u Brlog Gradu keji su
polagali ispit iz Gospodarske matematike 04.02.2008.
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Uocimo odmah da svi stupci imaju jednaku S$irinu i ta je Sirina jedinicna (tj. b = 1 jed.). Stoga
je povrSina svakoga pravokutnika identicki jednaka duljini pravokutnika, Sto znaci da je i
apsolutna frekvencija svakoga od pet modaliteta identicki jednaka duljini pripadnoga

pravokutnika.

Iz zadanoga grafikona ne mozemo ocitati to¢ne apsolutne frekvencije svakoga pojedinoga
modaliteta, ali moZemo zakljuciti da je najveci broj promatranih studenata na ispitu ocijenjen

ocjenom 3, a najmanji broj promatranih studenata ocijenjen ocjenom 5.

Primjer 2. Primjer poloZenih stupaca:

Wrstazavriene srednje skole

drugasrednja skola

Razdioba studenata 1. godine struénoga studija
radunovodstva i financija Veleuéilista u Babinoj Gredi
na dan 10.03.2008. prema vrsti zavriene srednje Skole

tehnigkaskola
trgovacka skola
ekonomska skola

gimnazija

un
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PoloZene stupce moZemo shvatiti kao jednostavne stupce zarotirane za 90° ulijevo, pa potom
zrcaljene s obzirom na os modaliteta. (Na ovom nacelu se konstruiraju polozeni stupci u MS
Excelu.) Oni imaju potpuno ista svojstva kao i jednostavni stupci, a koriste se naj¢esce kod
obiljeZja s nomenklaturama.

Niti iz ovoga grafikona ne moZemo "o€itati" to¢nu apsolutnu frekvenciju svakoga pojedinoga
modaliteta (za dva modaliteta to moZemo uciniti, ali za preostala tri ne), ali mozemo zakljuciti

da je najvise promatranih studenata zavrsilo ekonomsku $kolu, a najmanje tehnicku skolu.

Primjer 3. Primjer dvostrukih stupaca:

Razdioba zastupnika u Hrvatskom saboru prema datumuizbera
i spolu

350
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150 W iene
100 J J JE W udkaci
S0
0 -

22.4.1330. 281332, 23.10.1535, I 2.2000. 23.11.2003. Z25.11.2007.

Broj zastupnika

Datum izhbora

Uocimo da se ovdje zapravo radi o podjeli statistickoga skupa (svi dosada$nji zastupnici u
Hrvatskom saboru) na 6 medusobno nedisjunktnih uzoraka (dio zastupnika je biran u barem
dva saziva Hrvatskoga sabora), pa je potom svaki od uzoraka podijeljen prema obiljezju spol.
U ovom je slucaju tumac (legenda) prikazana sa strane neizostavan dio grafikona jer bez nje
ne bismo mogli to¢no znati (ve¢ samo prilicno to¢no naslutiti) povrSine kojih pravokutnika
oznacavaju apsolutne frekvencije modaliteta muskarci, a koji modaliteta Zene*

Iz zadanoga grafikona, primjerice, moZzemo zakljuciti jedino da je u svim dosada$njim
sazivima Hrvatskoga sabora ukupan broj saborskih zastupnika bio znatno veé¢i od ukupnoga

% Strogo precizno, u legendi bi trebali pisati to¢ni nazivi modaliteta obiljeZja spol, tj. nazivi muski i Zenski. No,
ponekad se radi lakse interpretacije grafikona ti modaliteti zamjenjuju imenicama muskarci i Zene.
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broja saborskih zastupnica, ali ne mozemo reéi npr. za koliko posto veci, koliko puta vedi itd.
Zbog toga su za daljnju analizu primjereniji strukturni stupci (vidjeti Primjer 6.)

Primjer 4. Primjer viSestrukih stupaca:

Razdioba zaposlenika tvrtke "Ljubo Jamio d.c.0." iz Muéa na
an . i L RSO STUHPRR Y STrUene Spramea, 1IZnosy
dan 10.03.2008. p tupnju struéne sp i
prosjeéne mjeseéne plaéz i navrienim godinama radnoga staia
? B 555- 0-9
a5 - 0-
L7
= 5 B 555 - 10-1%
35 W sS85 20-30
[ 5 - 20-30
£ 17 — v
mo3 — m VES - 0-9
T o5 _— .
[ I | WES - 10-19
o - m YES - 20-30
3000-4999 5000-5999 F000-9000 W55 - 0-9
Presjeéna mjesetna alaca [kn] W8S - 10-19

Ovaj grafikon prikazuje podjelu istoga statistiCkoga skupa (svi zaposlenici tvrtke "Ljubo
Jamio" iz Muc¢a na dan 10.03.2008.) prema trima razliitim obiljeZjima: stupnju stru¢ne
spreme, iznosu prosjecne mjesecne place i navrSenim godinama radnoga staza. Potonja dva
obiljeZja su kvantitativna, te su grupirana u razrede s nominalnim granicama (neprikladno za
daljnju statisticku analizu, ali prikladno za graficki prikaz). I ovdje je tumac sa strane nuZan
kako bismo znali koja se boja odnosi na svaku kategoriju. Svi stupci imaju Sirinu jednaku 1,
pa je, kao i kod jednostavnih stupaca, duljina pravokutnika jednaka apsolutnoj frekvenciji.

Iz prikazanoga grafikona moZemo izvuci razne zakljucke, npr. da postoji 6 zaposlenika koji
imaju srednju stru¢nu spremu, najviSe 9 godina radnoga staZa i prosjecnu mjese¢nu placu
izmedu 3.000,00 i1 4.999,00 kn, da od svih zaposlenika koji imaju visoku stru¢nu spremu, te
izmedu 101 19 godina radnoga staZa najviSe njih ima plac¢u izmedu 7.000,00 i 9.000,00 kn itd.
Za vjezbu objasnite svaki prikazani stupac, te pokusajte izvuci jos neke zakljucke iz ovoga
prikaza (npr. Sto sve mozZete re¢i o zaposlenicima koji imaju srednju stru¢nu spremu, $to o
zaposlenicima ¢ija je placa izmedu 5.000,00 i 6.999,00 kn itd.).

Primjer S. Primjer strukturnoga kruga:

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, predavac 42



TVZ

NICKO VELEUCILISTE U ZAGREBU

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

ELEKTROTEHNICKI ODJEL

Poslovna statistika

Struktura svih nastavnika Ekonomskoga fakulteta
Sveucilita u Banovoj Jaruzi na dan 10.03.2008.
prema znanstveno-nastavnom zvanju

B mladi asistent

B asistent

B vigi asizent

B docent

W izvanredniprofesar

B redovni profesar

Na ovom grafikonu povrSina svakoga pojedinoga kruznoga isjeCka odgovara relativnoj
frekvenciji modaliteta kojega predstavlja taj isjeCak. Kako je ve¢ istaknuto, duljina polumjera
kruga moze biti bilo koji strogo pozitivan realan broj, a sredi$nji kutovi odgovarajucih
isjeCaka dobiveni su mnozenjem broja 360 redom s brojevima 0.24, 0.16, 0.19, 0.13, 0.1 i
0.18, pa je tako povrSina narancastoga kruznoga isjecka jednaka 24% povrSine cijeloga kruga,
povrSina tamnoplavoga kruznoga isjeCka jednaka 16% povrsine cijeloga kruga itd.
Napomenimo da neki programi (MS Excel) omogucuju dobivanje strukturnoga kruga na
osnovu jednostavne tablice s apsolutnim frekvencijama, pa se time izbjegava efektivno
racunanje relativnih frekvencija.

Iz navedenoga strukturnoga kruga moZemo "olitati" da medu svim nastavnicima
Ekonomskoga fakulteta SveuciliSta u Banovoj Jaruzi ima 16% mladih asistenata, 24%

redovnih profesora itd. Za vjeZbu objasnite znacenje svake preostale relativne frekvencije.

Primjer 6. Primjer razdijeljenih stupaca (dobivenih iz odgovarajuce tablice "okomito 100"):
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Sirina svakoga stupca jednaka je 1 jed., a duljina 100 jed., pa je njegova povrsina 100 kv. jed.
Ta je povrSina jednostavnim racunom diobe podijeljena u omjeru relativnih frekvencija, pa se
za svaku pojedinu relativnu frekvenciju odreduje pripadni dio povrSine pravokutnika. Pritom
poredak modaliteta nije bitan, tj. ako imamo ukupno n relativnih frekvencija, jedan

razdijeljeni stupac moZemo "nacrtati" na n! =1 -2 - ... - n nacina. Radi lakSe usporedbe, u
svakomu je razdijeljenom stupcu jednak redoslijed pojedinih modaliteta.
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Iz ovako prikazanih stupaca mozemo izvuéi razne zakljucke, npr. da medu svim zaposlenim
Zenama u Republici Hrvatskoj u 2006. godini najvise (to€nije, 55.9%) njih je sa srednjim
obrazovanjem, a najmanje (tocnije, 21.8%) s osnovnim ili manjim obrazovanjem, da medu
svim nezaposlenim muskarcima u Republici Hrvatskoj u 2006. godini najvise (tonije, 62.7%)
njih je sa srednjim obrazovanjem, a najmanje (toCnije, 6.4%) s visim ili visokim
obrazovanjem itd. Za vjezbu, objasnite svaku pojedinu relativnhu frekvenciju, pa iz
navedenoga grafikona pokusajte izvuci joS neke zakljucke.

Primjer 7. Primjer poloZenih razdijeljenih stupaca (dobivenih iz odgovarajuce tablice
"vodoravno 100"):
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PoloZeni razdijeljeni stupci su vrlo prikladni za prikaz strukture statistickoga skupa pri podjeli
prema kvalitativnom obiljeZju s nomenklaturom. Strogo formalno receno, dobivaju se
rotiranjem "obi¢nih" razdijeljenih stupaca za 90° ulijevo, pa zrcaljenjem s obzirom na os
modaliteta. Sirina svakoga pojedinoga pravokutnika jednaka je 1 jed., a duljina 100 jed., pa je
povrsina svakoga pravokutnika 100 kv. jed., a dijelovi koji odgovaraju pojedinim relativnim
frekvencijama dobivaju se pomocu dijeljenjem te povrSine jednostavnim racunom diobe u
omjeru svih zadanih relativnih frekvencija.
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Ovakav se grafikon Cesto konstruira tako da se odabere jedan modalitet (u ovom je slucaju to
modalitet Zene), te se njegove relativne frekvencije u svakoj pojedinoj kategoriji tablice
"vodoravno 100" poredaju od najve¢e do najmanje. U tome se poretku slazu i odgovarajuci
stupci. Naravno, u sluc¢ajevima kad se u stupcima tablice "vodoravno 100" nalaze to¢no dva
modaliteta, takvo je slaganje stupaca ekvivalentno slaganju stupaca prema rastu¢em poretku
(od najmanje do najvece) relativnih frekvencija drugoga modaliteta. Odmah treba napomenuti
da se ovakva konstrukcija provodi iskljucivo radi lakSe moguénosti usporedbe relativnih
frekvencija istoga modaliteta u razli¢itim kategorijama, ali ni u kojemu slucaju ne predstavlja
pravilo prema kojemu treba slagati stupce.

Iz zadanoga grafikona mogu se izvuéi razni zakljucci, npr. da u privatnim kucanstvima sa
zaposlenim osobljem ima 14 puta vise zaposlenih Zena nego muskaraca, medu svim
zaposlenicima u financijskom posredovanju njih 70% su Zene itd. Za vjeZbu, objasnite
znacenje svake pojedine relativne frekvencije, te pokusajte izvuéi joS nekoliko zakljucaka iz
prikazanoga grafikona.

Primjer 8. Primjer Paretova®’ dijagrama:

Razdioba prometnih nesreéa osiguranika osiguravajuézga drustva "Mjesec”
iz Zvedaja u veljadi 2008. prema danu u tjednu
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£ F40,00%
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subota petEc nedjelp  poredielpt utomk srijeda 3013
Dan

*7 Vilfredo Federico Damaso Pareto, francuski sociolog, ekonomist i filozof, porijeklom Talijan.
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Za crtanje Paretova dijagrama treba poredati apsolutne frekvencije modaliteta u silaznom
poretku, tj. od najvece do najmanje, te izracunati relativne frekvencije i formirati odgovarajuci
kumulativni niz relativnih frekvencija. Formiranje toga niza potpuno je jednako formiranju
kumulativnoga niza "manje od", ali zbog kvalitativnoga obiljeZja dan rije¢i "manje od" ovdje
treba izostaviti. Ovaj je dijagram svojevrsna "kombinacija" povrSinskoga grafikona
(jednostavnih stupaca) i linijskoga grafikona (kojim se prikazuje kumulativni niz relativnih
frekvencija), a specifi¢nost mu je Sto se na istom grafikonu primjenjuju dva tipa mjerila: prvo
mjerilo odnosi se na prikaz apsolutnih frekvencija jednostavnim stupcima, a drugo na prikaz
kumulativnih relativnih frekvencija. Istaknimo odmah da primjena dvaju ili viSe tipova
mjerila na istom grafikonu u pravilu nije dozvoljena.

Iz Paretova je dijagrama vrlo lako odrediti mod™® kvalitativnoga niza, odnosno modalitet koji
se najcesce pojavljuje u osnovnom skupu. To je jednostavno modalitet koji odgovara prvom
stupcu u Paretovu grafikonu, a lako je vidjeti i postoji li jo§ koji modalitet s istom apsolutnom
frekvencijom kao i prvi (prema nacelima konstrukcije Paretova dijagrama, on se nuzZno mora
nalaziti neposredno iza prvoga modaliteta). U ovome je slucaju najc¢es¢i modalitet subota, pa
moZzemo zakljuciti da se najvise promatranih prometnih nesreéa dogodilo subotom, te da se
najmanje promatranih prometnih nesrec¢a dogodilo sredinom tjedna (tj. utorkom, srijedom ili
cetvrtkom) Takoder, iz linijskoga grafikona kumulativnih relativnih frekvencija mozemo
"ocitati" da se 30% svih promatranih prometnih nesrec¢a dogodilo subotom, polovica svih
prometnih nesre¢a petkom ili subotom itd.

Istaknimo da se Paretov dijagram u MS Excelu vrlo lako moZe dobiti primjenom procedure
Analiza podataka (Data Analysis), ali je nuZan preduvjet za primjenu te procedure da
modaliteti obiljeZja budu numericki. Stoga, ukoliko je obiljeZje kvalitativno, a modaliteti
iskazani rije¢ima, slovima itd., najprije treba provesti "kodiranje" modaliteta®’ (zamjenu rijeci
brojevima), a nakon provedbe cijele procedure "dekodirati" brojeve, tj. vratiti originalne
modalitete.

2.5.2. Histogram

Histogram je posebna vrsta povrSinskoga stupcastoga grafikona koja se najceSce koristi za
prikaz modalitetd kvantitativnih obiljeZja grupiranih u razrede. Osnovna ideja konstruiranja
histograma je potpuno jednaka ideji izloZenoj kod opisa stupcCastih grafikona navedenih u
tocki 2.5.1.: apsolutne frekvencije modaliteta trebaju biti jednake povrSini tom modalitetu

* 0 modu ¢e vie rijeci biti u 3. poglavlju.
* Usporediti s biljeskom br. 13.
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odgovarajucega pravokutnika. Kod kvalitativnih i negrupiranih kvantitativnih obiljeZja taj je
postupak bio relativno jednostavan: pretpostavili smo da su Sirine svih pravokutnika jednake 1
jed., pa je apsolutna frekvencija zbog toga bila jednaka duljini pravokutnika. No, kod
grupiranja kvantitativnih podataka u razrede cijela se prica malo komplicira. Radi
jednostavnosti, pretpostavit ¢emo da histogramom Zelimo prikazati isklju¢ivo apsolutne
frekvencije jer za prikaz relativnih frekvencija obi¢no koristimo strukturne stupce opisane u
prethodnoj tocki.

Prvo ¢emo opisati najlaksi slucaj, a taj je kad su modaliteti kvantitativnoga obiljeZja grupirani
u prave razrede jednakih sirina. Ozna¢imo navedenu jednaku Sirinu s d. To znaci da ¢e Sirina
svakoga pravokutnika Cija ¢e povrSina predstavljati apsolutnu frekvenciju razreda biti jednaka
d. Da bismo nacrtali pravokutnik, potreban nam je podatak o njegovoj duljini. Njegovu
duljinu a (za svaki pojedini razred) jednostavno dobijemo tako da apsolutnu frekvenciju
doti¢noga razreda podijelimo brojem d. To ujedno znaci da nam duljina pravokutnika a
opcenito vise nece biti jednaka apsolutnoj frekvenciji (osim u slucaju d = 1), nego d puta
manja od nje. Zbog toga budite oprezni: kod histograma duljina pravokutnika opéenito ne
mora biti jednaka apsolutnoj frekvenciji tom pravokutniku odgovarajucega razreda,
nego moZe biti nekoliko puta veca ili manja od nje (ovisno o tome je li 0 <d < 1ili d > 1).
Istaknimo da se duljina a izraCunata na opisani na¢in naziva korigirana apsolutna frekvencija.
Primijetimo jo$ jednu vaZnu cinjenicu: budu¢i da apsolutnu frekvenciju dijelimo strogo
pozitivnim realnim brojem, razred s najvec¢om apsolutnom frekvencijom imat ¢e najvecu
korigiranu apsolutnu frekvenciju. Drugim rije¢ima, moZemo usporedivati korigirane
apsolutne frekvencije pojedinih razreda (ali ne 1 "ocitavati" apsolutne frekvencije) kako smo
to ¢inili dosad s apsolutnim frekvencijama.

Malo sloZeniji je slucaj kad su podaci grupirani u prave razrede razlicitih Sirina. Tada za svaki
pojedini razred moramo izracunati odgovarajucu Sirinu i taj ¢e strogo pozitivan realan broj
ujedno biti Sirina pripadnoga pravokutnika. Potom rac¢unamo korigiranu apsolutnu frekvenciju
kao koli¢nik apsolutne frekvencije i upravo izraCunate Sirine pravokutnika. lako se naizgled
¢ini da je ovaj sluc¢aj samo poopcenje prethodnoga, to nije tako: naime, ovdje nema smisla
usporedivati korigirane apsolutne frekvencije jer pravokutnici nemaju jednaku Sirinu. Drugim
rijeima, ne vrijedi pravilo da najveca korigirana apsolutna frekvencija odgovara razredu koji
ima najvecu apsolutnu frekvenciju. Stoga oprez: jedino S$to moZemo napraviti jest
usporedivati povrSine pravokutnika, a to ve¢ zahtijeva to¢no "oCitanje" duljina stranica
svakoga pravokutnika, $to uz nedovoljno "gusto" mjerilo na koordinatnim osima ne mora biti
moguce izvesti.
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NajsloZeniji je slucaj kad su podaci grupirani u nominalne razrede (Sto se opc¢enito dogada
kod diskretnih obiljezja) ili ako je barem jedan od razreda otvoren. Da bismo dobili
histogram, nominalne razrede najprije moramo pretvoriti u praveso, definirati nedostajuce
donje ili gornje granice, pa potom primijeniti postupak ili iz prvoga ili iz drugoga opisanoga
sluc¢aja. Niti u ovom sluc¢aju nema smisla usporedivati korigirane apsolutne frekvencije jer
pravokutnici opéenito ne moraju imati jednaku Sirinu.

U nastavku ¢emo dati nekoliko primjera histograma dobivenih pomoc¢u MS Excela, te ukazati
na posebnosti izradbe histograma pomoc¢u ovoga programa.

Primjer 9. Primjer histograma (pravi razredi jednakih $irina):
Pretpostavimo da smo brojeve bodova na 1. kolokviju iz kolegija Osnove racunovodstva

odrzanom 22.11.2007. koje su postigli studenti 1. godine stru¢noga studija racunovodstva i
financija Visoke Skole za financijski menadZzment u Klokocevcu grupirali u sljedece razrede:

broj broj
bodova studenata
0-10 15
10-20 14
20-30 20
30-40 17
40-50 7

Odmah vidimo da svaki razred ima Sirinu 10, Sto znaci da je rijeC o pravim razredima
jednakih Sirina. Izracunajmo korigirane apsolutne frekvencije podijeliv§i svaku pojedinu
apsolutnu frekvenciju s 10:

broj korigirana
bodova | apsolutna
frekvencija
0-10 1,5
10-20 1,4
20-30 2
30-40 1,7
40-50 0,7

Tako histogram u ovom primjeru izgleda ovako:

%% Vidjeti Primjer 5. u tocki 2.3.2.
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Razdioba studenata Visoke skole za financijski menadimentu
Klokodeveu prema broju bodova na 1. kolokvijuiz Osnova
racunovodstva odrianom 22.11.20(7.

Korigirana apsolutna frekventija

0-10 10-20 20-30 30-40 40-50

Broj bodova

Uocimo odmah da natpis podataka na osi y nije Broj studenata (kao u slu¢aju jednostavnih
stupaca), nego Korigirana apsolutna frekvencija. Istaknimo jo$ jednom da je broj studenata,
odnosno apsolutna frekvencija pojedinoga razreda jednaka povrsini tom razredu
odgovaraju¢ega pravokutnika, pa nema nikakvoga smisla podatke na osi frekvencija nazvati
apsolutne frekvencije (to bi znalilo da je 1.5 studenata na kolokviju ostvarilo najvise 10
bodova, $to je besmisleno). lako mjerilo na osi frekvencija nije dovoljno precizno za izraun
apsolutnih frekvencija svakoga pojedinoga razreda, ipak mozemo zakljuciti da je najvise

studenata (njih ukupno 2 - 10 = 20) na kolokviju ostvarilo izmedu 20 i 30 bodova, a najmanje

studenata ostvarilo je izmedu 40 i 50 bodova, $to se potpuno slaZe s podacima iz originalne
tablice.

Primjer 10. Primjer histograma (pravi razredi razlicitih Sirina):
Pretpostavimo da smo brojeve bodova na 1. kolokviju iz kolegija Osnove informatike

odrzanom 03.12.2007. koje su postigli studenti 1. godine stru¢noga studija raCunovodstva i
financija Visoke Skole za financijski menadzment u Klokoc¢evcu grupirali u sljedece razrede:

broj bodova | broj studenata
0-20 10
20-25 16
25-30 18
30-35 22
35-45 7
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Tako je rije¢ o pravim razredima, oni nisu jednakih 3irina. Sirina prvoga razreda jednaka je 20,
Sirine triju srednjih razreda jednake su 5, dok je Sirina posljednjega razreda jednaka 10.
Racunamo korigirane apsolutne frekvencije:

broj korigirana
bodova | apsolutna frekvencija
0-20 0.5
20-25 3.2
25-30 3.6
30-35 4.4
35-45 0.7

pa pripadni histogram izgleda ovako:

Razdioba studenata Visoke skole za financijski menadimentu
Klokodeveu prema braju bodova na 1. kalokvijuiz Qsnova
informatike odriznom 03.12.2007.

:% 3
E 35
w 3
=
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0-20 20-325 25-30 30-35 35-43
Broj bodova

Uoc¢imo odmah da usporedba korigiranih apsolutnih frekvencija ovdje navodi na pogreSan
zaklju¢ak da je najmanje studenata na kolokviju ostvarilo najvise 20 bodova. Zbog
nedovoljno preciznoga mjerila ovdje ne moZzemo to€no ocitati korigirane frekvencije, pa je
jedan od zakljucaka koji moZemo izvesti na temelju ovoga grafikona npr. da je medu svim
studentima koji su na kolokviju postigli izmedu 20 i 35 bodova najvise onih koji su postigli
izmedu 30 i 35 bodova. (Usporedivali smo razrede istih Sirina za koje vrijedi pravilo da razred
s najvecom apsolutnom frekvencijom ima najvecu korigiranu frekvenciju.)

Primjer 11. Primjer histograma (pravi razredi razlicitih Sirina):
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1z sljedecega histograma

Razdiokastudenata strucnog studija trgovinskoga poslovanja
Veleudilistau Macincu prema broju bodova na 1. kelelvijuiz
Osnovapoduzetnistva odrianom 07.12.2007.
1.3
1.z
143
1z
L
0,3
0,3
04
0,2
]

Korigirana zpsolutna frekvencija

0-20 20-30 30-35 35-50 50-8D

Broj bodova

usporedbom korigiranih apsolutnih frekvencija zakljuCujemo da je najviSe promatranih
studenata na kolokviju ostvarilo izmedu 30 i 35 bodova, a najmanje studenata izmedu 50 i 80
bodova. Cinjeni¢no stanje, medutim, potpuno je drugacije jer je gornji histogram dobiven iz
sljedece tablice:

broj bodova | broj studenata
0-20 24
20-30 11
30-35 9
35-50 16
50-80 30

Iako se ovdje prirodno namece zakljuCak da je uvijek najbolje grupirati podatke u razrede
jednakih Sirina jer je tada usporedba najlaksSa, takav pristup opcenito nije uvijek primjeren, a
narocito ne u slucaju izrazito asimetri¢nih razdioba. Detalje ovdje izostavljamo.

Primjer 12. Primjer histograma (nepravi razredi razlicitih Sirina):
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Zadana je razdioba rastavljenih brakova prema navrSenim godinama Zivota supruge u
Kraljevini Dajdamdas 2006. godine:

navrsene do23 | 24-32|33-39|40-44|45-49 | 50-59 | 601i vise
godine Zivota
broj brakova | 107 374 475 456 372 212 182

izvor: Statisticki ljetopis Kraljevine Dajdamdas za 2006. godinu

Odmah uoc¢imo da su prvi i posljednji razred otvoreni, tj. prvi razred nema definiranu donju, a
posljednji razred gornju granicu. Procjena tih granica ovisi o svakom slu¢aju posebno. Ovdje
¢emo pretpostaviti da je donja granica prvoga razreda 16, a gornja granica posljednjega
razreda 80 godina. Tako dobivamo tablicu:

navrsene 16-23 | 24-32|33-39|40-44|45-49 | 50-59 | 60-80
godine Zivota
broj brakova 107 374 475 456 372 212 182

Razmaci izmedu donje granice svakoga razreda (osim prvoga) i gornje granice tom razredu
neposredno prethodnoga razreda su jednaki i iznose 1. Stoga nominalne granice pretvaramo u
prave tako da svaku donju granicu smanjimo za polovicu razmaka, tj. za 0.5, a svaku gornju
uvecamo za polovicu razmaka (opet za 0.5). Tako dobivamo sljedecu tablicu:

godine Zivota

15.5-23.5

23.5-325

32.5-395

39.5-44.5

44.5-49.5

49.5-59.5

59.5-80.5

broj brakova

107

374

475

456

372

212

182

Dalje postupamo kao i u prethodnom primjeru. Razredi nemaju jednake S$irine, pa je potrebno
izracunati korigirane apsolutne frekvencije za svaki pojedini razred. Dobivamo:

godine Zivota 15.5-23.5 | 23.5-32.5 | 325-39.5 | 39.5-445 | 445-49.5 | 49.5-59.5 59.5-280.5
korigirana apsolutna 13.375 41.555556 67.85714 91.2 74.4 21.2 8.666666667
frekvencija
pa je odgovarajuéi histogram
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Razdioba rastavljenih brakova prema dobi supruge u Kraljevini
Dajdamdas 2006. godine

100 A

Kaotigirana apsolutna frekven:zija

155-235 235-325 325-395 395-445 445-455 435-5595 5595305

Godine iivota

Primijetimo ponovno da razred s najve¢om/najmanjom apsolutnom frekvencijom nema
najvecu/najmanju korigiranu apsolutnu frekvenciju, pa bismo samo na temelju grafikona
mogli donijeti pogreSan zakljuCak o najce$¢oj dobi supruge. Za vjeZzbu navedite najmanje
jedan focan zakljucak koji moZemo izvesti na temelju gornjega grafikona.

2.5.3. Linijski grafikoni

Linijski grafikoni pripadaju u tipove grafikona naroCito pogodne za graficki prikaz
vremenskih nizova, poligona frekvencija i kumulante odredene razdiobe (najceS¢e prema
nekom kvantitativnom obiljeZju), te za usporedbu najmanje dvaju nizova kvantitativnih
podataka. Po jednim primjerom ilustrirat ¢emo svaku pojedinu podvrstu linijskih grafikona.

Primjer 13. Primjer linijskoga grafikona — graficki prikaz vremenskoga niza®'

1 . . . e, .. ..
3! Osnovama analize vremenskih nizova detaljnije éemo se baviti kasnije.
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Srednji devizni tecaj eura Hrvatske narodne banke u 2007. godini (stanje potkraj mjeseca)

Kretanjesrednjega deviznoga tedaja eura Hrvatske narodne banke u
2007. godini

N ENIVAN
Vo

- \ AN
\V

T.280000

ken €

sijedanj veljada ciujak travanj svibanj lipanj srpan kolovoz rujan |stopad studeni prosinac

mjesec

Medusobno spojene su tocke A = (sijecanj, 7.3734) i B = (veljaca, 7.345292), B = (veljaca,
7.345292) i C = (oZujak, 7.382466) itd. Iz grafikona moZemo zakljuciti da je najniZi srednji
devizni tecaj eura bio potkraj mjeseca rujna, a najvisi potkraj mjeseca ozujka, te da je tijekom
godine srednji devizni teCaj pokazivao tendenciju rasta u razdobljima veljaca — oZujak, srpanj
— kolovoz, rujan — listopad i studeni — prosinac, dok je u ostalim vremenskim razdobljima
tecaj pokazivao tendenciju pada.

Primjer 14. Primjer linijskoga grafikona — usporedba dvaju vremenskih nizova

Na sljede¢em grafikonu prikazana je graficka usporedba srednjih deviznih tecajeva dviju
inozemnih valuta (euro i ameriCki dolar) Hrvatske narodne banke tijekom 2007. godine
(stanje potkraj razdoblja). Radi lakSe usporedbe vrijednosti za pojedini mjesec, odgovarajuce
su tocke spojene okomitom spojnicom. Iz grafikona zaklju¢ujemo da je te¢aj americkoga
dolara gotovo tijekom cijele godine pokazivao tendenciju pada i bio bitno nestabilniji od
tecaja eura.”

%% Nestabilnost te¢aja dolara u odnosu na te¢aj eura bila bi jo§ izraZenija kad bi se mjerilo na okomitoj osi
sljedecega grafikona podudaralo s mjerilom na okomitoj osi gornjega grafikona.
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Usporedni prikaz kretanja srednjih deviznih tedajeva eura i americkoga dolara
Hrvatske narodne banke u 2007. godini

7400000 e s —
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srednji devizni tetaj (kn)

sijecan] veljata oZujak travanj sviban] lipanj srpanj kolovez rujan listopad studeniprosinac

Mjesec

Poseban primjer linijskoga grafikona je poligon™ frekvencija. Rijec je o linijskom grafikonu
namijenjenu grafickom prikazu razdiobe razlicitih vrsta frekvencija (dakle, rijec je o linijskom
analogonu histograma). Ukoliko modaliteti kvantitativnoga obiljeZja nisu grupirani u razrede,
poligon frekvencija dobiva se spajanjem tocaka koje predstavljaju uredeni par modaliteta i
njegove apsolutne frekvencije. Ukoliko su ti modaliteti grupirani u razrede, poligon
frekvencija dobiva se tako da se, sukladno redoslijedu razreda na osi apscisa, spoje tocke koje
predstavljaju uredeni par razredne sredine i apsolutne ili korigirane apsolutne frekvencije
doti¢noga razreda. Oblik poligona frekvencija ukazuje na nacin rasporeda podataka, a razlike
ordinata (tj. drugih koordinata) tocaka o razlikama frekventiranosti oblika obiljeZja.

Primjer 15. Primjer poligona frekvencija (kvantitativno obiljeZje s negrupiranim
modalitetima)

Razdioba svih obitelji u selu Bakoviéevo prema broju
djece {stanje dana 15.03.2008.)

%10 ‘/ \
gs - / \\‘
_—

=

Broj djece

3 Prema strogoj matematitkoj definiciji, poligon frekvencija je zapravo otvorena poligonalna crta. Da bi se
dobio zatvoreni poligon, treba spojiti prvu i posljednju ucrtanu to¢ku. Iako matematicki netoCan, naziv poligon
(mnogokut) zadrZao se kao dio uobicajenoga statisticCkoga nazivlja.
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Prikazani grafikon predstavlja svojevrstan linijski analogon jednostavnih (ili poloZenih)
stupaca. Budu¢i da ne moZzemo to¢no ocitati apsolutnu frekvenciju svakoga modaliteta,
moZemo zakljuciti npr. da najviSe obitelji ima dvoje djece, a najmanje obitelji ima sedmero
djece. Razlike u frekventiranosti nisu odve¢ znacajne jer krivulja nije zamjetno "izbo¢ena".

Primjer 16. Primjer poligona frekvencija (kvantitativno obiljeZje s modalitetima grupiranim u
razrede s nominalnim granicama)

ZAPOSLENOST | PLACGE /| EMPLOYMENT AND EARNING S

STOPE AKTIVHOSTI PREM A STAROSTI U 20067
ACTIVITY RATES, BY AGE, 2006

=
100

J 7

N N
LA ~

¥ Sy

T T T T T T T T jte-
159 203 2539 234 3538 4044 4545 G054 5556 G064 65
—  Eme — rudkami
[T P

T Ankata o dnoj snai, L poluga dish 20 06

) Stopa akthnost st po sotrd ik akthnog shancwni Sva (radng SNage | U nadna Sposch nom stancn B
#) L abaur Fare Sarvay, #af hatdyaar of 7008

2) Ay 10 PO PN i @500 TTONA @3 4 parcan g e of i woring age popa iRion.

Bnna | mutlon u Hratsko) J00T. o0 and Mg Gosla

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, predavac 57



TVZ

K . e
POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

ELEKTROTEHNICKI ODJEL

Poslovna statistika

Na gornjoj su slici prikazana dva poligona relativnih frekvencija koja predoCuju stope
aktivnosti pojedinih dobnih razreda, i to posebno za Zene, a posebno za muskarce. Ovaj je
grafikon zapravo svojerstan linijski analogon strukturnih stupaca. Iz njega, primjerice,
moZzemo ocitati da za oba spola nominalni razred [30, 34] ima najvecu stopu aktivnosti (tj.
postotni udio radne snage u odnosu na radno sposobno stanovni$tvo je najveci za promatrani

razred), a otvoreni razred [65, +e0) najmanju stopu aktivnosti. PokuSajte navesti jo§ neke
zakljucke koji se mogu izvesti iz navedenoga grafikona.

Primjer 17. Primjer poligona frekvencija (kvantitativno obiljeZje €iji su modaliteti grupirani
u prave razrede)

Razdioba svih zaposlenika tvrtke "Brodolomd.d."” izBibinja
na dan 15.03.2008. prema iznosu prosjeéne mjeseéne plaée

3 =
15 !f \
s/ =

i LO00 2000 3000 4200 S000 &000 FOOO0 O S000 9000 1000011000

Broj zaposlenika

Prozjeéna mjescéna plaéa [kn]

Razredi u koje su grupirani iznosi prosjeéne mjese¢ne place su (1000, 2000], (2000, 3000],
(3000, 4000] itd., a odgovarajuce razredne sredine su 1500, 2500, 3500 itd. Da se (zajedno osi

apscisa) dobije zatvorena poligonalna crta, "umjetno” su dodani razredi (0, 1000] i (10000,

11000] cija je apsolutna frekvencija 0. MoZemo zakljuciti da najviSe zaposlenika promatrane
tvrtke ima placu izmedu 1.000,00 i 2.000,00 kn, a najmanje izmedu 9.000,00 i 10.000,00 kn.
Uocimo da bi najprimjereniji povrSinski analogon prikazanoga linijskoga grafikona bio
Paretov dijagram (apsolutne frekvencije su poredane od najvece do najmanje) iako bi se
promatrana razdioba mogla prikazati i histogramom.

Kumulativni niz apsolutnih (ili relativnih) frekvencija "manje od" uobicajeno se graficki
prikazuje linijskim grafikonom tzv. kumulantom. Prakti¢no crtanje kumulante u pravokutnom
koordinatnom sustavu u ravnini ovisi o tipu obiljezja (diskretno ili kontinuirano), a mi ¢emo
ga ilustrirati na razdiobi iz Primjera 16.
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Primjer 18. Primjer kumulante (kvantitativno obiljeZje ¢iji su modaliteti grupirani u prave
razrede)

Kumulanta presjeénih mjeseénih plaéasvih zaposlenika
tvrtke "Brodolom d.d." na dan 15.03.2008.

120

10 .. /————

Kumulativia apsolutna frekvencija
@ =

Prosjeéna mjeseina placa [kn]

Kumulanta se crta tako da se donjoj granici prvoga razreda (u naSem je slucaju to 1000)
pridruzi frekvencija O (na taj smo nacin dobili to¢ku (1000, 0)). Potom se svakoj od gornjih
granica razreda (to su 2000, 3000, 4000, ..., 10000) pridruzi odgovaraju¢a kumulativna
apsolutna frekvencija "manje od", te se sve tako dobivene toke spoje glatkom™ krivuljom.
Napomenimo da se, iako teorijski ima smisla, kumulanta niza "ve¢e od" u praksi vrlo rijetko
koristi, pa je iz tih razloga ovdje i ne navodimo.

2.5.4. Ostale vrste grafikona

Budu¢i da ¢emo se u ovom kolegiju susretati iskljuc¢ivo s povrSinskim i linijskim grafikonima,
ostale vrste grafikona dajemo samo pregledno bez detaljnijih opisa i analiza.

Primjer 19. Primjer fockastoga grafikona — dijagram tocaka (razdioba statistickoga skupa
prema jednom obiljeZju)

% U matematici se pod pojmom glatka krivulja podrazumijeva graf bilo koje neprekidno diferencijabilne

funkcije. Grubo govoredi, rije¢ je o grafu koji ne sadrZi niti jedan "Siljak". Primjer grafa koji sadrZi "Siljke" je
bilo koji poligon frekvencija.
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Dotplot of Random Values
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Iznad svakoga pojedinoga modaliteta broj toCaka oznaCava odgovaraju¢u apsolutnu
frekvenciju. Ovdje prikazani dijagram toCaka oznaCava razdiobu rezultata ukupno 50
slu¢ajnih pokusa® izbor jedne dekadske znamenke, a iz njega je lako oéitati mod dobivenoga
statistickoga niza, tj. najéeS¢u znamenku koja se pojavila kao rezultat slucajnoga pokusa. U
promatranom sluéaju imamo dvije takve znamenke: 7 i 9.°°

Primjer 20. Primjer fockastoga grafikona — dijagram tocaka (razdioba statistickoga skupa
prema trima obiljeZjima)

%3 Slucajni pokus je jedan od osnovnih pojmova teorije vjerojatnosti, a time i matematicke statistike.

%% Razdiobu u kojoj imamo to¢no dvije naj¢eS¢e vrijednosti nazivamo bimodalna razdioba. lako ovaj primjer to
ne daje naslutiti, zakon velikih brojeva (jedan od najznacajnijih poucaka teorije vjerojatnosti) tvrdi da ¢e u
slucaju vrlo velikoga broja provedenih slucajnih pokusa (pod istim uvjetima) dobivene apsolutne frekvencije
znamenaka biti priblizno jednake, tj. u dobivenom statistickom nizu svaka od znamenaka pojavit ¢e se
(priblizno) jednako cesto.
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Na istom grafikonu prikazana je podjela svog radno aktivnog stanovnistva odredene regije
prema trima obiljeZjima: vrsta posla kojim se bave, prosje¢na placa i prosje¢an broj tjednih
radnih sati. Uo¢imo da dva kvantitativna obiljeZja nemaju istu mjernu jedinicu, no, ta se
¢injenica kod tockastih grafikona moze zanemariti (kod povrSinskih i linijskih se ta ¢injenica
ne smije zanemariti). Iz prikazanoga grafikona se moZe zakljuciti da su menadZeri najbolje
placeni, ali i da najviSe rade, dok su tezaci najslabije placeni za svoj rad unato¢ vecem broju
tjednih radnih sati. Takoder, moZe se zakljuciti da je varijabilitet prosjecnih pla¢a manji od
varijabiliteta prosjecnih tjednih radnih sati, tj. promatrano stanovniS§tvo se viSe razlikuje
prema tjednom radnom vremenu, nego prema prosjeénim placama.”’

Primjer 21. Primjer tockastoga grafikona — dijagram rasipanja (dijagram rasprSenja, oblak
rasprsenja)

Ovisnost mjeseénoga dieparca o tjelesnoj masi (uzorak:
N =10 ulenika 0.5. "Ljudevit Krokanié¢" iz Mrilog Polja)

1000 +

@
4

Mjesecni dieparac [+]
*

Tialasna masa [kg]

%7 Navedena usporedba varijabiliteta obi¢no se utvrduje na temelju koeficijenata varijacije o kojima éemo vise
re¢i u 4. poglavlju.
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O dijagramu rasipanja viSe ¢emo govoriti u poglavlju 4. Ovdje istaknimo samo da se ovakva
vrsta grafikona uobiCajeno koristi prigodom utvrdivanja korelacije dvaju kvantitativnih
obiljeZja, tj. prigodom ispitivanja postoji li statisticki znacajna veza medu promatranim
kvantitativnim obiljeZjima (definiranih na istom statistickom skupu, odnosno uzorku toga
skupa). Tocke se ne spajaju nikakvim krivuljama, nego se iz njihova poloZaja i oblika
tocastoga grafikona nastoje izvu¢i zakljucci o jacini i smjeru veze medu promatranim
obiljeZjima. Ovdje se ve¢ na prvi pogled zbog "rasprSenosti" to¢aka po grafikonu moze
naslutiti da na promatranom uzorku ne postoji statistiCki znaCajna veza izmedu iznosa
mjesecnoga dZeparca ucenika i njihove tjelesne mase.

Primjer 22. Primjer dijagrama tocaka — struktura sadasnjega saziva Hrvatskoga sabora

153 | ZASTUPNIKA

Primjer 23. Primjer kartograma’® — statisticka karta

%% Najpoznatiji tipovi kartograma su piktogram i statisticka karta, no, oni se koriste isklju¢ivo u zemljopisu za
graficki prikaz nominalnih prostornih obiljeZja, pa detalje ovdje izostavljamo.
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REPUBLIKA HRVATSKA - DRZAVNI ZAVOD ZA STATISTIKU / REPUBLIC OF CROATIA - CENTRAL BUREAU OF STATISTICS
Sadris [ Contmen

PROSJECNA STARCST STANOVNIBTVA PO 2UPANIJAMA U 2000,
AVERAGE AGE OF POPULATION, BY GIONINTIES, 2006
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3. OSNOVNE KARAKTERISTIKE
NUMERICKIH NIZOVA

3.1. Srednje vrijednosti numerickih nizova

U praksi se vrlo Cesto javlja problem kvalitetnoga reprezentiranja velikih nizova podataka
kvalitativnih ili kvantitativnih obiljeZja vezanih za relativno velike statisticke skupove (npr.
cjelokupno stanovniStvo nekoga grada/Zupanije/drzave). I dok je u slucaju kvalitativnih
obiljeZja najbolji moguci rezultat tablicni ili graficki prikaz podataka, za kvantitativna se
obiljeZja uvode posebni numericki pokazatelji, i to su tzv. srednje vrijednosti.

Srednja vrijednost’’ je opcenito neka realna konstanta ¢iji je cilj na Sto reprezentativniji nacin
predociti niz varijabilnih podataka numeri¢kog niza. U pravilu je rije¢ o vrijednosti oko koje
se "gomila" ve¢ina podataka numerickog niza, pa se zato naziva i mjera sredisnje (centralne)
tendencije. Sto je vise podataka "nagomilano" oko pojedine srednje vrijednosti, njezina ¢e
reprezentativnost biti bolja.

% U svakodnevnom se Zivotu pojam srednje vrijednosti vrlo Cesto pogreSno zamjenjuje s pojmom prosjeka,
odnosno prosjecne vrijednosti. Pod pojmom prosjek zapravo se podrazumijeva aritmeticka sredina.
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Osnovne vrste srednjih vrijednosti su aritmeticka sredina, geometrijska sredina, harmonijska
sredina, medijan 1 mod. Vrlo je vaZno istaknuti da je primjena svake pojedine vrste srednje
vrijednosti odredena karakterom (svojstvima) promatranoga kvantitativnoga obiljeZja, pa ne
postoji "univerzalna" srednja vrijednost koja ¢e dovoljno reprezentativno opisati bilo koji
numericki niz podataka. U praksi se ovo pravilo €esto vrlo neopravdano zanemaruje, pa se za
spomenutu "univerzalnu" srednju vrijednost, zbog relativno jednostavnoga nacina izraCuna,
uzima aritmeticka sredina. Takav je pristup potpuno pogreSan jer, kako ¢emo vidjeti, postoje
brojni primjeri numerickih nizova takvi da aritmeticka sredina nije dovoljno dobar
reprezentant svakoga od tih nizova.”’

U izraCunu pojedine srednje vrijednosti mogu se pojaviti svi ¢lanovi numeri¢koga niza ili
samo dio tih ¢lanova. Sukladno tome, srednje vrijednosti dijelimo na potpune i poloZajne
srednje vrijednosti.

U potpune srednje vrijednosti ubrajamo aritmeticku sredinu, geometrijsku sredinu i
harmonijsku sredinu. U izracunu tih vrijednosti koriste se svi elementi numerickoga niza. U
poloZajne srednje vrijednosti ubrajamo medijan i mod. Njihova je vrijednost odredena
poloZajem unutar numerickog niza, pa u njihovu izraCunu ne sudjeluju svi elementi
numerickoga niza.

Zakljuéno uvodno istaknimo da svaku od navedenih srednjih vrijednosti moZemo racunati iz
negrupiranih ("sirovih") i grupiranih podataka. Zajednicka karakteristika svih takvih izraCuna
jest da su vrijednosti dobivene izratunom iz grupiranih podataka nepreciznije od vrijednosti
dobivenih izraunom iz negrupiranih podataka, narocito ako su podaci grupirani u razrede
relativno velikih Sirina.

3.1.1. Aritmeticka sredina

Aritmeticka_sredina (oznake: X, x, E(x)) je najraSirenija i naj¢ei¢e koriStena srednja
vrijednost, a prili€no je upitno proglasavati je i najvaZnijom srednjom vrijednoscu.
Definiramo 1i fotal kao zbroj svih elemenata konacnoga® numeri¢koga niza, onda se
aritmeticka sredina definira kao jednaki dio totala po jednom elementu niza. To prakti¢no

% Jedan tipi¢an primjer takvoga niza je niz mjese¢nih plaéa svih zaposlenika na (ne)odredeno vrijeme u na3oj
zemlji.

ol Ovdje namjerno naglasavamo rije¢ konacan jer se u matematici niz (u bilo kojem skupu §) definira kao
funkcija sa skupa prirodnih brojeva N u skup S. Sukladno tome, niz moze biti konacan (ako je prirodno podrucje
definicije odgovarajuce funkcije konacan podskup skupa N) i beskonacan (ako je prirodno podrucje definicije
odgovarajuce funkcije cijeli skup N). U deskriptivnoj se statistici promatraju iskljuc¢ivo konac¢ni nizovi, dok se
beskonacni nizovi promatraju u matematickoj statistici.

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, predavac 64



TVZ

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

ELEKTROTEHNICKI ODJEL

Poslovna statistika

znaci da se aritmeticka sredina dobije tako da se total podijeli s ukupnim brojem elemenata
numeric¢koga niza.

Postoji nekoliko razli¢itih vrsta aritmetickih sredina. Najpoznatija i1 najraSirenija je
jednostavna aritmeticka sredina. Za njezino je izraCunavanje potrebno zadati konacan niz

negrupiranih numerickih podataka x;, x», ..., x,. Tada se jednostavna aritmeti¢ka sredina
ra¢una pomoc¢u formule:

X,

4
goT _ntntoty,
n n

Primjer 1. Zadan je numericki niz Smiljkovih mjese¢nih neto—plac¢a (iskazanih u kn) u
prosloj (2007.) godini:

1.810,25; 1.810,25; 1.810.25; 1.850,5; 1.850,5; 1.850,5; 1.862,4; 1.862,4; 1.862,4; 1.875,8;
1.875,8; 1.875,8

IzraCunajmo Smiljkovu prosjecnu mjesecnu neto-placu u prosloj godini:

T = 1.810,25 +1.810,25 + 1.810.25 + 1.850,5 + 1.850,5 + 1.850,5 + 1.862,4 + 1.862,4 + 1.862,4

12
N 1.875,8 + 1.875,8 + 1.875,8

2 =1.849,7375=1.849,74

Dakle, Smiljkova prosjecna mjesecna neto—plac¢a u prosloj (2007.) godini iznosi pribliZzno
1.849,74 kn. Uporabljuju¢i ovakvu re¢enicu mi niz od ukupno 12 numerickih vrijednosti
zamjenjujemo jednom jedinom vrijednoscéu: 1.849,74 kn. Stoga se prirodno postavlja pitanje
"uspjes$nosti" takve zamjene, odnosno, preciznije, opisuje li dobivena vrijednost dovoljno
dobro niz podataka kojega zamjenjuje. Odgovor ¢emo moci djelomi¢no dati nakon
iskazivanja opcih svojstava bilo koje aritmeticke sredine, a potpuno nakon definiranja mjera
rasprienja (disperzije) u sljedecem poglavlju.

Ukoliko se aritmeticka sredina racuna iz grupiranih podataka, govorimo o vaganoj ili
ponderiranoj aritmetickoj sredini. Pri izraCunu vagane aritmeticke sredine razlikujemo
slucajeve kad modaliteti kvantitativnoga obiljeZja nisu grupirani u razrede i kad su modaliteti
kvantitativnoga obiljeZja grupirani u razrede.

U prvom slucaju zapravo se radi o "skrivenoj" jednostavnoj aritmetickoj sredini jer grupiranje
podataka isklju¢ivo prema modalitetima nije niSta drugo nego "skraceni" (tablicni) zapis
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numerickoga niza. Formalno, ako su xj, x», ..., xx medusobno razliciti modaliteti
kvantitativnoga obiljeZja, a fi, f>, ..., fr njima odgovarajuée apsolutne frekvencije, onda se

vagana aritmeti¢ka sredina raCuna pomocu izraza

k
fix,
%= S+ Hx, o+ fixe ;‘

fi+fotatf, Z":f

Cesto se kaZe da u izrazima ovoga oblika apsolutne frekvencije imaju ulogu pondera ili teZine
pojedinoga modaliteta, pa otuda i naziv odgovarajuce aritmeticke sredine.

Primjer 2. Zadana je razdioba svih studenata 1. godine studija smjehologije na Visoj
uzaludnoj Skoli u Spickovini (akademska godina 2007/2008.) prema broju poloZenih
jednosemestralnih kolegija:

broj poloZenih jednosemestralnih kolegija | broj studenata
0 7
1 12
2 17
3 25
4 21
5 18
ukupno: 100

izvor: studentska sluzba ViSe uzaludne $kole u Spic¢kovini

Navedena tablica zapravo zamjenjuje niz od 100 numeri¢kih podataka koji se sastoji od 7
nula, 12 jedinica, 17 dvojki, 25 trojki, 21 Cetvorke i 18 petica. Budu¢i da nam je bitno laksSe
umjesto ukupno 99 operacija zbrajanja izvrSiti 6 operacija mnoZenja i 4 operacije zbrajanja,
prosjecan broj poloZenih jednosemestralnih ispita ra¢unamo kao vaganu aritmeticku sredinu:

6
2N 7.0412.1417-24253421-44185 295
6 100 100
o

X == =2.95.

i

i
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Dobiveni rezultat obi¢no interpretiramo ovako: Prosjecan broj poloZenih jednosemestralnih
kolegija po jednom studentu pribliZno iznosi 3.%2 Ovdje treba pripaziti i na red rije¢i u
recenici: prilog prosjecno uvijek dolazi neposredno ispred veli¢ine na koju se odnosi. Stoga je
pogresno reéi: Svi promatrani studenti prosjecno su poloZili 3 jednosemestralna kolegija ili
Prosjecan promatrani student poloZio je 3 jednosemestralna kolegija jer sintagma prosjecno
poloZiti obicno znaci poloZiti s ocjenom dobar(3), a sintagma prosjecan student obi¢no znaci
student Cciji je prosjek ocjena priblizno 3,00. Odmah primijetimo da je to¢no 3
jednosemestralna kolegija uistinu poloZilo tocno 25 studenata, a ne svih 100, pa je u ovakvim
slucajevima nuZno izracunati dodatne pokazatelje reprezentativnosti aritmeticke sredine.

Zadatak 1. a) Definirajte statisticki skup iz prethodnoga primjera pojmovno, prostorno i
vremenski, pa odredite njegov opseg i odgovarajuci osnovni skup.

b) Prema kojemu je obiljezZju podijeljen zadani statisticki skup? U koju grupu obiljezja
pripada i uz koju je skalu izraZavanja modaliteta vezano to obiljeZje? Objasnite svoje
odgovore.

Aritmeticka sredina moze se racunati i ukoliko su, umjesto, apsolutnih zadane odgovarajuce
("obi¢ne") relativne frekvencije. Radi jednostavnosti, pretpostavimo da su relativne
frekvencije iskazane u postotcima. Formalno, ako su xj, x5, ..., x; medusobno razliciti
modaliteti kvantitativnoga obiljezja, a pi, pa, ..., px njima odgovarajuce relativne frekvencije
iskazane u postotcimaéj, onda se vagana aritmeticka sredina racuna pomocu izraza

k
Y — _ 64
X=px+px,+.+px = Zpix,. .
i=1

[lustrirajmo primjenu ove formule na sljede¢em primjeru.

Primjer 3. Podaci o broju djece u svakoj obitelji iz mjesta Svinjarevci u veljaci 2008. godine
obradeni su i graficki prikazani strukturnim krugom.

%2 Strogo formalna interpretacija, sukladno definiciji aritmeticke sredine, glasi: Svaki od promatranih studenata
poloZio je prosjecno 3 jednosemestralna kolegija. No, u interpretacijama se obi¢no primjenjuje zamjena izraza
"svaki element nekoga skupa X ima svojstvo S" izrazom "svi elementi skupa X imaju svojstvo S".

% Relativne frekvencije py, ..., pr ovdje su razlomci s nazivnikom 100, ali mogu biti iskazane i kao proporcije
(decimalni zapisi omjera apsolutne frekvencije modaliteta i totala).

% Citatelji upoznati s osnovama diskretne teorije vjerojatnosti odmah ¢e uoéiti da je navedeni izraz zapravo
definicija matematickoga ocekivanja diskretne sluCajne varijable koja poprima vrijednosti xy, xa, ..., X,.
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Struktura svih obitelji mjesta Svinjarevei u veljadi 2008.

prema broju djece

mo
ml
m2
m3
m4
ms5

]

28%

Na temelju navedenih podataka mozemo izracunati prosjecan broj djece po jednoj obitelji iz
promatranoga mjesta:

7
X_,Z:l:pfx" _16-0+18:1+428-2423-349-4+4-5+2:6 _211 _
100 100 100

Dobiveni rezultat mozemo objasniti ovako: Prosjecan broj djece po jednoj (promatranoj)
obitelji jednak je 2. Opet treba pripaziti i na red rijeCi u reCenici jer je pogresno re¢i npr.
Prosjecna (promatrana) obitelj ima dvoje djece (kako to Cesto ¢ine u javnim medijimal).

Zadatak 2. a) Definirajte statisticki skup u prethodnom primjeru pojmovno, prostorno i
vremenski, pa odredite pripadni osnovni skup.

b) Prema kojemu je obiljezZju podijeljen zadani statisticki skup? U koju grupu obiljezja
pripada i uz koju je skalu izraZavanja modaliteta vezano to obiljeZje? Objasnite svoje
odgovore.

Spomenimo jo§ da vagana aritmeticka sredina dobivena iz relativnih frekvencija teorijski
mora biti identicki jednaka jednostavnoj aritmetickoj sredini, ali da prakti¢no dolazi do vise-
manje zna¢ajnih odstupanja nastalih uslijed pribliznih izracuna relativnih frekvencija. Sto je
priblizni izracun relativnih frekvencija tocniji, spomenuto odstupanje bit ¢e manje, pa se u
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ovakvim slu¢ajevima preporucuje izracunavati relativne frekvencije na najmanje 5 decimalnih
mjesta.

U slu¢ajevima poput netom razmotrenih, dakle, jednostavna aritmetiCka sredina identicki
mora biti jednaka vaganoj aritmetickoj sredini. No, ukoliko podatke grupiramo u razrede,
dolazi do razlika koje, u pravilu, ovise o velicini (Sirini) pojedinih razreda, a ne o ukupnom
broju razreda. Objasnimo nastajanje tih razlika na konkretnom primjeru.

Primjer 4. Zadana je razdioba svih nezaposlenih drzavljana Republike Ljencarije u veljaci
2008. godine prema dobi

navrsene godine starosti | broj nezaposlenih [000]
15-24 25.2
25-49 75.8
50 - 64 19.2
> 65 0.6

izvor: mjesecno statisticko izvjeS¢e DrZavnoga zavoda za statistiku Republike Ljencarije, ozujak 2008.

Da bismo mogli izracunati aritmeticku sredinu i u ovom sluc¢aju, zadane nominalne granice
razreda trebamo pretvoriti u prave, te procijeniti gornju granicu posljednjega (otvorenoga)
razreda. Procijenit ¢emo da spomenuta gornja granica jednaka 70. U slucaju obiljezja
navrsene godine starosti prave granice se dobiju izjednacavanjem gornje granice prethodnoga
razreda s donjom granicom tekucega razreda :

navrsene godine starosti | broj nezaposlenih [000]
15 -25 25.2
25 -50 75.8
50 - 65 19.2
65 — (70) 0.6

Prigodom racunanja aritmeticke sredine iz podataka grupiranih u prave razrede, ulogu
ponderd (teZind) i dalje imaju apsolutne frekvencije, ali "uloge" modaliteta x, x5, ..., X
preuzimaju razredne sredine. ToCnije, za svaki pojedini razred trebamo izraCunati njegovu
razredu sredinu, pa dobivenoj vrijednosti kao ponder pridruZiti odgovarajujucu apsolutnu
frekvenciju. Upravo na ovom mjestu nastaju spomenute razlike izmedu jednostavne i vagane
aritmeticke sredine: razlic¢ite podatke grupirane u isti razred zamjenjujemo istim podatkom, tj.
razrednom sredinom. Konkretno, razredna sredina prvoga razreda je

15+25
Sl = > =

20,
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pa u daljnjem izra¢unu niz od 25 200 podataka iz prvoga razreda medu kojima sigurno ima
medusobno razli¢itih (jer inace grupiranje u razrede nema smisla) zamjenjujemo nizom od
25 200 medusobno jednakih podataka i svaki od tih novih podataka jednak je razrednoj
sredini prvoga razreda, tj. 20. Buduéi da takvu zamjenu ne provodimo kod izracuna
jednostavne aritmeticke sredine, nego pri njezinu izra¢unu rabimo originalne podatke, vagana
aritmeticka sredina izracunata iz podataka grupiranih u razrede je u pravilu loSiji reprezentant
promatranoga statistickoga skupa od jednostavne aritmeticke sredine.®

Izrac¢unom razrednih sredina dobivamo:

navrsene godine starosti | razredna sredina | broj nezaposlenih [000]
15-25 20 25.2
25 - 50 37.5 75.8
50 — 65 57.5 19.2
65 — (70) 67.5 0.6

. . oy . . v . . . 66
pa je vagana aritmeticka sredina izraCunata iz podataka grupiranih u razrede™:

4

_ X _25.2:20+75.8:37.5+19.2-57.5+0.6-67.5 _ 4491

i=1

2 25.2+75.8+19.2+0.6 120.8

S

=37.177

Dobiveni rezultat moZemo interpretirati ovako: Procijenjeni prosjek navrsenih godina starosti
promatranih drZavljana priblizno je jednak 37 (pogresno je reCi npr. Prosjecan nezaposleni
drZavljanin Republike Ljencarije ima navrsenih 37 godina ili neku sli¢nu "mudroliju™). Ovdje
obavezno moramo navesti rije¢ procijenjena jer smo navedeni rezultat dobili koristeci
procjenu gornje granice posljednjega razreda, te zamijenivsi originalne podatke razrednim
sredinama (u svakom od tih slucajeva smo napravili odredenu pogresku, pa ne moZemo
govoriti o stvarnoj, nego iskljucivo o procijenjenoj aritmetickoj sredini).

%5 Tznimka"koja potvrduje pravilo" su nizovi podataka s ekstremno velikim ili ekstremno malim vrijednostima.
Grupiranjem takvih nizova u razrede i zamjenom originalnih podataka razrednom sredinom moguce je znatno
smanjiti razliku izmedu pojedinih ekstremno velikih vrijednosti i ostalih vrijednosti skupa, a time i donekle
poboljsati reprezentativnost aritmeticke sredine.

% Prigodom izraduna aritmeti¢ke sredine "mjernu jedinicu" apsolutnih frekvencija (000) moZemo zanemariti, tj.
ne moramo rafunati s tisuéama. Razlog tome je Sto se ista jedinica pojavljuje i u brojniku i u nazivniku
odgovarajucega razlomka, pa prigodom dijeljenja dolazi do njezinoga kracenja.
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Zadatak 3. a) Definirajte statisticki skup iz prethodnoga primjera pojmovno, prostorno i
vremenski, pa odredite njegov opseg.

b) Prema kojemu je obiljeZju podijeljen zadani statisti¢ki skup? U koju grupu obiljezja
pripada i uz koju je skalu izraZavanja modaliteta vezano to obiljeZje? Objasnite svoje
odgovore.

¢) U koliko su razreda podijeljeni dobiveni podaci? Za svaki od njih odredite donju granicu,
gornju granicu i veli¢inu.

Za izraCunavanje aritmeticke sredine iz grupiranih podataka, umjesto apsolutnih, moZemo
koristiti i relativne frekvencije. Radi jednostavnosti pretpostavit ¢emo da su relativne
frekvencije ve¢ iskazane u postotcima. U takvom slucaju razredne sredine imaju ulogu
modaliteta, a relativne frekvencije ulogu pondera (teZina). Njihov je zbroj jednak 100, pa ¢e
se u nazivniku odgovarajucega razlomka naci broj 100. [lustrirajmo to primjerom.

Primjer 5. Zadana je struktura Zena — ovisnica o drogama lijeCenih u zdravstvenim
ustanovama u Republici Hrvatskoj tijekom 2005. godine prema navrSenim godinama starosti:

navrsene godine starosti | struktura [%]

<14 05
15-19 12.1
20 - 24 27.0
25 -29 25.8
30-34 14.4
35-39 18.0

> 40 2.2
ukupno: 100

izvor: "Zene i muskarci u Republici Hrvatskoj u 2007. godini®, Drzavni zavod za statistiku, 2008.

Procijenimo prosje¢nu navrSenu dob svih promatranih Zena. Kao donju granicu prvoga
razreda uzmimo 10, a kao gornju granicu posljednjega razreda uzmimo 60. Nominalne
granice pretvorimo u prave izjednacavanjem gornje granice prethodnoga razreda s donjom
granicom tekuc¢ega razreda:

navrsene godine starosti | struktura [%]
(10)-15 0.5
15-20 12.1
20-125 27.0
25 -30 25.8
30-35 14.4
35-40 18.0
40 — (60) 2.2
ukupno: 100
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Kako smo ve¢ istakli, u ovakvim slu€ajevima razredne sredine shvacamo kao modalitete, a
relativne frekvencije (iskazane u postotcima) kao pondere (teZine). Zbroj svih relativnih
frekvencija uvijek je jednak 100, pa prije izracuna procijenjene aritmeticke sredine najprije
moramo izra¢unati odgovarajuce razredne sredine (s;):

navrsene godine starosti | razredna sredina | struktura [%]
(10) — 15 12.5 0.5
15-20 17.5 12.1
20 - 25 22.5 27.0
25-30 27.5 25.8
30-35 32.5 14.4
35-40 37.5 18.0
40 - (60) 50 2.2
ukupno: 100

Procijenjena aritmeticka sredina izracunata iz grupiranih podataka je:

Z”" i 05-12.5412.1-17.5+27-22.5+25.8-27.5+14.4-32.5+18-37.5+2.2-50 _

100 100 B
2788
T 100

=27.88

Dobiveni rezultat moZemo interpretirati ovako: Procijenjena prosjecna dob svih promatranih
Zena je priblizno jednaka 28 godina (pogresno je npr. reéi: Prosjecna Zena — ovisnica o
drogama ima navrsenu dob od 28 godina i sl.).

Naposljetku, u praksi se Cesto javlja sluaj kad treba izracunati "prosjek prosjeka", ftj.
aritmeticku sredinu aritmetickih sredina. U takvim slucajevima treba poznavati apsolutne ili
relativne frekvencije odgovaraju¢ih modaliteta®’. Ulogu pondera (tezina) u ovom slucaju
imaju zadane aritmeticke sredine. Pokazimo to na primjeru:

Primjer 6. Zadani su podaci o ukupnom broju zaposlenih u Republici Hrvatskoj u podrucju
financijskoga posredovanja na dan 31.3.2006. i njihovim prosjeCnim mjesecnim neto—
placama u razdoblju od 01.01.2006. do 31.3.2006.

%7 Zadavanje navedenih vrijednosti je nuZan uvjet za izratun prosje¢ne vrijednosti svih podataka. Bez
poznavanja navedenih vrijednosti izracun aritmeticke sredine aritmetickih sredina je praktic¢ki besmislen.
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vrsta djelatnosti broj zaposlenih | prosjecna mjesecna
neto — placa [kn]

financijsko posredovanje
osim osiguranja i mirovinskih 25310 6.616,00
fondova
osiguranje i mirovinski fondovi 6 077 6.505,00
osim obveznoga osiguranja
pomoc¢ne djelatnosti u 1763 4.444,00
financijskom posredovanju
ukupno: 33 150

izvor: Statisti¢ki ljetopis Republike Hrvatske za 2006. godinu, DrZavni zavod za statistiku, Zagreb, 2007.

Procijenimo prosje¢nu mjeseénu neto—placu svih promatranih zaposlenika u navedenom
razdoblju. Trebamo, dakle, izraCunati aritmetiCku sredinu aritmetickih sredina neto—placa.
Brojevi zaposlenih su apsolutne frekvencije i one imaju uobicajenu ulogu pondera (teZine),
dok iznosi prosjeCnih neto—placa imaju ulogu modaliteta. Stoga je aritmetiCka sredina
aritmetickih sredina neto—placa jednaka

Zf" N 25310-6.616,00+6077-6.505,00+1763-4.444,00  214.816.617,00
if- 25310+ 6077 +1763 33150

= 6.480,14

Prema tome, procijenjena prosjecna mjesecna neto — placa svih promatranih zaposlenika u
navedenom razdoblju iznosi 6.480,14 kn. RijeC procijenjena ovdje navodimo zato jer ne
znamo metodologiju izracuna zadanih prosjecnih mjese¢nih neto—plac¢a: moguce je da su one
izraCunate iz originalnih podataka, ali je isto tako moguée da su izraCunate i iz podataka
grupiranih u razrede. Stoga je u interpretaciji primjereno Koristiti rije¢ procijenjena neovisno
o tome §to je moguce da je dobivena vrijednost ujedno i stvarna prosjeCna mjesecna neto-
placa promatranih zaposlenika.

Zadatak 4. a) Definirajte statisticki skup iz prethodnoga primjera pojmovno, prostorno i
vremenski, pa odredite njegov opseg.

b) Prema kojemu je obiljeZju podijeljen zadani statisti¢ki skup? U koju grupu obiljezja
pripada i uz koju je skalu izraZavanja modaliteta vezano to obiljeZje? Objasnite svoje
odgovore.

Primjer 7. (problem skolskih ocjena) Kako smo vec ranije istakli, Skolske ocjene su primjer

kvalitativnoga redosljednoga obiljeja i vezane su uz redosljednu skalu izrazavanja
modaliteta, pa se nad njima ne mogu provoditi osnovne racunske operacije. No, u praksi se u
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brojnim slucajevima odreduje prosjecna ocjena ili prosjek ocjena (kao zbroj svih ocjena
podijeljen s njihovim ukupnim brojem) iako ta veli¢ina, prema dosad iskazanoj statistickoj
teoriji, uop¢e nema smisla. U ¢emu se zapravo sastoji ovaj prividni paradoks?

Prigodom odredivanja (pogresno: racunanja!) prosjecne ocjene68 mi zapravo kodiramo svaku
pojedinu ocjenu, tj. svakoj ocjeni bijektivno pridruZzujemo to¢no jedan prirodan broj: ocjeni
"nedovoljan" pridruzujemo prirodan broj 1, ocjeni "dovoljan" prirodan broj 2, ocjeni "dobar"
prirodan broj 3, ocjeni "vrlo dobar" prirodan broj 4 i ocjeni "izvrstan" prirodan broj 5. Na taj
nacin kvalitativni niz ocjena bijektivno preslikavamo u numericki niz prirodnih brojeva, pa —
budu¢i da je na skupu prirodnih brojeva definirana operacija zbrajanja — moZemo racunati
aritmeticku sredinu dobivenoga numerickoga niza i zaokruZiti je na najbliZi prirodan broj.
Jedno od osnovnih svojstava aritmeticke sredine® je da se ona nalazi izmedu najmanje i
najvece vrijednosti u numerickom nizu, a to u ovom slucaju znaci da je rije¢ o jednom od
prirodnih brojeva izmedu 1 i 5. Dekodiranjem dobivenoga prirodnoga broja, tj. "ocitavanjem"
kojoj je ocjeni pridruzen taj prirodan broj, dobivamo spomenutu prosje¢nu ocjenu.

Opisani postupak kodiranja i dekodiranja je vrlo Cest u statistici, a primjenjuje se u
slucajevima kad je niz kvalitativnih podataka potrebno (dovoljno reprezentativno) opisati
tocno jednim podatkom. Alternativni nacini opisivanja takvih podataka u slucaju redosljednih
obiljeZja mogu biti i odredivanje moda ili medijana’®.

Na kraju ove tocke navodimo osnovna svojstva aritmeticke sredine koja uvelike mogu
koristiti pri gruboj procjeni71 je li izraCunata aritmeticka sredina dobar reprezentant
numerickoga niza.

Svojstvo 1. Svaka razdioba u kojoj su vrijednosti obiljezja pridruzene elementima skupa na
temelju intervalne ili omjerne skale ima aritmeti¢ku sredinu.

Svojstvo 2. (potpunost) Pri izraCunu aritmeticke sredine niza numerickih podataka
obuhvacene su sve vrijednosti numerickoga niza.

Svojstvo 3. (jedinstvenost) Svaki numericki niz ima focno jednu aritmeticku sredinu.

Svojstvo 4. Aritmeticka sredina moZe posluZiti za usporedbu dvaju ili viSe numerickih nizova
nastalih grupiranjem prema istom kvantitativnom obiljeZju.

Svojstvo 5. Aritmeticka sredina se uvijek nalazi izmedu najmanje (x;) i najvec¢e (Xmqy)
vrijednosti numerickoga niza, tj. vrijede nejednakosti:

o8 Napomenimo da se prosje¢na ocjena praktino ne racuna ukoliko je barem jedan element odgovarajucega
kvalitativnoga niza jednak "nedovoljan". To osobito znaju ucenici koji muc¢e muku s "ispravljanjem ocjena".

6 Vidjeti svojstvo 5. na sljedecoj stranici.

" Navedeni se nacini u $kolstvu ipak ne primjenjuju unato¢ Cinjenici da bi cjelokupna uceni¢ka populacija
nesumnjivo zdusno podrzala da zaklju¢na ocjena iz nekoga predmeta bude mod niza pozitivnih ocjena pojedinih
podrucja iz doti¢noga predmeta.

"I Statisticke pokazatelje "finijih" procjena reprezentativnosti aritmeti¢ke sredine navodimo u sljedecem
poglavlju.
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Xoin < X< Ximax-

Svojstvo 6. Aritmeticka je sredina jedina srednja vrijednost takva da je zbroj odstupanja svih
elemenata numerickoga niza od nje uvijek jednak nuli.”* To¢nije, vrijede sljedeée jednakosti:

D% -X)=0 D fi(x,-X)=0
il i=1
Svojstvo 7. (svojstvo minimuma zbroja kvadrata) Neka je xi, xa, ..., x; zadani numericki niz

n
podataka. Tada realna funkcija fix) = Z(xi —x)> poprima minimalnu vrijednost za x = X ,
i=1
tj. navedeni zbroj kvadrata poprima minimalnu Vrijednost73 kad je vrijednost varijable x
jednaka aritmetickoj sredini elemenata zadanoga niza.
Svojstvo 8. Aritmeticka sredina nije dobar reprezentant numerickoga niza ukoliko u
numerickom nizu postoje ekstremno male ili velike vrijednosti promatranoga kvantitativnoga
obiljezja. (Ovo se svojstvo vrlo neopravdano zanemaruje pri izraCunu prosjecne (mjesecne,
godisnje) place svih registriranih djelatnika neke zemlje.)
Svojstvo 9. Aritmeticka sredina izraCunata na temelju razdiobe frekvencija u kojoj su
modaliteti obiljeZja predstavljeni razredima wuvijek sadrzi pogresku budu¢i da izracunata
razredna sredina, koriStena za izracun vagane aritmeticke sredine, predstavlja samo pribliznu
zamjenu stvarne razredne sredine’* nekoga razreda.
Svojstvo 10. Problem reprezentativnosti aritmeticke sredine dodatno je izraZen u slucaju kada
razdioba frekvencija sadrZzi barem jedan otvoren razred, a osobito kada nije moguce
objektivno procijeniti nepoznate granice otvorenih razreda.

3.1.2. Geometrijska sredina

Neka je xi, x, ..., x, konacan numericki niz takav da za svaki i = 1, 2, ..., n vrijedi x; > 0.
Geometrijska sredina (oznaka: G) je srednja vrijednost koja se dobije kao n-ti korijen iz

Iz samoga iskaza svojstva vidljivo je da se ono ne odnosi na aritmeticku sredinu izracunatu iz podataka
grupiranih u razrede, nego iskljucivo na jednostavnu aritmeticku sredinu ili aritmeti¢ku sredinu izracunatu iz
podataka grupiranih prema modalitetima (za koju smo ve¢ utvrdili da je zapravo identicki jednaka jednostavnoj
aritmetickoj sredini).

n Dijeljenjem navedene minimalne vrijednosti ukupnim brojem elemenata numerickoga niza dobiva se
varijanca niza i ona se ¢esto neprecizno objasnjava kao prosjecno kvadratno odstupanje od aritmeticke sredine.
O varijanci ¢emo viSe re¢i u sljede¢em poglavlju.

7 Stvarna razredna sredina je aritmeti¢ka sredina svih numeri¢kih podataka koji pripadaju doti¢nom razredu.

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, predavac 75



TVZ

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

ELEKTROTEHNICKI ODJEL

Poslovna statistika

umnoska svih ¢lanova niza. Ukoliko je barem jedan ¢lan numeri¢koga niza najviSe jednak
nuli, geometrijska se sredina takvoga niza ne definira.

Za negrupirane podatke geometrijsku sredinu raCunamo prema formuli:

Primjer 1. Geometrijska sredina niza 1, 2, 3, 4, 5 jednaka je
G=1/1-2-3-4-5~2.605171085.

Pretpostavimo sada da su podaci grupirani, tj. da imamo ukupno 7 razli¢itih modaliteta x;, x,,
.oy Xy Za svaki i = 1, 2, ..., n ozna¢imo s f; apsolutnu frekvenciju modaliteta x;. Tada je
vagana (ponderirana) geometrijska sredina izraunata iz grupiranih podataka dana izrazom

Primjer 2. Zadana je razdioba studenata 1. godine stru¢noga studija raCunovodstva i financija
na VeleuciliStu u PiSkorevcima dana 20.3.2008. prema broju ¢lanova domacinstva u kojemu
Zive.

broj clanova domacinstva | broj studenata
2 25
3 20
4 30
5 15
6 10
ukupno: 100

Geometrijska sredina zadane razdiobe jednaka je

G =127 .32 .43 .55 .61 ~3.419482401.

U promatranim primjerima osnovni je problem bio S§to dobiveni rezultat nismo mogli
uobicajeno interpretirati. Drugim rije¢ima, mogli smo re¢i da je prosje¢na vrijednost svih
¢lanova niza u Primjeru 1. pribliZzno jednaka 2.6, a prosje¢an broj ¢lanova domacinstva po
jednom studentu iz Primjera 2. priblizno jednak 3, ali te bismo interpretacije uobicajeno
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shvacali kao interpretacije aritmetiCke sredine zbog ve¢ istaknutoga uobic¢ajenoga
poistovjecivanja pojma prosjek s aritmetiCkom sredinom. Stoga se namece pitanje u kojim
situacijama geometrijsku sredinu moZemo toc¢no interpretirati kao prosjecnu vrijednost neke
pojave. Tipicna takva situacija je racunanje prosjecne promjene cijena u nekom promatranom
razdoblju75. Toc€nije, promatramo sljede¢i op¢i problem:

Problem: Neka se pojava (npr. cijena, mjesecna placa, broj stanovnika) tijekom razdoblja od
ukupno 7 vremenskih jedinica promijenila ukupno m puta. Ozna¢imo te promjene s pi, p2, ..,

Pm 1 pretpostavimo da su iskazane u postotcima. Odredimo prosjecnu promjenu p promatrane
pojave u jednoj vremenskoj jedinici.

Odgovor: Neka je Cy pocetna vrijednost pojave, a C, njezina vrijednost na kraju razdoblja od

el e qe . . ,. . . 76 .
n vremenskih jedinica. Koriste¢i formulu za sukcesivnu promjenu osnovne svote’” dobivamo
da istodobno moraju vrijediti sljedece jednakosti:

Cc =C,-|1+-2
100

C =C |1+ 2 | 1+ L2 | |14
100 100 100

Lijeve strane tih jednakosti su jednake, pa takve moraju biti i desne strane. Njihovim
izjedna¢avanjem i sredivanjem dobivenoga izraza dobiva se

E:um.n@+li)@+liim,@+fﬂj—1.
100 100 100

U slucaju kad je ukupan broj promjena (m) jednak ukupnom broju razdoblja (n) gornju
jednakost moZemo zapisati u obliku

p=24/100+ p,)-(100+ p,)-...-(100+ p,) ~100,

pa je u takvim slucajevima prosjecna promjena pojave u jedinici vremena jednaka razlici
geometrijske sredine niza 100 + p;, 100 + po, ..., 100 + p, 1 broja 100.”

7> Takva situacija pripada u analizu vremenskih nizova, o éemu ¢emo vise reéi u posebnom poglavlju.
7% Preporucuje se ponoviti gradivo postotnoga ra¢una od sto iz kolegija Gospodarska matematika.
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[lustrirajmo netom provedeno razmatranje na primjerima.

Primjer 3. Cijena loZivoga ulja se u minula dva mjeseca mijenjala tocno Cetiri puta: najprije
je povecana za 0.5%, potom je povecana za daljnjih 0.7%, pa je sniZena za 0.2% i naposljetku
povecana za joS 1.5%. Odredimo prosjecnu mjesecnu promjenu cijene loZivoga ulja.
Jedini¢no vremensko razdoblje je 1 mjesec, pa je ukupan broj jedini¢nih razdoblja n = 2, a
ukupan broj promjena cijena m = 4. Te promjene iznose redom p; = +0.5, p» = +0.7, p3 =-0.2
ips =+1.5. (Predznak + oznacCava da je rije¢ o povecanju cijene, a predznak — oznacava da je
rije¢ o sniZenju cijene.) TraZena prosjecna promjena jednaka je

5=100- (Hﬂj.[H&NH&NH&j_1 _
100 100 100 100

= 100- (HEJ-(HOJJ-(1+__0‘2j.(1+£j_1
100 100 100 100

=1.250239

Uoc¢imo da je, zbog relativno male razlike izmedu navedenih numeric¢kih vrijednosti,
navedena prosjecna promjena priblizno jednaka

;pi DD+ pp, 0.5+07+(=02)+1.5
n 2 2

p= =1.257%,

ali ne 1 aritmetickoj sredini svih Cetiriju promjena koja iznosi

_05+0.7+(-0.2)+1.5
4

=0.625.

P,

No, u slucajevima kad izmedu numerickih vrijednosti promjena postoje vece razlike, razlika
izmedu aritmeticke i geometrijske sredine je bitno izraZenija, kako pokazuje sljedec¢i primjer.

" Brojevi 100 + py, ..., 100 + p, u praksi se nazivaju veriZni (lancani) indeksi. O njima éemo nesto vise reéi u
tocki 5.5.1.

" Navedeni priblizni izraz, naravno, nije aritmeticka sredina promatranih promjena jer zbroj svih &lanova
numerickoga niza ne dijelimo ukupnim brojem tih ¢lanova.

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, predavac 78



TVZ

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

ELEKTROTEHNICKI ODJEL

Poslovna statistika

Primjer 4. Cijena cetvornoga metra ("kvadrata") zemljiSta u Lokvama u protekle je dvije
godine najprije udvostrucena, a potom povecana za jo§ 20%. Odredimo prosjecnu godiSnju
promjenu cijene Cetvornoga metra toga zemljiSta. [z navedenih podataka vidimo da su
numericke vrijednosti promjena p; = +100 i p» = +20. Ukoliko bismo trazenu prosje¢nu
godi$nju promjenu racunali kao jednostavnu aritmeticku sredinu (Sto je i formalno ispravno
jer imamo dvije promjene u dvije godine), dobili bismo:

— 100420

60,
pa 2

pa bismo zakljucili da se promatrana cijena povecavala za prosjecno 60% godisnje. No,
izracunom pomocu navedene formule za prosjecnu promjenu dobivamo:

p =+/(100+100)- (100 +20) —100 =~ 54.91933,

pa zakljucujemo da se promatrana cijena povecavala za prosjecno (priblizno) 55% godisnje.
Provjerimo dobivena razmatranja uzimaju¢i da je pocetna cijena ¢etvornoga metra zemljiSta
100,00 €. Tada je cijena nakon prvoga povecanja 200,00 €, a nakon drugoga 240,00 €.
Ukoliko cijenu od 100,00 € pove¢avamo dva puta po 60%, dobit ¢emo najprije 160,00 €, a
potom 256,00 €, Sto je za 16 € (ili 6.67%) vise od stvarne krajnje cijene zemljiSta. No, ukoliko
cijenu od 100,00 € povecavamo dva puta po 54.91933% dobit ¢emo najprije 154,92 €, a
potom cijenu od 240,00 €, $to je i stvarna krajnja cijena.

Netom provedena razmatranja u praksi treba provoditi vrlo oprezno jer je njihov temeljni
nedostatak Cinjenica da prigodom izraCuna prosjecne promjene zapravo uzimaju u obzir
jedino pocetnu i konacnu vrijednost pojave, ali ne i njezine meduvrijednosti, §to ponekad
moZe dovesti do potpuno pogresnih zakljucaka. Pogledajmo to na primjeru.

Primjer 5. Cijena automobila "Ficho" u protekle se dvije godine mijenjala dva puta: najprije
je udvostrucena, a potom 'prepolovljena" (snizena za 50%). Pocetna cijena je tada ocito
jednaka krajnjoj, pa uvrStavanjem p; = +100, p, = =50 u formulu za prosje¢nu promjenu
cijene dobivamo da je ta promjena jednaka

p =+/100+100)- (100—50) —100 =0,

otkuda slijedi da se u prosjeku cijena automobila godisnje nije mijenjala (pogresno je reci:
prosjecna cijena automobila se godisnje nije mijenjala!). Taj zakljuCak, medutim, ocito
nedovoljno reprezentativno opisuje navedeno kretanje cijena automobila jer smo u
promatrane dvije godine imali ukupno dvije razliite promjene: jedno povecanje i jedno
sniZzenje. Aritmeticka sredina je jo§ losiji pokazatelj:
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— 100+(=50)

a

=25,

pa bismo zakljucili da se cijena automobila prosjecno povecavala za 25% godisnje, $to je u
suprotnosti s to¢nom ¢injenicom da je pocetna cijena automobila jednaka njegovoj krajnjoj
cijeni. Stoga sve vrste sredina treba primjenjivati oprezno i uz dodatne statisticke analize, a

"ny

nikako "Sablonski" i prema nekom automatizmu.

3.1.3. Harmonijska sredina

Neka je xy, xo, ..., x, kona¢an numericki niz podataka takav da za svaki i =1, 2, ..., n vrijedi
nejednakost x; > 0. Harmonijska sredina (oznaka: H) navedenoga numerickoga niza definira
se kao reciprocna vrijednost aritmeticke sredine reciprocnih vrijednosti svih elemenata
niza.”’. Za numeri¢ke nizove kojima je barem jedan c¢lan najviSe jednak nuli harmonijska
sredina se ne definira.

Sukladno navedenoj definiciji, harmonijska sredina negrupiranih numerickih podataka ratuna
se iz izraza:

n n

H= = .
11 I &1
— 4.+ —
X X, = x,

xn 'lx

Primjer 1. Odredimo harmonijsku sredinu niza 2, 3, 6. Ona je jednaka

Pretpostavimo sada da su podaci grupirani, tj. da imamo ukupno # razli¢itih modaliteta x;, x2,
.oy Xy Za svaki i = 1, 2, ..., n ozna¢imo s f; apsolutnu frekvenciju modaliteta x;. Tada je
vagana (ponderirana) harmonijska sredina izraCunata iz grupiranih podataka dana izrazom

7 Tako se od ¢itanja naglas ove definicije moZe zapetljati jezik, navedena je definicija uistinu jedina potpuno
ispravna definicija harmonijske sredine.
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faforns, 2
H = -
A A

xl 'x2 xn i=1 'x

Primjer 2. Odredimo harmonijsku sredinu za razdiobu iz Primjera 2. u toc¢ki 3.1.2.:

broj clanova domacinstva | broj studenata

2 25

3 20

4 30

5 15

6 10

ukupno: 100

Ona je jednaka
>
fi
' 100 150
— _i=l - ~
H= 25 20 30 15 10 47 3.19149.

> fi
SR ATk ek st
x 2 3 4 5 6

Kao ni u slucaju geometrijske sredine, ni ovdje interpretacije Prosjecna vrijednost svih
¢lanova niza 2, 3, 6 jednaka je 3 i Prosjecan broj ¢lanova domacinstva po jednom studentu
priblizno je jednak 3 ne zvuée kao prirodne interpretacije harmonijske sredine.”” Zbog toga
hamonijsku sredinu koristimo prigodom rjeSavanja problema u kojima se pojavljuju obrnuto
razmjerne velicine. U nastavku dajemo dva primjera takvih problema.

Primjer 1. Cetiri radnika rade istovrstan posao, ali razli¢itim brzinama. U &etiri sata prvi je
radnik izradio 48 komada proizvoda, drugi 80 komada, tre¢i 96 komada, a cetvrti 120
komada. Odredimo prosjecno vrijeme izrade jednoga proizvoda za sve radnike zajedno, te
prosjecan broj izradenih proizvoda po jednoj osmosatnoj radnoj smjeni.

% Prilikom ¢itanja ovih dviju interpretacija, ali bez naznake o kojoj se srednjoj vrijednosti radi, svaki
nestatisti¢ki nastrojen homo sapiens odmah bi pomislio da je rije¢ o interpretaciji aritmeticke sredine.
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. . . . . " 4 1 . . 4 1 S
Za izradu jednoga proizvoda prvi radnik utrosi #| = — =— sati, drugi £, = — = — sati, treci

4

4 1
13 =—=-— sati, a Cetvrti f4 = ——=—sati. Mi traZimo vrijeme ¢ za koje ¢e Cetvorica
9% 24 120 30

radnika proizvesti ukupno 4 proizvoda. Za navedeno vrijeme ¢ prvi ¢e radnik proizvesti

t . t t t .
ukupno — T proizvoda, drugi — T proizvoda, tre¢i — 1 proizvoda, a Cetvrti — 1 proizvoda, pa

12 20 24 30
R « . . . t t t t
¢e sva Cetvorica u vremenu ¢ proizvesti ukupno —* 1t T t T =
12 20 24 30
1 1 1 1 . S fe . . Y
t- T + - + - + T proizvoda. Taj broj treba biti jednak 4, pa dobivamo jednadZbu

1220 24 30

12 20 24 30

iz koje je

N

[S—

L
o1
12 20 24

g\H\H

Prema definiciji harmonijske sredine, odavde izravno slijedi da je traZzeno prosje¢no vrijeme
izrade jednoga proizvoda za sva Cetiri radnika zajedno jednako harmonijskoj sredini niza t,,

t, 13, ta. 4 nizai—Li-
2, 13, 14, 1. 12°20°2 ,30.
H=—"—= 4 4 i=£ radna sata.
2:1, 4ﬁ+417A17+417 12420424430 86 43
S 1111
12 20 24 30
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2
o o 2 . . . . . 43 24
Provjerimo dobiveni rezultat. Za B sata prvi ¢e radnik proizvesti prosjecno T=4_3
12
2 2
proizvoda, drugi prosjecno % = j—g proizvoda, tre¢i prosje¢no % =i—§ proizvoda, a Cetvrti
20 24
2
.. 43 60 : . y . . 2 . : .
prosjecno === 13 proizvoda. Stoga ¢e sva Cetvorica radnika za B sata proizvesti prosje¢no
30

ﬁ+ﬂ+ﬁ+@=2=4 proizvoda. Odatle izravno slijedi da ¢e za 8 radnih sati
43 43 43 43 43

< . . . : . 8 .
promatrana ¢etvorica radnika proizvesti prosjecno -5 = 172 proizvoda.

43

Primjer 2. U donjoj su tablici navedeni podaci o prosje¢noj prodajnoj cijeni udzbenika iz
Poslovne statistike autora Statha Isticka tijekom 2007. godine, te strukturi vrijednosti prodaje
u trima prodajnim podruc¢jima

prodajno prosjecna prodajna cijena | struktura vrijednosti
podrucje [kn] prodaje [ %]
sjever 290,00 25
srediSnja regija 300,00 35
jug 295,00 40

Odredimo prosjecnu prodajnu cijenu za sva tri prodajna podrucja zajedno. Podsjetimo se,
vrijednost prodaje jednaka je umnoSku ukupnoga broja prodanih proizvoda i cijene jednoga
proizvoda, dok je prosjecna prodajna cijena jednaka koli¢niku vrijednosti prodaje i ukupnoga
broja prodanih proizvoda. Buduéi da su postoci vrijednosti prodaje upravno razmjerni
vrijednostima prodaje svakoga pojedinoga podrucja, trazenu prosjecnu prodajnu cijenu
izracunat ¢emo kao vaganu harmonijsku sredinu shvacajuci prosjecne prodajne cijene kao
modalitete, a strukture vrijednosti prodaje kao pondere (teZine):
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25+35+40
35 35 40 40
290 300 295

H = = 295,45 kn.

‘ = “B

2
5

Zaklju¢no istaknimo da medu trima sredinama numeri¢koga niza vrijedi poznata A — G — H
nejednakost, tj. ako su A, G i H redom aritmeticka, geometrijska i harmonijska sredina istoga
numeric¢koga niza, onda vrijedi nejednakost

H<G<A.

Znakovi jednakosti vrijede ako i samo ako je odgovarajuc¢i numericki niz konstantan, tj. ako

je ax = ¢, za neki strogo pozitivan realan broj ¢ € (0, +e0) izasvaki k=1,2, ..., n.
3.1.4. Kvantili
Neka je xi, xa, ..., x,, niz modaliteta kvantitativnoga ili kvalitativnoga redosljednoga obiljezja.

Svaki takav niz moZemo urediti tako da podatke ili poredamo po veli¢ini (od najmanjega do
najvecega ili obrnuto) ako je rije¢ o modalitetima kvantitativnoga obiljeZja ili poredamo
prema stupnjevima intenziteta mjerenoga svojstva ako je rije¢ o modalitetima kvalitativnoga
redosljednoga obiljezja. Na taj nacin dobivamo uredeni niz podataka.

Primjer 1. a) Niz kvantitativnih modaliteta 10, 7, 14, 5, 20, 8 moZemo zapisati kao uredeni
niz 5, 7, 8, 10, 14, 20 ili kao uredeni niz 20, 14, 10, 8, 7, 5.

b) Niz kvalitativnih redosljednih modaliteta SSS, VSS, VSS, VSS, SSS, VSS, VSS, VSS,
SSS moZemo zapisati kao uredeni niz SSS, SSS, SSS, VSS, VSS, VSS, VSS. VSS, VSS ili
kao uredeni niz VSS, VSS, VSS, VSS, VSS, VSS, SSS, SSS, SSS.

U daljnjem, radi odredenosti, pretpostavljamo da je konacan niz kvantitativnih, odnosno
kvalitativnih redosljednih modaliteta ureden uzlazno, tj. od najmanjega (najloSijega) prema
najve¢emu (najboljemu), te promatramo isklju¢ivo tako uredene konacne nizove. Problem
koji ¢emo razmatrati jest:

Problem 1: Zadani uredeni konacan niz podijeliti na jednakobrojne dijelove zadrzavajuéi

pritom svojstvo uredenosti niza. Formalnije i preciznije, uredeni skup S = (x1, x2, ..., Xm)
podijeliti na n uredenih podskupova §j, S, ..., S, tako da vrijede sljedeca svojstva:
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1.) card(S)) = card($,) = ... = card(S,), tj. svi podskupovi Si, S, ..., S, imaju jednako mnogo
elemenata;
2.) za svaki i = 2, ..., n svaki element skupova S;, ... S; _ | nije veéi od svakoga elementa

i—1
skupa S; ili, ekvivalentno, za svaki x € U S, 1svakiy € §; vrijedi nejednakost x <y;

k=1
3.) svaka dva uzastopna ¢lana niza Si, S, ..., S, imaju najviSe jedan zajednicki element, dok
nesusjedni ¢lanovi niza nemaju niti jedan zajednicki element;

4.) USI. =55USHU...US, =85 t. unija81 svih uredenih podskupova treba biti jednaka
i=1
polaznom uredenom skupu.

Odmah primijetimo da u postavci navedenoga problema nema uobiCajenoga zahtjeva da
skupovi na koje dijelimo polazni uredeni skup nemaju niti jedan zajednicki element, tj. da su
medusobno disjunktni. Taj zahtjev je namjerno izostavljen jer dozvoljavamo moguénost da se
isti ¢lan niza pojavi u dva uzastopna podskupa. Formalno se ne navodi niti bilo kakva veza
izmedu brojeva m i n, no, moze se pokazati da iz uvjeta 1.), 3.) i 4.) slijedi nejednakost n < m.
Ona se intuitivno moZe objasniti kao Cinjenica da uredeni skup od m elemenata moZemo
podijeliti na najvisSe m dijelova tako da svi dijelovi imaju jednako mnogo elemenata.

Primjer 2. Sukladno gore navedenim uvjetima, podijelimo uredeni niz 1, 2, 3, 4 na dva
jednakobrojna dijela. TrazZimo dva uredena podskupa S; i S, uredenoga skupa S = (1, 2, 3, 4)
takva da svaki element skupa S; nije veci od svakoga elementa skupa S,, da skupovi S; i $>
imaju najviSe jedan zajednicki element, te da njihova unija daje skup S. Lako se vidi da je
jedina mogucénost takve podjele S| = (1, 2) 1 5, = (3, 4).

Primjer 3. Sukladno uvjetima problema, uredeni niz iz Primjera 1. podijelimo na tri
jednakobrojna dijela. Sada traZzimo tri uredena podskupa S, S, i S3 takva da svaki element
skupa S nije ve¢i od svakoga elementa skupa S, i svaki element skupa S, nije ve¢i od svakoga
elementa skupa S3, te da unija svih triju uredenih skupova daje skup S. Nije tesko vidjeti da je
jedina mogucénost takve podjele S; = (1, 2), $> = (2, 3) 1S3 = (3, 4). Uo¢imo da skupovi S;1 S,
imaju zajednicki element 2, skupovi S, i S3 zajednicki element 3, dok skupovi S; 1 S3 nemaju
zajednickih elemenata.

$! Navedenu uniju dobijemo tako da svaki od podskupova najprije shvatimo kao "obi¢an" skup, napravimo
uobicajenu operaciju unije skupova uz dozvoljeno ponavljanje elemenata, a potom uredimo dobiveni skup.
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Primjer 4. Sukladno uvjetima problema, uredeni niz 1, 2, 3 podijelimo na dva jednakobrojna
dijela. U ovom se slucaju dobiva S; = (1, 2) i S, = (2, 3). Uocimo da skupovi S; i S, imaju
zajednicki element 2.

Netom razmatrani problem poopc¢uje se u matematickoj statistici, i to prigodom proucavanja
svojstava kumulativne funkcije distribucije slucajne varijablegz. Ondje se Problem 1. svodi na

to da se za zadanu slu¢ajnu varijablu X i zadani realan broj p € (0, 1) odredi vrijednost x

takva da je vjerojatnost da je vrijednost slucajne varijable X strogo manja od x jednaka
najvise p, a vjerojatnost da je vrijednost slucajne varijable X strogo vec¢a od x jednaka najvise
1 — p. MoZe se pokazati da traZzena vrijednost x uistinu postoji i da je jedinstvena, te se ona
naziva p—kvantil. Kvantili su vrlo znacajni i u deskriptivnoj statistici, ali njihov osnovni
nedostatak je nemogucnost toCne interpretacije: deskriptivna statistika "ne poznaje” termin
slucajna varijabla, pa se gornja, tocna definicija p — kvantila mora preinaciti, ¢ime se gubi na
preciznosti (i istinitosti) interpretacije. Priblizni deskriptivni "ekvivalent" p — kvantila je tzv.
(per)centil i njega opisujemo u nastavku.

Percentili ili centili su poloZajne vrijednosti koje uredeni niz dijele na ukupno 100
jednakobrojnih dijelova. Ima ih ukupno 100 — 1 = 99 i oznaavaju se s Py, Py, P3, ..., Pog, Poo.
Priblizna formula za izracun k — toga percentila Pj za uredeni niz xi, xa, ..., X,, dana je s:

Pk =Xe+1 +d (xC+2_xC+1)7 Zak: 17 27 L] 98’ 997

gdje je c cijeli, a d decimalni dio broja & (m— 1) (Priblizna i matematicki neprecizna!)

Interpretacija k — toga percentila Py obi¢no je jedna od sljedecih interpretacija:

prvih k% clanova niza ima vrijednost manju ili jednaku Py,
(100 — £)% clanova niza ima vrijednost vecu ili jednaku Py.

Nerijetko se (opet pribliZzno to¢no i matematicki neprecizno) kaze i da k — ti percentil Py
odvaja k% najmanjih clanova niza, odnosno (100 — k)% najvecih clanova niza.

82U matematitkoj je statistici slucajna varijabla bilo koja realna funkcija &ije je podrugje definicije odredeni
vjerojatnosni prostor. Ovdje je spominjemo iskljucivo u kontekstu definiranja kvantila.
% Upravo navedenu formulu koristi MS Excel prigodom izraéuna vrijednosti pojedinih percentila.
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Primjer S. Prikupljanjem podataka o navrS§enim godinama radnoga staza za ukupno 60
zaposlenika tvrtke "Muckali¢ — commerce d.0.0" iz Klokocevca i odgovaraju¢im izraCunom
dobivena je vrijednost

Ps=17.25
Dobivenu vrijednost moZemo interpretirati na jedan od sljedec¢ih dvaju nacina:

— 5% promatranih zaposlenika ima najvise 7.25 godina navrsenoga radnoga staZa;
—  95% promatranih zaposlenika ima barem 7.25 godina navrsSenoga radnoga staza.

Budu¢i da znamo ukupan broj zaposlenih (60), navedene interpretacije zapravo znace da:

- pribliZno 3 zaposlenika promatrane tvrtke imaju najviSe 7 godina navrSenoga radnoga
staza;
- pribliZno 57 zaposlenika ima barem 8 godina navr§enoga radnoga staZa.

Odmah istaknimo da ovdje prilog "pribliZzno" ne znaci da npr. tocno 3.14 zaposlenika ima
najvise 7 godina navrSenoga staza (pa smo taj broj zaokruZili na najblizi cijeli broj). Greska je
bitno ve¢a: moguce je da tocno 2 zaposlenika ili tocno 4 zaposlenika promatrane tvrtke imaju
najviSe 7 godina navr§enoga radnoga staZa. Zbog toga je u ovakvim interpretacijama bolje
izbjegavati navodenje konkretnih apsolutnih frekvencija.

Primjer 6. Prikupljanjem podataka o visinama (iskazanima kao cijeli broj cm) za ukupno 30
ucenika 8.a razreda Osnovne Skole "Stefica Sniclek" iz Careva Sela i odgovaraju¢im
izraCunom dobivena je vrijednost
P3y=170.66
Dobivenu vrijednost moZemo interpretirati na jedan od sljedec¢ih dvaju nacina:
—  30% promatranih ucenika visoko je najvise 170.66 cm;

—  70% promatranih zaposlenika visoko je barem 170.66 cm.

U ovom je sluCaju obiljezje "visina" kvantitativno diskretno obiljeZje (jer zanemarujemo
milimetre, mikrometre itd.), pa navedene interpretacije moZzemo preformulirati ovako:

—  30% promatranih ucenika visoko je najvise 170 cm;
— 70% promatranih zaposlenika visoko je barem 171 cm.
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Kao i u Primjeru 5., buduéi da znamo ukupan broj u€enika, navedene interpretacije zapravo
znace da je pribliZno 9 promatranih uc¢enika visoko najvise 170 cm, dok visina svakoga od
preostalih 21 ucenika iznosi barem 171 cm. Medutim, moguce je i da to¢no 10 promatranih
ucenika bude visoko najviSe 170 cm, pa je opet primjerenije izostaviti interpretaciju s
apsolutnim frekvencijama.

U praksi se vrlo Cesto koriste dvije posebne vrste percentila: decili i kvartili. Decili su
vrijednosti koje uredeni niz modaliteta dijele na 10 jednakobrojnih dijelova. Ima ih ukupno
10 — 1 = 91 oznacavaju se s Dy, D, ..., Do. Nije tesko vidjeti da za svakii =1, 2, ..., 8,9
vrijedi jednakost

D;=Py.;

koja, zapravo, tvrdi da je i — ti decil identicki jednak (10 - i) — tom percentilu. Ovo vrlo

korisno svojstvo omogucuje da se interpretacija svakoga decila poistovjeti s interpretacijom
njemu odgovarajucega percentila.

Primjer 7. Prikupljanjem podataka o ostvarenom uspjehu (1 — nedovoljan, 2 — dovoljan, ..., 5
— izvrstan) svih studenata 1. godine stru¢noga studija raCunovodstva i financija VeleuciliSta u
Spickovini akademske godine 2006/2007. koji su kolegij Poslovna statistika polagali putem
dvaju kolokvija i odgovaraju¢im izra¢unom dobivena je vrijednost

D,=1.25

Rijec¢ je o 4. decilu, a toj vrijednosti odgovara 10 - 4 = 40. percentil. Stoga dobivenu
vrijednost moZemo teorijski interpretirati na jedan od sljede¢ih dvaju nacina:

— 40% promatranih studenata dobilo je ocjenu najvise 1.25;
— 60% promatranih studenata dobilo je ocjenu barem 1.25.

Budu¢i da da dobivanje ocjene 1 znaci da kolokviji nisu poloZeni, navedene interpretacije
moZemo preformulirati u sljedece:

—  40% promatranih studenata nije poloZilo kolegij Poslovna statistika putem kolokvija;
—  60% promatranih studenata je poloZilo kolegij Poslovna statistika putem kolokvija.

Primjer 8. Prikupljanjem podataka o stupnju stru¢ne spreme (uz uobiajeno rangiranje
stupnjeva stru¢nih sprema) za svakoga zaposlenika tvrtke "Pijetlovi¢ d.0.0." i odgovaraju¢im

izraCunom dobivena je vrijednost
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Rijec¢ je o 8. decilu, a toj vrijednosti odgovara 10 - 8 = 80. percentil. Stoga dobivenu
vrijednost moZemo teorijski interpretirati na jedan od sljedec¢ih dvaju nacina:

— 80% promatranih zaposlenika ima viSu stru¢nu spremu ili stru¢nu spremu manju od
viSe strucne spreme;

—  20% promatranih zaposlenika ima viSu stru¢nu spremu ili stru¢nu spremu vecu od vise
strucne spreme.

Budu¢i da je jedino visoka strucna sprema veca od vise strucne spreme, drugu interpretaciju
moZzemo pojednostavniti ovako: 20% promatranih zaposlenika ima visu ili visoku strucnu
spremu. U ovom je slucaju ta interpretacija jednostavnija i razumljivija od prve.

Uofimo da se u Primjerima 3. i 4. radilo o odredivanju percentila za niz modaliteta
kvalitativnoga redosljednoga obiljeZja.

Jo§ jedna od spomenutih posebnih vrsta percentila su kvartili. Kvartili su poloZajne
vrijednosti koje uredeni numericki niz dijele na ukupno 4 jednakobrojna dijela. Ima ih ukupno
4 — 1 =3, aimaju svoja posebna imena i oznake:

— prvi ili donji kvartil (oznaka: Q);
— drugi kvartil ili medijan (oznake: Q», M,);
— treciili gornji kvartil (oznaka: Q3)

Nije tesko vidjeti da za svaki i = 1, 2, 3 vrijedi jednakost
Qi=Pys .

koja, zapravo, tvrdi da je i — ti kvartil identicki jednak (25 - i) — tom percentilu. Ovo vrlo
korisno svojstvo omogucuje da se interpretacija svakoga kvartila poistovjeti s interpretacijom
njemu odgovarajucega percentila. Istaknimo da se u slu¢ajevima u kojima, zbog postojanja
ekstremno malih ili ekstremno velikih vrijednosti, aritmeti¢ka sredina nije reprezentativan
pokazatelj statistickoga niza kao "zamjenski" pokazatelji rabe upravo kvartili, a poglavito
medijan.

Primjer 9. Zadan je uredeni niz prosje¢nih mjesecnih placa (iskazanima u kn) svih stalno
zaposlenih djelatnika poduzeca "Schwindl-trade d.o.o." iz Suplje Lipe u razdoblju od
01.01.2007. - 31.12.2007.:
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1.852,95; 1.884,76; 2.248,62; 2.417,25; 2.646,27; 2.718,12; 2.947,83; 3.085,45; 3.090,31;
50.000,64; 60.000,75

Odgovaraju¢im izraCunima se dobiva:

— prviili donji kvartil: Q; = 2.332,935;

— medijan: 0, =2.718,12;

— trediili gornji kvartil: Q3 = 3.087,88;

— jednostavna aritmeticka sredina: X = 12.081,18 (kn)

Te vrijednosti moZemo redom interpretirati na sljede¢i nacin:

—  25% promatranih djelatnika ima prosjecnu mjesecnu placu manju od 2.332,94 kn;
—  50% promatranih djelatnika ima prosjecnu mjesecnu placu najvise 2.718,12 kn;
—  25% promatranih djelatnika ima prosjecnu mjesecnu placu vecu od 3.087,88 kn;
— Prosjecna mjesecna placa svakoga djelatnika navedene tvrtke iznosi 12.081,18 kn.

Iz zadanoga uredenoga niza lako moZemo vidjeti da to¢no 6 promatranih djelatnika ima
prosjecnu mjesecnu placu najvise 2.718,12 kn, dok 6 promatranih djelatnika ima prosjecnu
mjesecnu placu barem 2.718,12 kn. (1 djelatnik pripada objema kategorijama.) To znaci da je
iznos 2.718,12 tocno rjeSenje Problema 1. za navedeni niz placa jer uistinu dijeli niz na dva
jednakobrojna dijela:

(1.852,95; 1.884,76; 2.248,62; 2.417,25; 2.646,27; 2.718,12) i (2.718,12; 2.947,83; 3.085,45;
3.090,31; 50.000,64; 60.000,75).

I sva tri kvartila su focno rjeSenje Problema 1. za navedeni niz placa jer uistinu dijele niz na
Cetiri jednakobrojna dijela:

(1.852,95; 1.884,76; 2.248,62), (2.417,25; 2.646,27; 2.718,12), (2.718,12; 2.947,83; 3.085,45)
1(3.090,31; 50.000,64; 60.000,75).

Zbog postojanja ekstremno velikih vrijednosti (50.000,64 i 60.000,75) u navedenom nizu
placa, ocito je da su u ovom slucaju sva tri kvartila bitno reprezentativnije vrijednosti od
aritmeticke sredine. Stoga je u statistiCkoj analizi takvih nizova, kad god je to moguce,
primjerenije odrediti barem jedan kvartil (poZeljno: sva tri), negoli aritmeticku sredinu.

Svi percentili, pa posebno i sva tri kvartila, mogu se odredivati iz negrupiranih i grupiranih
podataka. Odredivanje pomoc¢u grupiranih podataka zasniva se deskriptivnom analogonu
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funkcije distribucije, a to je kumulativni niz "manje od" kojega smo ve¢ upoznali. Na primjeru
¢emo pokazati kako se iz grupiranih podataka odreduje medijan.

MozZe se dogoditi da kod parnoga broja elemenata niza prvi sredi$nji element pripada jednoj, a
drugi srediSnji element drugoj frekvenciji kumulativnoga niza. U tom slu¢aju medijan
predstavlja aritmeticku sredinu dviju njima odgovarajucih vrijednosti diskretnoga obiljezja.

Primjer 10. Zadana je razdioba svih studenata 1. godine studija smjehologije na Visoj
uzaludnoj Skoli u Spickovini (akademska godina 2007/2008.) prema broju poloZenih
jednosemestralnih kolegija®*:

broj poloZenih jednosemestralnih kolegija | broj studenata
0 7
1 12
2 17
3 25
4 21
5 18
ukupno: 100

izvor: studentska sluzba ViSe uzaludne $kole u Spickovini

Odredimo medijan ovako grupiranoga niza podataka i objasnimo dobiveni rezultat. Na ranije
opisani nacin formiramo kumulativni niz apsolutnih frekvencija "manje od":

broj poloZenih jednosemestralnih broj studenata kumulativni niz apsolutnih
kolegija (x;) () frekvencija "manje od"

0 7 7

1 12 19
2 17 36
3 25 61
4 21 82
5 18 100

ukupno: 100
Promatrani statisticki niz je ve¢ ureden uzlazno. On ima ukupno 100 clanova. Stoga se

1 1
njegovi sredis$nji ¢lanovi nalaze na mjestima % i % + 1, tj. na 50. 1 51. mjestu. Iz stupca

$ Usporediti s Primjer 2., to¢ka 3.1.1. Aritmeti¢ka sredina.
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u kojemu su navedene kumulativne frekvencije "o€itavamo" da su na mjestima 37., 38., 39.,
...,49.,50., 51.,52., ..., 59., 60. i 61. uredenoga niza napisane "trojke". Prema tome, xso = xs;
= =3, pa je medijan jednak 3, $to bi znacilo da je 50% studenata poloZilo najvise 3 ispita, a
50% studenata poloZilo je najmanje 3 ispita. Ta je interpretacija potpuno to¢na: na prvih 50
mjesta imamo najprije 7 nula, pa 12 jedinica, pa 17 dvojki i 14 trojki, dok na preostalih 50
mjesta imamo 11 trojki, 21 ¢etvorku i 18 petica.

Na sli¢an se nacin iz grupiranih podataka odreduju i preostala dva kvartila. Detalje, kao i
nacin odredivanja kvartila iz podataka grupiranih u razrede ovdje izostavljamo.

Na kraju ove tocke dajemo pregled najvaznijih svojstava medijana kao svojevrsnoj poloZajnoj
alternativi aritmetic¢ke sredine:

Svojstvo 1. (jedinstvenost medijana) U svakoj razdiobi prema kvantitativnomu ili
kvalitativnom redosljednom obiljeZju postoji tocno jedan medijan.

Svojstvo 2. Medijan se nalazi izmedu najmanje i najvece vrijednosti obiljezja u razdiobi.
Svojstvo 3. Na vrijednost medijana ne utjecu ekstremne vrijednosti obiljezja u razdiobi.
Svojstvo 4. Medijan se bez teskoca mozZe odrediti i u razdiobama kod kojih se pojavljuju
otvoreni razredi (osim ako je razred kojem pripada medijan otvoren).

Svojstvo 5. Medijan je srednja vrijednost osobito primjerena za opis izrazito asimetricnih
razdioba.

3.1.5. Mod

VVVVV

pojavljuje u nizu (tj. modalitet s najvec¢om apsolutnom ili relativnom frekvencijom). Takav
modalitet naziva se mod, oznaCava s M, i pripada u poloZajne srednje vijednosti. Ve¢ iz same
definicije moda ocito je da se on moze odrediti neovisno o tipu obiljeZja, tj. mod je jedina
srednja vrijednost koja se moZe odrediti i za kvalitativna i za kvantitativna obiljeZja. Dakako,
nuZan uvjet za postojanje moda jest pojavljivanje barem dva jednaka modaliteta u
statistickom nizu.

Oprez: Klasi¢na pogreska prigodom interpretacije modova jest interpretiranje najvece
apsolutne 1ili relativne frekvencije kao moda pripadnoga osnovnoga skupa. To nije tocno:
mod je iskljuCivo najces¢i modalitet statistickoga obiljeZja, a odreduje se pomocu najvece
apsolutne ili relativne frekvencije (za negrupirana obiljezja ili obiljeZja grupirana prema
modalitetima).

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, predavac 92



TVZ

K e
POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

ELEKTROTEHNICKI ODJEL

Poslovna statistika

Primjer 1. Promatramo skup svih automobila parkiranih u Ratkajevu prolazu 01.04.2008. u
16:30 sati 1 dijelimo njegove elemente prema obiljezju marka automobila. Analizom
dobivenoga osnovnoga skupa utvrdili smo da je mod promatranoga obiljezja BMW. Prema
tome, medu svim promatranim automobilima ima najviSe automobila marke BMW. Iako je
takva interpretacija potpuno to¢na, ona ne mora dobro opisivati pripadni osnovni skup. Npr.
ako promatrani statisticki skup tvore 2 BMW-a, 1 "Mercedes", 1 "Skoda Octavia", 1 "Opel
Corsa", 1 "Grand Cherokee", 1 "Yugo" i 1 "Fi¢o", onda opis "Medu promatranim
automobilima ima najvise automobila marke BMW" o€ito nedovoljno dobro opisuje
"Sarolikost" skupa promatranih automobila. No, ako promatrani statisticki skup tvore 6 BMW-
aidvije "Opel Corse", onda navedena interpretacija prili€no dobro opisuje taj skup.

Primjer 2. Neto-place (iskazane u kn) svih djelatnika knjigovodstvenoga servisa "Knjizi kod
mene" iz Kosara isplacene u sijeCnju ove godine tvore niz 1.800,00; 1.800,00; 1.800,00;
1.800,64; 1.800,64; 1.820,25; 1820,25; 30.000,75. Mod promatranoga niza je 1.800,00, $to
znaci da je najCeSca placa promatranih djelatnika 1.800,00 kn. Ta vrijednost dobro opisuje
pripadni osnovni skup jer place 7 od ukupno 8 djelatnika odstupaju od moda za najvise
1,125%.

Primjer 3. Neto—place (iskazane u kn) svih djelatnica knjigovodstvenoga servisa "D. & J.
d.o.0.” iz Grudnjaka isplacene u veljaci ove godine tvore niz 1.800,00; 1.800,00; 4.928,50;
5.103,75; 5.224,47; 7.842,86; 7.915,92; 10.165,78 i 10.201,54. T u ovome je slucaju mod
promatranoga niza jednak 1.800,00 (interpretacija je ista kao i u Primjeru 2.), no, u ovom
slucaju on loSe opisuje pripadni osnovni skup jer place 7 od ukupno 9 djelatnika odstupaju od
moda za barem 173,806%.

Jedno od osnovnih svojstava moda je da ne mora nuZno biti jedinstven. Naime, moze se
dogoditi da barem dva modaliteta imaju jednake apsolutne frekvencije, a da su apsolutne
frekvencije svih ostalih modaliteta strogo manje od njih. Stoga razlikujemo wunimodalne
razdiobe (razdiobe koja imaju to¢no jedan mod), bimodalne razdiobe (razdiobe koja imaju
tocno dva moda) i multimodalne razdiobe (razdiobe koje imaju barem tri moda).

Primjer 4. a) Uredeni niz 1, 2, 2, 3, 3, 4, 5 ima to¢no dva moda: 2 i 3. Stoga je taj niz
bimodalan.

b) Uredeni niz 1, 1, 1, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 5, 5 ima to¢no tri moda: 1, 2 i 3. Stoga je taj niz
multimodalan.

Uoc¢imo da modovi dobro opisuju oba navedena niza jer je u svakom od njih viSe od polovice
elemenata niza jednako nekomu od modova.

Kao i sve ostale srednje vrijednosti, i modovi se mogu odredivati iz negrupiranih i grupiranih
podataka, ali i iz grafickih prikaza razdioba, poglavito Paretova grafikona koji kao prvu
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kategoriju na osi Ox navodi upravo modalnu vrijednost. Iako se ova vrijednost vjerojatno
odreduje najjednostavnije od svih srednjih vrijednosti, treba istaknuti da su sluc¢ajevi u kojima
mod dobro opisuje pripadni osnovni skup relativno rijetki. Takoder, jedan od ozbiljnijih
nedostataka vecine racunalnih statistickih potpora (npr. MS Excel) je nemogu¢nost "ispisa"
svih modova pojedine razdiobe. Ukoliko uopée postoji moguénost odredivanja moda
primjenom neke funkcije, njezina izlazna vrijednost je prvi mod po veliini, tj. najmanji ili
najveéi mod, pa time zapravo gubimo moguénost utvrdivanja je 1li neki statisticki niz
unimodalan, bimodalan ili multimodalan.

Sve navedeno samo potvrduje da problem opisa osnovnoga skupa ili statistickoga niza
pomocu bilo koje od potpunih ili polozZajnih vrijednosti nije nimalo trivijalan i da obavezno
zahtijeva dodatnu statisticku analizu reprezentativnosti odredenih vrijednosti. O nekim
pokazateljima reprezentativnosti govorimo u sljedecoj tocki.

3.2. Mjere rasprsenja (disperzije)

IzraCun neke od potpunih ili poloZajnih srednjih vrijednosti predstavlja tek jedan korak u
statistickoj analizi nekoga obiljezja. Sljede¢i je korak analiza reprezentativnosti izracunate
srednje vrijednosti, odnosno, pojednostavljeno receno, odredivanje pokazatelja koliko
izracunata srednja vrijednost dobro opisuje elemente osnovnoga skupa. Ti pokazatelji gotovo
su jednako vaZni kao i izracunate srednje vrijednosti. [lustrirajmo to na primjeru.

Primjer 1. Tvrtka "Super Silva d.o.0." iz Duhova zaposljava ukupno 10 stalno zaposlenih
djelatnika. Troje djelatnika ima prosjeCnu mjesecnu neto—placu 7.800,00 kn, cetvero
prosjecnu mjesecnu neto-placu 8.000,00 kn, a troje prosje¢nu mjesecnu neto—placu 8.200,00
kn. Stoga prosje¢na mjesecna neto—placa po zaposleniku u toj tvrtki iznosi 8.000,00 kn.
Tvrtka "Super Silvio d.o.0." iz Duhica takoder zaposljava ukupno 10 stalno zaposlenih
djelatnika. 9 djelatnika ima prosje¢nu mjesecnu neto—placu 3.000,00 kn, a jedan djelatnik
prosjecnu mjesecnu neto—placu 53.000,00 kn. Prosje¢na mjesecna neto—placa po zaposleniku
u promatranoj tvrtki takoder iznosi 8.000,00 kn.

Isklju¢ivo na temelju izracunatih prosjecnih mjesecnih neto—placa, tj. bez poznavanja
originalnih podataka o prosjecnim mjesecnim neto—placama namece se zakljuCak da medu
promatranim tvrtkama nema razlika u modalitetima obiljezja "prosjecna mjesecna placa", $to
je ocito netocno.

Kako bi se moglo Sto bolje opisati stupanj varijabilnosti statistickih podataka, definiraju se
odgovaraju¢i statisticki pokazatelji pod zajednickim imenom mjere rasprsenja (stupnja
varijabilnosti; disperzije). Mjere rasprSenja opcenito mogu biti apsolutne i relativne.
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Apsolutne mjere rasprSenja su raspon varijacije, interkvartil, interpercentilni razmak, srednje
apsolutno _odstupanje i varijanca (odnosno, iz nje izvedena standardna devijacija).
Zajednicko obiljezje svih navedenih mjera jest iskazivanje u jedinicama mjere obiljeZja
statistiCkog skupa (kn, €, kg, cm itd.)

Relativne mjere rasprsenja obi¢no se izraZavaju u postocima, a dvije naj¢esce su koeficijent
kvartilne devijacije i koeficijent varijacije.

Odmah napomenimo da izbor mjere rasprSenja u pravilu ovisi o mjernim svojstvima
statistickih varijabli, tj. ne postoji "univerzalna" mjera rasprSenja koja bi se mogla primijeniti
u svim slucajevima. Ukoliko je promatrano obiljezje kvantitativno, primjereno je izracunati i
interpretirati sve navedene mjere. Ukoliko je promatrano obiljeZje kvalitativno redosljedno, za
analizu rasprSenja mogu se koristiti raspon varijacije, interkvartil i koeficijent kvartilne
devijacije. Grubu sliku ("prvi dojam") o rasprSenosti podataka u osnovnom skupu zorno moze
predociti i odgovarajuci grafikon, a rije¢ je o dijagramu rasipanja ili dijagramu rasprsenja
spomenutom u 2. poglavlju.

Navedene mjere rasprSenja, dakle, shvacamo kao svojevrsne mjere reprezentativnosti srednjih
vrijednosti. Manja mjera rasprSenja znaci bolju reprezentativnost srednje vrijednosti i
obrnuto®. Pomoéu mijera rasprienja usporeduju se razlike u varijablitetu barem dviju
razdioba, pri ¢emu vrijede sljedeca prakti¢na pravila:

Pravilo 1. Ukoliko se radi o razdiobama prema istim obiljeZjima (s istom skalom modaliteta),
za usporedbu varijabiliteta koriste se apsolutne mjere rasprsenja.

Pravilo 2. Ako se radi o razdiobama razlicitih obiljeZja ili istih obiljeZja s razlicitim skalama
modaliteta, za usporedbu varijabliteta koriste se relativne mjere rasprsenja.

U nastavku se podrobnije opisuje svaka pojedina mjera rasprSenja.

3.2.1. Raspon varijacije

Raspon varijacije (oznaka: R) je najjednostavnija mjera rasprSenja definirana kao razlika
izmedu najvece (M) i najmanje (m) vrijednosti kvantitativnoga (ili, eventualno, kvalitativnoga
redosljednoga) obiljeZja. Dakle,

% Grubo mozemo reci da su te dvije veli¢ine obrnuto razmjerne, premda to matematicki nije to¢no.
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Najmanja moguca vrijednost raspona varijacije jednaka je nuli i nastupa u slucajevima kad je
odgovarajudi niz vrijednosti kvantitativnoga obiljeZja konstantan. Najveca vrijednost raspona
varijacije ne moZe se op¢enito odrediti.

Primjer 2. NavrSene godine radnoga staza svih 10 zaposlenika tvrtke "Super Silva d.o.0."
tvore niz: 20, 12, 7, 29, 32, 10, 18, 16, 8, 17. Najveca vrijednost u tome nizu je M = 32, a
najmanja m = 7. Stoga je raspon varijacije vrijednosti promatranoga obiljeZja

R=M—m=32-7=25 (godina).

Primjer 3. Prosje¢ne mjesecne neto—place (iskazane u kn) u razdoblju od 01.01.2008. do
31.03.2008. svih 6 zaposlenika knjigovodstvenoga servisa "Knjizi kod mene" iz KoSara na dan
01.04.2008. tvore niz 2.528,42; 2.527,75; 25.000,64; 2.584,12; 2.598,02; 2.576,25. Najveca
vrijednost u tome nizu je M = 25.000,64, a najmanja m = 2.527,75. Stoga je raspon varijacije
promatranoga obiljezja

R =M —-m=25.000,64 —2.527,75 = 22.472,89 (kn).

Primjer 4. Zadana je razdioba svih nezaposlenih drzavljana Republike Ljencarije u veljaci
2008. godine prema navrSenim godinama starosti:

navrsene godine starosti | broj nezaposlenih [000]
15-24 25,2
25 -49 75,8
50 — 64 19,2
> 65 0,6

izvor: Mjesecno statisticko izvjeS¢e DrZzavnoga zavoda za statistiku Republike Ljencarije, oZujak 2008.

Da bismo mogli odrediti raspon varijacije ovoga obiljezja, za najmanju vrijednost (m)
uzimamo donju granicu prvoga razreda, a za najvecu (M) gornju granicu posljednjega
razreda. Uo¢imo da je posljednji razred otvoren, pa njegovu gornju granicu moramo
procijeniti sami. Uzmemo li da je procijenjena gornja granica posljednjega razreda 70, slijedi
daje M =701m= 15, pa je procijenjeni raspon varijacije promatranoga obiljezja

R=M—-m=70-15 =55 (godina).

Osnovna prednost raspona varijacije u prakticnoj primjeni je jednostavnost njegova izracuna,
odnosno interpretacije. Njegov osnovni nedostatak je koriStenje tocno dvaju elemenata
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osnovnoga skupa (u slucaju negrupiranih podataka) ili razdiobe (u slucaju grupiranih
podataka) u njegovu izraCunu. Stoga ga, kao reprezentativnu mjeru rasprSenja, ima smisla
primijeniti u slu¢ajevima kad promatrani niz podataka ne sadrZzi ekstremno velike ili
ekstremno male vrijednosti jer je u suprotnim sluc¢ajevima vrlo nepouzdan (npr. u Primjeru 3.
bi se moglo pogre$no zakljuciti da promatrane prosje¢ne mjesecne place jako variraju jer
odgovarajuéi niz sadrzi ekstremno veliku vrijednost 25.000,64). Jo$§ opcenitije govoredi,
raspon varijacije mozZe se iskoristiti za "grubi" opis osnovnoga skupa ili statisticCkoga niza, ali
nije dovoljno precizna mjera za daljnju detaljnu analizu tih objekata.

3.2.2. Interkvartil

Interkvartil (oznaka: I,) je apsolutna mjera rasprSenja definirana kao raspon varijacije
sredisnjih 50% elemenata uredenoga niza (kvantitativnih ili kvalitativnih redosljednih)
statistickih podataka. Ekvivalentno receno, interkvartil je, zapravo, jednak razlici trecega
(gornjega) i prvoga (donjega) kvartila:

Iq: 03— 0.

Primjer 5. Prvi (donji) kvartil niza navrSenih godina radnoga staZa iz Primjera 2. jednak je
0; = 10.5 (godina), a tre¢i (gornji) kvartil istoga niza Q3 = 19.5. Odatle slijedi da je
interkvartil jednak

I;=03-01=19,5-10,5 =9 (godina).

Dakle, raspon varijacije srediSnjih 50% navrSenih godina radnoga staZa iznosi 9 godina. Iz
dobivenih vrijednosti slijedi da 25% promatranih zaposlenika ima manje od 10,5 godina
radnoga staZa, 25% promatranih zaposlenika ima viSe od 19,5 godina radnoga staZa, a
navrSene godine radnoga staZa preostalih 50% promatranih zaposlenika su u rasponu od 9
godina.

Primjer 6. Prvi (donji) kvartil niza prosje¢nih mjese¢nih neto—placa iz Primjera 3. jednak je
Q) =2.540,38 (kn), a tre¢i (gornji) kvartil istoga niza Q3 = 2.594,55 (kn). Odatle slijedi da je
interkvartil jednak

I, = 03— 01 =2.594,55 - 2.540,38 = 54,17 (kn).

Dakle, raspon varijacije sredi$njih 50% prosjecnih mjesecnih neto—placa iznosi 54,17 kn. Iz
dobivenih vrijednosti slijedi da 25% promatranih zaposlenika ima prosjecnu mjesecnu neto—

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, predavac 97



TVZ

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

ELEKTROTEHNICKI ODJEL

Poslovna statistika

plac¢u manju od 2.540,38 kn, 25% promatranih zaposlenika ima prosjecnu mjese¢nu neto—
placu vecu od 2.594,55 kn, a preostalih 50% promatranih zaposlenika ima prosje¢nu mjese¢nu
neto—placu u rasponu od 54,17 kn.

Osnovna prednost interkvartila u odnosu na raspon varijacije je zanemarivanje ekstremno
malih ili ekstremno velikih vrijednosti u statistickom nizu, ¢ime se dobiva to¢niji opis vecine
elemenata niza. No, kao i za raspon varijacije, za izracun interkvartila koriste se to¢no dvije
poloZajne vrijednosti u statistiCkom nizu, pa u izracunu interkvartila ne sudjeluju svi elementi
niza. Zbog toga se ta mjera rasprSenja smatra nepotpunom.

3.2.3. Interpercentilni razmak

Interkvartil je poseban slucaj tzv. interpercentila. Za bilo koja dva prirodna broja k, [ € N

takva da vrijedi nejednakost 0 < k <[ < 100 interpercentil je razlika [ — toga i k — toga
percentila:

I, , =P/-P

Prema definiciji percentila vrijedi ekvivalencija
(kSl)@(PkSP]),

pa je bilo koji interpercentil uvijek nenegativan realan broj. Obi¢no se interpretira kao raspon
varijacije sredisnjih® (I — k)% elemenata uredenoga statistickoga niza. Posebno, za k = 25 i
[ =75 dobivamo interkvartil, a ako su oba broja k i / djeljiva s 10, dobivamo tzv. interdecilni
razmak (razlika bilo kojih dvaju decila). Prakti¢no se brojevi k i / obi¢no biraju tako da vrijedi
jednakost

k+1=100

jer se na taj nacin "odvaja" jednak postotak "najlo$ijih" i "najboljih" elemenata niza.

% Yzraz sredisnjih posljedica je Cinjenice da percentili P, i P, , zanemarujuci ostalih 97 percentila, dijele uredeni
statisticki niz na 3, opcenito nejednaka, dijela: prvi ("donji") dio tvori k% podataka manji ili jednak P;, drugi
("srediSnji") dio tvore podaci smjeSteni izmedu Py i P;, a treéi ("gornji") dio tvori (100 — [)% podataka ve¢ih ili
jednakih P,.
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Primjer 7. U tvrtki "Kamen Stecaj d.d." iz Brckovljana 10% svih zaposlenika ima prosje¢nu
mjesecnu neto—placu manju od 1.900,00 kn, dok drugih 10% svih zaposlenika ima prosje¢nu
mjesecnu neto—placu vecu od 2.200,00 kn. Iz interpretacije navedenih vrijednosti slijedi:

Pip =1.900,00 i Pyo = 2.200,00,
pa je odgovarajudi interpercentilni razmak

= P9y — P19 =2.200,00 — 1.900,00 = 300,00 (kn).

IPQO_PIO

Dakle, raspon varijacije srediSnjih 90% — 10% = 80% prosjecnih mjesecnih neto—placa iznosi
300,00 kn. Primijetimo da je taj raspon ujedno i razlika 9. i 1. decila.

Primjer 8. U zastitarskoj tvrtki "Orlovi¢ d.o0.0" iz Donje Vrbe 15% svih zaposlenika nije vise
od 185 cm, a 15% svih zaposlenika nije nize od 197 cm. Iz interpretacije navedenih percentila
slijedi

Pis =1851 Pgs =197,

pa je odgovarajudi interpercentilni razmak

=P85—P15= 197 -185=12 (cm)

IPSS_PIS
Dakle, raspon varijacije srediSnjih 85% — 15% = 70% visina iznosi 12 cm.

Osnovna prednost interpercentila u odnosu na raspon varijacije je zanemarivanje obi¢no
jednakoga postotka ekstremno malih i ekstremno velikih vrijednosti u statistickom nizu, ¢ime
se dobiva tocniji opis vecine elemenata niza. No, kao i za raspon varijacije, za izracun
interpercentila koriste se to¢no dvije poloZajne vrijednosti u statistickom nizu, pa u njegovu
izracunu ne sudjeluju svi elementi niza. Zbog toga se ta mjera rasprSenja smatra nepotpunom.

3.2.4. Varijanca i standardna devijacija

Varijanca i iz nje izvedena standardna devijacija obi¢no se svrstava u red najvaZnijih
pokazatelja varijabiliteta ili rasprSenosti modaliteta kvantitativnih obiljeZja. Osnovni razlog je
¢injenica da da je zbroj odstupanja svih vrijednosti kvantitativnoga obiljeZja od njihove
aritmeticke sredine uvijek jednak nuli, pa taj pokazatelj ne moZemo Kkoristiti za opis
varijabiliteta statistickoga niza. Drugi je razlog tome $to u izraunu varijance, a samim tim i
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standardne devijacije, koristimo sve elemente statistiCkoga niza, pa je moZemo kategorizirati
kao potpunu mjerom rasprSenja. Drugim rije¢ima, varijanca i standardna devijacija mogu se
racunati i iz "sirovih" (negrupiranih ili neuredenih) i iz grupiranih podataka.

Varijanca (oznaka: ¢° (grcko slovo o Citajte: sigma)) se definira kao aritmeticka sredina
kvadrata odstupanja vrijednosti _kvantitativnoga obiljeZja od aritmeticke sredine svih
vrijednosti. Nerijetko se varijanca — matemati¢ki netocno, ali intuitivno prihvatljivije —
definira kao prosjecno kvadratno odstupanje vrijednosti kvantitativnoga obiljeZja od
aritmeticke sredine tih vrijednosti. Sukladno takvoj definiciji, formule za izracun varijance su:

a) za niz negrupiranih podataka x;, x», ..., x, €ija je aritmeticka sredina X :
n —\2
> (53 P
ot S— ili, ekvivalentno, o’ x ,
n n

b) za podatke cija je aritmeticka sredina x grupirane prema to¢no k razlicitih modaliteta tako
da za svakii=1, 2, ..., k modalitet x; ima apsolutnu ili relativnu frekvenciju f; :

Zk:fl (x —x)2 Z:flxl2 .,

ili, ekvivalentno, O 2 = — X

q

¢) za podatke grupirane u to¢no k razreda takvih da je za svaki i = 1, 2, ..., k x; razredna

sredina, f; odgovarajuc¢a apsolutna ili relativna frekvencija, a X aritmeticka sredina svih
podataka:

Zk:fl (x—x)2 fo .,

o’ === ili, ekvivalentno, ol=4= .

> >

Primijetimo da je varijanca jednaka nuli ako i samo ako je pripadni statisticki niz konstantan,

tj. ako postoji realan broj ¢ € R takav da za svaki k = 1, 2, ..., n vrijedi x; = c. U tom je
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slucaju i aritmeticka sredina jednaka broju c¢. No, §to promatrani niz sadrzi viSe medusobno
razli¢itih ¢lanova, tj. Sto je veéi stupanj varijabilnosti niza, to su veca i odstupanja pojedinih
modaliteta kvantitativnoga obiljeZja od njihove aritmeticke sredine. Stoga moZemo zakljuciti
da je varijanca upravno razmjerna stupnju rasprsenja statistickoga niza.

Budu¢i je varijanca "kvadratna" mjera rasprSenja, relativno teSko ju je interpretirati. Pomocu
drugoga korijena iz varijance dolazimo do praktiéno najprimjenjenije potpune mjere
rasprSenja: standardne devijacije. Standardna devijacija (oznaka: o) je, po definiciji, drugi
korijen iz varijance. Takva formalna definicija obi¢no se zamjenjuje matematicki neto¢nom,
ali intuitivno prihvatljivijom definicijom prema kojoj je standardna devijacija prosjecno
odstupanje vrijednosti kvantitativnoga obiljeZja od aritmeticke sredine tih vrijednosti ili, jos
krace i joS nepreciznije, prosjecno odstupanje od prosjeka. Istaknimo da je "mjerna jedinica"
za standardnu devijaciju jednaka "mjernoj jedinici" odgovarajuc¢ega kvantitativnoga obiljezja
(kn, €, kg, cm itd.).

Radi potpunosti, navodimo formule za izracun standardne devijacije:

a) za negrupirane podatke:

b) za podatke grupirane prema modalitetima ili u razrede:

k — k )
Zfi'(xi_x) Zfi'xi
= | =— ili o= [FL——x

> >

o

Primjer 9. Odredimo varijancu i standardnu devijaciju niza navrSenih godina radnoga staza iz
Primjera 2. Aritmeticka sredina vrijednosti toga obiljeZja jednaka je:

i 20+12+7+29+321310+18+16+8+17 ~16.9 (godina),
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pa je varijanca tih podataka:

10
2
in
2 _ =l

—2

o =- —x =
10
0_2:202+122+72+292+322+102+182+162+82+172_16.92
10
o’ =63.49

Odavde slijedi da je standardna devijacija jednaka

0 =+0" =+/63.49 =7.968 ~ 8 godina.

Mozemo, dakle, re¢i da je prosjecno odstupanje pojedinacnih navrSenih godina radnoga
staZa od njihove aritmeticke sredine priblizno 8 godina.

Primjer 10. Promatramo statisticki skup svih stanova u onim stambenim zgradama
(novogradnja i dogradnja) koje su 2006. godine dobile gradevinsku dozvolu u Republici
Hrvatskoj. Promatrani skup dijelimo prema broju soba u stanu:

broj soba | broj stanova
(x2) ()
1 3256
2 7 428
3 7 244
4 4414
5 1794
6 997
7 266
8 118
ukupno: 25517

izvor: Statisticki ljetopis Republike Hrvatske za 2006. godinu,
DrZavni zavod za statistiku, 2007.

Odredimo prosjecan broj soba po jednom stanu, te varijancu i standardnu devijaciju broja
soba. Prosjecan broj soba po jednom stanu je vagana aritmeticka sredina promatrane razdiobe:
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8
i ;fixi _3256-1+7428-2+7244-3+4414-4+1794-5+997-6+266-7+118-8

. 25517
>
i=1

x=2.949

Dakle, prosjecan broj soba po jednom stanu iznosi priblizno 3. Varijanca broja soba jednaka
je:

8

Zfi-xi2
2 _ =l 2
R T
2
i=1
32561 47428-2° 47044 3 4 441447
25517

+1794-52+997-62+266-72+118-82
25517

o

—2.949328°
o’ =1.887192

otkuda slijedi da je odgovarajuca standardna devijacija broja soba

o =+Jo? =/1.887192 =1.373751.

Dakle, mozemo re¢i da prosjecno odstupanje pojedinacnih brojeva soba od njihove
aritmeticke sredine iznosi priblizno 1,374.

Primjer 11. U donjoj je tablici prikazana razdioba svih pocinitelja kaznenih djela u Republici
Hrvatskoj osudenih na bezuvjetni zatvor u 2006. godini prema trajanju zatvorske kazne:
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trajanje kazne broj
[godina] pocinitelja
0-1 2 535
1-2 658
2-3 232
3-5 164
5-10 102
10-15 29
15 11
20 3
20 - 40 8
ukupno: 3742

izvor: Statisticki ljetopis Republike Hrvatske za 2006. godinu,

Drzavni zavod za statistiku, 2007.

Odredimo prosjecno trajanje kazne po jednom pocinitelju, te varijancu i standardnu devijaciju
trajanja kazni. U tablici imamo ukupno 7 pravih razreda i dva modaliteta koja nisu grupirana
u razrede. Za svaki pojedini razred racunamo razrednu sredinu, a potom i vaganu aritmeticku
sredinu:

trajanje kazne broj razredna fiexi | fi-x2
[godina] pocinitelja | sredina
() (x2)
0-1 2 535 0.5 1267.5 | 633.75
1-2 658 1.5 987 | 1480.5
2-3 232 2.5 580 1.450
3-5 164 4 656 2.624
5-10 102 7.5 765 | 5737.5
10— 15 29 12.5 362.5 | 4531.25
15 11 15 165 2.475
20 3 20 60 1.200
20 - 40 8 30 240 7.200
ukupno: 3742 5083 | 27.332
Vagana aritmeticka sredina jednaka je:
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fix

M-

i=

5083

x =4 =27 =1.358365,
3742

fi

pa prosjecno trajanje kazne po jednom pocinitelju iznosi priblizno 1.358365 godina, odnosno
1 godinu 4 mjeseca i 9 dana. Varijanca trajanja kazni iznosi:

Dfx
o’ =i:1——x2 =@—1.3583652 =5.458961,
3742

otkuda slijedi da je standardna devijacija trajanja kazni

0 =+0? =+/5.458961 = 2.336442 godina,

tj. prosjecno odstupanje pojedinacnih trajanja kazni od njihove aritmeticke sredine iznosi
priblizno 2.336442 godina, odnosno 2 godine 4 mjeseca i 1 dan. Primijetimo da u
promatranom primjeru nesto vise od 85% svih podataka pripada prvim dvama razredima, dok
svi ostali razredi obuhvacaju nesSto manje od 15% svih podataka. Na temelju aritmeticke
sredine i standardne devijacije ne moZemo zakljuciti npr. da postoji razred 20 — 40 kojemu
pripada 8 elemenata osnovnoga skupa, pa statisticka analiza promatranoga obiljeZja mora
obuhvatiti i izracun dodatnih pokazatelja (npr. koeficijent varijacije o kojemu govorimo u
podtocki 3.2.6.).

3.2.5. Srednje apsolutno odstupanje

Ve¢ je istaknuto da je zbroj svih odstupanja pojedinih vrijednosti kvantitativnoga obiljeZja od
aritmeticke sredine jednak nuli. No, uzmemo li apsolutnu vrijednost svakoga odstupanja
(izraCunamo odstupanje i zanemarimo njegov predznak), dobit ¢emo nenegativne realne
brojeve. Njihov je zbroj biti jednak nuli ako i samo ako je niz vrijednosti kvantitativnoga
obiljezja konstantan, a to opcenito ne vrijedi (kvantitativna obiljeZja imaju najmanje dva
razli¢ita modaliteta). Stoga ima smisla definirati srednje apsolutno odstupanje (oznaka:
MAD-, pri ¢emu kratica: MAD od engleskih rije¢i Mean Absolute Deviation) kao prosjecno

apsolutno odstupanje od aritmeticke sredine. MAD- se izraCunava prema sljede¢im
formulama:
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a) za niz negrupiranih modaliteta kvantitativnoga obiljezja x;, x», ..., x, ¢ija je aritmeticka
sredina Xx:
e Y- P B Pl
1 2 k
MAD. = — =) ;
* n o n

b) za podatke ¢ija je aritmeticka sredina x grupirane prema to¢no k razli¢itih modaliteta tako
dazasvakii=1, 2, ..., k modalitet x; ima apsolutnu ili relativnu frekvenciju f; :

n .
X —x‘ ka“xk—x‘
" — k=1 .

B

f1"x1_ ‘+f2“x2—x‘+...+fn‘

L+ +f Zn:fk

MAD. =

¢) za podatke grupirane u to¢no k razreda takvih da je za svaki i = 1, 2, ..., k x; razredna

sredina, f; odgovarajuc¢a apsolutna ili relativna frekvencija, a Xxaritmeticka sredina svih
podataka:

n —
P P e PO S e () S/ SR

MAD- = Y 7
g +f,+...+ z

1 2 n fk
k=1

Primjer 12. Odredimo srednje apsolutno odstupanje od aritmeticke sredine za niz navrSenih
godina radnoga staza iz Primjera 2. U Primjeru 9. izracunali smo da je aritmeticka sredina

toga niza x= 16.9 (godina), pa je srednje apsolutno odstupanje od aritmeticke sredine:

U \xk —1\ [20-16.9|+[12-16.9]+|7-16.9|+|29 —16.9|+ |32 -16.9|+ [10— 16.9|
MAD_=Y" = "
= 10
+|18—16.9|+|16—16.9|+|8—16.9|+|17—16.9|
10
3.1+ |-4.9]+ |-9.9] + [12.1] + [15.1] +|-6.9| +[1.1] + |-0.9] +|-8.9] +0.1|
MAD. = 0
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31+49+99+12.1+15.1+6.9+1.1+0.9+8.9+0.1 _
10

MAD. = 6.3

Dakle, prosjecno apsolutno odstupanje od aritmeticke sredine iznosi 6.3 godina. Dobivena
vrijednost je strogo manja od standardne devijacije istoga niza (o = 8 godina).

Primjer 13. Odredimo srednje apsolutno odstupanje za vrijednosti obiljeZja iz Primjera 11:

trajanje kazne broj razredna
[godina] pocinitelja | sredina
(xi)
0-1 2 535 0.5
1-2 658 1.5
2-3 232 2.5
3-5 164 4
5-10 102 7.5
10— 15 29 12.5
15 11 15
20 3 20
20 - 40 8 30
ukupno: 3742

U tom smo primjeru izracunali vaganu aritmeticku sredinu:

x = 1.358365 (godina),

pa je traZeno srednje apsolutno odstupanje

9

ka "xk __‘
MAD} :k:l9—
2/

2535-|0.5-1.358365|+ 658 +[1.5—1.358365|+ 232 -|2.5—1.358365
MAD- = +

; 3742
164 |[4—1.358365|+102-|7.5—1.358365|+29-[12.5-1.358365|+

3742
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+11-15-—L358365L+3420-—1358365L+8-po-L358365

3742
MAD- =1.163

Dakle, prosjecno apsolutno odstupanje od aritmeticke sredine iznosi priblizno 1.63 godina.

Istaknimo da se prosjecno apsolutno odstupanje moze racunati i u odnosu na medijan, pri
¢emu su odgovaraju¢e formule potpuno analogne navedenima (aritmeticka sredina se
zamijeni medijanom, a sve ostale veli¢ine ostaju nepromijenjene). MoZe se pokazati i da je
prosjecno apsolutno odstupanje od aritmeticke sredine ili medijana uvijek manje ili jednako
standardnoj devijaciji.

Zaklju¢no istaknimo da dio novijih radova iz statistike preporucuje primjenu srednjih
apsolutnih odstupanja (od aritmeticke sredine ili medijana) umjesto "tradicionalne" standardne
devijacije jer je praksa pokazala da pogreSke u mjerenju, neidealizirani uvjeti provedbe
slucajnih pokusa ili opaZanja opcenito itd. imaju manji utjecaj na prosje€no apsolutno
odstupanje, nego na standardnu devijaciju. Drugim rije¢ima, sve se viSe zagovara da se u
statistickoj analizi realnih procesa (koji se odvijaju u realnim, a ne idealnim uvjetima)
primjenjuje prosjecno apsolutno odstupanje, tim viSe $to se utvrdilo da primjena takvoga
odstupanja na razliite vrste razdioba daje priblizno jednake ili ¢ak bolje rezultate od
standardne devijacije.

3.2.6. Koeficijent varijacije

Ve¢ smo istakli da je standardna devijacija potpuna mjera rasprSenja iskazana u jedinicama
promatranoga kvantitativnoga obiljezja. Kao takva, standardna devijacija nije prikladna za
usporedbu varijabiliteta najmanje dvaju razliCitih tipova kvantitativnih obiljeZja prema
kojima se moZe podijeliti isti statisticki skup. Promatramo li npr. skup svih natjecatelja u
izboru za ovogodiSnjeg Mistera Svrzigaca i podijelimo li sve njegove elemente prema
obiljezjima masa i visina, onda na temelju standardne devijacije ne moZemo reci razlikuju li
se promatrani natjecatelji viSe prema masi ili prema visini. U takvim se slucajevima obavezno
primjenjuju relativne mjere rasprsenja jer one ne ovise o "'mjernim jedinicama" promatranih
obiljezja. Dvije najCeS¢e primjenjivane mjere su koeficijent varijacije i koeficijent kvartilne
devijacije, a koriste se ponajprije za usporedbu varijabiliteta dvaju razdioba.

Koeficijent varijacije (oznaka: V) definira se kao omjer standardne devijacije i aritmeticke
sredine iskazan u postotcima. Slobodno govore¢i, moZemo re¢i da je koeficijent varijacije

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, predavac 108



TVZ

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

ELEKTROTEHNICKI ODJEL

Poslovna statistika

zapravo prosje¢no odstupanje vrijednosti kvantitativnoga obiljeZja od aritmeticke sredine
iskazano u postotcima. Sukladno netom navedenoj definiciji, koeficijent varijacije neovisno o
tome jesu li podaci grupirani ili nisu racunamo prema formuli:

v=2.100.
X

Istaknimo da se koeficijent varijacije primijenjuje gotovo isklju¢ivo u statistickoj analizi
kvantitativnih obiljezja vezanih za ordinalnu skalu (zbog dogovorno definirane nule nije
primjenjiv u obiljeZjima vezanima za intervalnu skalu). Njegovi osnovni nedostaci su loSa
reprezentativnost u slucaju ekstremnih vrijednosti ili otvorenih razreda, te osjetljivost na male
promjene aritmeti¢ke sredine u sluajevima kad je aritmeticka sredina vrlo blizu nuli.

Iako ne postoji opéi kriterij procjene varijabiliteta prema vrijednostima koeficijenta varijacije,
jedan od najcesce primjenjivanih je kriterij naveden u sljedecoj tablici. Naglasimo i ¢injenicu
da je najmanja moguca vrijednost koeficijenta varijacije jednaka nuli (i postiZe se iskljucivo
za konstantne nizove podataka), dok najveca vrijednosti opcenito nije odredena. Prakticne
primjene pokazuju da koeficijent varijacije relativno rijetko prelazi 100%.

V%] | varijabilitet
0—-10 | vrlo slab

10 - 30 | relativno slab
30 - 50 | umjeren

50 - 70 | relativno jak
=70 vrlo jak

Primjer 16. Za svih 11 nogometasa prve postave NK "Akumulator" iz Babine Grede na dan
01.04.2008. prikupljeni su podaci o masi i prosjecnim mjesecnim neto—placama. Podaci su
prikazani u donjoj tablici.
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redni br. | masa | prosjecna mjesecna
nogometasa | [kg] neto—placa [€]
1 79 1.190,00
2 89 1.195,00
3 82 1.196,00
4 78 1.185,00
5 91 1.183,00
6 84 1.198,00
7 83 1.197,00
8 86 1.191,00
9 90 1.189,00
10 78 1.300,00
11 81 1.400,00

Utvrdimo razlikuju li se promatrani nogometasi viSe prema masi ili prema prosje¢nim
mjeseCnim neto-platama. U nizu masa i nizu prosjeénih mjesecnih neto—placa nema
ekstremno velikih vrijednosti, niti vrijednosti blizu nule, pa koeficijent varijacije obaju
obiljezja racunamo koriste¢i formule za jednostavnu aritmetiCku sredinu i standardnu

devijaciju za negrupirani niz podataka. Dobiva se:

obiljeje aritmeticka | standardna | koeficijent
sredina devijacija varijacije

masa 83.72727 (kg) | 4.51444 (kg) | 5.391839%

prosjecna neto—placa | 1.220,36 (€) 64,88 (€) |5.316734%

Budu¢i da je koeficijent varijacije masa strogo ve¢i od koeficijenta varijacije prosjecnih neto—
placa, zakljuCujemo da se promatrani nogometasi viSe razlikuju prema masama. Uo¢imo da su
varijabiliteti obaju promatranih obiljeZja vrlo slabi, pa prakticno moZemo zakljuciti da nema

zamjetnih razlika izmedu varijabiliteta promatranih obiljezja.

Primjer 17. Utvrdimo varijabilitet navrSenih godina starosti svih nezaposlenih osoba u

Republici Ljencariji u veljaci 2008. godine (Primjer 4. u podtocki 3.1.1.):

navrsene godine starosti | broj nezaposlenih [000]
15 -25 25.2
25 -50 75.8
50 - 65 19.2
65 — (70) 0.6

U navedenom smo primjeru izracunali:
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x=37.177 godina,

pa je standardna devijacija raCunata iz podataka grupiranih u razrede
o =11.48167 godina,
Sto znaci da je koeficijent varijacije promatranoga obiljeZja

T 00 11:48167

V==-100=
X 37.17715

-100 = 30.88%.

U ovome je slucaju, dakle, varijabilitet "na granici" relativno slaboga i umjerenoga, a buduci
da je aritmeticka sredina raCunata iz grupiranih podataka nepreciznija od aritmeticke sredine
raCunate iz negrupiranih podataka i (obicno) manja od nje, moZemo zakljuciti da je
varijabilitet vrijednosti promatranoga obiljeZja umjeren.

3.2.7. Koeficijent kvartilne devijacije

Kako je ve¢ istaknuto, koeficijent varijacije je loS pokazatelj varijabiliteta vrijednosti
promatranoga obiljezja ukoliko promatrani niz vrijednosti obiljezja sadrzi ekstremno male ili
ekstremno velike vrijednosti. U takvim se slu¢ajevima rasprSenost vrijednosti obiljeZja obi¢no
iskazuje interkvartilom (kao apsolutnom mjerom rasprsenja), odnosno koeficijentom kvartilne
devijacije kao pripadnom relativnom mjerom rasprsenja.

Koeficijent kvartilne devijacije (oznaka: V,) je, prema definiciji, omjer interkvartila i zbroja
prvoga i trecega kvartila:

V = Iq :Q3_Q1
TO+0 O+0

V, se interpretira kao intenzitet varijabiliteta srediSnje polovice (srediSnjih 50%) elemenata
uredenoga statistickoga niza, a moZe poprimiti toéno sve vrijednosti iz segmenta [0, 1]. Sto je
varijablitet srediSnje polovice niza manji, vrijednost V, je bliza 0, a Sto je varijablitet srediSnje
polovice ve¢i, vrijednost V, je bliza 1. Iako ne postoji op¢i kritetij za utvrdivanje varijabiliteta
srediSnje polovice vrijednosti kvantitativnoga obiljezZja na temelju koeficijenta kvartilne
devijacije, jedan od najcesS¢e primijenjenih kriterija naveden je u tablici.
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V, varijabilitet
0.0-0.1 vrlo slab
0.1-0.2 | relativno slab
0.2-0.3 umjeren
0.3 - 0.5 | relativno jak
0.5-1.0 vrlo jak

IzraCun koeficijenta kvartilne devijacije iz obiju vrsta podataka pokazat ¢emo na sljedeéim
primjerima.

Primjer 18. Odredimo varijabilitet srediSnjih 50% prosje¢nih mjesecnih placa (iskazanima u
kn) svih stalno zaposlenih djelatnika poduzeéa "Schwindi—trade d.o.o." iz Suplje Lipe u
razdoblju od 01.01.2007. — 31.12.2007. navedenih u Primjeru 9. U ovom slucaju statisticki niz
sadrzi dvije ekstremno velike vrijednosti (50.000,64 i 60.000,75), pa je za dobivanje slike o
varijabilitetu primjereno uporabiti koeficijent kvartilne devijacije.

U Primjeru 9. izracunali smo:

— prvi ili donji kvartil: Q; = 2.332,935;
— trediili gornji kvartil: Q3 = 3.087,88;

Stoga je koeficijent kvartilne devijacije promatranoga niza jednak

V= 0, -0 _ 3.087,88—-2.332,935 ~0.13927
“0,+0, 3.087,88+2.332,935

Dakle, varijabilitet sredisnjih 50% prosjecnih mjesecnih placa je relativno slab.

Primjer 19. Zadana je razdioba svih honorarnih nastavnika Visoke Skole za financijski
menadZzment u Spickovini u zimskom semestru akademske godine 2007/2008. prema
prosje¢nom mjese¢nom neto—honoraru za sve odrZane oblike nastave:

prosjecan mjesecni broj
neto—honorar (€) | nastavnika
100,00 5
200,00 8
400,00 21
500,00 12
600,00 6
ukupno: 52
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Odredimo koeficijent kvartilne devijacije i objasnimo njegovo znagenje®’. U ovom slucaju
prvi i treéi kvartil odredujemo iz grupiranih podataka, pri ¢emu smo podatke ve¢ zapisali u
obliku uredenoga niza. Ukupan broj podataka jednak je n = 52 i djeljiv je s 4, pa je priblizna
pozicija prvoga kvartila jednaka

n+l 52+1

ki =
Ty

=13.25.

Vrijednost prvoga kvartila iz grupiranih podataka odreduje se iz izraza:

0y = 13. vrijednost u nizu + i - (14. vrijednost u nizu — 13. vrijednost u nizu) =
1
=200,00 + v (400,00 —200,00) = 250,00.
Analogno, pribliZna pozicija tre€ega kvartila jednaka je
ky = é-(n+1)—§-(52+1)—39 75
Ty 4 o
pa je vrijednost trecega kvartila:
Q3 =39. vrijednost u nizu + % - (40. vrijednost u nizu — 39. vrijednost u nizu) =
= 500,00 + % - (500,00 - 500,00) = 500,00.
Tako je koeficijent kvartilne devijacije jednak

_0,-0 _500,00-250,00 _ 200

V =
T 0,+0Q, 500,00+ 250,00

i zakljuCujemo da je varijabilitet sredisnjih 50% prosjecnih mjesecnih neto—honorara
relativno jak.

8 U ovome se primjeru iskljudivo radi ilustracije radunanja koeficijenta kvartilne devijacije iz podataka
grupiranih prema modalitetima koriste relacije za izracun kvartila koje se mogu na¢i u knjizi I. SoSica
"Primijenjena statistika".

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, predavac 113



TVZ

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

ELEKTROTEHNICKI ODJEL

Poslovna statistika

Primjer 20. Zadana je razdioba svih djelatnika SveleuciliSta u Gacelezima na dan 22.3.2008.
prema iznosu primljene "uskrsnice":

iznos "uskrsnice" broj
€) djelatnika
351,00 — 500,00 48
501,00 — 650,00 189
651,00 — 800,00 88
801,00 — 950,00 47
951,00 - 1.100,00 28
ukupno: 400

Odredimo koeficijent kvartilne devijacije i objasnimo dobiveni rezultat.®® Neprave razrede
najprije pretvorimo u prave i izracunajmo pripadne kumulativne apsolutne frekvencije "manje
od". Dobivamo:

iznos "uskrsnice" broj kumulativna apsolutna
€) djelatnika | frekvencija "manje od"
350,50 — 500,50 48 48
500,50 — 650,50 189 237
650,50 — 800,50 88 325
800,50 — 950,50 47 372
950,50 — 1.100,50 28 400
ukupno: 400

Cetvrtina ukupnoga broja djelatnika jednaka je 100, a 100. element uredenoga niza nalazi se u
razredu 500,50 — 650,50. Donja granica toga razreda je g; = 500,50, odgovaraju¢a apsolutna
frekvencija fi = 189, kumulativna apsolutna frekvencija "manje od" prethodnoga razreda
jednaka je m; = 48, a §irina uocenoga razreda je h; = 650,50 — 500,50 = 150. Stoga je prvi
kvartil jednak

——m, ——48
-y = 500,50 +4IT

150,00~ 541,77.

8 U ovome se primjeru iskljudivo radi ilustracije radunanja koeficijenta kvartilne devijacije iz podataka
grupiranih u razrede koriste relacije za izracun kvartila koje se mogu naci u knjizi I. SoSi¢a "Primijenjena
statistika".
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Nadalje, tri Cetvrtine ukupnoga broja djelatnika jednake su 300, a 300. element niza nalazi se
u rauzredu 650,50 — 800,50. Donja granica toga razreda je g3 = 650,50, odgovarajuca
apsolutna frekvencija f3 = 88, kumulativna apsolutna frekvencija "manje od" prethodnoga
razreda jednaka je m, = 237, a Sirina uoCenoga razreda je h3 = 850,50 — 650,50 = 15,00. Stoga
je tre¢i kvartil jednak

‘n—-m E-400—237

2
4 p=65050 +F—— 150,00 ~ 757.89.
f 88

3

W

O3=g3+

Stoga je koeficijent kvartilne devijacije jednak

v o Q-0 _757.89-541,77

= = =0.1663,
0,+0, 757.89+541,77

pa zaklju€ujemo da je varijabilitet sredisnjih 50% iznosa "uskrsnica" relativno slab.

3.3. Standardizirano obiljeije

U praksi se vrlo Cesto postavljaju problemi usporedbe razlicitih nizova vrijednosti
kvantitativnih obiljeZja iskazanima u istim mjernicm jedinicama, ali s razliitim stupnjem
varijabilnosti, problemi usporedbe raznorodnih numerickih nizova, problemi usporedbe
relativnoga poloZaja barem dvaju podataka u istom numerickom nizu itd. Tipi¢ni primjeri
takvih problema su:

Problem 1. Prosjecna godiSnja neto—placa zaposlenika s visokom stru¢nom spremom u nekoj
tvrtki iznosi 62.000,00 kn uz standardnu devijaciju od 7.100,00 kn. MozZe li se re¢i da je
djelatnik koji ima visoku struénu spremu i ukupnu godiSnju neto—placu 40.000,00 kn
diskriminiran?

Problem 2. Prosjecan broj bodova na pismenom ispitu iz Gospodarske matematike odrzanom
25.02.2008. iznosi 55 uz standardnu devijaciju od 8 bodova. ProsjeCan broj bodova na
pismenom ispitu iz Osnova racunovodstva odrzanom 21.02.2008. iznosi 65 uz standardnu
devijaciju 12 bodova. Ciro je na pismenom ispitu iz Gospodarske matematike ostvario 62
boda, a na pismenom ispitu iz Osnova racunovodstva 75 boda. Na kojemu je ispitu Ciro
ostvario bolji uspjeh?
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Ovakvi problemi rjeSavaju se izraCunom vrijednosti tzv. standardiziranoga obiljeZja (oznaka:
7). Rije¢ je o linearnoj transformaciji vrijednosti kvantitativnoga obiljezja definiranoj
formulom:

gdje je uobicajeno x aritmeti¢ka sredina, a o standardna devijacija vrijednosti varijable x.
Moze se pokazati da je aritmeticka sredina svakoga standardiziranoga obiljeZja jednaka nuli, a

odgovarajuca standardna devijacija jednaka 1. Kako bi se mogli donijeti zakljucci o
rasprsenosti elemenata polaznoga osnovnoga skupa, koristi se sljedece
Pravilo 1. (Cebisevljevo™ pravilo) Neka je X niz vrijednosti kvantitativnoga obiljezja &ija je

aritmeticka sredina x, a standardna devijacija 0. Tada se za svaki prirodan broj k > 1 u

segmentu [x —k-0, x +k - o] nalazi najmanje 100 - (1—%) % clanova niza X.

Posljedice: U segmentu [x =2 -0, x +2 0] nalaz se najmanje 75% podataka, a u

segmentu [x —3-0, x +3 - 0] nalazi se najmanje 89% podataka bilo kojega niza numerickih
podataka.

PokaZimo na nekoliko primjera primjenu standardiziranoga obiljeZja i Cebisevljeva pravila.

Primjer 1. RijeSimo Problem 1. Izracunajmo vrijednost standardizirana obiljeZja za
x = 40.000,00, x = 62.000,00 i o = 7.100,00:

x—x _ 40.000,00—62.000,00

-3.0986,
o 7.100,00

7=

pa zaklju¢ujemo da ukupna godisnja placa od 40.000,00 kn odstupa od prosjecne godiSnje
neto—place naniZe za vise od tri standardne devijacije. Prema CebiSevljevu pravilu, najmanje
89% elemenata niza odstupa od prosjecne vrijednosti niza za najvise tri standardne devijacije.
To znaci da najviSe 100% — 89% = 11% elemenata niza odstupa od prosjeka za viSe od tri

8 Pafnutij Lavovic Cebisev (1821. — 1894.), ruski matematicar.
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standardne devijacije. Promatrani se djelatnik nalazi upravo u tih 11% elemenata, pa se moZe
re¢i da je diskriminiran.

Primjer 2. RijeSimo Problem 2. Prosudba uspjeha na ispitima mora se temeljiti isklju¢ivo na
standardiziranom obiljeZju jer je ono neovisno o mjernim jedinicama, a eliminira i problem
razli¢itih raspona varijacije.

Za prvi je pismeni ispit x; = 551 oy = 8, pa je vrijednost standardizirana obiljezja Cirina
uspjeha na tom ispitu

2 = X —x _62-55 ~0.875.

o, 8

Za drugi je pismeni ispit x2=6510, =12, pa je vrijednost standardizirana obiljeZja Cirina
uspjeha na tom ispitu

X, —x2 _75-65

0,

2= =0.83333.

Budué¢i da je vrijednost standardizirana obiljeZja za prvi pismeni ispit strogo veca od
vrijednosti standardizirana obiljeZja za drugi pismeni ispit, zaklju¢ujemo da je na pismenom
ispitu iz Gospodarske matematike Ciro postigao nesto bolji uspjeh (odstupanje navise iznosi
87,5% standardne devijacije).

Primjer 3. Tecaj dionica (u kn) portfolia zabiljezen na Frkljevackoj burzi u razdoblju od
01.03.2008. do 25.03.2008. bio je sljedeci:

126 128 133 128 123 130 122 125 129 133 127 126 130
129 133 123 122 121 126 134 128 126 128 135 135

Dva trgovca dionicama procjenjuju tecaj dionice u vremenu predvidenom za prodaju. Prvi
trgovac procjenjuje da ¢e cijena biti 140 kn, a drugi da ¢e cijena biti 139 kn. Pretpostavimo da
je kretanje tecaja dionice "normalno”. Odredimo koji se trgovac izlaZze ve¢em riziku donoSenja
pogresne poslovne odluke o prodaji dionice. Najprije treba izraCunati aritmeticku sredinu
(prosjecni tecaj dionice) i standardnu devijaciju iz negrupiranih podataka. Dobiva se:

x = 128,00 kn, o = 4,08 kn.
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IzraCunajmo vrijednost standardiziranoga obiljeZja za svaku pojedinu procjenu i odrediti koja
od njih vise odstupa od prosjeka:

x,—x _140-128

71 = =294,
o 4,08

2= X=X _ 139-128 —9697
o 4,08

Prema tome, prvi trgovac se izlaze vecem riziku donoSenja pogreSne poslovne odluke o
prodaji dionice.

Primjer 4. 20 stru¢njaka iz podru¢ja managementa i gospodarstva procjenjivalo je godiSnju
stopu inflacije u Republici NiSkoristiji za 2007. godinu:

352 3,773 4,05 4,12 425 385 3,68 3,74 4,19 442 428 436 4,09
392 3,67 426 435 359 397 432

Primjenom Cebisevljeva pravila za k = 2 odredimo prognosti¢ki interval stope inflacije.
Jednostavna aritmeticka sredina procjenjenih vrijednosti godis$nje stope inflacije iznosi 4.018,
a odgovarajuca standardna devijacija 0.280546. Prema tome, trazeni prognosticki interval

stope inflacije je [4.018 — 2 - 0.280546, 4.018 + 2 - 0.280546] = [3.457, 4.579].

Primjer 5. (problem skaliranja) Prijamnom ispitu za upis na Ekonomski fakultet Sveucilista
u Banovoj Jaruzi pristupilo je ukupno 2000 kandidata. Prosje¢an broj bodova iz matematike
iznosio je 150 sa standardnom devijacijom 30 bodova. Povjerenstvo za provedbu
razredbenoga ispita odlucilo je skalirati rezultate tako da im aritmeticka sredina bude 100, a
standardna devijacija 12. Odredimo broj bodova (na novoj skali) kandidata koji je na ispitu
osvojio to¢no 130 bodova.

Da bismo preracunali rezultate ispita u skladu s izmijenjenim parametrima, najprije ¢emo
odrediti relativan poloZaj postignutoga rezultata od 130 bodova u prvotnom numeri¢kom nizu.

Taj se polozaj svodi na izracun vrijednosti standardiziranoga obiljeZja za x = 130, x =1501

o1 = 30, pa se dobije:

X —xi_130—-150
o, 30

=—0.66666.

1=
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Dakle, rezultat kandidata odstupa od prvotnoga prosjeka za 0.66666 prvotnih standardnih

devijacija naniZe. Stoga i novi broj bodova mora odstupati od predefiniranoga prosjeka za
0.66666 predefiniranih standardnih devijacija naniZe, pa je

X2 = x2 +21 - 02 =100 + (~0.66666) - 12 = 92.

Prema tome, kandidat ¢e na novoj skali imati ukupno 92 boda.

3.4. Vrste razdioba (distribucija)

Razdiobe statistickih skupova prema kvantitativnim obiljeZjima grupiramo prema tome kako
su vrijednosti obiljezja elemenata toga skupa rasporedene oko najvaznije srednje vrijednosti:
aritmetiCke sredine. U skladu s tim razlikujemo tri osnovne vrste razdioba statistickoga skupa:

Ako su vrijednosti obiljezja elemenata statistickoga skupa ravnomjerno rasporedene oko
aritmeticke sredine, govorimo o simetricnoj razdiobi (distribuciji). Kod simetri¢ne razdiobe

sve tri srednje vrijednosti su jednake (X =M, = M,).

Ako skup vrijednosti obiljeZja elemenata statistickoga skupa sadrZi barem jednu ekstremno
veliku vrijednost, govorimo o pozitivno asimetricnoj razdiobi (distribuciji). Kod pozitivno

asimetricne razdiobe vrijede nejednakosti: X > M,>M,.

Ako skup vrijednosti obiljeZja elemenata statistickoga skupa sadrZzi barem jednu ekstremno
malu vrijednost, govorimo o negativno asimetricnoj razdiobi (distribuciji). Kod negativno

asimetricne razdiobe vrijede nejednakosti: X< M,<M,.

Gornje definicije zgodno je popratiti i graficki:
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3.4.1. Mjere asimetrije

Pri opisu razdiobe vrijednosti obiljezja elemenata odredenoga statistickoga skupa, osim
srednjih vrijednosti i mjera rasprSenja, koristimo i mjere asimetrije. Tim mjerama nastoji se
jednim numerickim pokazateljem opisati nacin rasporeda kvantitativnih podataka prema
aritmetic¢koj sredini ili nekoj drugoj srednjoj vrijednosti. U praksi se najceSce koriste tri mjere
asimetrije:

90 . . .. . . . .. .. .
1.) Pearsonova " mjera asimetrije (oznaka: S;) je mjera asimetrije definirana kao omjer
aritmeticke sredine x i medijana M, odnosno moda M,, izraZen u jedinicama standardne

devijacije o:

—_ X_M()
o

Ova je mjera zapravo standardizirano odstupanje medijana ili moda od aritmeticke sredine.
Razlika aritmeticke sredine i medijana, odnosno moda podijeljena je sa standardnom
devijacijom radi uklanjanja utjecaja mjernih jedinica kvantitativnoga obiljeZja na vrijednost
pokazatelja.

Koeficijent S;”' moZe poprimiti toéno sve vrijednosti iz segmenta [-3, 3]. Za simetricnu
razdiobu njegova je vrijednost Sy = 0, za pozitivno asimetricnu Sy > 0, a za negativno

0 Karl Pearson (1857. — 1936.), britanski statisti¢ar, jedan od najzasluZnijih za razvoj statistike kao zasebne

znanstvene discipline.
°! Oznaka S potjece od engleske rije¢i skewness koja zna&i nagnutost.
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asimetricnu Sy < 0. Sto je apsolutna vrijednost od Sy bliza 3, asimetri¢nost je izraZenija. Ovaj
koeficijent u pravilu se raCuna za razdiobe prema kvantitativnim kontinuiranim varijablama.

2.) Bowleyeva® mjera asimetrije (oznaka: Sko) racuna se iz medusobnoga odnosa svih triju
kvartila: prvoga (Q)), trecega (Q3) i medijana (M,). Na temelju toga odnosa odreduje se
asimetricnost sredisnje polovice (srediSnjih 50%) elemenata uredenoga statistickoga niza.
Racunamo je prema formuli:

0,+0,-2-M,
SkQ:—Q;—Ql .

Koeficijent Sy, poprima to¢no sve vrijednosti iz segmenta [-1, 1]. Za simetricnu razdiobu je
Sko = 0, za pozitivno asimetricnu Sip > 0, a za negativno asimetricnu Sip < 0. Sto je apsolutna
vrijednost koeficijenta Sip bliZa 1, asimetri¢nost je izraZenija.

3.) Koeficijent asimetrije (oznaka: 03) je potpuna i najcesce koristena mjera asimetrije
definirana formulom:

n

3 (x—x)°

k=1 n
(e

o, =

gdje je n ukupan broj elemenata statistickoga niza (odnosno podataka u odgovaraju¢em
osnovnom skupu), x aritmeticka sredina tih podataka, a o njihova standardna devijacija.

Koeficijent o3 poprima tocno sve vrijednosti iz segmenta [-2, 2]. Za simetricnu razdiobu
vrijednost toga koeficijenta je o3 = 0, za pozitivno asimetricnu o3 > 0, a za negativno
asimetriénu oz < 0. Sto je apsolutna vrijednost koeficijenta o3 bliza 2, asimetri¢nost je
izraZenija.

Valjda istaknuti da koeficijent asimetrije — kao potpuna mjera asimetrije — uvijek pruza
najvjerniju sliku o asimetriji, dok s ostalim dvama mjerama to nije slu¢aj. Sve tri mjere obi¢no
se (ali ne i1 uvijek) podudaraju jedino u predznaku, a njihova izravna usporedba nije moguca
jer se odgovarajuci izracuni temelje na razlicitim principima.

%% Arthur Lyon Bowley (1869. — 1957.), engleski ekonomist i statisti¢ar, zasluZan za razvoj teorije uzoraka.
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Primjer 1. Radi provjere deklarirane mase paketica bombona "Kiki¢" izabran je uzorak od
ukupno 25 razli¢itih paketica. Mjerenjem mase (iskazane u gramima) dobiveni su sljedeci
rezultati:

101 103 98 99 100 102 96 102 101 105 93 98 98
94 96 101 102 97 97 100 93 104 102 91 104

Odredimo vrijednost svih triju pokazatelja asimetrije, objasnimo njihova znacenja i prikaZimo
dobivenu razdiobu linijskim grafikonom. PrikaZemo li dobivene podatke tabli¢no, dobivamo:

masa broj
(2) paketica
91 1
93
94
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
ukupno:

= =A==

[\
W

Odgovarajuc¢im izra¢unima lagano se dobiva:

- aritmeticka sredina: x =99.08 (grama);
- medijan: M, = 100 (grama);

- mod: M, =102 (grama);

- 1. 1li donji kvartil: Q; = 97 (grama);

- 3.ili gornji kvartil: Q3 = 102 (grama);

- standardna devijacija: o = 3.69778312 (grama).

Za vjezbu objasnite svaku od neposredno izraCunatih vrijednosti. Prema tome, traZene
vrijednosti mjera asimetrije su:
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- Pearsonova mjera asimetrije (odstupanje medijana): Sy = -0.746393153;
- Pearsonova mjera asimetrije (odstupanje moda): Sy =-0.789662321;
- Bowleyeva mjera asimetrije: Sy = —0.2;

- koeficijent asimetrije: oz = -0.471860569.

Pearsonove mjere asimetrije upucuju na zaklju¢ak da je promatrana razdioba srednje
negativno asimetricna (prevladavaju vrijednosti vece od aritmeticke sredine), Bowleyeva
mjera asimetrije upucuje na zakljucak da je razdioba sredisnjih 50% paketica blago negativno
asimetricna, dok koeficijent asimetrije upucuje na zaklju¢ak da je promatrana razdioba
srednje negativno asimetricna. To se vidi i iz dobivene tablice jer postoji ukupno 13
vrijednosti strogo vecih od aritmeticke sredine i 12 vrijednosti manjih od nje. Odgovarajuci
prikaz linijskim grafikonom dan je na sljedecoj slici.

Razdioba paketica hombona "Kiki¢" prema masama
._1

3.5 A\
- A 7 ».\
LN a \ / WA
7N\ V VAN

0.5

Broj paketica
X

a1 23 25 a7 99 101 103 105

Wasa {g})

Primjer 2. Prema podacima Hrvatske elektroprivrede za 2006. godinu93 , prosjecna godisnja
potro$nja elektriCne energije po potrosacu iznosi 2422.168207 kWh uz standardnu devijaciju
2383.869183 kWh. Pritom 25% svih potroSaca godiSnje potroSi najvisSe 683.319 kWh,
polovica svih potro$aca najvise 1766.895 kWh, a 25% svih potro$aca barem 3370.143 kWh.
Odredimo vrijednosti odgovaraju¢ih relativnih mjera rasprSenja i mjera asimetrije, te
objasnimo dobivene rezultate. Iz zadanih podataka slijedi:

%3 Podaci su preuzeti iz Statistickoga ljetopisa Republike Hrvatske za 2006. godinu.
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- aritmeticka sredina: x = 2422.168207 (kWh);
- medijan: M, = 1766.895 (kWh);

- 1. 1li donji kvartil: Q; = 683.319 (kWh);

- 3.1li gornji kvartil: Q3 =3370.143 (kWh);

- standardna devijacija: 0 = 2383.869183 (kWh);

pa su traZene vrijednosti:

- koeficijent varijacije: V = 98.4188124%, Sto znaCi da je stupanj rasprSenja
(varijabilitet) godisnje potrosnje elektricne energije vrlo jak;

- koeficijent kvartilne devijacije: V, = 66.2846722%, Sto znaci da je stupanj rasprSenja
(varijablitet) sredisnjih 50% potrosaca elektricne energije vrlo jak;

- Pearsonova mjera asimetrije (odstupanje medijana): Sy = 0.824634017, Sto znaci da je
promatrana razdioba potrosaca prema godisnjoj potrosnji elektricne energije srednje
pozitivno asimetricna,

- Bowleyeva mjera asimetrije: Sxp = 0.193414976, Sto znaci da je razdioba sredisnjih
50% potrosaca blago pozitivno asimetricna,

Koeficijent asimetrije ne moZemo izracunati na temelju zadanih podataka. Spomenimo tek da

iz originalnih podataka navedenih u referenciranoj literaturi slijedi oz = 2.133, Sto znaci da je

razdioba potrosaca prema godisnjoj potrosnji elektricne energije vrlo pozitivno asimetricna,
tj. vrlo izraZeno prevladavaju manje vrijednosti potroSnje elektricne energije.

3.4.2. Mjere zaobljenosti

Vecina pojava u prirodi, raznim gospodarskim i tehni¢kim procesima i sl. rasporedena je u
skladu s tzv. normalnom razdiobom. Ova se razdioba vrlo precizno definira u matematickoj
statistici 1 za to je potreban neSto sloZeniji aparat teorije vjerojatnosti. Ovdje ¢emo samo
napomenuti da je rije¢ o potpuno simetri¢noj unimodalnoj razdiobi takvoj da se otprilike svi

podaci (to¢nije, 99.73% njih) promatranoga obiljeZja nalaze u rasponu [x =30, x +3-0],

gdje je x aritmetika sredina, a o standardna devijacija razdiobe. Ova je €injenica nerijetko
vrlo korisna prigodom procjenjivanja je li neka razdioba (priblizno) normalna ili nije.

S obzirom na veliki znacaj normalne razdiobe u statistici, definirane su posebne mjere kojima
se pojedine razdiobe usporeduju s normalnom. To su tzv. mjere zaobljenosti i ima ih tocno
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dvije: koeficijent zaoblienosti (kurtosis™) i eksces”. Koeficijent zaoblienosti (kurtosis)

(oznaka: o4) je mjera zaobljenosti modalnoga vrha neke razdiobe, dok je eksces (oznaka: k)

jednak razlici koeficijenta zaobljenosti i broja 3:
Kk =oy4—3.

Od navedene dvije mjere jednostavnija je eksces jer eksces normalne razdiobe iznosi 0, pa je
na temelju te ¢injenice lako izvrSiti usporedbu. Prema predznaku ekscesa razlikujemo tri vrste
razdioba:

— platikurticne Ciji je eksces strogo manji od nule, tj. k < 0;

weee

— mezokurticne Ciji je eksces jednak nuli, tj. k = 0;

— leptikurticne Ciji je eksces strogo veci od nule, tj. k > 0.

Slobodnije govoreci, moZzemo re¢i da su platikurti¢ne razdiobe "plosnatije”, a leptikurti¢ne
"Siljastije" u odnosu na normalnu razdiobu. Usporedba nekih znacajnijih vrsta razdioba s
normalnom razdiobom (krivulja nacrtana crnom bojom) navedena je na donjoj slici.

0.8 T T T T T T T T

0.

9
T

aZQZtfwg

PRoocRNW

% Rije¢ kurtosis na grékom znadi izbocenost.
% Rijec€ eksces na latinskom znaci prekoracenje ili pretjeranost.
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3.5. Programska potpora deskriptivnoj statistickoj analizi

Danas je u uporabi viSe razli¢itih raCunalnih programa namijenjenih statistickim analizama.
Najpoznatiji od njih su SAS, SPSS i STATISTICA. U MS EXCEL-u potpunu statisticku analizu
vrijednosti kvantitativnoga obiljezja elemenata statistickoga skupa moZemo dobiti rabe¢i alat
Descriptive Statistics smjeStenu u izborniku Alati (Tools), opcija: Analiza podataka (Data
Analysis). Taj je alat dio Analysis ToolPak alata za analizu, a stvara statisticki izvjestaj za
podatke u ulaznom rasponu i daje podatke o tendenciji gomilanja podataka oko aritmeticke
sredine i njihovoj promjenljivosti (varijabilitetu). Jedini potrebni ulazni podatak jest raspon
¢elija u kojima su smjeSteni negrupirani numericki podaci. Tzv. izlazni izvjeStaj (Summary
Statistics) obavljene statisticke analize sadrzi, izmedu ostalih, i podatke o aritmetickoj sredini,
medijanu, modu, standardnoj devijaciji, varijanci, koeficijentu asimetrije, najmanjoj i najvecoj
vrijednosti, opsegu i ukupnom zbroju svih ¢lanova promatranoga numerickoga niza. Primjer
takvog izvjestaja prikazan je u donjoj tablici.

Ocjene iz matematike

Mean 3.46666667

Standard Error 0.21298823
Median 3
Mode 2

Standard Deviation 1.16658456
Sample Variance 1.36091954

Kurtosis -1.4568278
Skewness 0.08605128
Range 3
Minimum 2
Maximum 5
Sum 104
Count 30
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4. KORELACIJSKA | REGRESIJSKA ANALIZA

U prethodnim smo se poglavljima bavili tzv. jednodimenzionalnom analizom
odredenih pojava. Pri tome nismo vodili raCuna o uzrocima i posljedicama tih pojava,
odnosno o medusobnoj povezanosti dviju ili viSe pojava. U ovom ¢emo poglavlju obratiti
pozornost upravo na takve slucajeve. Pri tome ¢emo (radi analogije s matematikom) termin
obiljeZja (koji se obi¢no rabi u kvalitativnim sluCajevima) zamijeniti ekvivalentnim nazivom
varijabla (jer ¢emo promatrati kvantitativna obiljezja).

Veza izmedu dviju varijabli opéenito moZe biti funkcijska (deterministicka) ili
statisticka (slucajna, stohasticka). U sluCaju funkcijske povezanosti svakoj vrijednosti jedne
varijable odgovara toc¢no odredena i jedinstvena vrijednost druge varijable, dok u slucaju
statisticke povezanosti odredenoj vrijednosti jedne varijable mogu odgovarati barem dvije
vrijednosti druge varijable.

Primjer 1. Akcijska cijena jednoga automobila marke "Ficho" je 50.000,00 €. Neka nam n
oznacava broj kupljenih automobila, a C, ukupan iznos koji treba izdvojiti za kupnju tih
automobila. Tada je veza izmedu varijabli n i C, funkcijska i moZe se opisati analitickim
izrazom (zatvorenom formulom):

C, =50.000,00 - n.

To znaci da ¢e svaki kupac koji kupi tocno n automobila za njih morati izdvojiti to¢no
50.000,00 - n €. I u slucaju uvodenja dodatnih varijabli (npr. dodatni popust na gotovinsko
placanje) veza Ce i dalje ostati funkcijska.

Primjer 2. "Citlucka banka" odobrava stambene kredite uz 5.99% sloZenih dekurzivnih
godisnjih kamata na 30 godina uz otplatu jednakim godiSnjim postnumerando anuitetima.
Neka je Cj iznos zajma koji se odobrava zajmoprimcu, a C, ukupan iznos koji u tih 30 godina
zajmoprimac treba vratiti banci. Tada je veza izmedu varijabli Cy i C, funkcijska i moZe se
opisati analitickim izrazom (zatvorenom formulom):

C,=2.17713578 - Cy.

To znaci da svaki zajmoprimac koji dobije zajam u iznosu od Cy kn banci treba vratiti ukupno
2.17713578 - Cp kn.
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Pojave koje istraZuje statistika obi¢no nisu tako "€vrsto" povezane kao varijable u prethodnim
primjerima. Tada govorimo o statistickoj ili stohastickoj vezi medu varijablama.

Primjer 3. Ekonomskim je analizama utvrdeno da postoji veza izmedu izdvajanja za
marketing nekoga prehrambenoga proizvoda i ukupne vrijednosti prodanih komada toga
proizvoda. No, ne moZe se reci da npr. sve pastete za €iju je promidzbu utroSeno 100.000,00
kn imaju jednake ukupne vrijednosti prodanih komada.

Primjer 4. Ekonomskim je analizama utvrdeno da postoji veza izmedu ukupnih prosjec¢nih
mjeseCnih primanja i prosje€nih mjesecnih izdvajanja za prehranu. No, ne moZe se re¢i da
npr. svi ljudi koji mjesecno zaraduju prosjecno 3.000,00 € imaju jednaka prosjeCna mjesecna
izdvajanja za prehranu.

Korelacijska analiza primjenom posebnih metoda i tehnika ispituje stupanj povezanosti
izmedu barem dviju varijabli. Ukoliko se utvrdi odredeni stupanj povezanosti izmedu dviju
varijabli, regresijskom analizom razvija se odgovarajuci analiticki izraz ili algebarski model
te veze kako bi se moglo prognozirati ocekivanu vrijednost jedne varijable za unaprijed
zadanu vrijednost druge varijable.

4.1. Korelacijska analiza

Korelacijska analiza povezanosti dviju varijabli obi¢no se provodi u tri koraka:

1.) konstrukcija odgovarajuéega grafickog prikaza odnosa medu varijablama (tzv. dijagram
rasipanja, dijagram rasprsenja ili oblak rasprsenja);

2.) odredivanje brojcanoga pokazatelja jakosti i smjera veze medu varijablama (koeficijent
korelacije);

3.) odredivanje brojcanoga pokazatelja statisticke znacajnosti koeficijenta korelacije (tzv. p —
vrijednost).

Ukoliko se utvrduje povezanost najmanje triju varijabli, prvi korak se vrlo Cesto izostavlja jer
je prostorne analogone dijagrama rasipanja vrlo tesko nacrtati ¢ak i uz pomo¢ suvremenih
racunalnih programa. Stoga se dijagram rasipanja obi¢no crta isklju¢ivo kod utvrdivanja
povezanosti tocno dviju varijabli.

Govorimo li 0 odnosu izmedu dviju varijabli, obi¢no razlikujemo nezavisnu varijablu (X) i
zavisnu varijablu (Y). Kako sugeriraju sami nazivi, nezavisna varijabla (X) je "varijabla koja
utjece" na drugu varijablu, a moguce utjecaje na nju samu zanemarujemo, dok je zavisna
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varijabla (Y) "varijabla na koju se utjece", tj. varijabla Cije vrijednosti zavise o vrijednostima
nezavisne varijable X. U praksi, medutim, nije uvijek to¢no odredeno koja varijabla je
nezavisna, a koja zavisna. Npr. promatramo li varijable ocjena iz matematike 1 ocjena iz
statistike, onda ocjena iz statistike moZe zavisiti o ocjeni iz matematike (dobar matematicar
obi¢no je i dobar statisticar), ali i ocjena iz matematike moZe zavisiti i 0 ocjeni iz statistike
(ako netko na ispitu iz statistike dobije 5, to ga moZe motivirati da sjedne i nau¢i matematiku
barem za 4). U takvim slucajevima, dakle, ne moZemo potpuno precizno utvrditi koja
varijabla je zavisna, a koja nezavisna. No, u slucajevima kada imamo varijable poput iznos
mjesecne place 1 iznos mjesecnoga izdvajanja za prehranu jasno je da iznos mjesecnoga
izdvajanja za prehranu ovisi o iznosu primljene mjesecne place, a da iznos primljene
mjeseCne place ne ovisi 0 iznosu mjeseCnoga izdvajanja za prehranu (osim ako je posao
djelatnika usko vezan za prehranu, kao Sto je npr. degustator).

Kako je ve¢ istaknuto, kad god je to moguce, odnos izmedu zavisne i nezavisne varijable
najprije je zgodno predociti graficki. U tu se svrhu rabi ve¢ spomenuti dijagram rasipanja.
Taj se dijagram konstruira tako da da tocke s odgovaraju¢im vrijednostima varijabli X i Y
nanesemo u pravokutni koordinatni sustav u ravnini. Iz oblika dijagrama rasipanja moze se
priblizno procijeniti postoji 1i uwopée veza izmedu dviju varijabli i, ako postoji, kojega je
oblika (pravocrtna (pravolinijska) ili krivocrtna (krivolinijska)).

Primjer 1. Primjeri potpune linearne (pravocrtne) veze izmedu dviju varijabli:

VezavarijabliXiyY

[ SETN TR - I - o
4+
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Primjer 3. Primjer postojanja statistiCcke veze izmedu dviju varijabli:

200
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Primjer 4. Primjer slucajne (statisticki beznacajne) veze izmedu dviju varijabli:
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A

Ukoliko se nakon konstrukcije dijagrama rasipanja utvrdi postojanje veze medu promatranim
varijablama, prelazi se na izratun odgovaraju¢ega numerickoga pokazatelja jakosti 1 smjera
utvrdene veze. Pritom odredivanje smjera veze znaci utvrdivanje uzrokuje li povecanje
vrijednosti jedne varijable povecanje ili smanjenje vrijednosti druge varijable. Ako povecanje
vrijednosti jedne varijable uzrokuje povecanje vrijednosti druge varijable, kazemo da je veza
medu varijablama pozitivna. Uzrokuje li, pak, povecanje vrijednosti jedne varijable smanjenje
vrijednosti druge varijable, kazemo da je veza negativna. Treba napomenuti da je teorijski
veza medu varijablama pozitivna (negativna) i ako smanjenje vrijednosti jedne varijable
uzrokuje smanjenje (povecanje) vrijednosti druge varijable, ali se taj kriterij prakti¢no ne
koristi jer su vrijednosti na svakoj od osi u dijagramu rasipanja poredane uzlazno (od
najmanje do najvece), pa je prakti¢nije promatrati povecanje bilo koje vrijednosti umjesto
njezina smanjenja.

Najjednostavniji slucaj analitickoga opisivanja veze medu dvjema varijablama jest ukoliko iz
dijagrama rasipanja utvrdimo da je ta veza linearna. U takvim se slucajevima racuna tzv.
Pearsonov’® koeficijent jednostavne linearne korelacije (oznaka: r). Uz pretpostavku da
imamo ukupno n uredenih parova (x;, y;) vrijednosti varijabli X i Y, koeficijent r racunamo
prema formuli:

% Karl Pearson (1857. — 1936.), britanski statisti¢ar, jedan od najzasluznijih za razvoj statistike kao zasebne
znanstvene discipline.
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in Vi _*'in Z Vi
i=1 n o i=1
2 2
\/inz_l_(zx’) '\/Zyiz_l'(zyij
i=1 n \'ia i=1 n \'ia

Moze se pokazati da koeficijent r moZe poprimiti sve vrijednosti iz segmenta [-1, 1], pa je,
dakle, njegova najmanja vrijednost jednaka —1, a najve€a —1. Korelacijska analiza zasebno
interpretira predznak Pearsonova koeficijenta jednostavne linearne korelacije, a zasebno
njegovu apsolutnu vrijednost.

r=

Pozitivan koeficijent jednostavne linearne korelacije (onaj koji je strogo veci od 0, odnosno
onaj kojemu je predznak +) ukazuje da povecanje vrijednosti jedne varijable uzrokuje
povecanje vrijednosti druge varijable, ali i obrnuto: smanjenje vrijednosti jedne varijable
uzrokuje smanjenje vrijednosti druge varijable. Grubo bismo mogli re¢i da su promatrane
varijable upravno razmjerne, no, to ne bi bilo matematicki korektno: upravna razmjernost

vrijednosti varijabli znaci da ako se, za neki k € (0, +e), vrijednost jedne varijable poveca

(smanji) za k%, onda se i vrijednost druge varijable poveca (smanji) za k%. Kod linearne
ovisnosti, medutim, to opCenito nije tocno: ako se vrijednost jedne varijable poveca (smanji)
za k%, vrijednost druge varijable ¢e se svakako povecati (smanjiti), ali ne nuZzno za k% (nego
najcesce za strogo manje od k%).

Negativan koeficijent jednostavne linearne korelacije ukazuje da povecanje vrijednosti jedne
varijable uzrokuje smanjenje vrijednosti druge varijable, ali i obrnuto: smanjenje vrijednosti
jedne varijable uzrokuje povecanje vrijednosti druge varijable. Kao i u slu¢aju pozitivnoga
koeficijenta, grubo bismo mogli re¢i da su promatrane varijable obrnuto razmjerne, no, to ne
bi bilo matematic¢ki korektno: obrnuta razmjernost vrijednosti varijabli znaci da ako se, za

neki k € R, vrijednost jedne varijable poveca (smanji) za k%, onda se vrijednost druge

varijable smanji (poveca) za k%. Kod linearne ovisnosti, medutim, to op¢enito nije tocno: ako
se vrijednost jedne varijable poveca (smanji) za k%, vrijednost druge varijable ¢e se smanjiti
(povecati), ali ne nuZno za k% (nego najcesce za strogo vise od k%).

Apsolutna vrijednost koeficijenta korelacije (oznaka: | rl) ukazuje na jakost linearne veze
medu varijablama. Sto je | r | blize nuli, veza je slabija, a Sto je bliZze jedinici, veza je jaca.
Jedan od mogucih kriterija jakosti veze naveden je u donjoj tablici.
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koeficijent korelacije | jakost veze medu varijablama
1 potpuna
0.80< [r] <1 jaka
0.50< |r] <0.8 srednje jaka
0.20< |r] <0.5 slaba
00< |r| <0.2 neznatna
0 potpuna odsutnost

Ovdje odmah treba istaknuti naj¢es¢u pogresku koja se javlja prigodom uporabe Pearsonova
koeficijenta jednostavne linearne korelacije. Naime, u slu€ajevima kad je Irl ~ 0, Cesto se

pogresno zakljuéuje da nema nikakve statisticke veze medu promatranim varijablama. Veza
medu varijablama moze biti i eksponencijalna, logaritamska, potencijska, polinomna (takva
da je stupanj odgovaraju¢ega polinoma najmanje 2) itd., a ne samo linearna. Zbog toga
prigodom interpretacije ovoga koeficijenta uvijek treba imati na umu da on opisuje iskljucivo
smjer i jakost linearne veze medu varijablama.

Posljednji korak korelacijske analize je procjenjivanje statisticke znacajnosti izraCunatoga
koeficijenta korelacije. Grubo govoreci, takvom procjenom Zelimo utvrditi je li promjena
vrijednosti zavisne varijable doista uzrokovana utjecajem, odnosno promjenom vrijednosti
nezavisne varijable ili je do promjene vrijednosti zavisne varijable doSlo sluc¢ajno stjecajem
drugih okolnosti (pod djelovanjem tzv. nekontroliranih uvjeta ili cinitelja). U tu svrhu s p
oznacavamo vjerojatnost da je do promjene zavisne varijable doslo slucajno stjecajem drugih
okolnosti i taj broj nazivamo p — vrijednost. Broj p je neki element segmenta [0, 1] i za njega
odredujemo gornju granicu do koje ¢emo smatrati da je do promjene vrijednosti zavisne
varijable doslo slu¢ajno. Obicno se razlikuju dva kriterija:

- blaZi kriterij: smatramo da je do promjene vrijednosti zavisne varijable doSlo slu¢ajno
ako i samo ako je p = 0.05 i tada kazemo da smo procjenu izvrsili uz razinu
pouzdanosti od 95%;

- stroZi kriterij: smatramo da je do promjene vrijednosti zavisne varijable doslo slu€ajno
ako i samo ako je p = 0.01 i tada kazemo da smo procjenu izvrsili uz razinu
pouzdanosti od 99%.

Ekvivalentno, prema blaZzem kriteriju smatramo da je promjena vrijednosti zavisne varijable
doista uzrokovana promjenom vrijednosti nezavisne varijable, tj. da je veza promatranih
varijabli statisticki znacajna ako i samo ako je p < 0.05. U slucaju stroZega kriterija
odgovarajuci uvjet je p < 0.01.
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Budu¢i da ¢emo raditi uglavnom s "malim" uzorcima (koji imaju najvi$e 30 elemenata), p —
vrijednost koja odgovara Pearsonovu koeficijentu jednostavne linearne korelacije raCunat
éemo koristeéi tzv. Studentovu t— razdiobu’’ ili, kako se Gesto naziva, "razdiobu malih
uzoraka" jer se u slucaju "velikih* uzoraka (koji imaju npr. 300 elemenata) prakticki podudara
s normalnom razdiobom. Jedan od modificiranih algoritama za izraCun p — vrijednosti
Pearsonova koeficijenta jednostavne linearne korelacije na temelju Studentove ¢ — razdiobe u
MS Excelu moZe se formulirati ovako:

Korak 1. Izracunati Pearsonov koeficijent jednostavne linearne korelacije (7).

Korak 2. IzraCunati vrijednost broja d := N — 2, gdje je N opseg uzorka (tj. ukupan broj
elemenata u uzorku). Vrijednost d obicno se naziva broj stupnjeva slobode™.

Korak 3. [zraCunati pripadnu ¢ — vrijednost prema formuli

Korak 4. Izracunati p — vrijednost kao vrijednost Studentove ¢ — razdiobe s parametrima ltl, d i
2. (Broj 2 treba upisati jer kod korelacije uvijek promatramo dvosmjerne veze, tj. ne treba
unaprijed zadati koja varijabla je zavisna, a koja nezavisna. Ukoliko se to ipak u€ini, govori se
o jednosmjernoj vezi.) U MS Excelu ta se vrijednost dobiva primjenom funkcije TDIST.
Korak 5. Usporediti p — vrijednost ili s 0.01 (stroZi kriterij) ili s 0.05 (blaZi kriterij). Pearsonov
koeficijent jednostavne linearne korelacije je statisti¢ki znacajan ako i samo ako je p < 0.01
@ili p < 0.05).

PokaZzimo primjenu navedenih postupaka na primjerima.
Primjer 5. (preuzeto iz The World Almanac and The Book of Fact, 1975.) Ispituje se odnos

izmedu visine i mase Zena u dobi od 30 do 40 godina. Odabrano je ukupno 15 uzoraka Zena
navedene dobi i dobiveni su sljede¢i podaci:

%7 Studentovu t-razdiobu je 1908. prvi otkrio engleski statisti¢ar William Sealy Gosset (1876. — 1937.), suradnik
Karla Pearsona. On je tada radio za pivovaru ,,Guiness* koja je zahtijevala od njega da svoje radove objavljuje
pod pseudonimom, pa je Gosset objavio €lanak o novoj razdiobi u Pearsonovu casopisu "Biometrics" pod
pseudonimom Student. Taj se pseudonim i danas koristi u nazivu razdiobe.

* Grubo govoreéi, broj stupnjeva slobode moZe se definirati kao ukupan broj medusobno razlicitih "slobodnih"
(nezavisnih) parametara ¢ije vrijednosti treba zadati kako bi se potpuno odredila vrijednost neke veli¢ine.
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uzorak | prosjecna visina | prosjecna masa
[m] [ke]

1 1.47 52.21

2 1.5 53.12

3 1.52 54.48

4 1.55 55.84

5 1.57 57.2

6 1.60 58.57

7 1.63 59.93

8 1.65 61.29

9 1.68 63.11

10 1.7 64.47

11 1.73 66.28

12 1.75 68.1

13 1.78 69.92
uzorak | prosjecna visina | prosjecna masa

[m] [ke]

14 1.8 72.19

15 1.83 74.46
ukupno: 24.76 931.17

Odredimo Pearsonov koeficijent jednostavne linearne korelacije i procijenimo njegovu
statisticku znacajnost uz razinu pouzdanosti od 95%. Radi odredenosti, neka nezavisna
varijabla (X) bude varijabla prosjecna visina, a zavisna varijabla (Y) varijabla prosjecna
masa.” Izra€unajmo najprije sve potrebne pomo¢ne numericke podatke:

% Suprotna bi pretpostavka (ovisnost visine o masi) bila daleko vise motivirajuéa npr. za lije¢enje od anoreksije i
bulimije.
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prosjecna |prosjecna
visina [m] |masa [kg]
uzorak X) () XY | xf ¥
1 1.47 52.21 76.7487| 2.1609] 2725.8841
2 1.5 53.12 79.68] 2.25| 2821.7344
3 1.52 54.48 82.8096| 2.3104] 2968.0704
4 1.55 55.84 86.552| 2.4025] 3118.1056
5 1.57 57.2 89.804| 2.4649 3271.84
6 1.6 58.57 93.712] 2.56| 3430.4449
7 1.63 59.93 97.6859| 2.6569, 3591.6049
8 1.65 61.29 | 101.1285| 2.7225| 3756.4641
9 1.68 63.11 106.0248| 2.8224| 3982.8721
10 1.7 64.47 109.599] 2.89] 4156.3809
11 1.73 66.28 | 114.6644| 2.9929 4393.0384
12 1.75 68.1 119.175] 3.0625 4637.61
13 1.78 69.92 | 124.4576| 3.1684| 4888.8064
14 1.8 72.19 129.942|  3.24) 5211.3961
15 1.83 74.46 | 136.2618| 3.3489| 5544.2916
ukupno: 24.76 931.17 | 1548.245| 41.053| 58498.5439

Stoga je traZeni Pearsonov koeficijent jednostavne linearne korelacije:

15 1 15

Z‘xi Y _E'zxi 'iyi

i=1 i=1 i=1

50 15 2 50 15 2’
s (2] B )

1548.245 —115 -24.76-931.17

r=

=
\/41.053 - 115 -24.76° ~\/58498.5439 —115 -931.17°

r=0,994583794

Prije interpretacije dobivenoga koeficijenta procijenimo njegovu statisticku znacajnost.
IzraCunajmo najprije pripadnu 7 — vrijednost:
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t=r- d > =0.994583794 - ,/L = 34.5016057 .
1-r 0.994583794

Pripadnu p — vrijednost izraunamo koriste¢i MS Excel. Dobivamo:

p =TDIST(34.5016057;15-2;2) ~ 3.60352E-14 = 0.00000000000000360352.

Ocito je p < 0,05, pa postoji statisticki znacajna linearna veza izmedu prosjecne visine i
prosjecne mase na promatranim uzorcima Zena. Iz vrijednosti Pearsonova koeficijenta
jednostavne linearne korelacije zakljucujemo da je ta veza pozitivna i jaka, tj. da ¢e povecanje
prosjecne visine vrlo vjerojatno uzrokovati i povecanje prosje€ne mase (i obrnuto).

Primjer 6. U sljedecoj je tablici navedeno ukupno 10 parova vrijednosti nezavisne varijable X

i zavisne varijable Y.

I X Vi

1 10 0.666654428469398
2 11,8 | 0.666664817791255
3 16 0.666666644193195
4 20 0.666666666329664
5 30 0.666666666666657
6 50 0.666666666666667
7 70 0.666666666666667
8 90 0.666666666666667
9 120 | 0.666666666666667
10 600 | 0.666666666666667

Odgovaraju¢im se izraCunom dobiva da je vrijednost Pearsonova koeficijenta jednostavne

linearne korelacije

r=0.208423,

pripadna ¢ — vrijednost

t ~ 0.602745504,

a toj vrijednosti odgovarajuca p — vrijednost
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p ~ 0.563369789.

Uz razinu pouzdanosti od 95%, moze se zakljuciti da ne postoji statisticki znacajna linearna
korelacija promatranih varijabli. No, zaklju¢ak da ne postoji bilo kakva korelacija
promatranih varijabli potpuno je pogreSan: veza promatranih varijabli, naime, zapravo je
potpuna, tj. funkcijska i dana je analitickim izrazom:

y= (primjer tzv. logisticke funkcije).

1 5+e—1405»x

Ovaj primjer jo$ jednom ukazuje na Cinjenicu da se u primjeni Pearsonova koeficijenta
jednostavne linearne korelacije uporno mora naglaSavati rije¢ linearne jer se radi o
pokazatelju iskljucivo linearne, a ne bilo kakve veze izmedu promatranih varijabli.

4.1.1. Spearmanov'™ koeficijent korelacije ranga

Pearsonov se koeficijent jednostavne linearne korelacije u pravilu primjenjuje za utvrdivanje
stupnja linearne povezanosti izmedu numerickih varijabli ¢ije jedinice odgovaraju intervalnoj
ili omjernoj skali. No, ukoliko imamo dvije varijable od kojih je barem jedna redosljedna
(varijabla ranga), ne moramo zahtijevati da odredivanje stupnja linearne povezanosti, niti da
vrijednosti varijable (modaliteti) pripadaju intervalnoj ili omjernoj skali. U takvim
slucajevima za odredivanje stupnja linearne veze obicno se Koristi Spearmanov koeficijent
korelacije ranga (oznaka: ry)

Spearmanov koeficijent korelacije ranga pripada u tzv. neparametarske mjere korelacije jer
njegovo izracunavanje ovisi o poretku vrijednosti modaliteta promatranih varijabli, a ne
izravno o samim vrijednostima varijabli. Pritom se ne pretpostavlja da vrijednosti varijable
pripadaju nekoj od uobicajenih razdioba (npr. normalnoj razdiobi), a ve¢ smo istakli da se ne
zahtijeva utvrdivanje linearne veze i pripadnost modaliteta intervalnoj ili omjernoj skali.
Napomenimo da se obicno ne raCuna za pojave u bilo kakvom monotonom (rastucem ili
padaju¢em) odnosu.

Dakle, pretpostavljamo da modaliteti pripadaju ordinalnoj skali. Sukladno tome, modalitete
moZemo rangirati, odnosno poredati od najslabijega prema najboljemu (uzlazno) ili od

1% Charles Edward Spearman (1863. — 1945.), engleski statisti¢ar i psiholog, jedan od zagetnika ideje faktorske
analize varijance.
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najboljega prema najslabijemu (silazno). Dogovorno ¢emo modalitete rangirati silazno od
najboljega prema najslabijemu tako da najbolji modalitet uvijek ima rang 1. Rang pojedinoga
modaliteta zapravo moZemo shvatiti kao broj poloZaja (mjesta, pozicije) toga modaliteta u
"rang-listi".

Oprez: Dogovorno modalitete rangiramo silazno, tj. najbolji modalitet uvijek dobiva rang 1.
No, ovisno o promatranom obiljeZju, povecanje ranga ne mora nuzno znaciti smanjenje
odgovarajue vrijednosti modaliteta. Npr. rangiramo 1i neki uzorak studenata prema
trenutnom prosjeku ocjena, onda ¢e student s najboljim prosjekom imati rang 1. Povecanje
ranga (s 1 na 2) u ovom slucaju znaci uobiajeno smanjenje vrijednosti modaliteta. No,
rangiramo li isti uzorak studenata prema broju izostanaka s redovne nastave, onda ¢e student s
najmanjim brojem izostanaka imati najbolji rang, tj. u ovome slucaju povecanje ranga povlaci
povecanje vrijednosti modaliteta. Ovo obavezno treba imati na umu prigodom interpretacije
Spearmanova koeficijenta korelacije ranga.

Pri ovakvom rangiranju se prirodno pojavljuje problem odredivanja ranga barem dvaju
jednakih modaliteta. U takvim slucajevima govorimo o tzv. vezanim rangovima. Npr. u nizu
ocjena 5, 4, 2, 2, 2 imamo 3 jednaka modaliteta (2), pa treba odrediti rang svakoga od njih.
Budu¢i da su modaliteti medusobno jednaki, nema razloga preferirati bilo kojega od njih, pa
se utvrduje tzv. zajednicki rang kao aritmeticka sredina trenutnih pozicija istih modaliteta.
Konkretno, vrijednost 5 ima rang 1 (najbolja ocjena), vrijednost 4 ima rang 2, a tri iste

. Cmy e T +4+ . . :
vrijednosti 2 imaju zajednicki rang %z 4 jer se u trenutnom nizu nalaze na 3., 4.1 5.

mjestu.

Unato¢ ovakvom nacinu "eliminiranja" vezanih rangova, treba istaknuti da se u slu€ajevima
pojave nezanemarivoga broja vezanih rangova (u odnosu na ukupan broj parova vrijednosti
varijabli), umjesto Spearmanova, preporucuje racunanje Pearsonova koeficijenta jednostavne
linearne korelacije. Pritom kao vrijednosti nezavisne, odnosno zavisne varijable treba uzeti
izracunate rangove modaliteta.

Nakon rangiranja modaliteta, Spearmanov koeficijent r; racuna se prema formuli :

oS
_ i=1

n —n

gdje su:

n — ukupan broj elemenata niza vrijednosti varijable X (ili varijable Y)
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d; = r(x;) — r(y;) = razlika rangova odgovarajucega para vrijednosti varijable X i varijable Y,
zasvakii=1,2, ..., n.

Navedimo neka korisna svojstva vezana uz Spearmanov koeficijent korelacije ranga:

Svojstvo 1. Zbroj svih razlika rangova jednak je 0.

Svojstvo 2. Ako su u svakom paru rangovi jednaki, njihove su razlike jednake nuli. U tom je
slucaju vrijednost Spearmanova koeficijenta korelacije ranga jednaka r; = 1 i tada govorimo o
potpunoj (savrsenoj) pozitivnoj korelaciji ranga.

Svojstvo 3. Ako je redoslijed rangova jedne varijable suprotan redoslijedu rangova druge
varijable, vrijednost Spearmanova koeficijenta korelacije ranga jednaka je r, = —1 i tada
govorimo o potpunoj (savrsenoj) negativnoj korelaciji ranga.

Svojstvo 4. Kao kriterij jakosti veze medu varijablama ranga koristi se kriterij naveden kod
Pearsonova koeficijenta jednostavne linearne korelacije.

Primjer 1. Na slucajno odabranom uzorku od 10 ljudi ispituje se veza kvocijenta inteligencije
i ukupnoga tjednoga vremena provedenoga u gledanju TV programa. Pritom se, kao radna
pretpostavka, uzima da je poZeljno Sto manje vremena tjedno provoditi pred televizijskim
prijamnikom. Dobiveni podaci prikazani su u donjoj tablici.

kolicnik vrijeme
inteligencije provedeno u
I1Q) gledanju TV
[sati/tjedan]
106 7
86 0
100 27
101 50
99 28
103 29
97 20
113 12
112 6
110 17

Ispitajmo vezu promatranih varijabli pomocu Spearmanova koeficijenta korelacije ranga.
Najprije rangirajmo modalitete. Kod varijable /Q logi¢no je da osoba (iz promatranoga
uzorka) s najve¢im koli¢nikom inteligencije ima rang 1, a osoba s najmanjim koeficijentom
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inteligencije rang 10. Ovdje, dakle, povecanje ranga znaci smanjenje vrijednosti varijable,
odnosno smanjenje koli¢nika inteligencije. Kod varijable vrijeme provedeno u gledanju TV
osobi koja tjedno najmanje vremena provede u gledanju televizijskih programa, u skladu s
polaznom temeljnom pretpostavkom, dodijelit ¢emo rang 1, a osobi koja tjedno najviSe
vremena provede u gledanju televizijskih programa rang 10. Tako dobivamo sljedecu tablicu:

vrijeme
kolicnik provedeno u
inteligencije gledanju TV
I1Q) [sati/tjedan]
(x:) ) ra) | rvi) | di d’
106 7 4 3 1 1
86 0 10 9 81
100 27 7 0 0
101 50 6 10 -4 16
99 28 8 8 0 0
103 29 5 9 -4 16
97 20 9 6 3 9
113 12 1 4 -3 9
112 6 2 2 0 0
110 17 3 5 2 4
ukupno: 0 136

Prema tome, Spearmanov koeficijent korelacije ranga jednak je:

10
6-> d’
. Z‘ © . 6136
10-10 990

~ 0.175757576.

Dakle, na temelju promatranoga uzorka moze se zakljuciti da postoji neznatna pozitivna
korelacija koli¢nika inteligencije i vremena provedenim u gledanju televizijskih programa.
Napomenimo da se moZe pokazati da je pripadna p — vrijednost strogo veca od 0.05, tj. da
izraCunati Spearmanov koeficijent korelacije ranga nije statisticki znacajan pokazatelj.

Primjer 2. U donjoj su tablici navedeni ukupni bodovi na pismenim ispitima iz Gospodarske
matematike, odnosno Poslovne statistike za svakoga od 8 sluCajno izabranih studenata
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stru¢noga studija raCunovodstva i financija VeleuciliSta u Frkljevcima u akademskoj godini

2006/2007.

bodovi na ispitu iz bodovi na ispitu iz
gospodarske matematike | poslovne statistike

45 50

20 10

50 50

0 20

100 90

50 50

30 40

80 100

Odredimo Spearmanov koeficijent korelacije ranga i objasnimo njegovo znacenje. U ovom se
zadatku radi o slucaju gdje nije potpuno jasno koja je varijabla zavisna, a koja nezavisna. No,
kako ispitujemo iskljucivo stupanj veze medu promatranim varijablama, ta ¢injenica nije
bitna. Stoga ¢emo pretpostaviti da su bodovi na ispitu iz Gospodarske matematike nezavisna,
a bodovi na ispitu iz Poslovne statistike zavisna varijabla. Navedene su varijable ocito
redosljedne, tj. student koji je na ispitu iz Gospodarske matematike postigao 100 bodova bolji
je od studenta koji je na istom ispitu postigao 50 bodova itd. U oba slucaja modalitete
obiljezja poredat ¢emo silazno jer student s najvec¢im brojem bodova treba ima najveci rang.
Tako dobivamo sljedecu tablicu:

bodovi na ispitu iz Gospodarske matematike | bodovi na ispitu iz Poslovne statistike ) | o) d d2
() (&) !
45 50 5 4 1 1
20 10 7 8 -1 1
50 50 3.5 4 -0.5 ] 0.25
0 20 8 7 1 1
100 90 1 2 -1 1
50 50 3.5 4 -0.5 1 0.25
30 40 6 6 0
80 100 2 1 1 1
ukupno: 0 5.50

Uoc¢imo da u vrijednostima varijable X imamo dvije medusobno jednake (50) koje dijele 3. i

4. mjesto. Stoga je njihov zajednicki rang jednak % = 3.5. Analogno, u varijabli ¥ imamo
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3 takve vrijednosti (ponovno 50) koje dijele 3., 4. i 5. mjesto. Stoga je njihov zajednicki rang

jednak # = 4. Tako je traZeni Spearmanov koeficijent korelacije ranga jednak:
ro=1- 6'35‘50 ~0.93
8" -8

Zakljucujemo da postoji jaka pozitivna korelacija izmedu bodova na ispitu iz matematike i
bodova na ispitu iz statistike. Iz dobivena koeficijenta zaklju¢ujemo da povecanje ranga broja
bodova iz Gospodarske matematike vrlo vjerojatno uzrokuje povecanje ranga broja bodova iz
Poslovne statistike. To znaci da ¢e student koji ostvari visoki rezultat u jednom ispitu vrio
vjerojatno posti¢i visoki rezultat i u drugom, i obrnuto. MozZe se pokazati da je pripadna p —
vrijednost strogo manja od 0,01, pa je dobiveni koeficijent statisticki znaCajan.

Primjer 3. Muzjaci smedokriloga brzana (Fregata maginificens) imaju crvenu grlenu vrecicu
koju u doba svadbenoga plesal101 nadimaju kao svadbeno ruho (vidjeti sliku) i pomocu nje
proizvode poseban zvuk kojim privlaCe Zenke. ProuCavajui opisano ponaSanje, grupa
ornitologa utvrdila je da Zenke odabiru muZjake upravo na temelju veliine njihove grlene
vreice, pa je provedeno dodatno istrazivanje postoji li statisticki znacajna korelacija izmedu
obujma grlene vrecice i frekvencije zvuka kojim muZjaci privlace Zenke. U donjoj su tablici
navedeni prikupljeni podaci.

obujam frekvencija
grlene vrecice Zvuka
[cm’] [Hz]
1760 529
2040 566
2440 473
2550 461
2730 465
2740 532
3010 484
3080 527
3370 488
3740 485
4910 478

1% Svadbeni ples u biologiji je skupni naziv za sva ponasanja koja predstavljaju uvod u parenje Zivotinja.
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5090 434
5090 468
5380 449
5850 425
6730 389
6990 421
7960 416

muzjak smedokriloga brzana

Korelacija promatranih varijabli utvrdena je na temelju Spearmanova koeficijenta korelacije
ranga: muZjak s najveéim obujmom grlene vreice ima rang 1, a muZjak s najmanjim
obujmom rang 18, pri ¢emu muZjaci s obujmom grlene vre¢ice 5090 cm’ imaju rang 6.5. Za
varijablu frekvencija zvuka primijenjen je suprotan kriterij: muzjak s najdubljom frekvencijom
zvuka ima rang 1, a muZjak s najviSom frekvencijom rang 18. IzraCunom Spearmanova
koeficijenta korelacije ranga dobiva se:

rs =0.763158.

Dakle, postoji srednje jaka pozitivna korelacija izmedu obujma grlene vre¢ice smedokriloga
brzana i frekvencije zvuka kojim vabi Zenke. To znaci da povecanje ranga obujma grlene
resice vjerojatno uzrokuje povecanje ranga frekvencije zvuka, odnosno da ¢e muzjak s ve¢im
obujmom grlene vrecice vrlo vjerojatno imati dublju frekvenciju zvuka kojim privlaci Zenke.
Napomenimo da je na temelju odgovarajucega statistickoga pokazatelja utvrdeno da je
dobiveni rezultat statisticki znacajan, tj. zakljuak izveden iz promatranoga uzorka od 18
muzjaka moZe se primijeniti i na cjelokupnu populaciju smedokriloga brzana, te da se
ovisnost frekvencije zvuka (zavisne varijable Y) o obujmu grlene vrecice (nezavisnoj varijabli
X) moZe relativno dobro opisati tzv. regresijskom jednadzbom:
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Y =563.95 . ¢ "0 X,

Zadatak za vjeZbu: Unesite podatke iz gornje tablice u radni list MS Excela, pa provjerite
valjanost izraCuna Spearmanova koeficijenta korelacije ranga. Oprez: Rangove muZjaka s
obujmom grlene vrecice 5090 cm’ morate upisati sami.

4.2. Regresijska analiza

Korelacijska je analiza vrlo Cesto tek prvi korak u utvrdivanju medusobne ovisnosti dviju ili
viSe promatranih varijabli. Ukoliko se pomoc¢u odgovarajucih statistiCkih pokazatelja utvrdi
da postoji statisticki znacajna veza medu promatranim varijablama, sljede¢i korak u
istraZivanju te veze je tzv. regresijska'"> analiza.

Regresijsku su analizu u statistici prvi koristili matematicari Legendre103 i Gauss koji su
pocetkom 19. stoljeca objavili radove o metodi najmanjih kvadrata. Medutim, sam pojam
regresijska analiza u statistiku je uveo Sir Francis Galton'”. On je 1886. u Glasniku
antropoloskoga instituta u Londonu objavio rad u kojemu je promatrao ovisnost visine djece
o prosjecnoj visini njihovih roditelja. U tom je istraZivanju doSao do zanimljiva zakljucka:
ukoliko je prosjecna visina obaju roditelja veca od medijana uredenoga niza svih prosjecnih
visina roditelja, visina njihova djeteta ¢e ocekivano biti manja od prosjeéne visine obaju
roditelja (i obrnuto: ukoliko je prosjecna visina obaju roditelja manja od medijana, visina
njihova djeteta oCekivano ¢e biti veca od prosjecne visine od prosjecne visine obaju roditelja).
Ovakvu je pojavu Galton nazivao efekt nazadovanja ili regresijski efekt. Zaslugom Karla
Pearsona, koji je poop¢io Galtonova razmatranja na opce statistiCke modele, rijeC regresija u
statistici je dobila danaSnje znaCenje iako, prakti¢no, s tim znacenjem nema gotovo nikakvih
dodirnih tocaka.

Regresijska analiza ili, krace, regresija opcenito obuhvaca primjenu razliCitih metoda
ispitivanja ovisnosti zavisne varijable (Y) o barem jednoj nezavisnoj varijabli (X). Temeljni je
cilj provedbe takvih metoda vezu izmedu promatranih varijabli izraziti ili opisati
odgovarajuc¢im analitiCkim izrazom (regresijskim modelom). Takav izraz omogucuje ne samo

102 Rijec regresija potjece od latinske rije¢i regressio = povratak, uzmak, odstupanje, nazadovanje. Objasnjenje
uporabe ovoga naziva u statistici slijedi u daljnjem tekstu.

103 Adrien-Marie Legendre (1752. — 1833.), francuski matematicar, bavio se matematickom analizom, teorijom
brojeva i algebrom. Jedan od Mjesecevih kratera dobio je ime po njemu.

194 Francis Galton (1822. - 1911.), engleski znanstvenik, ne¢ak Charlesa Darwina, zacetnik moderne korelacijske
i statisticke analize, mentor Karla Pearsona i Charlesa Edwarda Spearmana.
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objasnjavanje ovisnosti promatranih pojava, nego 1 procjenjivanje vrijednosti zavisne
varijable Y za odredene vrijednosti barem jedne nezavisne varijable X.

Ovisno o broju zavisnih i nezavisnih varijabli koje se pojavljuju u odgovaraju¢em modelu,
regresija opcenito moZe biti:

1.) jednostavna (u modelu se pojavljuje tono jedna zavisna i to€no jedna nezavisna
varijabla);
2.) visestruka ili multipla (u modelu se pojavljuju to€no jedna zavisna i barem dvije nezavisne
varijable).

U ovom ¢emo se kolegiju baviti modelima jednostavne regresije, a od primjera modela
viSestruke regresije kratko ¢emo spomenuti samo najjednostavniji i najprimjenjivaniji model
viSestruke linearne regresije.

Op¢i oblik modela jednostavne regresije jest:

Y=fiX)+e iliY=7Y +e.

U ovakvom modelu varijabla e je tzv. stohasticka (slucajna) varijabla koja, slobodno
govoreci, "mjeri" stupanj nesustavnih utjecaja na zavisnu varijablu Y. To je potpuno u skladu s
ranijom podjelom veza modu varijablama na funkcijske i statisticke: kod funkcijskih su veza
vrijednosti varijable u jednake nuli, dok su kod statistickih veza one razli¢ite od nule. Opisna
statistika — kojom se bavimo u ovom kolegiju — ne bavi se posebnom analizom stohasticke
Varijablleo & nego je smatra iskljuivo odstupanjima od funkcijskoga dijela regresijskoga
modela .

O cemu se, zapravo, radi? Kad istraZzujemo ovisnosti pojedinih varijabli, statistickim
istraZivanjem dobivamo odredene podatke o vrijednostima tih varijabli. Npr. Zelimo li utvrditi
kako mjese¢no izdvajanje za odjecu zaposlenika tvrtke "Drpislavi¢ d.o.0." iz Babine Grede
ovisi o njihovim mjeseCnim primanjima, statistickim istraZivanjem (npr. anketiranjem)
dobivamo podatke o mjese¢nim primanjima i izdvajanja za odjec¢u svakoga od zaposlenika.
Te podatke sredimo i pregledno prikaZzemo tablicno, kako smo to naucili u 2. poglavlju.
Oznacimo li s X nezavisnu varijablu mjesecna primanja, a s Y zavisnu varijablu izdvajanja za
odjecu, cilj nam je odrediti funkciju koja e svakoj vrijednosti varijable X pridruZiti
statistickim istraZivanjima dobivenu vrijednost varijable Y. NajceSc¢e takva funkcija ne postoji
jer je veza medu varijablama stohasticka. Stoga Zelimo na¢i funkciju f{X) koja ¢e Sto tocnije

19 Otuda dolazi i oznaka e: engl. error = greska.
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vrijednostima varijable X pridruZivati vrijednosti varijable Y. U svakom takvom pridruZivanju
nuzno ¢ée se javiti odredena greska (tzv. rezidualno'® odstupanje). Tako bi teorijski bilo
najbolje da svako pojedino rezidualno odstupanje bude Sto manje, to prakti¢no nije moguce:
minimiziranje odstupanja nastaloga jednim pridruZivanjem u pravilu uzrokuje povecanje
odstupanja nastaloga drugim pridruZivanjem. MoZe se pokazati da je prosjec¢na vrijednost svih
rezidualnih odstupanja jednaka nuli, $to zna¢i da — kao i kod uvodenja pojma standardne
devijacije (vidjeti poglavlje 3.) — nije moguce minimizirati prosje¢no rezidualno odstupanje.
Stoga je potrebno analizirati i minimizirati varijancu svih rezidualnih odstupanja (koja je
uvijek strogo veca od nule). Takvo razmatranje dovodi do definiranja pojmova varijanca
regresije 1 standardna devijacija regresije o kojima ¢emo nesto vise rec¢i u tocki 4.2.3.

Prema tome, dva su osnovna cilja koja se Zele posti¢i stvaranjem regresijskoga modela:

1) odrediti #ip realne funkcije (linearna, kvadratna, eksponencijalna, logaritamska, ...)
koja najbolje opisuje vezu izmedu promatranih varijabli;

2) procijeniti osnovne parametre te funkcije tako da zbroj kvadrata svih rezidualnih
odstupanja bude $to manji.

U nastavku ¢emo dati kratak opis nekoliko takvih regresijskih modela.

4.2.1. Model jednostavne linearne regresije

Ukoliko iz dijagrama rasipanja uvidimo da ravnomjerno povecanje vrijednosti nezavisne
varijable X uzrokuje pribliZno ravnomjerno povecanje (ili smanjenje) zavisne varijable Y,
regresijski model koji najbolje opisuje promatranu vezu varijabli X i Y jest model jednostavne
linearne regresije.

Op¢i oblik toga modela je:
Y=aX+b+e,

gdje su a, b € R parametri modela, a e, kako je istaknuto u uvodu, stohasticka (slu¢ajna)

varijabla. Cilj nam je odrediti parametre a i b tako da varijanca svih rezidualnih odstupanja
bude minimalna. Budu¢i da je graf svake linearne funkcije pravac, to prakticno znaci da
traZimo jednadZbu pravca koji ¢e najbolje aproksimirati skup tocaka dobiven konstrukcijom
dijagrama rasipanja.

106 1 at. residuum = ostatak; razlika
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Svakim statistickim istrazivanjem dobivamo ukupno n razli¢itih uredenih parova vrijednosti
varijable X i vrijednosti varijable Y, tj. dobivamo uredene parove (x1, y1), (X2, ¥2), ... (Xn, Yn)-
Za svaki od tih parova vrijedi jednakost:

vi=a-xi+b+e,i=1,2,...,n,

pri ¢emu je e; rezidualno odstupanje, odnosno "promasaj" koji €inimo zamijenimo li
statisti¢kim istraZivanjem dobivenu vrijednost y; radunski dobivenom vrijedno$¢u a - x; + b.'"’

Time, zapravo, dobivamo sustav od n linearnih jednadzbi s n + 2 nepoznanice: a, b, e, ey, ...,
en. Taj sustav ima beskonacno mnogo realnih rjeSenja, ali tocno jedno od njih zadovoljava
uvjet da varijanca svih rezidualnih odstupanja bude minimalna. Takvo se rjeSenje odreduje
tzv. metodom najmanjih kvadrata.

Osnovna ideja metode najmanjih kvadrata je posti¢i da zbroj kvadrata odstupanja empirijskih
vrijednosti zavisne varijable y; od odekivanih vrijednosti (oznaka: Y;) te varijable bude
minimalan. Buduéi da se pri izvodu parametara koristi tzv. diferencijalni racun, u detalje
cijeloga postupka ne¢emo nulaziti, nego ¢emo samo navesti rezultat:

pri ¢emu su x i ; redom aritmeticka sredina empirijskih vrijednosti varijable x, odnosno
varijable y. Tako smo, dakle, dobili model jednostavne linearne regresije:

A

y =a-x+b.

(Oznaka y sugerira da je rije¢ o vrijednosti koja se izracunava na temelju jednadzbe

regresijskoga modela, a ne o vrijednosti dobivenoj statistickim istraZivanjem.) Navedimo
ukratko nazive i znacenje dobivenih parametara.

197 Vrijednosti dobivene statisti¢kim istraZivanjem u nastavku éemo zvati originalne ili empirijske vrijednosti, a
vrijednosti dobivene racunski (pomocu regresijskoga modela) zvat ¢emo ocekivane, procijenjene ili regresijske
vrijednosti.
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Vrijednost b naziva se naziva se konstantni clan'®, Njegova teorijska interpretacija je
sljedeca: b je ocekivana vrijednost zavisne varijable y kada je vrijednost nezavisne varijable x

jednaka nuli. To se lako vidi uvrStavanjem x = 0 u jednadzbu y =a - x + b. Ovaj parametar

nema veliko prakticno znacenje jer nerijetko nema prakti¢noga smisla (npr. u modelima koji
promaraju ovisnost izdvajanja za prehranu o ukupnim mjese¢nim primanjima jer je u takvim
slucajevima prakticno besmisleno procjenjivati iznos izdvajanja za prehranu osobe bez
ikakvih ukupnih mjesec¢nih primanja).

Vrijednost a naziva se regresijski koeficijent i to je ujedno najvazniji parametar dobivenoga
modela. Njegova teorijska interepretacija je sljedeca: vrijednost a je ocekivana prosjecna
promjena zavisne varijable y kada se nezavisna varijabla x poveca za jednu jedinicu mjere.
Strogo pozitivna vrijednost regresijskoga koeficijenta upucuje na to da jedinic¢ni porast
vrijednosti nezavisne varijable X uzrokuje porast vrijednosti zavisne varijable Y (ili, kako se
matematicki netocno Cesto istice, da su varijable X i Y upravno razmjerne), a strogo negativna
vrijednost regresijskoga koeficijenta upucuje na to da jedini¢ni porast vrijednosti nezavisne
varijable X uzrokuje smanjenje vrijednosti zavisne varijable Y (ili, kako se matematicki
netocno Cesto istice, da su varijable X i Y obrnuto razmjerne).

Znacenje regresijskoga koeficijenta nije isklju¢ivo u promjeni vrijednosti nezavisne varijable
za jednu jedinicu mjere, nego je ono puno vece. Naime, vrijede sljedeca svojstva:

Svojstvo 1. Ukoliko se vrijednost nezavisne varijable X promijeni (poveca ili smanji) za k
jedinica mjere, ofekivana apsolutna prosjec¢na promjena vrijednosti zavisne varijable Y iznosi

k - a (jedinica mjere).

Dokaz: Neka je x; pocetna vrijednost nezavisne varijable X. Tada je pripadna ocekivana
vrijednost zavisne varijable Y jednaka

A

Y, =a-x1+b.
Ukoliko se vrijednost x; promijeni za k jedinica mjere, nova vrijednost varijable X je:

)C2=)C1+k,

1% U osnovnoj i srednjoj $koli tu vrijednost nerijetko (neprecizno!) nazivaju odsjecak na osi y.
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pri ¢emu za k > 0 imamo povecanje vrijednosti nezavisne varijable X, a za k < 0 smanjenje
vrijednosti te varijable. Pripadna vrijednost zavisne varijable Y jednaka je

A

Y, =a-x+b=a-(xi+k)+b=a-xi+b+a-k=y +a-k

a odatle slijedi:

A A

Y, -y =a-k

Dakle, apsolutna prosjena promjena vrijednosti zavisne varijable Y jednaka je a - k, Sto je i
trebalo pokazati. |

Svojstvo 2. (Cesta zabluda) Ukoliko se vrijednost nezavisne varijable x promijeni (poveca ili
smanji) za k%, ocekivana relativna prosjec¢na promjena vrijednosti zavisne varijable y iznosi
k% ako i samo ako je b = 0. Drugim rije¢ima, promatrane varijable su upravno ili obrnuto
razmjerne ako i samo ako je b = 0.

Dokaz: Neka je x; pocetna vrijednost zavisne varijable X. Tada je pripadna ocekivana
vrijednost zavisne varijable Y jednaka

A

y, =a-xi+b.

Ukoliko se vrijednost x; promijeni za k%, pri ¢emu je k realan broj takav da je k =0 (za k=0
pocetna vrijednost varijable X se ne mijenja), nova vrijednost varijable X je:

k
=x1+ —-x1=(1+ —) - xy,
=X g =)

pri cemu za k > 0 imamo povecanje vrijednosti nezavisne varijable X, a za k < 0 smanjenje
vrijednosti te varijable. Pripadna vrijednost zavisne varijable Y jednaka je:

A k k A k
=a-x+b=a-(1+—) - xi+b=a-xi1+b+a- — -xi=y, + a- — - x1.
»2 ’ T 00 : 0 T 100

Stoga je pripadna relativna prosje¢na promjena vrijednosti zavisne varijable Y jednaka:
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A A /\_l_a.i.x_/\ a.i.x a.i.x
=y 2T 00 T 00t P00 "
Y, Y, Y, a-x +b

Ta ¢e vrijednost biti jednaka k% ako i samo ako vrijedi jednakost:

A A

Y=y _ k.
» 100
odnosno jednakost
Tro0t_ Kk
a-x,+b 100

Prema definiciji jednakosti dvaju razlomaka, gornja je jednakost ekvivalentna jednakosti
a-L-x -100=(a-x,+b)-k
100 1 ’

tj. jednakosti

a-k-xi=a-x1-k+b-k,
a odavde je
b-k=0.

Prema pretpostavci je k = 0, pa dijeljenjem s k dobivamo
b =0,

Sto je i trebalo pokazati.

Radi potpunosti, spomenimo da se graficki prikaz bilo kojega modela jednostavne regresije
naziva regresijska krivulja. Regresijske krivulje mogu biti pravci, grafovi eksponencijalne i
logaritamske funkcije, grafovi opce potencije itd. Graficki prikaz modela jednostavne linearne
regresije uvijek je pravac (jer je graficki prikaz bilo koje linearne funkcije pravac), i taj se

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, predavac 152



TVZ

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

ELEKTROTEHNICKI ODJEL

Poslovna statistika

pravac naziva regresijski pravac. Njegova jednadZba u pravokutnom koordinatnom sustavu u
ravnini podudara se s jednadZbom regresijskoga modela, tj. ona glasi: y =a-x+b.
Primjer 1. MenadZment tvornice prehrambenih proizvoda "Mljac-mljac d.d." iz Zvecaja

razmatra vezu izmedu opsega proizvodnje ¢okolade "Fantazija" i ukupne zarade dobivene
prodajom te ¢okolade u proteklih 8 mjeseci. Dobiveni podaci prikazani su u donjoj tablici.

proizvodnja cokolade | ukupna dobit
[000 kom.] [000 kn]
20 220
25 280
32 520
28 500
40 1250
35 1000
36 980
30 600

Prikazimo dobivene podatke dijagramom rasipanja, izracunajmo Pearsonov koeficijent
jednostavne linearne korelacije i procijenimo njegovu statisticku znaCajnost na razini
pouzdanosti od 95%. Potom procijenimo parametre modela jednostavne linearne regresije koji
najbolje opisuje ovisnost ukupne dobiti o koli¢ini proizvedene ¢okolade, te, na temelju njega,
ukupnu dobit ukoliko se proizvede 30 000 komada cokolade i ukupnu proizvodnju c¢okolade u
mjesecu u kojemu je ostvarena dobit od 800.000,00 kn.

Budu¢i da ¢emo u drugom dijelu zadatka promatrati ovisnost ukupne dobiti o koliCini
proizvedene Cokolade, koli¢ina proizvedene cokolade bit ¢e nam nezavisna varijabla X, a
ukupna zarada dobivena prodajom ¢okolade zavisna varijabla Y (za korelacijsku je analizu to
nebitno). Odgovarajudi dijagram rasipanja je:
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Vezaproizvodnje i ukupne dobiti od
prodaje cokolade ''Fantazija"
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E= 200
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s_ 400
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proivodnja tokolade {000 kamada)

IzraCunima analognima onima iz tocke 4.1 dobiva se vrijednost Pearsonova koeficijenta
jednostavne linearne korelacije:

r=0.952039274,
a tom koeficijentu pripadna p — vrijednost jednaka je
p =0.000265976 < 0.05.
Dakle, dobiveni koeficijent je statistiCki znacajan, tj. postoji statisticki znacajna linearna veza
izmedu proizvodnje cokolade i ukupne dobiti. 1z vrijednosti Pearsonova koeficijenta
jednostavne linearne korelacije moze se zakljuciti da je ta veza pozitivna i jaka, tj. da ce

povecanje proizvodnje cokolade vrlo vjerojatno uzrokovati poveéanje ukupne dobiti.

Regresijski pravac i njegova jednadzba, koja je ujedno i jednadzba odgovaraju¢ega modela
jednostavne linearne regresije, prikazani su na donjoj slici.
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Vezaproizvodnje i ukupne dobiti od prodaje
cokolade "Fantazija” (modeljednostavne
linearne regresije)

1400
Tx00 .

1000 ’
200

GO0 /.<

400

0

ukupnz dohit {000 kn)
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y=54,603x-1010,3

R =0 9064 proimvodnja fokolade {000 kamada)

Osnovni parametri dobivenoga regresijskog modela jednostavne linearne regresije su:

a =54.60276339,
b =-1010.284974

(Definiciju i znaGenje parametra R* navodimo u todki 4.2.3.) Znacenje tih parametara je
sljedece:

a = 54.60276339 = Ukoliko se proizvodnja poveca za 1000 ¢okolada, ocekivano prosjecno
povecanje ukupne dobiti iznosi 54.602,76 kn. (Oprez s mjernim jedinicama!)

b = -1010.284974 = Ukoliko tvornica ne proizvede niti jednu cokoladu, procjenjuje (ili
ocekuje) se gubitak u iznosu od 1.010.284,97 kn. (Opet pripazite na mjerne jedinice!)

Teoretski gledano, na temelju dobivenoga regresijskoga koeficijenta @ moZemo procijeniti
prosjecnu promjenu ukupne dobiti u slucaju bilo koje promjene vrijednosti proizvodnje. No,
zbog pouzdanosti regresijskoga modela vrijednost navedene promjene ne bi trebala biti strogo
veca od raspona varijacije uzorka nezavisne varijable X jer se procjenjivanjem vrijednosti
izvan segmenta odredenoga najmanjom i najvecom vrijednosti nezavisne varijable X znacajno
gubi na pouzdanosti procjene.

Npr. ukoliko se mjeseCna proizvodnja povecéa za 100 Cokolada, ocekivano prosjecno

povecanje ukupne dobiti iznosit ¢e 5.460,27 kn. Smanji li se mjeseCna proizvodnja (npr. zbog
remonta strojeva) za 200 Cokolada, ocekivano prosje¢no smanjenje ukupne dobiti iznosit ¢e
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10.920,55 kn. Opcenito, poveca (smanji) li se proizvodnja za k ¢okolada mjese¢no, ocekivano
prosjecno povecanje (smanjenje) ukupne dobiti iznosit ¢e k - a = 54,60276 - k kn.
Preostaje nam procijeniti ukupnu dobit ukoliko se mjesecno proizvede 30000 komada

¢okolade. U tu ¢emo svrhu u dobivenu jednadZbu modela jednostavne linearne regresije
uvrstiti x = 30, pa ¢emo dobiti:

; =54.60276339 - 30 — 1010.284974 = 627.797927

Dakle, o¢ekivana ukupna dobit iznosi 627.797,93 kn.

Dobiveni regresijski model, naravno, moZemo iskoristiti i u obrnutom slucaju, tj. za
procjenjivanje vrijednosti nezavisne varijable x u sluc¢ajevima u kojima nam je zadana
vrijednost zavisne varijable y. Izrazimo li x iz jednadZbe modela jednostavne linearne
regresije, dobivamo:

Ovdje oznaka x sugerira da vrijednost varijable x procjenjujemo, a oznaka y da je vrijednost
varijable y unaprijed poznata. U konkretnom slu€aju, u navedenu jednakost uvrstimo
a = 54.60276339, y = 800 i b = —-1010.284974, pa dobivamo da je traZena procijenjena
mjesecna proizvodnja

~ 1 200+ —-1010.284974

X=——— =33.1537245.
54.60276339 54.60276339

Dakle, procijenjena proizvodnja u mjesecu u kojemu je ostvarena dobit od 800.000,00 kn
priblizno iznosi 33154 komada cokolade. (Oprez s interpretacijom: vrijednosti varijable
proizvodnja su nuzno prirodni brojevi ili nula, pa ne moZemo re¢i npr. da procijenjena
proizvodnja iznosi 33153.7 komada Cokolade. Sli¢no vrijedi i za vrijednosti varijable y koje
ima smisla raunati na najviSe 5 decimalnih mjesta jer 6. decimala oznacava tisuciti dio kune
koji u praksi ne postoji.)

Napomenimo da se u sluaju modela jednostavne linearne regresije p — vrijednost koja
odgovara nezavisnoj varijabli X i ukazuje na njezinu statisticku znacajnost podudara s p —
vrijednosti Pearsonova koeficijenta jednostavne linearne korelacije. U ovom slucaju to znaci
da je nezavisna varijabla X statisticki znaCajna, tj. da postoji statisticki znacajan utjecaj
proizvodnje cokolade na ukupnu dobit. Ovaj pokazatelj ujedno je i pokazatelj statisticke
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znacajnosti cijeloga dobivenoga modela jednostavne linearne regresije, tj. dobiveni je model
takoder statisticki znaCajan.

Primjer 2. U sljedecoj su tablici navedeni podaci o prosje¢nom broju zaposlenih tijekom
2007. godine i ukupnom godiSnjem prometu za svaku od ukupno 12 prodavaonica tvrtke
"Zumkon d.o.0." iz Kukace.

prosjecan broj zaposlenih | ukupan godisnji promet
[000 €]
22 250
31 300
90 920
82 850
43 400
65 680
59 630
16 180
61 670
46 420
35 350
50 460

Odnos ukupnoga godiSnjega prometa i prosje¢noga broja zaposlenih prikazimo graficki
odgovaraju¢im dijagramom (uz kojega navedimo sve potrebne oznake), pa odredimo
Pearsonov koeficijent jednostavne linearne korelacije promatranih varijabli i njegovu
statisticku znaCajnost na razini pouzdanosti od 95%.

Potom procijenimo jednadzbu i parametre modela jednostavne linearne regresije koji najbolje
opisuje ovisnost ukupnoga godiSnjega prometa o prosjecnom broju zaposlenih, te utvrdimo
njihovu statisticku znacajnost na razini pouzdanosti od 95%.

Procijenimo i ukupan godi$nji promet prodavaonice koja je u 2007. godini imala prosjec¢no 40
zaposlenih, prosjecan broj zaposlenih u prodavaonici koja je u 2007. godini ostvarila promet u
iznosu od pola milijuna eura, te promjenu ukupnoga godiSnjega prometa ukoliko se prosjecan
broj zaposlenih u jednoj prodavaonici smanji za 5.

Zbog drugoga dijela zadatka, prosjeCan broj zaposlenih u jednoj prodavaonici bit ¢e nam
nezavisna varijabla X, a ukupan godiSnji promet zavisna varijabla Y. Odgovarajuci graficki
prikaz je dijagram rasprSenja prikazan na donjoj slici.
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Ovisnost ukupnoga godiinjeg prometa o prosjeénom
broju zaposlenih
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IzraCunima analognima onima iz tocke 4.1. dobiva se vrijednost Pearsonova koeficijenta
jednostavne linearne korelacije:

r=0.991128384,
a tom koeficijentu odgovarajuca p — vrijednost iznosi
p =4.26414E-10 = 0.00000000004264 14 < 0.05.

Prema tome, dobiveni koeficijent statisticki je znacajan, tj. postoji statisticki znacajna
linearna veza izmedu prosjecnoga broja zaposlenih i ukupnoga godisnjega prometa. 1z
vrijednosti Pearsonova koeficijenta jednostavne linearne korelacije zakljuujemo da je ta veza
pozitivna i jaka, tj. da ¢e povecanje prosjecnoga broja zaposlenih vrlo vjerojatno uzrokovati i
povecanje ukupnoga godisnjega prometa.

Koriste¢i gornji dijagram, moZemo odrediti jednadZzbu modela jednostavne linearne regresije

koji najbolje opisuje promatranu ovisnost, te osnovne parametre toga modela. Zajedno s
odgovarajuc¢im regresijskim pravcem, ti su podaci navedeni na sljedecoj slici.
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Iz dobivene jednadZbe modela jednostavne linearne regresije slijedi da su osnovni parametri
dobivenoga regresijskog modela:

a =10.4023396,
b =-10.95031313

Njihova znacenja su:

a = 10.4023396 =- Ukoliko se prosjecan broj zaposlenih poveca za 1, ocekivano prosjecno

povecanje ukupnoga godiSnjega prometa iznosi 10.402,34 €. Odavde izravno slijedi da
ukoliko se prosjecan broj zaposlenih smanji za 5, ocekivano prosjecno smanjenje ukupnoga

godisnjega prometa iznosi 5 - 10.402,34 = 52.011,70 €. Opcenito, ukoliko se prosjecan broj
zaposlenih poveca (smanji) za k, ocCekivano prosjecno povecanje (smanjenje) ukupnoga
godi$njega prometa iznosi k - a - 1.000,00 = k - 10.4023396 - 1.000,00 = 10.402,3396 - k €.

b =-10.95031313 = U ovom slucaju vrijednost x = 0 znaci da u prodavaonici tijekom cijele

godine nije radio niti jedan zaposlenik. Takva prodavaonica prirodno nije ostvarila nikakav
ukupni godiSnji promet. Stoga konstantni ¢lan u ovom slucaju nema svojega znacenja (ranije
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je istaknuto da se u praksi nerijetko javljaju ovakvi slucajevi i da je zbog toga regresijski
koeficijent najvazniji parametar dobivenoga modela).

Analogno kao i u prethodnom primjeru, ocekivani ukupan godi$nji promet prodavaonice u
kojoj je prosjeCan godiSnji broj zaposlenih jednak 40 dobijemo tako da u jednadZbu
regresijskoga modela uvrstimo x = 40. Dobiva se:

; =10.4023396 - 40 — 10.95031313 =405.1432707

Dakle, traZeni ocekivani promet iznosi 405.143,27 €. S druge strane, prosjean godiSnji broj
zaposlenih u prodavaonici ¢iji je ukupan godisnji promet iznosio pola milijuna eura procijenit
¢emo tako da u jednadZbu

uvrstimo a = 10.4023396, y = 5001 b = —10.95031313. Dobivamo:

n 1 500+10'95031313

X=—-—"—- ———  =49.118788.

10.4023396 10.4023396
Dakle, traZeni procijenjeni prosjecan broj zaposlenih priblizno iznosi 49. (Opet oprez s
interpretacijom: brojimo ljude, pa dobiveni rezultat nuzno mora biti prirodan broj ili nula.)

Iz p — vrijednosti izraCunate za Pearsonov koeficijent jednostavne linearne korelacije slijedi
da su varijabla X i dobiveni model jednostavne linearne regresije statisticki zna€ajni. Drugim
rije¢ima, postoji statisticki znacajan utjecaj prosjecnoga broja zaposlenih na ukupan godisnji
promet u promatranim prodavaonicama.

Primjer 3. Za 10 odabranih pokrajina Kraljevine BuSbumbuj utvrdeni su narodni dohodak po
stanovniku (per capita) i stopa mortalileta dojencadi u 2007. godini. Dobiveni su podaci
prikazani u sljedecoj tablici.

narodni dohodak po stanovniku | stopa mortaliteta dojencadi
[000 USD] [%0]

3,99 12

3,5 13

3,1 15
2,82 17

2 18

1,8 18
1,73 19
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narodni dohodak po stanovniku | stopa mortaliteta dojencadi
[000 USD] [%0]
1,56 24
1 29
0,5 35

Odnos stope mortaliteta dojencadi i narodnoga dohotka po stanovniku prikaZzimo graficki
odgovarajuim dijagramom (uz kojega navedimo sve potrebne oznake), pa odredimo
Pearsonov koeficijent jednostavne linearne korelacije promatranih varijabli i njegovu
statisti¢ku znacajnost uz razinu pouzdanosti od 95%.

Potom procijenimo jednadzbu i parametre modela jednostavne linearne regresije koji najbolje
opisuje ovisnost stope mortaliteta dojencadi o narodnom dohotku po stanovniku, te statistiCku
znacajnost regresijskih varijabli i dobivenoga modela jednostavne linearne regresije uz razinu
pouzdanosti od 95%.

Procijenimo i stopu mortaliteta dojencadi pokrajine Ciji je narodni dohodak po stanovniku u
2007. godini bio 2.500,00 USD, narodni dohodak po stanovniku u pokrajini koja je u 2007.
godini zabiljezila stopu mortaliteta dojenc¢adi 20%o, te promjenu stope mortaliteta dojencadi
ukoliko se narodni dohodak po stanovniku smanji za 800 USD.

Ponovo radi drugoga dijela zadatka, stopa mortaliteta dojencadi bit ¢e zavisna varijabla Y, a
narodni dohodak po stanovniku nezavisna varijabla X. Odgovarajuéi grafic¢ki prikaz odnosa
promatranih varijabli je dijagram rasipanja prikazan na sljedecoj slici.

QOvisnost stope mortaliteta dojenéadi o narodnom dohotku
po stanovniku
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IzraCunima analognima onima iz tocke 4.1. dobiva se vrijednost Pearsonova koeficijenta
jednostavne linearne korelacije:

r=-0.913291451,
a tom koeficijentu pripadna p — vrijednost iznosi
p =0.000222487 < 0.05,

pa zakljucujemo da je dobiveni koeficijent statisticki znaCajan, tj. da postoji statisticki
znacajna linearna veza izmedu narodnoga dohotka i stope mortaliteta dojencadi. 1z
vrijednosti Pearsonova koeficijenta jednostavne linearne korelacije zakljuCujemo da je ta veza
negativna i jaka, tj. da ¢e povecanje narodnoga dohotka vrlo vjerojatno uzrokovati smanjenje
stope mortaliteta dojencadi.

Parametri modela jednostavne linearne regresije, kao i odgovaraju¢i regresijski pravac
prikazani su na donjoj slici.

Ovisnost stope mortaliteta dojenéadio narodnom dohotku
po stanovniku
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Y =-59534x+ 33,098 nartadni dohodak po stanovniku
RE=0,8341 (00D USD

U ovome je slucaju, dakle,

a =-5.953418082;
b =33.09751978.

Interpretacije tih parametara su:
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a = -5.953418082 =- Ukoliko se narodni dohodak po stanovniku povec¢a za 1.000,00 USD,

ocekivano prosjecno smanjenje stope mortaliteta dojencadi iznosi priblizno 6%.. Odatle
izravno slijedi da ukoliko se narodni dohodak po stanovniku smanji za 800 USD, ocekivano

prosje€no povecanje stope mortaliteta dojencadi iznosi priblizno 0.8 - 5.953418082 =~

4.762734465%o, tj. priblizno 4.76%c. Opcenito, ukoliko se narodni dohodak po stanovniku
poveca (smanji) za k USD, oc€ekivano prosjeno smanjenje (povecanje) stope mortaliteta
dojencadi iznosi k - lal - 1 =k -5.953418082 - 1 =0.005953418082 - k %o.

1000 1000
b =33.098 = I u ovom slu€aju konstantni ¢lan nema znacenja jer je prakticki nemoguce da
cjelokupni narodni dohodak po stanovniku (varijabla X) iznosi 0,00 USD.

Preostaje procijeniti stopu mortaliteta dojencadi pokrajine ¢iji je narodni dohodak po
stanovniku u 2007. godini bio 2.500,00 USD, te narodni dohodak po stanovniku u pokrajini
koja je u 2007. godini zabiljezila stopu mortaliteta dojencadi 20%¢. U prvom slucaju u
dobivenu jednadZbu modela jednostavne linearne regresije uvrstimo x = 2.5, pa dobijemo:

; =-5.953418082 - 2.5 + 33.09751978 = 18.21397458.

Dakle, traZzena procijenjena stopa mortaliteta iznosi priblizno 18,214%.. U drugom slucaju, u
jednadzbu

uvrstimo a = -5.953418082, y =201 b = 33.098, pa dobivamo:

o 1 ‘20+33.O9751978 =22
5.953418082 5.953418082

Dakle, traZeni procijenjeni narodni dohodak po stanovniku iznosi priblizno 2.200,00 USD.

Zaklju¢no istaknimo da iz p — vrijednosti izraCunate za Pearsonov koeficijent jednostavne
linearne korelacije slijedi da su i regresorska varijabla X i dobiveni model jednostavne
linearne regresije statistiCki znacajni, tj. da postoji statisticki znacajan utjecaj narodnoga
dohotka po stanovniku na stopu mortaliteta dojencadi.
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4.2.2. Analiza varijance modela jednostavne linearne regresije

Nakon $to smo odredili jednadZbu modela jednostavne linearne regresije namece se pitanje
"kvalitete" dobivenoga modela. Zapravo, promatramo u kojoj mjeri vrijednosti zavisne
varijable procijenjene dobivenim modelom odgovaraju empirijskim vrijednostima, tj. s
kolikom to¢nos¢u moZemo procijeniti vrijednost zavisne varijable za odredenu vrijednost
nezavisne varijable. Procjena reprezentativnosti modela temelji se na ve¢ spomenutoj analizi
varijance rezidualnih odstupanja empirijskih vrijednosti (y;) zavisne varijable od procijenjenih
vrijednosti (7;) te varijable. Tu je analizu graficki zgodno prikazati donjom slikom.

' — — — e

e

- Togyy A=

- I Y% T |

'’ (x. -7 - i
&.-¥)

X
X
X

Prigodom ocjenjivanja reprezentativnosti modela jednostavne linearne regresije koristi se tzv.
JjednadZba analize varijance toga modela. Ona predstavlja temelj deskriptivne i inferencijalne
statisticke analize reprezentativnosti regresijskoga modela, a glasi:

> = =Z(§,-—§>2 £ — )7,

odnosno, u razvijenom obliku,

n n

Zn:yf—n-;z :[a-Zyi+b-ixi-yi—n-;2j+[2yi2—a-iyi—b‘ixi‘yij
pay i=1 i=1

i=1 i=1 i=1

Ova jednadzba je posljedica sljedeCega netrivijalnoga svojstva modela jednostavne linearne
regresije:
Svojstvo 1. Neka su (x;, y;) empirijski dobivene vrijednosti nezavisne varijable X, odnosno

zavisne varijable Y, za svaki i = 1, 2, ..., n. Nadalje, neka su y, procijenjene vrijednosti
dobivene uvrStavanjem vrijednosti x; u jednadZzbu modela jednostavne linearne regresije koji
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najbolje opisuje ovisnost varijable Y o varijabli X, i to za svaki i = 1, 2, ..., n. Tada je
aritmeticka sredina svih procijenjenih vrijednosti jednaka aritmetickoj sredini svih
empirijskih vrijednosti, tj. vrijedi jednakost:

n nooaA

y:_ Vi = i

i=1 i=1
Objasnimo pobliZe svaki pojedini ¢lan u gornjoj jednadZbi:

._ < N2 < 2 —2 . . . « es .
ST = E (y,—y) = E y; —n-y — ukupan zbroj kvadrata odstupanja svih empirijskih
i=1 i=1

vrijednosti zavisne varijable Y od aritmeti¢ke sredine tih Vrijednostimg;

n A n n —

SP = Z(y—y)zz a‘Zyl.+b‘2xi-yi—n‘y — ovaj se Clan naziva protumaceni dio
i=1 i=1 i=1

ukupnoga zbroja kvadrata odstupanja, a zapravo je rije¢ o ukupnom zbroju kvadrata

odstupanja svih procijenjenih vrijednosti zavisne varijable Y od aritmeti¢ke sredine tih

vrijednosti110 (zbog iskazanoga svojstva 1., ta aritmeticka sredina jednaka je onoj koja se

pojavljuje u lanu ST);

SR = Z(yl. -y)Y = Zylz —a‘Zyl. —b-in -y, — ovaj se Clan naziva neprotumaceni dio
i=1 i=1 i=1 i=1

ukupnoga zbroja kvadrata odstupanja ili zbroj kvadrata rezidualnih odstupanja, a zapravo je

rije¢ o zbroju kvadrata odstupanja procijenjenih vrijednosti od odgovaraju¢ih empirijskih

vrijednosti. Slobodno govoreci, ovaj ¢lan "mjeri" ukupnu pogresku svih n procjenjivanja.

Budu¢i da je prvi ¢lan jednak zbroju preostalih dvaju, prakti¢no se obicno racunaju samo
protumaceni i neprotumaceni dio ukupnoga zbroja kvadrata odstupanja. Koriste¢i dobivene
rezultate racunaju se tzv. mjere reprezentativnosti o kojima se govori u sljedecoj tocki.

109 Podijeli li se navedeni ¢lan ukupnim brojem parova podataka (n), dobiva se varijanca empirijskih vrijednosti
varijable Y.

"% Podijeli Ii se navedeni ¢lan ukupnim brojem parova (n), dobiva se varijanca procijenjenih vrijednosti varijable
Y.
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4.2.3. Mjere reprezentativnosti modela jednostavne linearne regresije

Za ocjenu reprezentativnosti nekoga regresijskoga modela rabe se pokazatelji analogni
pokazateljima reprezentativnosti aritmetiCke sredine u deskriptivnoj analizi. Te pokazatelje
nazivamo mjere reprezentativnosti regresijskoga modela, a dijelimo ih na apsolutne i
relativne.

U apsolutne mjere reprezentativnosti ubrajamo varijancu regresijskoga modela 1 iz nje
izvedenu standardnu devijaciju regresijskoga modela. U racunanju ovih vrijednosti koriste se
svi empirijski i svi procijenjeni podaci.

U relativne mjere reprezentativnosti ubrajamo koeficijent varijacije regresijskoga modela i
koeficijent determinacije regresijskoga modela. Za usporedbu reprezentativnosti dvaju
razlicitih regresijskih modela najcesce se rabe upravo relativne mjere reprezentativnosti.

U nastavku ukratko opisujemo svaku od navedenih mjera reprezentativnosti.

4.2.3.1. Varijanca regresijskoga modela

Osnova za mjerenje reprezentativnosti regresijskoga modela je rasprSenje (disperzija) oko
regresijskoga pravca koja se oGituje na rezidualnim odstupanjima. Sto su odstupanja
empirijskih vrijednosti zavisne varijable Y od odgovarajucih procijenjenih vrijednosti manja,
reprezentativnost regresijskoga modela je bolja. Ve¢ smo istaknuli da je aritmeticka sredina
svih rezidualnih odstupanja uvijek jednaka nuli, pa se pri analizi rasprSenja polazi od analize
kvadrata rezidualnih odstupanja, odnosno od analize njihove varijance. S tim u vezi definira
se pojam varijance regresijskoga modela.

Varijanca _regresijskoga _modela (oznaka: o©.) je apsolutna mjera reprezentativnosti
5

regresijskoga modela. Ona se rauna kao aritmeticka sredina kvadrata svih rezidualnih
odstupanja, pa je, sukladno oznakama iz tocke 4.2.2., jednaka

> = SR = 1 . y 2_q- ; —bh- y .
% T2 =2 [Z}y “;yi b;x,- y,-j

Istaknimo da se u inferencijalnoj statistici procjena ovoga pokazatelj raCuna kao omjer
veli¢ine SR i broja (n — 2) koji, kako smo ve¢ vidjeli, oznaava ukupan broj stupnjeva
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slobode. Takav nacin izra€una primijenjuju gotovo svi statisticki racunalni programi, pa je u

takvim slu¢ajevima nuZzno naglasiti da je rijeC o procjeni varijance regresije osnovnoga
skupa.

4.2.3.2. Standardna devijacija regresijskoga modela

Standardna _devijacija  regresijskoga modela (oznaka: o©,) je apsolutna mjera
y

reprezentativnosti regresijskoga modela. Ona je, prema definiciji, drugi korijen iz varijance
regresijskoga modela. Nerijetko se, analogno standardnoj devijaciji cjelokupnoga osnovnoga
skupa, matematiCki neto€no interpretira kao prosje¢no odstupanje originalnih od regresijskih
vrijednosti. Radi potpunosti, navodimo formulu prema kojoj se racuna standardna devijacija
regresijskoga modela:

— SR — 1 . N 2_ . N —h. N .
o, = _2—\/n_2 (Z:,y a ;y,- b ;xi y,-j-

y n

Napomenimo da se u inferencijalnoj statistici standardna devijacija definira na potpuno isti
nacin, ali je, zbog razliCitosti izrauna varijance, pripadna formula za izravni izraun
drugacija od gore navedene. U tom se sluCaju govori o procjeni standardne devijacije
osnovnoga skupa.

4.2.3.3. Koeficijent varijacije regresijskoga modela

Koeficijent varijacije regresijskoga modela (oznaka: V, ) je relativna mjera reprezentativnosti
y

modela i predstavlja postotni udio standardne devijacije regresijskoga modela u odnosu na
aritmeticku sredinu svih empirijskih (ili, prema Svojstvu 1., procijenjenih) vrijednosti zavisne
varijable:

$

G,
V, =—=-100
Yy

Ekvivalentno, moZzemo re¢i da koeficijent varijacije regresijskoga modela mjeri relativno
prosjecno odstupanje empirijskih vrijednosti zavisne varijable Y od procijenjenih vrijednosti
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te varijable i iskazuje rezultat u postotcima. Sto je vrijednost koeficijenta V. bliza nuli,
5

reprezentativnost regresijskoga modela je bolja.
4.2.3.4 Koeficijent determinacije regresijskoga modela

Koeficijent determinacije (oznaka: R*) je relativna mjera reprezentativnosti regresijskoga
modela. Definira se kao omjer protumacenoga dijela ukupnoga zbroja kvadrata odstupanja
(SP) i ukupnoga zbroja kvadrata odstupanja (S7), a moZe poprimiti sve vrijednosti iz
segmenta [0, 1]. ObjaSnjava se kao postotni udio modelom protumacenoga dijela zbroja
kvadrata svih odstupanja u odnosu na ukupan zbroj kvadrata svih odstupanja, a raCuna prema
formuli:

SP Zd“bz‘”2%+hZ%Wrn52
=—=_&l — i=1

i=

R2 — 1 -
ST S (5, -3 S y2-ny
i=1 i=1

Sto je njegova vrijednost bliza 1, reprezentativnost regresijskoga modela je bolja (donekle
suprotno od koeficijenta varijacije).

Napomenimo da su u slucaju jednostavne linearne regresije koeficijent determinacije i
Pearsonov koeficijent jednostavne linearne korelacije vezani relacijom:

r=+JR?,

pri ¢emu je predznak Pearsonova koeficijenta linearne korelacije jednak predznaku
regresijskoga koeficijenta a.

Koeficijent determinacije opCenito se moZe objasniti i kao razmjer varijance zavisne varijable
objasnjen nezavisnom varijablom. Npr., utvrdimo li da je Pearsonov koeficijent linearne
korelacije izmedu varijabli kolicnik inteligencije 1 prosjecna ocjena na studiju iznosi r = 0.5,
onda je pripadna vrijednost koeficijenta determinacije modela jednostavne linearne regresije
kojim se najbolje moze opisati promatrana veza jednaka

R*=0.5%=0.25,
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Sto, slobodno govoreéi, zna¢i da se pribliZzno 25% uspjeha na studiju moZe objasniti
inteligencijom studenata.

Istaknimo da u MS EXCEL-u jednadZbu, te vrijednost koeficijenta determinacije bilo kojega
od ponudenih regresijskih modela moZemo dobiti uklju¢ivanjima podopcija PrikaZi jednadzbu
na grafikonu 1 PrikaZi R-kvadratnu vrijednost na grafikonu u podopciji Mogucnosti opcije
Dodaj crtu trenda.

Primjer 4. Na temelju podataka iz Primjera 1. izra¢unajmo koeficijent varijacije i koeficijent
determinacije dobivenoga modela jednostavne linearne regresije. Objasnimo znacenje
dobivenih vrijednosti.

U Primjeru 1. dobivena je sljede¢a jednadZba modela jednostavne linearne regresije:

y =54.603 - x—1010.3,

IzraCunajmo najprije vrijednost koeficijenta varijacije toga modela. Koriste¢i navedenu
jednadzbu najprije za svaku empirijsku vrijednost nezavisne varijable X racunamo
odgovarajucu procijenjenu vrijednost zavisne varijable Y. Potom izraunamo kvadrat razlike
svake pojedine empirijske vrijednosti zavisne varijable Y i1 njoj odgovarajuce procijenjene
vrijednosti te varijable, te zbrojimo dobivene rezultate. Tako dobivamo treci i Cetvrti stupac
sljedece tablice:

proizvodnja | ukupna procijenjena
cokolade dobit ukupna dobit )
[000 kom.] | [000kn] |  [000 kn] O = ;)
(x1) i) ()
20 220 81,76 19110.3
25 280 354,775 5591.301
32 520 736,996 47087.26
28 500 518,584 345.3651
40 1250 1.173,82 5803.392
35 1000 900,805 9839.648
36 980 955,408 604.7665
30 600 627,79 772.2841
ukupno: 5.350 5.349,938 89154.32
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Tako je vrijednost koeficijenta varijacije jednaka:

/ / /89 154.32
Xn=2 4n0= 100_ 8 2 .100~18.23%,

—~ Zy, Zy,

<
\<I| Q

pa mozemo reci da je varijabilitet empirijskih vrijednosti oko regresijskoga pravca relativno
slab. Vrijednost koeficijenta determinacije ve¢ smo dobili u Primjeru 1. i ona iznosi
R* = 0.9064. To znadi da je modelom jednostavne linearne regresije protumadeno 90.64%
ukupnih odstupanja, odnosno, da se 90.64% ovisnosti ukupne dobiti o proizvodnji ¢okolade
moZe objasniti modelom jednostavne linearne regresije. Prema obama pokazateljima,
moZemo zakljuciti da je model reprezentativan.

Primjer S. Na temelju podataka iz Primjera 2. izra¢unajmo koeficijent varijacije i koeficijent
determinacije dobivenoga modela jednostavne linearne regresije. Objasnimo znacenje
dobivenih vrijednosti.

U Primjeru 2. dobivena je sljede¢a jednadzba modela jednostavne linearne regresije:

A

y =10.402 - x - 10.95.

Kao i u Primjeru 4., izraCunajmo najprije vrijednost koeficijenta varijacije toga modela.
Koriste¢i navedenu jednadzbu najprije za svaku empirijsku vrijednost nezavisne varijable X
raCunamo odgovaraju¢u procijenjenu vrijednost zavisne varijable Y. Potom izraCunamo
kvadrat razlike svake pojedine empirijske vrijednosti zavisne varijable Y i njoj odgovarajuce
procijenjene vrijednosti te varijable, te zbrojimo dobivene rezultate. Tako dobivamo treci i
Cetvrti stupac sljedece tablice:
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prosjecan broj ukupan godisnji procijenjeni ukupan
zaposlenih promet godisnji promet ny
(x) [000 €] [000 €] Oi = ;)
o ()
22 250 217,894 1030.79524
31 300 311,512 132.52614
90 920 925,23 27.3529
82 850 842,014 63.7762
43 400 436,336 1320.3049
65 680 665,18 219.6324
59 630 602,768 741.58182
16 180 155,482 601.13232
61 670 623,572 2155.55918
46 420 467,542 2260.24176
35 350 353,12 9.7344
50 460 509,15 2415.7225
ukupno: 6110 6109,8 10978.35977

Tako je vrijednost koeficijenta varijacije jednaka:

/ / /10978 35977
Yn=2 jp0=—¥1n=2 jo0= 12-2  100~6.507631929%,
y

6110
- Zy, ; i

(5‘
y

pa moZemo reci da je varijabilitet empirijskih vrijednosti oko regresijskoga pravca vrlo slab,
odnosno da je model reprezentativan. Vrijednost koeficijenta determinacije ve¢ smo dobili u
Primjeru 2. i ona iznosi R* = 0.9823. Dakle, 98,23% veze izmedu ukupnoga godi$njega
prometa i prosjecnoga broja zaposlenika moZe se objasniti modelom jednostavne linearne
regresije.

Zadatak za vjezbu: lzraCunajte koeficijent varijacije i koeficijent determinacije modela
jednostavne linearne regresije iz Primjera 3. Objasnite znaCenje dobivenih vrijednosti.
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4.3. Primjeri nelinearnih modela jednostavne regresije

Odnos zavisne i nezavisne varijable Cesto nije linearan (ravnomjerne promjene nezavisne
varijable ne uzrokuju ravnomjerne promjene zavisne varijable). U takvim je sluCajevima
potrebno je pronaci neku drugu (nelinearnu) funkciju koja najbolje pokazuje ovisnost zavisne
0 nezavisnoj varijabli. U nastavku se razmatraju modeli jednostruke regresije u kojima su te
funkcije eksponencijalna funkcija, logaritamska funkcija i opéa potencija. Ti se modeli
odgovarajuim zamjenama varijabli uvijek mogu svesti na model jednostavne linearne
regresije, ali to ne¢emo uciniti budu¢i da MS Excel omogucuje rad i s takvim vrstama modela
jednostavne regresije.

4.3.1. Model jednostavne eksponencijalne regresije

Standardni oblik regresijske jednadZbe modela jednostavne eksponencijalne regresije je:

Y =B - A¥
pri ¢emu dodatno vrijede nejednakosti:

A,B>0,A=1.

Ove nejednakosti su posljedice Cinjenice da eksponencijalna funkcija nije definirana za A <0,

te da za A = 1 dobivamo konstantnu funkciju IA/ = B koja je, zapravo, poseban slucaj modela
jednostavne linearne regresije.

I za ovaj model navodimo interpretacije obaju njegovih parametara (A i B). Zbog nesto
kompliciranije interpretacije parametra A navodimo i odgovaraju¢i matematicki izvod te
interpretacije.

B — procijenjena (ili ocekivana) vrijednost zavisne varijable Y kada je vrijednost nezavisne

varijable X jednaka 0. (U istinitost ove tvrdnje lako se moZete uvjeriti uvrstite li X = 0 u
gornju jednadzbu modela jednostavne eksponencijalne regresije i primijenite ¢injenicu da za
svaki strogo pozitivan realan broj A vrijedi jednakost A” = 1.) Kao i kod modela jednostavne
linearne regresije, odmah treba napomenuti da interpretacija toga parametra nerijetko ne
odgovara realnoj situaciji. Zbog toga ovaj parametar nije od osobite vaznosti u dodatnim
analizama.
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Interpretacija parametra A u ovom slucaju nije izravna kao kod modela jednostavne linearne
regresije, nego posredna. Naime, vrijedi sljedece:

Svojstvo 1. Ako se vrijednost nezavisne varijable X promijeni za k jedinica mjere, onda ¢e se
ocekivana vrijednost zavisne varijable Y promijeniti za prosjecno 100 - (A* = 1)%. Pritom

predznak broja k oznaCava povecanje ili smanjenje vrijednosti nezavisne varijable X, a

k v . v , . eqe . . v . . .
predznak parametra A* — 1 oznacava prosje¢no povecanje ili smanjenje ocekivane vrijednosti
zavisne varijable Y.

Dokaz: Neka je x; poCetna vrijednost nezavisne varijable x. Pripadna regresijska vrijednost
zavisne varijable y je:

A

y,=B-A".

Odmah primijetimo da je, zbog uvjeta A, B > 0, A = 1, svaka ocekivana vrijednost zavisne
varijable y strogo ve¢a od nule (Sto slijedi i iz Cinjenice da je podrucje vrijednosti bilo koje
eksponencijalne funkcije skup R = (0,4+00)), pa posebno i razli¢ita od nule.

Ako se vrijednost x; promijeni za k jedinica mjere, nova vrijednost te varijable je:
X2 =x1+k.

(Pritom za k > 0 imamo povecanje vrijednosti varijable x;, a za k < 0 smanjenje njezine
vrijednosti.) Pripadna regresijska vrijednost zavisne varijable y je

A

y,=B-A"=B-A"" =B.A". A" =A" . (B-A")=A"y,.

Stoga je relativna promjena vrijednosti zavisne varijable y jednaka:

A A

A;— Yo~ N :Ak'):l_)ﬁ _ yl'(lﬁik—l)zAk

= -1,

A

Y Y Vi

odnosno, u postotcima,

Ay=[100-(4"~1)]%.
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Sto je i valjalo pokazati. |

Dakle, kod modela jednostavne eksponencijalne regresije dodatno se raCuna i interpretira broj
Sk = A1, Posebno, za k = 1 vrijednost S; = 100 - (A — 1) uobicajeno se naziva prosjecna
stopa promjene (ocekivanih) vrijednosti zavisne varijable Y. Ako model jednostavne

eksponencijalne regresije reprezentativno opisuje vezu izmedu zavisne i nezavisne varijable,
priblizno jednaka stopa promjene vrijedi i za empirijske vrijednosti zavisne varijable Y.

I za model jednostavne eksponencijalne regresije mogu se raCunati koeficijent varijacije i
koeficijent determinacije tako da se u formule navedene u tockama 4.2.3.3. i 4.2.3.4. umjesto
originalnih vrijednosti uvrstavaju logaritmi tih vrijednosti. Koeficijent determinacije moZe se
dobiti izravno pomoc¢u MS Excela, dok koeficijent varijacije moramo izracunati "klasi¢no".
Tustrirajmo to na primjerima.

Primjer 1. Uprava tvornice zamjenskih dijelova za Zeljeznicka vozila "Grudelj d.d." iz
Bibinja razmatra ovisnost ukupnih jedini¢nih troSkova o opsegu proizvodnje jednoga od
zamjenskih dijelova. IstraZivanjem dobiveni podaci navedeni su u sljedecoj tablici:

Jedinicni troskovi | opseg proizvodnje
[kn] [000 kom.]
549 60
582 54
618 50
700 45
748 36
817 32
900 25
998 23

1.193 18
1.540 10

PrikaZimo dobivene podatke odgovaraju¢im grafikonom (uz kojega navedimo sve potrebne
oznake), pa odredimo jednadZbu modela jednostavne eksponencijalne regresije koji najbolje
opisuje promatranu ovisnost 1 interpretirajmo parametre toga modela. Naposljetku,
procijenimo reprezentativnost dobivenoga modela pomocu koeficijenta determinacije, ukupne
jedini¢ne troskove pri opsegu proizvodnje od 40 000 komada i opseg proizvodnje u slucaju
kad ukupni jedinicni troskovi iznose 800,00 kn

Odgovaraju¢i graficki prikaz empirijskih podataka je dijagram rasprSenja prikazan na
sljedecoj slici:
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Ovisnost jediniénih troskova o opsegu proizvo dnje

1600
1400
1200 -
1000 &
800 +—5
600 * >
400
200
0

*

Jediniéni trodkavi [kn]
o

0 10 20 30 40 50 a0

Opseg proizvadnje [000 kam.]

Odgovarajuc¢a jednadzba modela jednostavne eksponencijalne regresije, zajedno s pripadnom
krivuljom, dana je na sljedecoj slici:

Ovisnost jediniénih troskova o opsegu proizvednje

100
1400

1200
1000 \

200 S

G500 \"\.ﬂ\'

*

Jecinitni trogkowvi [kn]
Q’/

400
200
0
C 10 20 30 40 50 &0
¥ = 1524e7000 . .
! R =p ;466 Opseg proitvodnje [000 kom.]

Zapi§imo je najprije u standardnom obliku ¥ = B - A*. U ovome je sluaju B = 1624, dok je
vrijednost parametra A jednaka
A=e"" ~0098118.
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pa jednadZba modela jednostavne eksponencijalne regresije zapisana u standardnom obliku
glasi:

Y = 1624 - 0.98118",

Odgovarajuce interpretacije parametara su:

B = 1624 < ocekivana vrijednost jedini¢nih troSkova u sluc¢aju kad nema proizvodnje iznosi
1.624,00 kn. (Ova interpretacija nema smisla jer se jedini¢ni troskovi uvijek racunaju u
odnosu na jedinicu proizvedenoga proizvoda, a ako nije proizveden niti jedan proizvod, nema
smisla govoriti o jedini¢nim troSkovima.)

A = 098118 < ovu ¢emo vrijednost najlakSe interpretirati racunajuci prosje¢nu stopu
promjene:

$1=100-(A-1)=100- (098118 — 1) =—-1.882.

Dakle, ukoliko se opseg proizvodnje poveca za 1000 komada, jedinicni troskovi ée se
ocekivano smanjiti za prosjecno 1.882%. Odatle slijedi npr. da ukoliko se opseg proizvodnje
poveca za 100 komada, ocekivano prosje¢no smanjenje jedini¢nih troSkova iznosi

So1=100- (A> = 1)=100- (0.98118"" — 1) = 0.18982%,

a ukoliko se opseg proizvodnje smanji za 200 komada, oCekivano prosjeCno povecanje
jedini¢nih troskova iznosi

S 02=100-(A"*-1)=100 - (0.98118 %% - 1) = 0.380723% itd.

Koeficijent determinacije dobivenoga modela je R* = 0.9466, §to znagi da se 94.66% ovisnosti
jedinicnih  troskova o opsegu proizvodnje mozZe objasniti modelom jednostavne
eksponencijalne regresije. Budu¢i da je navedeni koeficijent relativno blizu 1, mozemo reci
da je dobiveni model reprezentativan.

Preostaje nam procijeniti po jednu vrijednost zavisne, odnosno nezavisne varijable.

Procijenjeni iznos ukupnih jedini¢nih troSkova u slucaju kad opseg proizvodnje iznosi 40 000
komada dobit ¢emo tako da u jednadzbu regresijskoga modela uvrstimo x = 40:
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Y = 1624 -0.98118% = 759.51.

Dakle, procijenjeni ukupni jedini¢ni troSkovi u sluc¢aju kad opseg proizvodnje iznosi 40 000
komada iznose 759,51 kn.

Nadalje, iz dobivene jednadzbe regresijskoga modela slijedi

Iny-In1624
1n0.98118

X =

pa procijenjenu vrijednost opsega proizvodnje u slucaju kad ukupni jedini¢ni troSkovi iznose
800,00 kn dobivamo tako da u navedenu jednadZzbu uvrstimo y = 800:

}A( _ In800—1n1624 ~37965.
In0.98118

Dakle, procijenjena vrijednost opsega proizvodnje u slucaju kad ukupni jedini¢ni troskovi
iznose 800,00 kn jednaka je 37265 komada.

Primjer 2. Promatramo ovisnost temperature netom skuhane kave o vremenu proteklom
nakon ulijevanja kave u $alicu''". Podaci su dani u donjoj tablici.

vrijeme [min.] temperatura [°C]
0 82
5 76
8 70
11 65
15 61
18 57
22 52
25 51
30 47
34 45
38 43
42 41
45 39
50 38

""" Preciznije re¢eno, nakon ulijevanja kave iz dZezve ili kavokuhala u alicu.
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a) Ovisnost temperature kave o vremenu graficki prikaZimo odgovaraju¢im grafikonom (uz
kojega navedimo sve potrebne oznake).

b) Odredimo jednadZbu modela jednostavne eksponencijalne regresije koji najbolje opisuje
promatranu ovisnost i objasnimo zna¢enje parametara dobivenoga modela.

¢) Na temelju koeficijenta determinacije procijenimo reprezentativnost modela.

d) Na temelju rezultata b) podzadatka procijenimo pocetnu temperaturu kave i odredimo
relativnu pogresku u odnosu na empirijski dobivenu vrijednost.

e) Na temelju rezultata b) podzadatka procijenimo kolika ¢e biti temperatura kave to¢no 1 sat
nakon ulijevanja u Salicu.

f) 1992. jedna od goS$¢i restorana "McDonald's" tuZzila je restoran jer je sluc¢ajnim
prolijevanjem kave temperature 82°C po svojim rukama zaradila teSke opekotine. VjeStak na

sudenju tada je posvjedocio da tekucina temperature 82°C koja je u dodiru s ljudskom koZzom
bila barem pet sekundi izaziva teske opekotine i ustvrdio da bi se takve posljedice izbjegle da
se kava posluZzuje pri temperaturi ne veéoj od 68°C. Zena je dobila spor i odstetu od
2.700.000,00 USD. Jedna od posljedica toga poznatoga sudskoga procesa bila je da vecina
restorana u SAD danas posluZuje kavu Cija je temperatura priblizno 68°C. Na temelju
rezultata b) podzadatka procijenimo koliko dugo treba Cekati da se netom skuhana kava
ohladi na temperaturu od 68°C.

g) Pretpostavimo da temperatura sobe u kojoj se nalazi posluZena kava iznosi 23°C. Sto se

mozZe rec¢i o temperaturi kave nakon tocno 2 sata na temelju dobivenoga modela jednostavne
eksponencijalne regresije? Objasnimo svoj odgovor.

Ovisnost temperature kave o vremenu prikazana je donjim dijagramom rasipanja:

Ovisnost temperature kave o vremenu

100
a0
g0

g L

@ 70 -

Z a0 * r

E 50 $ &

= . * & &

L] 4 L £
g 30

£

al 20

=

10
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JednadZba modela jednostavne eksponencijalne regresije, zajedno s pripadnom krivuljom,
prikazana je na donjoj slici:

Ovisnost temperature kave o vremanu

100
]
8)

70
&0 tﬁ\m‘\
]
47 w“—-‘____,
30

20
13

temperatura kave |°C]

0 10 20 30 40 50
y= 78159006

R? =0 9735 vrijeme [minuta)

Dobivenu jednadZbu najprije zapisimo u standardnom obliku ¥ = B - AX. U ovome je slugaju
B =78.159, dok je vrijednost parametra A jednaka

A =" x5 0.98413.

Dakle, jednadZba dobivenoga modela jednostavne eksponencijalne regresije je

Y =78.159 - 0.98413%.

Parametre dobivenoga modela interpretiramo na sljede¢i nacin:

B =78.159 < procijenjena poetna temperatura kave iznosi 78.159°C. Buduéi da empirijska

pocetna temperatura kave iznosi 82°C, relativna pogre$ka procjene pocetne temperature je:

p= 82778159 100~ 4.68%.
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A =0.98413 & izracunat cemo ocekivanu prosjecnu stopu promjene temperature kave:

S1=100-(A-1)=-1.5873.

Dakle, temperatura kave ée se ocekivano smanjiti za 1.5873% u jednoj minuti.

Temperaturu kave nakon jednoga sata (= 60 minuta) procijenit ¢emo tako da u jednadZbu

modela jednostavne eksponencijalne regresije uvrstimo x = 60:

Y =78.159 - 0.98413% ~ 30°C,

dok ¢emo vrijeme potrebno da se kava ohladi na temperaturu 68°C procijeniti tako da iz

jednadzbe

Y =78.159 - 0.98413%

izrazimo nepoznaznicu X:

)A( _InY —In78.159
In0.98413
1 u dobiveni izraz uvrstimo Y = 68:
}A( = In68—In78.159 ~&,7 minuta = 8 minuta i 42 sekunde.

In0.98413
Temperatura kave bit ¢e jednaka sobnoj temperaturi, odnosno 23°C, nakon

}A( = In23-In78.159 =76,5 minuta = 76 minuta i 30 sekundi.
In0.98413

Potom se kava prestaje hladiti i zadrzava temperaturu okoline (sobe) od 23°C. Stoga ¢e

stvarna temperatura kave za 120 minuta biti jednaka 23°C. Prognosti¢ka temperatura kave za

120 minuta je dvostruko manja:
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¥ =78.159 - 0.98413' ~ 11.46°C.

Na ovom smo primjeru ukazali na tzv. problem ekstrapolacije u regresijskim modelima.
Grubo govoredi, regresijski model moZe davati dobre procjene za vrijednosti nezavisne
varijable X koje se nalaze unutar segmenta omedenoga najmanjom i najve¢om empirijskom
vrijednos¢u te varijable. (U promatranom primjeru rije¢ je o segmentu [0, 50].) Medutim, za
vrijednosti izvan toga segmenta kvaliteta procjene opada Sto je vrijednost udaljenija od donje
ili gornje granice segmenta. Npr. u promatranom bismo primjeru za x = 51 joS mogli ocekivati
relativno dobru procjenu temperature kave, ali x = 120 je vrijednost viSe nego dvostruko veca
od gornje granice segmenta [0, 50], pa se za tu vrijednost dobiva losa procjena odgovarajuce
vrijednosti zavisne varijable Y. Stoga, kad god je to moguce, treba izbjegavati procjenu
vrijednosti zavisne varijable za vrijednosti nezavisne varijable izvan segmenta omedenoga
najmanjom i najve¢om empirijski dobivenom vrijednoséu.'"?

4.3.2. Model jednostavne logaritamske regresije

Standardni oblik regresijske jednadzbe ovoga modela je:

IA/:A-lnx+B,

pri ¢emu vrijednosti nezavisne varijable X nuzno moraju biti strogo pozitivne jer je prirodno
podrucje definicije bilo koje logaritamske113 funkcije skup (0, +e0). Kao i kod svih prethodnih

modela, znacaj parametara A i B u analizi regresijskoga modela nije jednak: parametar A je
bitno znacajniji od parametra B. U nastavku navodimo njihove interpretacije u obliku dvaju
svojstava:

B — procijenjena (ili ocekivana) vrijednost zavisne varijable Y kada je vrijednost nezavisne
varijable X jednaka 1 jedinici mjere. Ova se tvrdnja lako provjeri uvrStavanjem x = 1 u
jednadZbu regresijskoga modela i koristenjem ¢injenice da je In 1 = 0.

"2 U promatranom je primjeru opisani problem ekstrapolacije dodatno izraZen zbog fizikalne neuskladenosti
dobivenoga modela s realnim stanjem: prema fizikalnim zakonima, kava se ne moze ohladiti na temperaturu
manju od temperature okoline, a prema dobivenom regresijskom modelu, za velike vrijednosti nezavisne

varijable x temperatura kave bit ¢e sve bliza 0°C zbog asimptotskoga pribliZavanja odgovaraju¢ega grafa osi Ox.

3 U ovome je slucaju rijec o tzv. prirodnom logaritmu: baza logaritma je broj e ~2,7182818284590452353603.
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Interpretacija varijable A, kao i kod modela jednostavne eksponencijalne regresije, nije
izravna, nego "zaobilazna" (neizravna) i temelji se na sljede¢em svojstvu:

Svojstvo 1. Neka je p > —100 proizvoljan, ali fiksiran realan broj. Ako se vrijednost nezavisne
varijable X promijeni za p%, procijenjena (ili ocekivana) prosjecna promjena vrijednosti

zavisne varijable Y iznosi A - In (1+ﬁ). Posebno, za p = 171.82818284590452353603

procijenjena prosjecna promjena vrijednosti zavisne varijable Y iznosi to¢no A.

Uvjet p > —100 postavljen je zbog zahtjeva da vrijednost nezavisne varijable X mora biti
strogo pozitivna: smanjenje konkretne vrijednosti nezavisne varijable X za barem 100%
povlacilo bi da je nova vrijednost te varijable nepozitivna (strogo negativna ili nula), a takve
vrijednosti ne mogu biti obuhvacéene regresijskim modelom.

Dokaz: Analogno kao i kod modela jednostavne eksponencijalne regresije, neka je x; pocetna
vrijednost varijable X i neka je p postotak promjene te varijable. Ako je p > 0, rijec je o

povecanju vrijednosti x; za p%, a ako je p < 0, rije¢ je o smanjenju vrijednosti x; za p%.
Pripadna ocekivana vrijednost zavisne varijable Y jednaka je:

A

yy=A'Inx+B.

Nakon promjene vrijednosti x; za p%, nova vrijednost te varijable je:

X, :xl+i-x1 =l1+-2 X .
100 100

Pripadna ocekivana vrijednost zavisne varijable Y jednaka je

y,=AInx,+B=A-In (1+ij-xl +B:A-1n(1+ij+A.1nx1 +B=A-1n(1+ij+y1
100 100 100

otkuda slijedi da je ukupna prosjecna promjena vrijednosti zavisne varijable Y jednaka

A A p
-y, =A-In| 1+—|,
=0 ( 100)
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Sto je i trebalo pokazati. Napomenimo da se pridjev prosjecna navodi zbog izvoda formule za
procijenjenu vrijednost parametra A u kojemu se koriste prosjeci vrijednosti nezavisne i
zavisne varijable, pa je i sim parametar A pokazatelj prosje€ne promjene. u

Primjer 1. Prije toc¢no 10 godina istodobno je posadeno ukupno 12 jednogodisnjih sadnica
odredene vrste visnje. U trenutku sadnje prosjecna visina jedne sadnice bila je 182.88 cm.
Podaci o prosjecnoj visini stabala tijekom svake od minulih 10 godina navedeni su u donjoj
tablici. Promatra se ovisnost prosjecne visine izraslih stabala o njihovoj starosti.

starost [god.] | prosjecna visina [cm]
1 182.88
2 289.56
3 396.24
4 457.2
5 502.92
6 533.4
starost [god.] | prosjecna visina [cm]
7 563.88
8 579.12
9 594.36
10 600.456
11 603.504

a) PrikaZimo ovisnost prosjecne visine stabala o njihovoj starosti odgovaraju¢im grafikonom
uz kojega navedimo sve potrebne oznake.

b) Odredimo jednadZzbu modela jednostavne logaritamske regresije koji najbolje opisuje
promatranu ovisnost. Objasnimo znacenje svih parametara dobivenoga modela.

¢) Procijenimo reprezentativnost modela dobivenoga u rjeSenju b) podzadatka pomocu
koeficijenta determinacije.

d) Koriste¢i rezultat b) podzadatka procijenimo prosje¢nu visinu svih stabala cetiri i pol
godine nakon sadnje.

e) Koriste¢i rezultat b) podzadatka procijenimo trenutak (ra¢unaju¢i od trenutka sadnje) u
kojemu ¢e prosjecna visina svih stabala biti 3 metra.

f) Koriste¢i rezultat b) podzadatka procijenimo prosjecnu visinu svih posadenih stabala to¢no
20 godina nakon sadnje i utvrdimo realisticnost dobivene procjene.

Ovisnost prosjecne visine svih stabala o njihovoj starosti graficki prikazujemo donjim
dijagramom rasipanja:
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Ovisnost prosjecne visine svih stabala o njihovoj starosti
Foo
z 200 . * F L 3 4 *
= 500 4+
il *
‘5 400 &
=
?g 300 ¥
&
g 200 =
= 100
0
0 2 4 3 2 10 12
starost [god.]

Jednadzba modela jednostavne logaritamske regresije, zajedno s pripadnom krivuljom,
navedena je na donjoj slici:

Ovisnost prosjeéne visine svih stabala o njihovoj starosti
FO0
. &Oo0 %
E MW'
S 500 -
2 /”’/F
-5 400 .
.; /
2 300 r
- /
Z 200
= 100
0
[u} rd 4 S} a 10 1z
W= LEE 1ZIn(x) + 185,91
Rt = 0 0R53 starost [god.]

Najvazniji parametri dobivenoga modela jednostavne logaritamske regresije su:

A = 186.18 < Ovaj ¢emo parametar interpretirati pomoc¢u p = 10. Dakle, ako se starost svih
sadnica poveéa za 10%, procijenjeno (ocekivano) povecanje njihove prosjecne visine iznosi

186.18 - In (1+£) ~ 17.74485 cm.
100

B = 18591 & Procijenjena (ocekivana) prosjecna visina svih jednogodisnjih sadnica u
trenutku sadnje iznosi 185.91 cm.
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Koeficijent determinacije dobivenoga modela iznosi R* = 0.9863, otkuda slijedi da je 98.63%
ovisnosti prosjecne visine stabala o njihovoj starosti objasnjeno modelom jednostavne
logaritamske regresije, §to znaci da je model reprezentativan.

Cetiri i pol godine nakon sadnje sva stabla bit ¢e stara ukupno 1 + 4,5 = 5.5 godina, pa ée
njihova procijenjena prosjecna visina u tom trenutku biti

IA/ =186.18 - In 5.5 + 185.91 ~ 503.3 cm.

Trenutak u kojemu ¢e prosjecna visina svih stabala biti 3 metra (= 300 cm) odredit ¢emo tako
da iz dobivene jednadZbe modela jednostavne logaritamske regresije

A

Y =186.18 - Inx + 185.91

1zrazimo x:

R y-185.91
X = ¢ 18618

i u dobivenu formulu uvrstimo y = 300. Dobivamo:

300-185.91

X =e 018 =1.8455 godina = 1 godina 10 mjeseci i 5 dana.

Dakle, ra¢unajuci od trenutka sadnje, procijenjeno vrijeme u kojemu ¢e prosjec¢na visina svih
stabala biti to¢no 3 metra iznosi 10 mjeseci i 5 dana.

Toc¢no 20 godina nakon sadnje procijenjena prosjecna visina svih stabala (Cija ¢e starost tada
biti 1 + 20 =21 godinu) iznosi

A

Y =186.18 - In 21 + 185.91 ~ 752.74 cm.

Vrijednost x = 21 je gotovo dvostruko veca od gornje granice segmenta [1, 11] u kojemu smo
radili procjene parametara, pa ova procjena ne mora biti realisticna. Ipak, u praksi se pokazalo
da stabla viSnje prosjecno narastu u rasponu od 4.5 do cak 9 metara. Stoga procijenjenu
vrijednost ne treba unaprijed odbaciti kao potpuno pogreSnu, tim viSe Sto logaritamska
funkcija za sve vece i ve€e vrijednosti nezavisne varijable x raste sve "sporije".
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4.3.3. Model jednostavne potencijske regresije (POWER)

Standardni oblik jednadZbe modela potencijske regresije je:

Y=B-X".

Podsjetimo da se, za proizvoljan, ali fiksiran realan broj a € R, funkcija f(x) = x“ naziva opca

potencija. Njezino je prirodno podruéje definicije skup (0, +eo), pa — analogno kao i u modelu

jednostavne logaritamske regresije — vrijednosti nezavisne varijable X ne mogu biti
nepozitivni realni brojevi (strogo negativni realni brojevi i nula).

Za analizu regresijskoga modela ponovno je znacajniji parametar A, ali — kao u svim
prethodnim modelima — navodimo interpretacije obaju parametara modela:

B — procijenjena (ocekivana) vrijednost zavisne varijable Y kada je vrijednost nezavisne
varijable X jednaka 1 jedinici mjere. Ova je interpretacija jednaka interpretaciji istoga
regresijskoga parametra u modelu jednostavne logaritamske regresije, a lako se provjeri tako
da se u jednadzbu modela jednostavne potencijske regresije uvrsti x = 1 i primijeni ¢injenica

da za svaki realan broj a € R vrijedi jednakost: 1° = 1.

Interpretacija parametra A se temelji na sljede¢em svojstvu:

Svojstvo 1. Neka je p > —100 proizvoljan, ali fiksiran realan broj. Ako se vrijednost nezavisne
varijable X promijeni za p%, procijenjena (ocekivana) promjena vrijednosti zavisne varijable

A
Yiznosi 1100- (1+ij “1\%.
100

Dokaz: Analogno ranijim dokazima, neka je x; poetna vrijednost nezavisne varijable X.
Pripadna ocekivana vrijednost zavisne varijable Y jednaka je:

4 Engleska rije¢ power ima viSe znacenja, a jedno od njih je i potencija. Stoga je naziv ovoga modela preveden
kao potencijski. Uobicajeni hrvatski prijevod naziva modela (dvostruko logaritamski) potjece od €injenice da se
u tzv. linearizaciji modela (svodenju modela odgovarajuéim zamjenama na model jednostavne linearne
regresije) vrijednosti nezavisne i zavisne varijable pojavljuju kao logaritmandi.
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A

y,=B-x'.

Ukoliko se vrijednost x; promijeni za p%, nova vrijednost nezavisne varijable bit Ce:

X, =)c1+i-x1 =|1+-2 ‘X, .
100 100

Pripadna vrijednost zavisne varijable Y jednaka je

A A A
§ =B-x*=B. 1+L . =B. 1+Lj . A:(1+Lj .A’
I H 100) xl} ( 100) 100)

Ve¢ smo utvrdili da je podrucje vrijednosti svake opce potencije skup svih strogo pozitivnih

realnih brojeva, Sto znaCi da su obje vrijednosti y, i y, strogo vece od nule, a samim tim 1

razlicite od nule. Zbog toga je dobro definirana relativha promjena vrijednosti zavisne
varijable Y i ona je jednaka

A A p A
R N 1 e
~on (H‘j ey N {( 100) :I A
Y2~ )i 100 =(l+—p ) -1,

S = = =
100

A A A

Y1 Y1 Y1

odnosno, iskazano u postotcima,

SR CORIE

Sto je i trebalo pokazati. |

Koriste¢i razvoj u binomni red

*

A 2 3
(1+ij S Dq A o AATD 4D p
100 100 2 10000 6 1000000
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pokazuje se da za relativno male vrijednosti broja p (npr. p € [-1, 1]) 1 A > 0 vrijedi
aproksimacija:

A
100 100

Odavde slijedi sljedece

Svojstvo 2. Ako se vrijednost nezavisne varijable X promijeni za p%, pri ¢emu je p relativno
mali realan broj i A > 0, procijenjena (ocekivana) promjena vrijednosti zavisne varijable Y

iznosi (p - A)%. Posebno, za p = +1 ta promjena iznosi £=A%.

Dakle, pri interpretaciji parametra A obi¢no ¢emo uzimati p = 1. Istaknimo da se u
ekonomskim analizama ovim regresijskim modelom omogucava tzv. mjerenje elasticnosti
zavisne varijable u odnosu na nezavisnu varijablu.

[ustrirajmo primjenu modela jednostavne potencijske regresije na dvama primjerima.
Primjer 1. Tvornica Zeljeznickih vagona “Slamperajevi¢” iz PiSkorevaca razmatra ovisnost

utroSenih radnih sati neposrednih radnika na montaZzi vagona o ukupnom (kumulativhom)
broju montiranih vagona. Dobiveni podaci navedeni su u sljedecoj tablici.

ukupan (kumulativni) broj | rad neposrednih radnika
montiranih vagona [000 satilvagon)]
10 59.2
20 48.7
30 46.3
40 42.1
50 40.2
60 37.9
70 36.9
80 35.7

a) Promatranu ovisnost graficki prikazimo odgovaraju¢im grafikonom uz kojega navedimo
sve potrebne oznake.

b) Odredimo jednadZbu modela jednostavne potencijske regresije koji najbolje opisuje
promatranu ovisnost i objasnimo znacenje parametara dobivenoga modela.

¢) Procijenimo reprezentativnost dobivenoga modela na temelju koeficijenta determinacije.
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d) Na temelju rezultata b) podzadatka procijenimo ukupno vrijeme rada neposrednih radnika
po jednom vagonu ako je montirano ukupno 45 vagona.

e) Na temelju rezultata b) podzadatka procijenimo ukupan (kumulativni) broj montiranih
vagona ako utroSeni radni sati neposrednih radnika iznose 41 000 radnih sati po vagonu.

Ovisnost utroSenih radnih sati neposrednih radnika na montazi o ukupnom (kumulativnom)
broju montiranih vagona graficki prikazujemo donjim dijagramom rasipanja:

Ovisnost rada neposrednih radnika o ukupnom (kumulativnom]
broju montiranih vagona
70
2
TS 50 +
= 0
£2 4 M SN
€5 4 + *
£% 30
8o
a5 20
=1
E 10
i
0 10 20 30 40 50 &0 70 &0 90
ukupni (kumulativni} brej mentiranih vagena

Jednadzba modela jednostavne potencijske regresije, zajedno s pripadnom krivuljom,
navedena je na sljedecoj slici:

Ovisnost rada neposrednih radnika o ukuprom (kumulativnom]
kroju montiranih vazona

70

€0 ‘\\

50

. '\.\Hﬂ——,___.__*

30

0
10

rad neposrednlh radnlka
{000 satlfvagon)

0
0 10 0 N £q 0 €0 il 80 90
y=10253¢021

RP= (9938 ulcapni (kumulativei] oroj montiranih vagona
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Najvazniji parametri dobivenoga modela su:

B = 102.53 < Procijenjeni rad neposrednih radnika na montaZi prvoga vagona iznosi
102 530 radnih sati.

A =-0.241 < (uzimamo p = 1) Ako se ukupan (kumulativni) broj montiranih vagona poveca
za 1%, utroseni radni sati neposrednih radnika po jednom vagonu ocekivano ce se smanjiti za
0.241%.

Koeficijent determinacije dobivenoga regresijskoga modela je R* = 0.9938, §to znati da se
99.38% ovisnosti rada neposrednih radnika o ukupnom (kumulativnom) broju montiranih
vagona moZe objasniti modelom jednostavne potencijske regresije, tj. dobiveni je model vrlo

reprezentativan.

Ukupno vrijeme rada neposrednih radnika na montazi ukupno 45 vagona procijenit ¢emo tako
da u jednadzbu dobivenoga regresijskoga modela

A

Y =102.53 - x %2

uvrstimo x = 45:

Y= 102.53 - 45021 = 40.9663

Dakle, traZeno procijenjeno vrijeme montaZze po jednom vagonu iznosi 40 966.3 sati.

Ukupan (kumulativni) broj montiranih vagona u slucaju kad se za montaZu jednoga vagona
utro$i 41 000 radnih sati dobit ¢emo tako da iz jednadzbe

Y=102.53 - x %
1zrazimo x:

R 102.52 0.241
X B ( . J
y

i u dobivenu jednadZbu uvrstimo y = 41:
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1000

% (102.52)241 45,
41

Dakle, procijenjeni ukupan (kumulativni) broj montiranih vagona jednak je 45.

Napomenimo da realna funkcija dobivena kao jednadZba modela jednostavne potencijske
regresije pripada tipu tzv. funkcijd ucenja (engl. learning function), a temelji se na
pretpostavci da se utroSak radnih sati smanjuje s ponavljanjem iste radne operacije. Stoga se
modeli jednostavne potencijske regresije Cesto primijenjuju pri ugovaranju dinamike
izvodenja radova ili isporuke serije odredenih proizvoda (npr. ZeljezniCkih vagona, aviona,
brodova i sl.).

Primjer 2. Na uzorku od ukupno 11 africkih antilopa (gazela) ispituje se ovisnost izmedu
duljine i srednjega promjera tzv. ramenih kostiju. Dobiveni podaci prikazani su u donjoj
tablici.

srednji promjer | duljina
[mm] [mm]
17.6 159.9
26 206.9
31.9 236.8
38.9 269.9
45.8 300.6
51.2 323.6
58.1 351.7
64.7 377.6
66.7 384.1
80.8 437.2
82.9 444.7

a) Ovisnost duljine ramenih kosti o njihovu srednjem promjeru graficki prikaZimo
odgovarajuc¢im grafikonom uz kojega navedimo sve potrebne oznake.

b) Odredimo jednadZbu modela jednostavne potencijske regresije koji najbolje opisuje
promatranu ovisnost. Navedimo sve parametre toga modela i objasnimo njihovo znacenje.

¢) Procijenimo reprezentativnost dobivenoga regresijskoga modela na temelju koeficijenta
determinacije.
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d) Na temelju rezultata b) podzadatka procijenimo duljinu ramenih kostiju ¢iji je srednji
promjer 84 mm.
e) Na temelju rezultata b) podzadatka procijenimo srednji promjer ramenih kostiju ¢ija je
duljina 40 cm.
Ovisnost duljine ramenih kostiju o njihovu srednjem promjeru graficki je prikazana donjim
dijagramom rasipanja:

Ovisnost duljine ramenih kostiju o njihcvu srednjem promjeru

500
450 +*

400
»
350 » ha

300 -
250 r's
200 »

150 2

100
50

duljina [mm]

u 10 2U 30 40 =) [:{}] o 30 L]

srednj promjer [mm]

JednadZba modela jednostavne potencijske regresije, zajedno s pripadnom krivuljom,
navedena je na donjoj slici:

Ovisnost duljine ramenih kostiju o njihovu srednjem promjeru

450
400 -”’f‘.
M”w

duljina [mm]
(=]
(=]
[=]

[*1}

Ll

ekl
i
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Najvazniji parametri dobivenoga modela jednostavne potencijske regresije su:

B =24.13 & Procijenjena duljina ramenih kostiju ¢iji je srednji promjer 1 mm iznosi 24.13
mm. (Interpretacija ovoga parametra ne odgovara realnoj situaciji jer su druga istraZivanja
pokazala da je najmanja zabiljeZena duljina ramenih kostiju priblizno 140 mm = 14 cm.)

A = 0.6595 < (uzimamo p = 1) Ako se srednji promjer ramenih kostiju povecéa za 1%,
ocekivano relativno prosjecno povecanje duljine ramenih kostiju iznosi 0.6595%.

Koeficijent determinacije dobivenoga modela jednostavne potencijske regresije iznosi R =1,
Sto ukazuje na Cinjenicu da se dobivenim regresijskim modelom potpuno moze objasniti
ovisnost duljine ramenih kostiju antilope o njihovu srednjem promjeru. Taj je rezultat
posljedica zaokruzivanja izracuna koeficijenta determinacije na 4 decimalna mjesta. Izracuna
li se R na 10 decimalnih mjesta, dobiva se R* = 0.9999874242. U svakom sluéaju, rije¢ je o
vrlo reprezentativnom modelu jednostavne regresije.

weee

jednadZbu dobivenoga modela jednostavne potencijske regresije

Y=24.13 . 0059

uvrstimo x = 84:

Y=24.13 - 84°%% ~ 448.4 mm.

Stoga trazena procijenjena duljina ramenih kostiju iznosi 448.4 mm.

Srednji promjer ramenih kostiju ¢ija je duljina 40 cm (= 400 mm) procijenit ¢emo tako da iz
dobivene jednadZbe modela jednostavne potencijske regresije izrazimo x:

2000
[ y 819
24.13

pa u dobivenu jednakost uvrstimo y = 400:

X = (ﬂjmg ~70.7.
2413
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Stoga trazeni procijenjeni srednji promjer ramenih kostiju iznosi 70.7 mm.

africka antilopa (gazela)

4.4. Primjer modela visestruke (multiple) regresije: model visestruke linearne
regresije

U ovoj se toCki ukratko opisuje najjednostavniji primjer modela viSestruke ili multiple
regresije, a to je model viSestruke linearne regresije. Podsjetimo da opcenito modeli
viSestruke regresije imaju jednu zavisnu i barem dvije nezavisne varijable. U slu¢ajevima u
kojima se pojavljuju najmanje tri nezavisne varijable nemoguce je dati graficki prikaz. No, i u
takvim se sluCajevima mogu raCunati odgovaraju¢i analogoni koeficijenata linearne
korelacije, koeficijenata determinacije itd., te dati interpretacije parametara dobivenoga
modela viSestruke regresije. ReCeno ¢emo pokazati na primjeru modela viSestruke linearne
regresije.

Op¢i oblik modela visestruke linearne regresije je:

Y=A-Xi+A - Xo+...+A,- X, +B +e,

a odgovarajuca jednadZba toga modela je

Y=A1'X1+A2')C2+ +A,,-x,,+B.

U objema jednakostima su, analogno kao i u modelu jednostavne linearne regresije, A;, A,
..., A, regresijski koeficijenti modela, B slobodni clan, a e stohasticka (slucajna) varijabla
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koja "mjeri" pogresku procjene. Za svaki i = 1, 2, ..., n interpretacija regresijskoga
koeficijenta A; glasi:

A; je procijenjena (ocekivana) prosjecna promjena vrijednosti varijable X; u slucaju kada se
vrijednost te varijable poveca za 1 jedinicu mjere, a vrijednosti svih ostalih varijabli ostanu
nepromijenjene.

Navedena se interpretacija moZze poop¢iti za bilo koji realan broj k € R:

k - A; je procijenjena (ocekivana) prosjecna promjena vrijednosti varijable X; u slucaju kad se

vrijednost te varijable promijeni za k jedinica mjere, a vrijednosti svih ostalih varijabli ostanu
nepromijenjene.

Slobodni ¢lan B je manje vazan parametar modela, ali radi potpunosti navodimo i njegovu
interpretaciju:

B je procijenjena (ocekivana) vrijednost zavisne varijable Y u slucaju kad su vrijednosti svih
nezavisnih varijabli X,, ..., X, jednake nuli. (Ova interpretacija, narocito u ekonomiji, vrlo
¢esto ne odgovara realnoj situaciji.)

Primjer 1. (izbori za kanadski parlament) Ispituje se ovisnost ukupnoga postotka dobivenih
glasova (a time i mandata) relativnoga pobjednika na svakim pojedinim parlamentarnim
izborima o postotcima glasova dobivenih u Cetiri kanadske regije: R;, R;, R3 i R4. Dobiveni
podaci su prikazani u sljedecoj tablici.
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izborna postotak na postotak u | postotak u | postotak u postotak u
godina drZavnoj razini regiji regiji regiji regiji

R, R, R; R,
1949. 73 74 78 58 61
1953. 64 34 78 35 38
1957. 42 64 52 29 32
1958. 79 76 73 95 82
1962. 44 55 49 88 27
1963. 49 61 62 6 32
1965. 50 45 69 2 32
1968. 59 22 74 25 70
1972. 41 31 56 7 17
1974. 54 41 71 11 35
1979. 48 56 58 78 68
1980. 52 63 74 4 0
1984. 75 78 74 80 68
1988. 57 34 63 67 38
1993. 60 97 67 39 19
1997. 52 34 72 17 18
2000. 57,5 60 77 17 15
2004. 43,8 69 53 11 22

a) Odredimo jednadZbu modela visestruke linearne regresije i objasnimo znacenje parametara
dobivenoga modela.

b) Procijenimo reprezentativnost dobivenoga modela na temelju koeficijenta determinacije, te
statisticku znacajnost pojedinih regresorskih varijabli i cijeloga modela (uz razinu
pouzdanosti od 95%).

¢) Relevantne predizborne ankete (provedene od strane neovisnih agencija) pokazuju da ¢ce
stranka S u regiji R; osvojiti 51% glasova, u regiji R, 67% glasova, u regiji R3 12% glasovaiu
regiji Ry 15% glasova. Na temelju rezultata a) podzadatka utvrdimo moZe li ta stranka
racunati na relativnu izbornu pobjedu.

d) Na temelju rezultata a) podzadatka procijenimo najmanji postotak glasova koji stranka §
treba dobiti u njoj tradicionalno sklonoj regiji R, tako da bude relativni pobjednik izbora ako
se na temelju predizbornih anketa procjenjuje da ¢e ta stranka u regiji R; osvojiti 55%
glasova, u regiji R; 38% glasova, a u regiji Ry 41% glasova.

Za dobivanje i analizu modela viSestruke linearne regresije u MS Excelu koristimo proceduru

Regression u okviru alata Analiza podataka (Data Analysis). Primjenom te procedure
dobivamo sljedec¢e vrijednosti:
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koeficijent viSestruke linearne korelacije (Multiple R): 0.96556752, otkuda slijedi da postoji
jaka linearna veza izmedu postotka na drZzavnoj razini, kao zavisne varijable, i postotaka na
regionalnoj razini, kao nezavisnih varijabli;

koeficijent determinacije: 0.932320637, otkuda slijedi da je dobiveni model viSestruke
linearne regresije reprezentativan (objasnjava priblizno 93.25% ovisnosti zavisne varijable o
svim Cetirima nezavisnim varijablama);

p — vrijednost koeficijenta visestruke linearne korelacije (p — vrijednost modela visestruke

linearne regresije): 1,76513E-07 = 0.000000176512 < dobiveni koeficijent visestruke

linearne korelacije i dobiveni model visestruke linearne regresije su statisticki znacajni;
slobodni ¢lan: -17.3211733 (teoretski, to je ukupan postotak mandata na drzavnoj razini u
slucaju da pobjednicka stranka niti u jednoj regiji ne osvoji niti jedan glas, ali takva
interpretacija ne odgovara realnoj situaciji)

koeficijent uz varijablu Postotak u regiji Ry: 0.129717918 & Ako se postotak dobivenih
glasova u regiji Ry poveca za 1, ocekivano prosjecno povecanje postotka dobivenih glasova
na drZavnoj razini iznosi (priblizno) 0.13;

p —vrijednost koja odgovara koeficijentu uz varijablu Postotak u regiji R;: 0.011263866 < uz

razinu pozdanosti od 95%, postoji statisticki znacajan utjecaj postotka glasova dobivenih u
regiji Ry na ukupan postotak dobivenih glasova na drZavnoj razini;

koeficijent uz varijablu Postotak u regiji Ry: 0.857302 < Ako se postotak dobivenih glasova u
regiji Ry poveca za 1, ocekivano prosjecno povecanje postotka dobivenih glasova na drzavnoj
razini iznosi (priblizno) 0.86;

p —vrijednost koja odgovara koeficijentu uz varijablu Postotak u regiji Ry: 3.96069E-07 =
0,000000396069 < uz razinu pozdanosti od 95%, postoji statisticki znacajan utjecaj postotka

glasova dobivenih u regiji Ry na ukupan postotak dobivenih glasova na drZavnoj razini,
koeficijent uz varijablu Postotak u regiji R3: 0.117393926 < Ako se postotak dobivenih
glasova u regiji Ry poveca za 1, ocekivano prosjecno povecanje postotka dobivenih glasova
na driavnoj razini iznosi (priblizno) 0.12;

p —vrijednost koja odgovara koeficijentu uz varijablu Postotak u regiji R3: 0.00900155 < uz
razinu pozdanosti od 95%, postoji statisticki znacajan utjecaj postotka glasova dobivenih u
regiji Ry na ukupan postotak dobivenih glasova na drZavnoj razini;

koeficijent uz varijablu Postotak u regiji Ry: 0.112526063 < Ako se postotak dobivenih
glasova u regiji Ry poveca za 1, ocekivano prosjecno povecanje postotka dobivenih glasova
na driavnoj razini iznosi (priblizno) 0.11;

p —vrijednost koja odgovara koeficijentu uz varijablu Postotak u regiji R4: 0.049511477 < uz

razinu pozdanosti od 95%, postoji statisticki znacajan utjecaj postotka glasova dobivenih u
regiji Ry na ukupan postotak dobivenih glasova na drZavnoj razini;
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Primijetimo da prema stroZem Kkriteriju (uz razinu pouzdanosti od 99%) utjecaj postotka
glasova dobivenih u regijama R; i R4 ne bi bio statisti¢ki znacajan

Za svaki i = 1, 2, 3, 4 oznaCimo s x; postotak glasova koje je pobjednic¢ka stranka dobila u

regiji R, Tada jednadzba modela viSestruke linearne regresije koji opisuje promatranu
ovisnost glasi:

IA/: 0.129717918 - x; + 0.857302 - xo + 0.117393926 - x3 + 0.112526063 - x4 — 17.3211733.

Procjenu moze li stranka koja u regiji R; osvoji 51% glasova, u regiji R, 67% glasova, u regiji
R3 12% glasova i u regiji R4 15% glasova raCunati na relativnu izbornu pobjedu napravit ¢emo
tako da u gornju jednadZzbu uvrstimo x; = 67, x, =52, x3 = 121 x4 = 15:

Y= 0.129717918 - 51 + 0.857302 - 67 + 0.117393926 - 12 + 0.112526063 - 15 — 17.3211733,

Y = 49.83029292.

Budu¢i da procijenjeni rezultat nije strogo ve¢i od 50 [%], stranka ne bi trebala racunati na
relativnu pobjedu na parlamentarnim izborima.

Najmanji postotak glasova koji stranka S treba dobiti u njoj tradicionalno sklonoj regiji R,

tako da bude relativni pobjednik izbora u drugom podslucaju procijenit ¢emo tako da rijeSimo
nejednadzbu

Y > 50,
tj. tako da po x; rijeSimo nejednadzbu
0.129717918 - 55 + 0.857302 - x, + 0.117393926 - 38 + 0.112526063 - 41 — 17.3211733 > 50

Odavde je
X2 2 5962,

pa se moZe zakljuciti da bi stranka S u njoj tradicionalno sklonoj regiji R, trebala dobiti
najmanje 60% ukupnih glasova biraca u toj regiji tako da moZe raCunati na relativnu pobjedu
na parlamentarnim izborima.
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5. INDIVIDUALNI BROJCANI POKAZATELJI
RAZVOJA VREMENSKOGA NIZA

Vrijednosti neke pojave u vremenu obi¢no odredujemo i usporedujemo u odredenim
vremenskim razdobljima. Vremensko razdoblje u kojemu smo posljednji put odredili
vrijednost neke pojave naziva se fekuce ili izvjeStajno razdoblje, a sama odredena vrijednost
tekuca vrijednost te pojave. Sva razdoblja prije tekucega u kojima smo odredivali vrijednost
promatrane pojave nazivaju se prethodna razdoblja. Od svih njih najznacajnije je neposredno
prethodno razdoblje: to je, zapravo, vremensko razdoblje u kojemu smo pretposljednji put
odredili vrijednost promatrane pojave.

Primjer 1. Promatramo ukupan broj sklopljenih i razvedenih brakova u Republici Hrvatskoj u
razdoblju od 2002. do 2006. godine.

brakovi
godina | sklopljeni | razvedeni
2002. 22 806 4 496
2003. 22 337 4934
2004. 22700 4985
2005. 22 138 4 883
2006. 22 092 2651
izvor: Mjesecno statisticko izvjeSc¢e 3/08, DrZzavni zavod za statistiku, Zagreb, 2008.

U ovome je primjeru tekuce ili izvjeStajno razdoblje 2006. godina jer je, prema navedenoj
tablici, u toj godini posljednji put izvrSeno brojanje sklopljenih, odnosno razvedenih brakova.
Prethodna razdoblja su 2002., 2003., 2004. i 2005. godina, a neposredno prethodno razdoblje
je 2005. godina.

Primjer 2. Promatramo kretanje prosjeCne mjesecne isplacene neto-place po jednom
zaposleniku u svim pravnim osobama u Republici Hrvatskoj koje se bave financijskim
posredovanjem za razdoblje od sijecnja 2007. godine do sijecnja 2008. godine.

godina | mjesec | prosjecna neto-placa [kn]
sijeCanj 6.460,00
veljaca 6.604,00
rujan 6.567,00

2007. | listopad 6.569,00
studeni 8.228,00
prosinac 6.709,00

2008. | sijecanj 7.152,00

izvor: Mjesecno statisticko izvjes¢e 3/08, Drzavni zavod za statistiku, Zagreb, 2008.
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U ovome je primjeru tekuce ili izvjeStajno razdoblje sijeCanj 2008. godine. Prethodna
razdoblja su sijeCanj, veljaca, rujan, listopad, studeni i prosinac 2007. godine. Neposredno
prethodno razdoblje je prosinac 2007. godine. Uo¢imo da je razdoblje neposredno prethodno
mjesecu rujnu 2007. godine mjesec veljaca 2007. godine, a ne mjesec kolovoz 2007. godine.
No, to ne znaci da se u razdoblju od oZujka do kolovoza 2007. godine nije pratilo kretanje
promatrane prosjecne neto-place, nego iskljucivo da ti podaci nisu navedeni u tablici.
Nerijetko se vrijednosti promatrane pojave iz razli¢itih 1razloga115 usporeduju s jednom te
istom vrijedno$¢u pojave odredenom u nekomu razdoblju. Ta, jedna te ista vrijednost naziva
se bazna vrijednost, a razdoblje u kojemu je odredena bazno razdoblje.

Primjer 3. Promatramo prosjecan godiSnji broj korisnika nov€ane naknade na Hrvatskom
zavodu za zaposljavanje u razdoblju od 2003. do 2007. godine:

godina | prosjecan godisnji broj
korisnika novcane naknade

2003. 67 977

2004. 70 467

2005. 72 802

2006. 66 407

2007. 59 603

izvor: Mjesecno statisticko izvjes¢e 3/08, Drzavni zavod za statistiku, Zagreb, 2008.

Stanje u svakoj pojedinoj godini moZzemo usporediti sa stanjem u 2007. godini, pa npr.
moZemo zakljuciti (kako?) da je u 2003. godini bilo za 35.6% vise korisnika novcane naknade
nego u 2007. godini, u 2004. godini za 14% vise korisnika novcane naknade nego u 2007.
godini itd. U ovome je primjeru bazno razdoblje 2007. godina, a bazna vrijednost 59 603
(vrijednost promatrane pojave u baznom razdoblju).

Uobicajeni graficki prikaz vremenskoga niza jest linijski grafikon. Naslov takvoga grafikona
obi¢no je izraz tipa "Kretanje pojave X u razdoblju od... do...". Pritom ¢emo, radi
jednostavnosti, izraz tipa "razdoblje od 2000. do 2007. godine" , interpretirati kao "vremensko
razdoblje od 01.01.2000. do 31.12.2007., tj. u to ¢emo razdoblje "ukljuciti" cijelu 2000.
godinu i cijelu 2007. godinu''®. Graficki prikazi podataka iz Primjera 1. i Primjera 3. su

sljedece dvije slike.

5 Jedan od najcesc¢ih razloga je politicke prirode: npr. u predizbornoj kampanji trenutno vladajuca stranka
obi¢no usporeduje prosjecne place, cijene, vanjski dug itd. u svakoj godini obnasanja vlasti sa stanjem u godini
neposredno prije proslih parlamentarnih izbora na kojima je preuzela obnaSanje vlasti.

"® Matematicki precizno, pod pojmom "razdoblje izmedu trenutka X, i trenutka X," podrazumijevat ¢emo
zatvoreni interval (segment) [X;, X5].
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Broj korisnika novtane naknade

Kretanje broja korisnika novéane naknade u
razdoblju od 2003. do 2007. godine
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Budud¢i da kretanje vrijednosti neke pojave pratimo u vremenu, promatranu pojavu mozemo
shvatiti kao funkciju vremena, odnosno, sukladno razmatranjima iz 4. poglavlja, shvatiti
vrijeme kao nezavisnu varijablu (X), a promatranu pojavu kao zavisnu varijablu (Y).
Uobicajenoj oznaci nezavisne varijable (X) pridodat ¢emo indeks ¢ kako bismo naglasili da je
rije¢ o posebnom tipu nezavisne varijable. Dakle, nezavisnu vremensku varijablu oznacavat

¢emo s X,.
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Radi jednostavnosti, promatrat ¢emo slucajeve kada se vrijednosti neke pojave odreduju u
Jjednakim (pravilnim) vremenskim intervalima (npr. to€no jednom mjese¢no svakoga mjeseca,
tocno jednom godiSnje svake godine itd.). Te vrijednosti poredat ¢emo sukladno kronoloskoj
skali modaliteta (vidjeti 1. poglavlje), tj. skup vrijednosti promatrane pojave ¢emo kronoloski
urediti radi pojednostavljivanja daljnje statistiCke analize.

5.1. Definicija i vrste vremenskih nizova

(Konacan) Vremenski niz je niz od ukupno n € N odredenih, kronoloski uredenih vrijednosti
neke pojave. Vrijednosti koje tvore vremenski niz obi¢no nazivamo frekvencijem. Budu¢i da
smo istakli kako ¢emo kretanje neke pojave promatrati kao funkciju vremena, potrebno je
precizno definirati Sto ¢e biti prirodno podrucje definicije (domena), a $to podrucje vrijednosti
(kodomena) takvoga pridruZivanja.

Smatramo intuitivno prihvatljivim pretpostaviti da vrijednost promatrane pojave ne ovisi o
broju vezanom uz razdoblje u kojemu je izmjerena vrijednost pojavellg. Tako npr. u Primjeru
1. broj razvedenih brakova u 2003. godini (4 934) ne smatramo na bilo koji nac¢in povezanim
s brojem 2002, broj sklopljenih brakova u 2004. godini (22 700) ne smatramo na bilo koji
nacin povezanim s brojem 2004 itd. Stoga ¢emo za prirodno podrucje definicije (domenu)
neemo uzimati npr. skupove tipa {2002, 2003, 2004, 2005, 2006}. Kako bismo Sto vise
pojednostavnili statisticku analizu, pocetnom razdoblju (odnosno, razdoblju u kojemu smo
prvi put odredili vrijednost promatrane pojave) dodijelit ¢emo vrijednost vremenske varijable
X, = 0. Osnovni razlog takvom pridruZivanju jest koriStenje modela jednostavne linearne
regresije 1 jednostavne eksponencijalne regresije u analizi vremenskih nizova: ti modeli
pretpostavljaju da se vrijednost zavisne varijable Y moZe izracunati u slucaju kad je vrijednost
nezavisne varijable jednaka nuli'". Stoga éemo, slobodno govoreéi, vrijednosti vremenske
varijable po&eti brojati od nule'*’. Preciznije, poéetnom vremenskom razdoblju dodijelit éemo
vrijednost vremenske varijable # = 0, njemu neposredno sljede¢em vremenskom razdoblju
vrijednost ¢ = 1, itd. Imamo li ukupno n vremenskih razdoblja u kojima smo odredivali
vrijednost neke pojave, posljednjem od njih — a to je, zapravo, tekuce razdoblje — dodijelit

"7 Navedeni je naziv svojevrstan vremenski analogon naziva apsolutna frekvencija kojega smo susreli u 2.
poglavlju.

"8 Javno iznoSenje navedene pretpostavke nasu malu visoku Skolu ozbiljno izlaZze Zestokim prosvjedima
numerologa, astrologa i njima sli¢nih "-loga", ali pojednostavljuje daljnju statisticku analizu.

19 Stovise, jedan od parametara svakoga od tih modela interpretira se upravo kao vrijednost odgovarajuce
funkcije za x = 0.

120 7a sve vjernike: oprez, ¢ = 0 ne znaci da je prva vrijednost pojave izmjerena u godini Kristova rodenja.
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¢emo vrijednost vremenske varijable t = n — 1. Prema tome, prirodno podrucje definicije
(domena) svake funkcije vremena koju budemo razmatrali bit ¢e konacan skup {0, 1, ...,
n-—1}.

Podruc¢je vrijednosti (kodomena) svake funkcije vremena bit ¢e skup frekvencija. Radi
jednostavnosti, s Y; oznacavat ¢emo frekvenciju pridruZenu vrijednosti vremenske varijable
X; = k. Tako je npr. Y, vrijednost pojave pridruZena vrijednosti vremenske varijable ¢ = 0,
odnosno vrijednost pojave u pocetnom razdoblju (jer je t = 0 vrijednost nezavisne varijable
dodijeljena poc¢etnom vremenskom razdoblju) a Y, _; vrijednost pojave pridruZena vrijednosti
vremenske varijable t = n — 1, odnosno vrijednost pojave u tekuc¢em razdoblju (jer je t =n — 1
vrijednost vremenke varijable dodijeljena teku¢em razdoblju). Ovakav dogovor svakako treba
imati na umu prigodom provedbe statisticke analize.

U prvi mah nam se moZda ¢ini da smo pogrijeSili kad smo rekli da ¢emo kretanje pojave u
vremenu opisati kao funkciju vremena. Naime, nase dosadasnje shvacanje pojma funkcije
pretpostavlja da, nakon definiranja prirodnoga podrucja definicije (domene) i podrucja
vrijednosti (kodomene), zadamo "formulu" (preciznije, analiticki izraz u zatvorenoj formi)
pomocu koje se za svaku pojedinu vrijednost nezavisne varijable racuna pripadna vrijednost
zavisne varijable. Medutim, u matematici se funkcija moZze potpuno definirati na tri nacina:
ve¢ opisanom "formulom", tabli¢no i graficki. Tabli¢ni i graficki prikaz narocito su pogodni
nacini zadavanja funkcije ukoliko je njezino prirodno podrucje definicije (domena) relativno
"mali" kona€an skup, a u analizi vremenskih nizova imamo upravo takav slucaj. Stoga ¢emo
spomenutu funkciju vremena uvijek najprije definirati tabli¢no, a potom ¢emo — potpuno
analogno kao u regresijskoj analizi — nastojati pronaci najbolju "formulu", tj. analiticki izraz
kojim moZemo definirati istu tu funkciju. Taj €e izraz prakticki uvijek biti priblizno tocan jer
je korelacija vremena i promatrane pojave vrlo rijetko funkcijska. Iz toga se razloga statisticki
modeli koriSteni u analizi vremenskih nizova mogu ubrojiti u regresijske modele, pa se
njihova reprezentativnost moZe procjenjivati na isti na¢in kao i za sve druge regresijske
modele.

Zaklju¢no spomenimo da sve vremenske nizove moZemo podijeliti u dvije skupine:

1.) intervalni vremenski niz — to je niz frekvencija dobivenih mjerenjem u odredenomu
vremenskom intervalu (npr. broj noéenja u svratiStu "Zlatna kokos" u Skrabutniku u
razdoblju od 2001. godine do 2007. godine, broj vozila na autocesti Zagreb — Lipovac u
razdoblju od 08:00 do 20:00 sati itd.).

2. trenutacni vremenski niz — to je niz frekvencija dobivenih mjerenjem ili promatranjem u
odredenomu trenutku (npr. broj stanovnika mjesta Sveti Petar u Sumi u razdoblju od 1971.
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godine do 2001. godine — stanje na dan 30.6., broj vozila na autocesti Zagreb — Lipovac dana
15.svibnja 2008. u 12:00 sati itd.).

5.2. Pokazatelji pojedinacnih apsolutnih promjena

Bilo koja razlika vrijednosti dviju frekvencija promatrane pojave naziva se apsolutna
promjena te pojave. Apsolutna promjena moze biti pozitivna ili negativna: ako je njezin
predznak +, govorimo o povecanju vrijednosti pojave, a ako je njezin predznak —, govorimo o
smanjenju vrijednosti pojave.

Primjer 4. Godinama (x) iz Primjera 3. pridruzimo vrijednosti vremenske varijable (#) prema
formuli: + = x — 2003. Drugim rije¢ima, 2003. godini pridruzimo ¢ = 0, 2004. godini
pridruzimo ¢ = 1 itd. Izracunajmo razlike Yy — Y4 1 Y3 — Y| i objasnimo njihovo znacenje.
Imamo redom:

Yo—Y4s=67977-59 603 =8 374,

Sto znaci da je 2003. godine prosjecan godisnji broj korisnika novéane naknade bio za 8 374
veci nego 2007. godine (ili, ekvivalentno, da je 2007. godine prosjecan godisnji broj korisnika
novc¢ane naknade bio za 8 374 manji nego 2003. godine). Nadalje,

Y3-Y; =66407 - 70 467 = -4 060,
Sto znaci da je 2006. godine prosjecan godisnji broj korisnika novéane naknade bio za 4 060
manji nego 2004. godine (ili, ekvivalentno, da je 2004. godine prosjecan godiSnji broj
korisnika nov€ane naknade bio za 4 060 veci nego 2006. godine).

U praksi se najces¢e raCunaju vrijednosti niza uzastopnih apsolutnih promjena (oznaka: AY;)
neke pojave. Te se vrijednosti dobiju tako da se od vrijednosti pojave u tekucemu razdoblju
oduzmemo vrijednost pojave u neposredno prethodnomu razdoblju, tj.

AY, =Y, -Y,_y, zasvakit =1,2,3,....,n—-1.

Primjer 5. Izracunajmo vrijednosti uzastopnih apsolutnih promjena prosjecnoga broja
korisnika nov€ane pomoc¢i (podaci iz Primjera 3.). Dobivamo:
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godina | t prosjecan godisnji broj uzastopne apsolutne
korisnika novéane naknade promjene (AY))

2003. | 0 67977 nepoznata

2004. |1 70 467 2 490

2005. | 2 72 802 2335

2006. | 3 66 407 -6 395

2007. | 4 59 603 -6 804

U presjeku drugoga retka i treega stupca gornje tablice upisali smo rije¢ nepoznata jer se
vrijednost uzastopne apsolutne promjene prosjecnoga godiSnjega broja korisnika novcane
naknade za 2003. godinu dobije tako da se od prosjecnoga godiSnjega broja korisnika novcane
naknade u 2003. godini oduzme prosjecan godisnji broj korisnika nov€ane naknade u 2002.
godini, a potonji podatak nemamo naveden u tablici. Ovo pravilo vrijedi pri svakom
racunanju apsolutnih promjena:

Prayilo 1. Vrijednost uzastopne apsolutne promjene za pocetno razdoblje (¢ = 0) uvijek je
nepoznata. OPREZ! PogreSno je kao vrijednost uzastopne apsolutne promjene za
pocetno_razdoblje (f = 0) navesti broj 0 (nula) jer broj 0, kao pokazatelj apsolutne
promjene, zna¢i jednakost vrijednosti pojave u odgovarajucim razdobljima, a ne da taj
pokazatelj ne mozemo efektivno izraCunati.

Iz dobivenoga stupca tablice vidimo npr. da je prosjecan broj korisnika nov¢ane naknade u
2004. godini bio za 2 490 veci nego u 2003. godini, prosjecan broj korisnika novcane naknade
u 2006. godini bio je za 6 395 manji nego u 2005. godini itd.

Istaknimo i da se apsolutne promjene mogu racunati u odnosu na isto (bazno) vremensko

razdoblje. Odgovarajuc¢i se pokazatelji dobiju tako da se od frekvencije pojave u tekucemu
razdoblju oduzme frekvencija pojave u baznomu razdoblju (b):

A*Y, =Y, =Y, zasvakit =0,1,...,n—-1.

Primjer 6. Izracunajmo pokazatelje apsolutnih promjena u odnosu na 2004. godinu za
podatke iz Primjera 3. Budu¢idaje b =1, ). ¥, = Y, = 70 467, dobivamo:

godina | t prosjecan godisnji broj pojedinacne apsolutne
korisnika novcéane naknade | promjene u odnosu na
2004. godinu (A*Y))

2003. | 0 67971 -2 490
2004. |1 70 467 0
2005. | 2 72 802 2335
2006. | 3 66 407 -4 060
2007. | 4 59 603 -10 864
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1z posljednjega stupca dobivene tablice moZemo zakljuciti npr. da je prosjec¢an broj korisnika
novcane pomo¢i u 2005. godini bio za 2 335 vedi, a prosjecan broj korisnika nov€ane pomoc¢i
u 2006. godini za 4 060 manji nego u 2004. godini.

5.3. Modeli trenda

Ukoliko postoji odredena pravilnost u promjenama vrijednosti promatrane pojave u
odredenom vremenskom razdoblju (tj. ukoliko vremenski niz ima tendenciju rasta ili pada),
kaZzemo da vremenski niz ima trend. Tendencija rasta ili pada se vrlo dobro moZe "ocitati"
izraCunavanjem vrijednosti uzastopnih apsolutnih apsolutnih promjena: ako je dobiveni niz
rastuci, tj. ukoliko za svaki t = 1, 2, ..., n — 2 vrijedi nejednakost

AYI < AYt+ 1>

kaZzemo da vremenski niz ima tendenciju rasta, a ukoliko vrijedi nejednakost
AYI‘ 2 AY[ +1s

kaZzemo da vremenski niz ima fendenciju pada. U takvim se slucajevima kretanje promatrane
pojave moze opisati pomoc¢u odgovaraju¢ega modela trenda. Grubo govoreci, modeli trenda,
zapravo, nisu niSta drugo negoli "obic¢ni" regresijski modeli u kojima "ulogu" nezavisne
varijable X preuzima vremenska varijabla 7.

Ukoliko se promatrana pojava mijenja za priblizno jednake apsolutne iznose u svakoj jedinici
vremena, njezino kretanje moZemo opisati modelom linearnoga trenda. Odgovarajuca
jednadZba modela linearnoga trenda i pripadni parametri isti su kao i kod modela jednostavne
linearne regresije, samo $to se u slucaju modela linearnoga trenda vrijednost parametra A
interpretira kao ocekivana prosjecna promjena vrijednosti varijable Y u jedinici vremena.

Ukoliko se, pak, promatrana pojava ne mijenja linearno, nego sve brZe (ili sporije) ovisno o
vrijednosti vremenske varijable, njezino kretanje moZemo opisati modelom eksponencijalnoga
trenda. Odgovarajuca jednadzba i pripadni parametri toga modela trenda isti su kao i kod
modela jednostavne eksponencijalne regresije, samo Sto se u slu¢aju modela
eksponencijalnoga trenda vrijednost parametra A interpretira kao ocekivana relativna
prosjecna promjena vrijednosti varijable Y u jedinici vremena.

Reprezentativnost modela trenda obi¢no se procjenjuje na temelju koeficijenta varijacije toga
modela, ali se za procjenu moze koristiti i koeficijent determinacije. Formule za izracun
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navedenih pokazatelja jednake su odgovaraju¢im formulama iz podtoCaka 4.2.3.3. i 4.2.3.4.
Kad god je to moguce, treba izraCunati oba navedena pokazatelja.

[lustrirajmo primjenu modela trenda na sljede¢em primjeru:

Primjer 1. U donjoj je tablici prikazano kretanje prosjecne cijene nafte u SAD u razdoblju od
1. travnja 2007. do 31. travnja 2008. godine.

mjesec i godina | t | prosjecna cijena nafte
[USD/barel]
travanj 2007. | 0 63,98
svibanj 2007. 1 63,45
lipanj 2007. 2 67,49
srpanj 2007. 3 74,12
kolovoz 2007. | 4 72,36
rujan 2007. 5 79,91
listopad 2007. | 6 85,80
studeni 2007. | 7 94,77
prosinac 2008. | 8 91,69
sijeanj 2008. | 9 92,97
veljaca 2008. | 10 95,39
ozujak 2008. | 11 105,46
travanj 2008. | 12 112,58

Izvor: Energy Information Administration — sluZbena energetska statistika Vlade SAD

a) PrikaZimo kretanje prosjecne cijene nafte u promatranom razdoblju linijskim grafikonom s
ishodiStem u pocetnoj godini razdoblja promatranja. Uz grafikon navedimo sve potrebne
oznake.

b) Odredimo jednadZzbu modela linearnoga, odnosno eksponencijalnoga trenda koji najbolje
opisuje kretanje promatrane pojave. Objasnimo znalenje parametara trenda i prikaZimo
dobivene modele graficki.

¢) Na temelju koeficijenata determinacije procijenimo koji od navedenih modela trenda bolje
opisuje kretanje prosjecne cijene nafte. Potom na temelju reprezentativnijega modela trenda
prognozirajmo kretanje prosjecne cijene nafte u svakom pojedinom mjesecu do kraja 2008.
godine.

d) Ukoliko se kretanje prosjecne cijene nafte nastavi prema modelu odabranom u c)
podzadatku, odredimo u kojem mjesecu moZemo ocekivati da cijena nafte prvi put dosegne
200 USD/barel.
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Kretanje prosjecne cijene nafte na ameriCkom trZiStu u promatranom razdoblju graficki je
prikazano sljede¢im linijskim grafikonom:

Kretanje prosjedne cijene nafte u razdoblju od 01.04.2007.
do 31.04.2008.

120
110 e

100 7
ar /‘\t—-’-"/

a(
70

ECH”

0 1 2 3 4 5 & 7 3 9 10 11 1z

Prosjecna cjena nafte ‘UsD/barel]

Mjesee {(fravanj 2007 - 0}

Jednadzbe modela linearnoga, odnosno eksponencijalnoga trenda zajedno s pripadaju¢im
krivuljama trenda i koeficijentima determinacije navedene su na sljedecoj slici:

Kretanje prosjeéne cijene nafte u razdablju od 01.04.2007. ds 31.04.2008.
120
110 ol
100 /
20 /\}G—_ —#—Prosjz inacijena nafte

g —  —

Lingarni (Prosjaénacijena nafte)

70 7 ——Eksp. {Frosjena cijena nafte)

a0

Prosjetna cijena nafte [LISD/barel]

a 1 2 3 4 5 & 78 2 10 11 1z

Y¥=3 9743+ 60,767 . . ¥= 62,514=0047%
I ' ’ -
i —— Mijesee (travanj 2007 = 0) R = 0,9609

Zasebno ¢emo analizirati svaki model trenda:

— model linearnoga trenda: njegovi parametri su:

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, predavac 208



TVZ

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

ELEKTROTEHNICKI ODJEL
Poslovna statistika
A = 3.9743 < ocekivano mjesecno prosjecno povecanje prosjecne cijene nafte iznosi

priblizno 4 USD po barelu;
B = 60.767 < procijenjena prosjecna cijena nafte u travnju 2007. godine iznosi

priblizno 60,77 USD
— model eksponencijalnoga trenda: njegovi parametri su:
A =" =1.048646 = 100 - (A — 1) ~ 4.865 < ocekivani prosjecan mjesecni rast

prosjecne cijene nafte iznosi 4.865%;

B = 62.614 < procijenjena prosjecna cijena nafte u travnju 2007. godine iznosi
priblizno 62,61 USD

Koeficijent determinacije modela linearnoga trenda iznosi 0.9561, §to znaci da se 95.61%
periodicnih promjena prosjecne cijene nafte moZe objasniti modelom linearnoga trenda. S
druge strane, koeficijent determinacije modela eksponencijalnoga trenda iznosi 0.9609, §to
znacCi da se 96.09% periodicnih promjena prosjecne cijene nafte moZe objasniti modelom
eksponencijalnoga  trenda. Prema  kriteriju koeficijenata  determinacije, model
eksponencijalnoga trenda je reprezentativniji.

Prosje¢nu cijenu nafte u svakom pojedinom mjesecu preostalom do kraja 2008. godine
moZemo prognozirati na dva nacina:

1.) uvrStavanjem x = 13, x = 14, ..., x = 191 x = 20 u svaku od dobivenih jednadzbi;
2.) (u MS Excelu) koriStenjem funkcije TREND za prognozu pomoc¢u modela linearnoga

trenda, odnosno GROWTH za prognozu pomo¢u modela eksponencijalnoga trenda.

U oba slucaja dobivamo:

mjesec i t | prognoza pomocu modela | prognoza pomocu modela

godina linearnoga trenda eksponencijalnoga trenda
svibanj 2008. | 13 112,43 USD 116,05 USD
lipanj 2008. 14 116,41 USD 121,69 USD
srpanj 2008. 15 120,38 USD 127,61 USD
kolovoz 2008. | 16 124,36 USD 133,81 USD
rujan 2008. 17 128,33 USD 140,32 USD
listopad 2008. | 18 132,30 USD 147,14 USD
studeni 2008. | 19 136,28 USD 154,29 USD
prosinac 2008. | 20 140,25 USD 161,79 USD

Da bismo procijenili kada ¢e prosjecna cijena nafte prvi puta dosegnuti 200 USD po barelu,
trebamo rijesiti jednadzbu
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62.614 - 1.048646' = 200
Njezino je rjeSenje'":

1n200—1n62.614
t= ~24
In1.048646

Vrijednost vremenske varijable ¢ = 24 odgovara travnju 2009. godine. Prema tome, ukoliko se
kretanje prosjeCne cijene nafte nastavi prema modelu eksponencijalnoga trenda, moZe se
ocekivati da ¢e prosjecna cijena nafte u travnju 2009. godine dosegnuti 200 USD/barel.

5.4. Osnovni brojcani pokazatelji relativnih promjena

U praksi se Cesto pojavljuje problem analiziranja i usporedbe dinamike kretanja najmanje
dviju razli¢itih pojava. Vrijednosti tih pojava obi¢no su iskazane u razli¢itim mjernim
jedinicama ili se, pak, zna€ajno razlikuju po svojoj veli¢ini. Zbog toga se u takvim
slucajevima, umjesto apsolutnih promjena, izraCunavaju i interpretiraju relativni pokazatelji
promjena tih pojava.

ttttt

dinamike jednak je omjeru apsolutne promjene frekvencija dvaju uzastopnih razdoblja i
frekvencije pojave u kronoloski prvom od tih dvaju razdoblja:

K = ’:i—l zasvakit=1,2,...,.n—1.

t-1 t—1

Usko vezana uz koeficijent dinamike je pojedinacna stopa promjene (oznaka: S,) neke pojave.
Ona iskazuje relativnu promjenu vrijednosti pojave u dvaju uzastopnim razdobljima, a dobije
se mnozenjem koeficijenta dinamike sa 100:

S, =K,-100 = 100-( L —1J,Za svakitr=1,2,...,n-1.

t-1

2! Svima kojima rjeSavanje eksponencijalno-logaritamskih jednadzbi predstavlja teZak i zahtjevan matematicki
problem preporucuje se da navedenu jednadZbu rijeSe koriStenjem procedure TraZenje rjesSenja (Goal Seek).
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Pojedina¢na stopa promjene zapravo predstavlja postotak promjene frekvencije neke pojave u
tekucemu razdoblju u odnosu na prethodno razdoblje. Stoga se uz numericku vrijednost
pojedinacne stope promjene uvijek pise znak %.

Osim za dva uzastopna razdoblja, pojedinacna stopa promjene moZe se racunati i prigodom
usporedivanja vrijednosti neke pojave tijekom svakoga od n razdoblja s vrijednoscu te pojave
u proizvoljno odabranom, ali fiksiranom razdoblju. U takvim slucajevima pojedinacnu stopu
promjene vrijednosti pojave u tekucemu razdoblju u odnosu na vrijednost te pojave u
(proizvoljnom, ali fiksiranom) baznom razdoblju dobivamo iz izraza:

S’ = AYY’ -100=(£—1j-100,za svakir=0,1,2,...,n-1.
b b

Primjer 1. U sljedecoj su tablici prikazani podaci o kretanju broja osnovanih registriranih
pravnih osoba u Republici Hrvatskoj u proteklih godinu dana.

razdoblje broj osnovanih registriranih
pravnih osoba
1. kvartal 2007. 3724
2. kvartal 2007. 3567
3. kvartal 2007. 3 240
4. kvartal 2007. 3 500
1. kvartal 2008. 3783

izvor: Broj i struktura poslovnih subjekata u Republici Hrvatskoj, priop¢enje br. 11.1.1/1,
Drzavni zavod za statistiku, Zagreb, 9.5.2008.

IzraCunajmo koeficijente dinamike promjene broja osnovanih registriranih pravnih osoba u
uzastopnim vremenskim razdobljima, te odgovarajue pojedinacne stope promjene, pa
objasnimo znacenje dobivenih rezultata za 3. kvartal 2007. godine i 1. kvartal 2008. godine.
Potom usporedimo brojeve osnovanih registriranih pravnih osoba u svakom pojedinom
kvartalu s brojem osnovanih registriranih pravnih osoba u posljednjem kvartalu 2007. godine i
objasnimo znacenje pokazatelja koji odgovara 1. kvartalu 2007. godine.

Najprije izraCunavamo koeficijente dinamike i njima odgovarajuce stope promjene:
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razdoblje t | broj osnovanih registriranih K; S;
pravnih osoba
1. kvartal 2007. | O 3724 nepoznat | nepoznata
2. kvartal 2007. | 1 3567 -0.04216 | -4.2159 %
3. kvartal 2007. | 2 3 240 -0.09167 | -9.16737 %
4. kvartal 2007. | 3 3500 0.080247 | 8.024691 %
1. kvartal 2008. | 4 3783 0.080857 | 8.085714 %

U presjecima 2. retka i 3., odnosno 4. stupca upisali smo rije¢i nepoznat i nepoznata jer nam
za izraCunavanje vrijednosti odgovaraju¢ega pokazatelja nedostaju podaci iz 1. kvartalu
neposredno prethodnoga razdoblja, tj. iz 4. kvartala 2006. godine.

Iz dobivene tablice vidimo da je broj osnovanih registriranih pravnih osoba u 3. kvartalu
2007. godine bio za priblizno 9.17% manji nego u 2. kvartalu iste godine, te da je broj
osnovanih registriranih pravnih osoba u 1. kvartalu 2008. godine bio za pribliZno 8.09% veci
nego u 4. kvartalu 2007. godine.

Sada izraCunavamo pojedinacne stope promjene uzimajuci 4. kvartal 2007. godine kao bazno
razdoblje:

razdoblje t | broj osnovanih registriranih S
pravnih osoba I
1. kvartal 2007. | O 3724 6.4%
2. kvartal 2007. | 1 3567 1.91429%
3. kvartal 2007. | 2 3 240 -7.42857%
4. kvartal 2007. | 3 3500 0%
1. kvartal 2008. | 4 3783 8.08571%

Pokazatelj koji odgovara 1. kvartalu 2007. godine jednak je 6.4%, Sto znaci da je broj
osnovanih registriranih pravnih osoba u 1. kvartalu 2007. godine bio za 6.4% veci nego u
posljednjem kvartalu 2007. godine.

5.5. Individualni indeksi

Jedna od najceS¢e rabljenih relativnih promjena vrijednosti neke pojave su tzv. indeksi.
Pomoc¢u njih usporedujemo odnos stanja jedne ili viSe pojava u razliitim vremenskim
razdobljima ("vremenskim tokama") ili u istim vremenskim razdobljima, ali na razliitim
mjestima (tj. u razli¢itim gradovima, regijama, drZavama, skupinama drZava itd.)
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Opc¢a podjela razlikuje dvije vrste indeksa: individualne i skupne. Individualni indeksi prate
razvoj tocno jedne pojave u vremenu ili prostoru, te se uobicajeno dijele na verizne (lancane)
indekse i indekse na stalnoj bazi (bazne indekse). Za razliku od jednostavnih, skupni indeksi
prate razvoj barem dvije razli¢ite pojave u vremenu ili prostoru.

U nastavku se ukratko opisuje svaka pojedina vrsta indeksa.

5.5.1. VeriZni (lancani) indeksi

VeriZni (lancani) indeks (oznaka: V;) predstavlja pokazatelj relativne promjene stanja neke
pojave u dvama uzastopnim vremenskim razdobljima. On je, dakle, pokazatelj relativne
promjene stanja neke pojave u ftekucemu razdoblju u odnosu na tekucem razdoblju
neposredno prethodno razdoblje. Ukoliko kretanje pojave promatramo tijekom n razdoblja,
onda ukupno n — 1 veriZznih indeksa raunamo pomocu relacije:

V; =Y£- 100, zasvaki t=1,2,...,n—1,
-1

ili, ekvivalentno, na temelju koeficijenata dinamike:
Vi=(K;+1)-100,zasvakit=1,2,...,n—1.

Svaki verizni indeks zapravo predstavlja postotni udio vrijednosti promatrane pojave u
teku¢emu razdoblju u odnosu na vrijednost te pojave u neposredno prethodnomu razdoblju.
Ako je V, = A, onda opca interpretacija toga indeksa glasi:

Na svakih 100 jedinica mjere promatrane pojave u razdoblju (t — 1) dolazi A jedinica mjere te
pojave u razdoblju t.

Istaknimo da, kao i koeficijent dinamike, verizni indeks nije definiran za pocetno razdoblje
(t = 0), pa se u takvim slu¢ajevima obi¢no stavlja rije¢ nepoznat.'*

12 Ova ¢injenica znadi da je pogresno kao verizni indeks za poletno razdoblje definirati broj 0. U ovom bi
slucaju vrijednost O povlacila da znamo vrijednost promatrane pojave u razdoblju koje neposredno prethodi
pocetnom razdoblju i da je ta vrijednost jednaka nuli. Oc¢ito, niti jedna niti druga posljedica nisu istinite.
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Umjesto iz koeficijenta dinamike, pojedinacnu stopu promjene u uzastopnim vremenskim
razdobljima moZemo izraCunati i pomocu odgovarajucega veriznoga indeksa:

S;=V,—-100,zasvakit=1,2,...,n—1.
Primjer 1. U sljede¢oj su tablici navedeni podaci o ukupnom broju zaposlenih u

djelatnostima financijskoga posredovanja u svakom od mjeseci koji tvore 1. kvartal 2008.
godine.

mjesec | ukupan broj zaposlenih
sijeCanj 1 604
veljaca 1 636
ozujak 1621

izvor: Zaposleni u obrtu i u djelatnostima slobodnih profesija u prvom tromjesecnju 2008.,
priopéenje br. 9.2.2/1, Drzavni zavod za statistiku, Zagreb, 12.5.2008.

IzraCunajmo odgovarajuce koeficijente dinamike, verizne indekse i pojedinacne stope
promjene, pa objasnimo znacenje vrijednosti dobivenih za ozujak 2008.

Vrijednosti trazenih relativnih pokazatelja navedene su u sljedecoj tablici:

mjesec | t | ukupan broj zaposlenih K, V, S;

sijeCanj | O 1 604 nepoznat | nepoznat | nepoznata
veljaca | 1 1 636 0.01995 | 101.995 | 1.995012 %
ozujak | 2 1621 -0.00917 | 99.08313 | -0.91687 %

Iz dobivenih pokazatelja zakljuCujemo da je na svakih 100 zaposlenih u djelatnostima
financijskoga posredovanja u oZujku 2008. godine dolazilo priblizno 102 zaposlena u veljaci
iste godine, odnosno da je broj zaposlenih u djelatnostima financijskoga posredovanja u
oZujku 2008. godine bio za priblizno 0.92% manji nego u veljaci iste godine.

Pomoc¢u svih n — 1 veriznih indeksa kojima mjerimo dinamiku promjene vrijednosti neke
pojave u n razdoblja, te zadane vrijednosti te pojave u bilo kojem od tih n razdoblja (oznacimo
ga s b) moZzemo izraunati vrijednosti pojave u svakom od preostalih n — 1 razdoblja na
temelju sljedecih relacija:

Y,
Y_, =-t-100, za t<b.
%

t
t

v =Y e
100
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lustrirajmo taj postupak na primjeru.

Primjer 2. U sljedecoj su tablici navedeni veriZzni indeksi promjene prosje¢ne isplacene
mjese¢ne neto-place u razdoblju od 2003. do 2007. godine.

godina | t Vi
2003. | 0 | nepoznat
2004. | 1| 105.9
2005. | 2| 105.9
2006. | 3| 105.2
2007. | 4] 105.2

izvor: Mjesecno statisticko izvjesce 3/2008, Drzavni zavod za statistiku, oZujak, 2008.

Ako je prosjeCna mjeseCna isplacena neto-placa u 2006. godini iznosila 4.603,00 kn,
odredimo prosje€ne mjesecne isplacene neto-place u svakoj od preostalih godina.

2006. godini odgovara vrijednost vremenske varijable r = 3, pa je Y3 = 4.603,00. Za ¢t < 3,
odnosno ¢t =0, 1, 2 dobivamo redom:

v, =Y100= 209300 160 4375 48
Vv, 105.2
v, =X2100= 437398 100~ 4.131,70
2
Y, =§-100 _ 413170 4600 23.901,52
1

dok za ¢ > 3, odnosno ¢ = 4 dobivamo:

_V,-Y, 105,2-4.603,00

Y, ~4.842,36.
100 100
Dobivene podatke moZemo zapisati u obliku tablice:
godina | t prosjecna mjesecna Vi
isplacena neto—placa [kn]

2003. | 0 3.901,52 nepoznat
2004. | 1 4.131,70 105.9
2005. | 2 4.375,46 105.9
2006. | 3 4.603,00 105.2
2007. | 4 4.842,36 105.2
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Pri racunanju prosjecnoga tempa promjene promatrane pojave rabimo geometrijsku sredinu
veriZnih indeksa (oznaka: G). Pojam geometrijske sredine ve¢ smo upoznali u tocki 3.1.2. pa
¢emo jo§ jednom navesti samo osnovnu formulu za njezino racunanje (u terminologiji
veriZznih indeksa):

G= ”‘J[Vl 'V2 ""'Vn—l .

Iz definicije veriZnih indeksa slijedi da njihovu geometrijsku sredinu moZemo izraCunati i

prema formuli:
Y,
G = 22711100
Yy

Stoga moZemo zaklju€iti da za alternativno raCunanje vrijednosti geometrijske sredine
veriZznih indeksa moramo znati samo prvi (Yp) i posljednji (¥,-;) ¢lan vremenskoga niza. To je
ujedno i najvecéi nedostatak geometrijske sredine (kao mjere prosjecnoga tempa promjene) jer
ne uzima u obzir sve frekvencije vremenskoga niza (za razliku od, npr., ranije spomenutih
modela trenda), nego isklju¢ivo prvu i posljednju frekvenciju. Pomocu spomenute
geometrijske sredine veriznih indeksa racuna se i prosjecna stopa promjene vrijednosti

promatrane pojave (oznaka: S):

S =G - 100.

Kao i svi drugi relativni pokazatelji, i prosjecna stopa promjene iskazuje se u postotcima. Na
temelju nje se okvirno mogu procijeniti (prognozirati) frekvencije te pojave i u buducim
vremenskim razdobljima uz nuZnu pretpostavku da se dinamika pojave ne mijenja u odnosu
na dinamiku pojave u promatranomu razdoblju. Pri takvim se prognozama koristi relacija:

A t
Y: :YO‘(EJ ,zat=n,n+1, ...
100

No, bududi da prosje¢na stopa promjene ovisi iskljucivo o prvoj i posljednjoj frekvenciji u
vremenskom nizu, u praksi se navedene vrijednosti prognoziraju uglavnom na temelju nekoga
od modela trenda.

Primjer 3. Na temelju podataka iz Primjera 2. izraCunajmo prosje€nu godi$nju stopu
promjene prosjecne mjesecne isplacene neto-place u razdoblju od 2003. do 2007. godine, pa
procijenimo prosje¢nu mjesecnu isplacenu neto-placu u Republici Hrvatskoj za svaku od
godina u razdoblju od 2008. do 2010. godine.
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Geometrijska sredina veriznih indeksa jednaka je

G =4/ ¥ 100 = 4284236 100 -105.5494197.
Y, 3.901.52

Stoga je prosjecna godi$nja stopa promjene
S =G - 100 =105.5494197 — 100 ~ 5.55%,

Sto znaci da su u promatranom razdoblju prosjecne mjesecne isplacene neto—place rasle za
prosjecno 5.55% godisnje. Budu¢i da 2008. godini odgovara vrijednost vremenske varijable
t =5, 2009. godini t = 9, a 2010. godini # = 10, prognozu prosje¢nih mjesecnih isplac¢enih
neto-placa za 2008., 2009. i 2010. godinu dajemo na temelju izraza:

5 5
Ps=v,-[ O | =3.001,50. (1939941975114 0g
100 100
6 6
Vo=v,-[-C | =3001,50.[ 10220497} 5394 41
100 100

7 7
Y=Y, G =3.901,52- 105.5494197 =5.694,09
100 100

0

Dakle, procijenjena prosjecna mjesecna isplacena neto-placa u Republici Hrvatskoj za 2008.
godini iznosi 5.111,08 kn, u 2009. godini 5.394,71 kn, a u 2010. godini 5.694,09 kn (uz
smjelu pretpostavku da ne¢e do¢i do znacajnije promjene dinamike kretanja placa).
Spomenimo zakljuéno da se veriZni indeksi graficki uobiCajeno prikazuju specificnim
linijskim grafikonom ili jednostavnim stupcima. Tako su npr. grafic¢ki prikazi veriznih indeksa
iz Primjera 3. sljede¢i grafikoni:
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5.5.2. Indeksi na stalnoj bazi (bazni indeksi)

Indeksi na stalnoj bazi (krace: bazni indeksi) pokazatelji su relativnih promjena u rekucemu
razdoblju u odnosu na neko proizvoljno, ali fiksirano bazno razdoblje. Oznac¢imo li to
razdoblje s b, onda za svako pojedino razdoblje ¢ odgovarajuc¢i indeks /, na stalnoj bazi b
racunamo pomocu relacije:
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Y
I, =-1-100,zasvakit=0,1,2,...,n— 1.

Y,

Iz navedene relacije proizlaze sljede¢a svojstva koja je vrlo korisno primijeniti pri provjeri
ispravnosti izra¢una indeksa na stalnoj bazi:

Svojstvo 1. Za t = b vrijedi jednakost I, = 100.
Svojstvo 2. Pretpostavimo da je b = n — 1, tj. da posljednje od ukupno n razdoblja nije ujedno
i bazno razdoblje. Tada za t = b + 1 vrijedi jednakost:

It = Vt.

Ekvivalentno, indeks razdoblja t na stalnoj bazi b jednak je veriZnomu indeksu razdoblja t
ako i samo ako jet = b + 1.

Indeks na stalnoj bazi zapravo predstavlja postotni udio frekvencije promatrane pojave u
tekucemu razdoblju u odnosu na frekvenciju promatrane pojave u baznomu razdoblju. Stoga je
njegova opca interpretacija sljedeca:

I, = A & Na svakh 100 jedinica mjere pojave A u razdoblju b dolazi A jedinica mjere pojave
A u razdoblju B.

Kao i za verizne indekse, i za indekse na stalnoj bazi moZe se raCunati odgovarajuca
pojedina¢na stopa promjene (oznaka: S: ) u odnosu na bazno razdoblje b, i to prema formuli:

S =1,-100,zasvaki t=0,1,2,...,n—1.

Primjer 4. U donjoj su tablici navedeni podaci o prosjecnom godiSnjem broju Zena

zaposlenih u pravnim osobama, obrtu i djelatnostima slobodnih profesija u Republici
Hrvatskoj za razdoblje od 1997. do 2006. godine.
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TVZ

godina | t | prosjecan broj zaposlenih Zena
[000]
1997. | 0 546
1998. | 1 574
1999. |2 571
2000. | 3 573
2001. | 4 578
2002. |5 580
2003. | 6 595
2004. |7 606
2005. | 8 617
2006. | 9 640

Drzavni zavod za statistiku, Zagreb, 2007.

indekse prikazimo graficki jednostavnim stupcima.

TraZeni indeksi na stalnoj bazi 2003 = 100 i njima odgovarajuce stope promjene navedene su

u sljedecoj tablici:

izvor: Statisticki ljetopis Republike Hrvatske za 2006. godinu,

godina | t | prosjecan broj zaposlenih Zena I S

[000] ’
1997. | 0 546 91.76471 | -8.23529
1998. | 1 574 96.47059 | -3.52941
1999. | 2 571 95.96639 | -4.03361
2000. |3 573 96.30252 | -3.69748
2001. | 4 578 97.14286 | -2.85714
2002. |5 580 97.47899 | -2.52101
2003. | 6 595 100 0
2004, |7 606 101.8487 | 1.848739
2005. | 8 617 103.6975 | 3.697479
2006. | 9 640 107.563 | 7.563025

Iz dobivenih rezultata vidimo da na svakih 100 zaposlenih Zena u 2003. godini dolazi
pribliZno 96 zaposlenih Zena u 2000. godini, odnosno priblizno 108 zaposlenih Zena u 2006.
godini. Ekvivalentno receno, prosjecan broj zaposlenih Zena u 2000. godini je za priblizno

3.69% manyji, a u 2006. godini za pribliZno 7.56% veci nego u 2003. godini.
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Indekse na stalnoj bazi obi¢no grafic¢ki prikazujemo jednostavnim stupcima. Graficki prikaz
indeksa na stalnoj bazi 2003 = 100 je donja slika:

]
]
i IIII’IIIII

=

L S R v LY o e}

WO
(=T ] -

[ S I S Y TN
I

i

Indels na stalng) bazi (2003 =

=
L
LD
ol

Vidjeli smo da sve frekvencije neke pojave moZemo odrediti pomocu veriznih indeksa i bilo
koje unaprijed zadane frekvencije te pojave. Analogno, moZemo ih odredivati i pomocu svih
unaprijed zadanih indeksa na nekoj stalnoj bazi b i (barem) jedne unaprijed zadane
frekvencije te pojave. Ovisno o zadanoj frekvenciji, razlikujemo sljede¢a dva podslucaja:

1.) Ako je zadana frekvencija pojave u baznomu razdoblju b (tj. vrijednost Y,), tada
vrijednosti pojave u svakom od 7 razdoblja'** dobivamo iz jednakosti:

Y, -1
Y, =" "L zasvakir=0,1,2,...,n—1.
100

2.) Ako je zadana frekvencija pojave u nekom drugom razdoblju ¢ razli¢itomu od baznoga (tj.
ako je zadana frekvencija Y, , pri ¢emu je #; = D), tada najprije izracunamo frekvenciju
promatrane pojave u baznomu razdoblju b pomocu relacije:

Y, ==-100

~|~

23 Navedena formula oéito vrijedi i u sluéaju £ = b.
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(I; je indeks razdoblja ¢ na stalnoj bazi b). Na taj nacin ovaj podslu¢aj svodimo na podslucaj
1. pa za raCunanje vrijednosti pojave u ostalim godinama primijenjujemo formulu navedenu u
tomu slucaju.

Napomenimo da i iz indeksa na stalnoj bazi neovisno o izboru stalne baze b moZemo
izraCunati prosjec¢nu stopu promjene frekvencija neke pojave u promatranomu razdoblju, i to

prema formuli:
S= (I/L —1J 100.
I()

Primjer 5. Zadani su indeksi na stalnoj bazi 2005 = 100 zaposlenih u pravnim osobama svih
oblika vlasniStva.

godina | t | indeks na stalnoj bazi
2005 =100
1997. | 0 89
1998. | 1 96
1999. | 2 95
2000. | 3 95
2001. | 4 95
2002. |5 95
2003. | 6 98
2004. | 7 99
2005. | 8 100
2006. | 9 104

Odredimo prosje¢an broj zaposlenih u pravnim osobama svih oblika vlasniStva u svakoj
pojedinoj godini ako je poznato da je prosjeCan broj zaposlenih u pravnim osobama svih
oblika vlasniStva u 1997. godini iznosio 995 000. Potom odredimo prosjecnu godis$nju stopu
promjene broja zaposlenih i objasnimo znacenje dobivene vrijednosti.

1z podataka Yy =995 000, b = 8 (jer 2005. godini odgovara ¢ = 8) i Iy = 89 slijedi:

Y,
Yb=Ys=I_0'100=995000
0

-100=1 117 978.

Dakle, prosjecan broj zaposlenih u baznoj godini iznosi 1 117 978. Na temelju toga podatka
racunamo prosjecan broj zaposlenih u svakoj od preostalih godina:
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LY, 1, Y1, 1117978-96

Y ~1073258
100~ 100 100

y, <l _17978:95 000
100

Y,=Y, =Y, =Y, 1062079
Y,-I, 1117978

y,=Yods 177898 505615
100 100

y ok _117978:99 o0
100 100

y <Yl (17978104 ) o
100 100

Dobivene podatke pregledno moZemo zapisati u sljedecoj tablici:

godina | t | prosjecan broj zaposlenih
[000 000]
1997. | 0 0.95
1998. | 1 1.073258
1999. | 2 1.062079
2000. | 3 1.062079
2001. | 4 1.062079
2002. |5 1.062079
2003. | 6 1.095618
2004. |7 1.106798
2005. | 8 1.117978
2006. |9 1.162697

Prosje¢na godiSnja stopa promjene broja zaposlenih iznosi:

S = n—lﬁ—l -100 = 91—9—1 -100 = ?/ﬁ—l 100 = 1.745668 .
I, I, 89

Prema tome, prosjecan broj zaposlenih u pravnim osobama svih oblika vlasnistva u
promatranom se razdoblju poveéavao za prosjecno 1.75% godisnje. Primijetimo da dobiveni
pokazatelj relativno loSe opisuje kretanje prosjeCnoga broja zaposlenih u promatranom
razdoblju jer se u podrazdoblju od 1999. do 2002. godine navedeni prosjeCan broj nije
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mijenjao. Zbog toga je u takvim sluajevima za analizu promjena promatrane pojave
primjerenije rabiti modele trenda.

5.5.3. Pretvorba indeksa

Jedna od znaCajnih prednosti individualnih indeksa jest moguénost pretvorbe
(preraCunavanja) svake pojedine vrste indeksa u preostalu vrstu indeksa bez poznavanja
frekvencija koje tvore vremenski niz. Drugim rijeima, promjene promatrane pojave mozemo
analizirati i bez poznavanja originalnih emipirijskih frekvencija te pojave.

Pretvorbe individualnih indeksa moZemo podijeliti na tri tipa:

1.) pretvorba indeksa na stalnoj bazi b u indekse na stalnoj bazi b, = b;

2.) pretvorba indeksa na stalnoj bazi b u veriZzne indekse;
3.) pretvorba veriZznih indeksa u indekse na stalnoj bazi b.

Na po jednom primjeru opisat ¢emo svaki pojedini tip.

Primjer 6. Indekse na stalnoj bazi 2005 = 100 navedene u Primjeru 5. pretvorimo u indekse
na stalnoj bazi 2000 = 100. U tu svrhu koristimo sljede¢u formulu:

%

1

I, =—1-100,zasvakit=0,1,2,...,n—1,
Ibl

pri ¢emu su:

1 : — indeks razdoblja ¢ na "novoj" stalnoj bazi by;
I, — indeks razdoblja ¢ na "staroj" stalnoj bazi b;

I, — indeks razdoblja b, na "staroj" stalnoj bazi b.

U ovome su primjeru b = 8 (jer 2005. godini odgovara ¢t = 8) i b; = 3 (jer 2000. godini
odgovara ¢ = 3). Tako dobivamo:
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1, :E-IOO:Q-IOOz 93.68421
I 95

« 96

1) =-1.100==—-100 =~ 101.0526
I 95

I, =L 100=22100=100
I, 95

I,=1;=1,=100

16*_5 100=22.100 = 103.1579
I 95

I —5 100222100 = 1042105
I, 95

I =15 100219 100 = 105.2632
I 95

L= I, 104

100 =——-100=109.4737
95

Dobivene rezultate pregledno moZemo prikazati u sljedecoj tablici:

godina | t | indeks na stalnoj bazi
2000 = 100

1997. | 0 94

1998. | 1 101
1999. | 2 100
2000. | 3 100
2001. | 4 100
2002. |5 100
2003. | 6 103
2004. | 7 104
2005. | 8 105
2006. |9 109

Primjer 7. Indekse na stalnoj bazi 2005 = 100 navedene u Primjeru 5. pretvorimo u veriZne
indekse. U tu svrhu koristimo sljedecu jednadzbu:

V = L 100, zasvakitr=1,2, ...,n—1.

t
t-1
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Tako redom dobivamo:

Vi =L-100=%-100z118.5185

IO
v, = L2100 = 22100 ~ 98.95833
I 96

v,=L5100=22.100=100
1, 95

V, =V, =V, =100

v, =25 100= 2100 ~103.1579
I 95

5

v, =%-1oo=%1ooz 101.0204
6

v, =%-1oo=%-1ooz 101.0101
7

v, =% 100= 1% 100 = 104
I 100

8

Dobivene rezultate pregledno moZemo zapisati u sljede¢oj tablici:

godina | t | veriZni indeks (V;)
1997. | 0 nepoznat
1998. |1 119
1999. |2 99
2000. |3 100
2001. | 4 100
2002. |5 100
2003. | 6 103
2004. | 7 101
2005. | 8 101
2006. | 9 104

Primjer 8. Zadani su verizni indeksi prosjecne isplacene neto-place po zaposlenome u
svakom od mjeseci u 2007. godini:
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mjesec | t | veriZni indeks V,
sijeanj | O nepoznat
veljaca | 1 96
ozujak | 2 98.9
travanj | 3 98.1
svibanj | 4 100.7
lipanj | 5 100.1
srpanj | 6 100.3
kolovoz | 7 100.6
rujan 8 98.0
listopad | 9 100.6
studeni | 10 106.0
prosinac | 11 102.4

izvor: Mjesecno statisticko izvjesée 3/08, DrZzavni zavod za statistiku, Zagreb, travanj 2008.

Odredimo indekse na stalnoj bazi (rujan 2007. = 100), objasnimo znacenje indeksa
dobivenoga za prosinac 2007. godine i procijenimo prosjeénu mjesecnu stopu promjene
prosjecne isplacene neto-place. U ovom je slucaju b = 8 jer rujnu 2007. godine odgovara
vrijednost vremenske varijable ¢ = 8. Indeks I, na stalnoj bazi (rujan 2007. = 100) raCunamo
prema sljede¢im jednakostima:

I, =100 za t=b;
IH:L‘IOO za t<b;
v,
1oV

. za b<t.

100
Prigodom pretvorbe, dakle, kre¢emo od baznoga indeksa Is. On je jednak Is = 100. Pomocu
njega racunamo najprije vrijednosti indeksa I, Is, Is, 14, I, I; 1 Iy koriste¢i drugu od triju gore
navedenih jednakosti. Imamo redom:

1 =15100=19 100 = 102.04082
v 98.0

~102.04082

-100 100 =101.43222

_101.43222
100.3

-100 -100=101.12884
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A=§4m=£%£&4szMMM
. .

I _L loozm. 100 =100.32553

Ty, 100.7

I, =§. 100:%- 100 = 102.26863
: .

1 :%.1002%100:103.4061
] .

1, =1 10021934061 160 10771469
v, 96

Vrijednosti indeksa Iy, 1 i [;; raCunamo pomocu posljednje od triju navedenih formula:

_1,-V, 100-100.6

I, = = -100=100.6
100 100
mzl,m0=MM64muym0:Hmﬁ%
100 100
H:qwmlzmaaﬁun4zupl%ms
100 100

Dobivene rezultate pregledno moZemo zapisati u sljedecoj tablici:

mjesec | t | indeks na stalnoj bazi I,
(rujan = 100)
sijeCanj | 0 107.71
veljaca | 1 103.41
oZujak | 2 102.27
travanj | 3 100.33
svibanj | 4 101.03
lipanj 5 101.13
srpanj 6 101.43
kolovoz | 7 102.04
rujan 8 100
listopad | 9 100.6
studeni | 10 106.64
prosinac | 11 109.2

Vrijednost indeksa za prosinac jednaka je (priblizno) 109.2, Sto znaci da na svakih 100 kn
prosjecne isplacene neto—place u rujnu 2007. godine dolazi po 109.2 kn prosjecne isplacene
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neto—place u prosincu iste godine. Ekvivalentno mozemo reci da je prosjecna isplacena neto—
placa u prosincu 2007. godine bila za 9.2% vecéa nego u rujnu iste godine.

Prosje¢na mjesecna promjena isplacene mjesecne neto—place jednaka je:

S=G-100="3V,-V,-...-V._ —100~0.1242,

Sto znaci da su se u promatranom razdoblju prosjecne mjesecne neto—place povecavale za
priblizno 0.1242% mjesecno.

5.6. Skupni indeksi

Kako je istaknuto u tocki 5.5., individualnim (veriZznim ili baznim) indeksima prati se
dinamika kretanja neke pojave iskazane jednim statistickim nizom. Medutim, Cesto je
potrebno pratiti kretanje barem dvije pojave koje, prema nekom kriteriju, pripadaju istoj
skupini. Tako se npr. moZe pratiti kretanje proizvodnje svih vrsta proizvoda neke tvornice,
kretanje prometa svih trgovina nekoga trgovackoga lanca, kretanje cijena na malo osnovnih
Zivotnih potrepstina itd. Takve se pojave predocavaju barem dvama statistickim nizovima, a
prate se tzv. skupnim indeksima.

Problem rac¢unanja skupnih indeksa ne moZe se postaviti jednoznacno, tj. nema jedinstvenoga
analitickog izraza koji bi posluZio za racunanje svih skupnih indeksa. U praksi se najceSce
koriste Laspeyresov'** i Paascheov'® oblik skupnih indeksa. Prije nego li objasnimo
spomenute indekse, uvedimo neke dogovorne oznake.

Razdoblje u kojem iskazujemo dinamiku promjene pojave nazivamo tekuce ili izvjestajno
razdoblje, a razdoblje u odnosu na koje se iskazuje dinamika pojava naziva se bazno
razdoblje. Sukladno tome, definiramo sljedece veliCine:

Po := cijena u baznomu razdoblju;
p1 = cijena u teku¢emu razdoblju;
qo := koli¢ina u baznomu razdoblju;
g1 := koli¢ina u teku¢emu razdoblju.

"2* Ernst Louis Etienne Laspeyres (1834. — 1913.), njemacki ekonomist i statisticar.
' Hermann Paasche (1851. — 1925.), njemacki ekonomist i statisticar.
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Slova p i g su prva slova engleskih rijeci price = cijena i quantity = koli€ina. Broj€ani indeks
0 (napisan u subskriptu) uvijek oznaCava pojavu u baznomu razdoblju, dok brojcani indeks 1
uvijek oznaCava pojavu u tekucemu razdoblju.

Istaknimo jo$§ da se vrijednost neke robe u odredenomu razdoblju definira kao umnozak
iznosa koli¢ine te robe i njezine cijene po jedinici mjere kolicine u istom razdoblju. Ako je
npr. cijena 1 kg kruha jednaka 5 kn, onda je vrijednost 2 kg kruha jednaka:

2kg-5 E: 10 kn.
kg

(jer je jedinica mjere koliCine 1 kg). Vrijednost neke robe obi¢no se iskazuje u istoj jedinici
mjere kao i odgovarajuca cijena te robe (po jedinici koli¢ine)

5.6.1. Skupni indeksi kolic¢ina

5.6.1.1. Laspeyresov skupni indeks koli¢ina

Laspeyresov skupni indeks kolicina (oznaka: go1(po)) je pokazatelj relativne promjene ukupnih
koli¢ina promatrane skupine od tocno n pojava u tekuéemu razdoblju u odnosu na ukupne
kolicine te skupine pojava u baznomu razdoblju racunajuci uz neizmijenjene cijene iz baznoga
razdoblja. (Dakle, fiksirana veli¢ina pri izraCunu ovoga skupnog indeksa jest py.)

Prakti¢no najjednostavniji za izracun je tzv. agregatni Laspeyresov skupni indeks kolicina
definiran formulom:

, 4" Pio
401 (Py) = 1:1—
Zqio "Pio

i=1

100

U brojniku navedenoga izraza nalaze se hipotetske vrijednosti odredenih koli¢ina robe
proizvedenih u teku¢em razdoblju, ali raCunate prema cijenama iz baznoga razdoblja. U
nazivniku navedenoga izraza nalaze se stvarne vrijednosti koli¢ina iste robe (proizvedenih u
baznom razdoblju) raunate prema cijenama iz baznoga razdoblja. Buduc¢i da i u brojniku i u
nazivniku imamo iste cijene, razlika izmedu brojnika i nazivnika moze biti iskljucivo
posljedica promjene proizvedenih koli¢ina robe, a ni u kojem slucaju posljedica promjene
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cijena te robe. Stoga navedeni odnos mjeri smjer i jakost relativne promjene cijele skupine
proizvedenih koli¢ina.

Analogno kao i individualne indekse, i Laspeyresov skupni indeks koli¢ina najlakSe
interpretiramo rabe¢i odgovarajucu stopu promjene:

S (Po) = 4o, (Py) —100[%]

5.6.1.2. Paascheov skupni indeks kolicina

Paascheov skupni indeks kolicina (oznaka: goi(p1)) je pokazatelj relativne promjene ukupnih
koli¢ina promatrane skupine od tocno n pojava u teku¢emu razdoblju u odnosu na ukupne
koli¢ine te skupine pojava u baznomu razdoblju raCunajuéi uz neizmijenjene cijene iz
tekucega razdoblja. (Dakle, fiksirana veli¢ina pri raCunanju ovoga skupnog indeksa jest p;.)

Praktiéno najjednostavniji za izraCun je tzv. agregatni Paascheov skupni indeks kolic¢ina
definiran formulom:

Zqil'pil
o (py) =4——-100.
qu‘o “DPi

i=1

U brojniku navedenoga izraza nalaze se stvarne vrijednosti odredenih koli¢ina robe
proizvedenih u tekuc¢em razdoblju i raCunate prema cijenama iz toga razdoblja. U nazivniku
navedenoga izraza nalaze se hipotetske vrijednosti koliCina iste robe proizvedenih u baznom
razdoblju, ali raCunate prema cijenama iz tekucega razdoblja. Budu¢i da i u brojniku i u
nazivniku imamo iste cijene, razlika izmedu brojnika i nazivnika moze biti iskljucivo
posljedica promjene proizvedenih koli¢ina robe, a ni u kojem slucaju posljedica promjene
cijena te robe. Stoga i navedeni odnos mjeri smjer i jakost relativne promjene cijele skupine
proizvedenih koli¢ina robe.

Analogno kao i Laspeyresov skupni indeks koli¢ina, i Paascheov skupni indeks koli¢ina
najlakSe interpretiramo rabeci odgovarajucu stopu promjene:

S;l(pl) = %1(]?1)—100 [%]
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Primjer 9. Promatraju se prosje¢ne prodajne cijene (PDV uracunat) i prodane koliCine Cetiri
razlicite vrste proizvoda u trgovini "Sve po malo kuna" u Frkljevcima tijekom listopada i
studenoga 2008. g. Podaci su navedeni u donjoj tablici.

vrsta prosjecna prodajna | prodana kolicina prosjecna prodajna prodana kolicina
proizvoda | cijena u listopadu u listopadu 2008. cijena u studenom u studenom 2008.
2008. [kg] 2008. [kg]
[kn/kg] [kn/kg]
brasno 2,19 190 2,39 200
T-850
smeda 89 50 88 54
espresso
kava
sitna 3,05 170 2,99 150
morska
sol
bijeli 12,10 190 12,20 180
Secer

IzraCunajmo Laspeyresov i Paascheov skupni indeks koli¢ina, pa objasnimo njihovo znacenje.
U ovome je primjeru bazno razdoblje listopad 2008., a tekuce (izvjeStajno) razdoblje studeni
2008. Stoga ¢emo prosjecnu prodajnu cijenu u listopadu oznaciti s po, prodanu koli¢inu u
listopadu s g, prosje¢nu prodajnu cijenu u studenom s py, a prodanu koli¢inu u studenom s ¢;.
Laspeyresov skupni indeks koli¢ina jednak je:

4
qi1" Pio
q01(p0):l4:1—’1

Zqio “Pio
i1

q()l(p()) = 102-54959

_T879.50 |

00 = 200-2.19+54-89+150-3.05+180-12.10 100 =
7683.60

190-2.19+50-89+170-3.05+190-12.10

Pripadna stopa promjene iznosi
S;”(po) =q,,(p,)—100 =102.54959 — 100 = 2.54959.

ZakljuCujemo da su prodane kolicine svih promatranih vrstad proizvoda u studenom bile za
2.54959% vecée od nego u listopadu racunajuci uz neizmijenjene cijene iz listopada.

Paascheov skupni indeks kolicina jednak je
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4
2 P . . . .
; '100=(200 2.394+54-884+150-2.99 +180 12.20)‘10 _7874.50 100

— i=1 = .
(1) iq . 190-2.39+50-88+170-2.99 +190-12.20 7680.60
i0 il

i=1

Q()l(pl) =102.52721
Pripadna stopa promjene iznosi

S (py) =y (p) —100 = 102.52721 - 100 = 2.52721.

ZakljuCujemo da su prodane kolicine svih promatranih vrstad proizvoda u studenom bile za
2.54959% vecée od nego u listopadu racunajuci uz neizmijenjene cijene iz studenoga.

Dakle, za iste prodane koli¢ine dobivaju se razlicite vrijednosti skupnoga indeksa ako se u
izracun uzmu cijene iz razliCitih razdoblja. Stoga skupni indeks nije jednoznacna precizna
mjera relativnih promjena neke skupine pojava, nego isklju¢ivo mjera uz unaprijed zadane
pretpostavke. U ovom su primjeru izracunati skupni indeksi prodanih koli¢ina promatranih
vrsta proizvoda izraCunati uz pretpostavku da su odnosi vrijednosti pojedinih vrsta proizvoda
onakvi kakve izraZavaju cijene u listopadu 2008.g., odnosno cijene u studenom 2008.g. Time
se ne umanjuje znacaj skupnih indeksa, nego se daje naglasak na obvezu njihova tumacenja
uz uvazavanje pretpostavki pod kojima su izra¢unati.

5.6.1.3. Fisherov skupni indeks kolicina

U praksi se Cesto koristi i F isherov'* skupni indeks kolicina ili idealni skupni indeks kolicina
(oznaka: Qo;) Taj je indeks, po definiciji, jednak geometrijskoj sredini Laspeyresova i
Paascheova skupnoga indeksa koli¢ina, tj.

O = \ 901 (Po) 40, (P)) -

Fisherov skupni indeks koli¢ina se najjednostavnije interpretira pomocu pripadne stope
promjene. Ona se ratuna pomocu izraza:

126 Irving Fisher (1867. — 1947.), americki ekonomist, jedan od tvoraca neoklasi¢ne ekonomije.,
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Sgl =Q,,—100[%]

i predstavlja prosjecnu relativnu promjenu kolicina u tekucemu razdoblju u odnosu na
kolicine u baznomu razdoblju.

Primjer 10. Izracunajmo Fisherov skupni indeks koli¢ina na temelju podataka iz prethodnoga
primjera i objasnimo njegovo znacenje. Dobivamo:

7879.50 7874.50
= . = . -100=102.5384,
Oy 401 (Po) 401 (P, \/7683.60 7630.60

pa je pripadna stopa promjene

S0 = 0y, ~100 = 102.5384 — 100 = 2.5384.

ZakljuCujemo da su kolicine svih promatranih vrstad proizvoda u studenom 2008. bile za
prosjecno 2.5384% vece nego u listopadu 2008.

5.6.2. Skupni indeksi cijena

Skupni indeksi cijena mjere relativhu promjenu razine cijena za odredeni asortiman robe,
usluga itd. U praksi postoji viSe razli€itih vrsta skupnih indeksa cijena: skupni indeks cijena
na malo, skupni indeks cijena na veliko, skupni indeks izvoznih cijena, skupni indeks cijena u
turizmu itd. Odmah napomenimo da se niti jednim od tih indeksa ne mogu obuhvatiti cijene
svih roba i usluga, pa se time namec¢u nimalo trivijalni problemi izbora proizvoda i(li) usluga
koji ¢e biti reprezentanti skupine za koju Zelimo izra¢unati skupne indekse cijena, problemi
izbora cijene (kada i gdje treba prikupiti podatke o cijenama odabranih proizvoda i(li) usluga)
itd. Sve to ukazuje na Cinjenicu da, iako skupne indekse nije tesko izracunati, treba biti vrlo
oprezan u njihovoj interpretaciji, a napose u poopcavanju zakljucaka izvedenih pomocu
odabranih reprezentanata na cijelu skupinu.

Dva najcesca skupna indeksa cijena su Laspeyresov skupni indeks cijena i Paascheov skupni
indeks cijena koje ¢emo upoznati u nastavku.
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5.6.2.1. Laspeyresov skupni indeks cijena

Laspeyresov skupni indeks cijena (oznaka: poi(qo)) je pokazatelj relativne promjene ukupnih
cijena promatrane skupine od to¢no n pojava u teku¢emu razdoblju u odnosu na ukupne cijene
te skupine pojava u baznomu razdoblju racunaju¢i uz neizmijenjene kolicine iz baznoga
razdoblja. (Dakle, fiksirana veli¢ina pri raCunanju ovoga skupnog indeksa jest go.)

Prakti¢no najjednostavniji za izracun je tzv. agregatni Laspeyresov skupni indeks cijena
definiran formulom

Zpil "Gio

Poi(4y) :in:l—'loo

Zpio “Gio
P

Uocimo da se u brojniku navedenoga izraza nalaze hipotetske vrijednosti odredenih koli¢ina
robe proizvedenih u baznom razdoblju, ali racunate prema cijenama iz teku¢ega razdoblja. U
nazivniku navedenoga izraza nalaze se stvarne vrijednosti koli¢ina iste robe (proizvedenih u
baznom razdoblju) raunate prema cijenama iz baznoga razdoblja. Buduc¢i da i u brojniku i u
nazivniku imamo iste koli¢ine, razlika izmedu brojnika i nazivnika moZze biti iskljucivo
posljedica promjene cijena promatrane robe, a ni u kojem slucaju posljedica promjene
koli¢ina te robe. Stoga navedeni odnos mjeri smjer i jakost relativne promjene cijele skupine
promatranih cijena.

Analogno kao i skupne indekse koli€ina, i skupne indeks cijena najlakse interpretiramo rabeci
odgovaraju¢e stope promjene. Za Laspeyresov skupni indeks cijena pripadajuca stopa
promjene racuna se prema formuli:

Si(:l (99) = Po:1(q,) —100 [%]

5.6.2.2. Paascheov skupni indeks cijena

Paascheov skupni indeks cijena (oznaka: pgi(q;)) je pokazatelj relativne promjene ukupnih
cijena promatrane skupine od to¢no n pojava u teku¢emu razdoblju u odnosu na ukupne cijene
te skupine pojava u baznomu razdoblju racunajuéi uz neizmijenjene kolicine iz tekucega
razdoblja. (Dakle, fiksirana veli¢ina pri raCunanju ovoga skupnoga indeksa jest g;.)

Prakticno najjednostavniji za izracun je tzv. agregatni Paascheov skupni indeks cijena
definiran formulom:
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Zpil “qi
Poul(q)= l:l—'loo

Zpi() i
i=1

Uoc¢imo da se u brojniku navedenoga izraza nalaze stvarne vrijednosti odredenih koli¢ina robe
proizvedenih u tekuem razdoblju racunate prema cijenama iz tekucega razdoblja. U
nazivniku navedenoga izraza nalaze se hipotetske vrijednosti koli¢ina iste robe (proizvedenih
u tekué¢em razdoblju), ali raCunate prema cijenama iz baznoga razdoblja. Buduéi da i u
brojniku i u nazivniku imamo iste koli¢ine, razlika izmedu brojnika i nazivnika moze biti
iskljuc¢ivo posljedica promjene cijena promatrane robe, a ni u kojem slucaju posljedica
promjene koli¢ina te robe. Stoga navedeni odnos mjeri smjer i jakost relativne promjene cijele
skupine promatranih cijena.

I Paascheov skupni indeks cijena najlakSe interpretiramo rabeci odgovarajucu stopu promjene.
Ona se racuna prema formuli:

S,(4)) = Py () —100[%]

Primjer 11. Za prosjecne prodajne cijene (PDV uracunat) i prodane kolicine Cetiri razlicite
vrste proizvoda iz Primjera 9. izraCunajmo Lasyperesov i Paascheov skupni indeks cijena, pa
objasnimo njihovo znacenje.

Podsjetimo da je bazno razdoblje listopad 2008., a tekuce (izvjestajno) razdoblje studeni 2008.
Stoga prosje¢nu prodajnu cijenu u listopadu oznacavamo s pg, prodanu koli¢inu u listopadu s
qo, prosjeénu prodajnu cijenu u studenom s p;, a prodanu koli¢inu u studenom s g;.

Laspeyresov skupni indeks cijena jednak je:
4

Pii "o . . ' '
po1(qo)=i4_l—'100=(2'39 190+88-50+2.99-170+12.2 19()]'100:7680.40‘100
2.19-190+89-50+3.05-170+12.1-190 7683.60

Zpio "Gio
P

p()l(q()) = 99-958353

Pripadna stopa promjene iznosi

5% () = Por(9,) 100 = 99.958353 — 100 = -0.041647
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Zaklju€ujemo da su prosjecne prodajne cijene svih promatranih vrsta proizvoda u studenom
bile za priblizno 0.042% manje nego u listopadu racunajuci uz neizmijenjene prodane

kolicine iz listopada.

Paascheov skupni indeks cijena jednak je

4

Zpil'ql'l ' ' ' .

POI(%):"Z‘—-IOO: 2.39-200+88-54+2.99-150+12.2-180 .100:7874.50'100
2.19-200+89-54+3.05-150+12.1-180 7879.50

ZP,-O "4
i=1
Doi(q,) =99.936544
Pripadna stopa promjene iznosi

5% (q,) = Poy(g,) ~100 = 99.936544 — 100 = -0.063456

Dakle, prosjecne prodajne cijene svih promatranih vrstd proizvoda u studenome bile su za
priblizno 0,063% manje nego u listopadu racunajuci uz neizmijenjene prodane kolicine iz
studenoga.

5.6.2.3. Fisherov skupni indeks cijena

Analogno Fisherovu skupnu indeksu koli¢ina, definira se Fisherov skupni indeks cijena ili
idealni skupni indeks cijena (oznaka: Py;) Taj je indeks, po definiciji, jednak geometrijskoj
sredini Laspeyresova i Paascheova skupnoga indeksa cijena, tj.

POI = pol(Qo) : pm(ql) .

Fisherov skupni indeks koli¢ina se najjednostavnije interpretira pomocu pripadne stope
promjene. Ona se ratuna pomocu izraza:

S =P, —100 [%]

i predstavlja prosjecnu relativnu promjenu cijena u tekucemu razdoblju u odnosu na cijene u
baznomu razdoblju.
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Primjer 12. Izra¢unajmo Fisherov skupni indeks cijena na temelju podataka iz Primjera 9. i
objasnimo njegovo znacenje. Dobivamo:

7680.40 7874.50
By = \ Poi(4y) - Poi(q) = \/7683 60 ) 787950 -100 =99.94745,

pa je pripadna stopa promjene
Syt =B, —100 = 99.94745 — 100 = —0.52555.

ZakljuCujemo da su cijene svih promatranih vrstd proizvoda u studenom 2008. bile za
prosjecno 0.52555% manje nego u listopadu 2008.

5.6.3. Skupni indeksi vrijednosti

Skupni_indeks vrijednosti (oznaka: Vp;) je pokazatelj relativne promjene ukupne vrijednosti
promatrane skupine od tocno n pojava u teku¢emu razdoblju u odnosu na ukupnu vrijednost te
skupine pojava u baznomu razdoblju. Rac¢una se prema formuli:

Zpil "4

_ =l
1=
Zpio “Gio

i=1

Kao i svi ostali indeksi, najlakse ga je interpretirati pomocu pripadajuce stope promjene. Ona
se ratuna prema formuli:

v, 100

SO = Vor — 100 [%].

Napomenimo da se skupni indeks vrijednosti moZe izraCunati i kao umnoZak Laspeyresova
indeksa cijena i Paascheova indeksa koli¢ina podijeljenoga sa 100, odnosno Paascheova
indeksa cijena i Laspeyresova indeksa koli¢ina podijeljenoga sa 100. Tocnije, vrijede sljedece
jednakosti:

_ Po(90) 90, (Py) _ Poi (@) 40, (Py)
100 100

VOI
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Takoder, skupni indeks vrijednosti jednak je umnosku Fisherova skupnoga indeksa cijena i
Fisherova skupnoga indeksa koli¢ina podijeljenoga sa 100, tj. vrijedi jednakost:

_ Pol 'Q(n

100

Primjer 13. Za promatrane vrste proizvoda iz Primjera 9. izracunajmo skupni indeks
vrijednosti i objasnimo njegovo znacenje. Radi to€nosti izra€una koristit ¢emo originalnu
formulu za skupni indeks vrijednosti, a potom ¢emo provjeriti dobiveni rezultat koristeci
netom navedene jednakosti. Imamo redom:

100

4
2P 4 (2.39 200 +88- 54 + 2.99.150+12.2-180)100 _ 7874.50

Vo = 7—100= -
Zp g 2.19-190+89-50+3.05-170+12.1-190 7683.60
i " dio

i=1

V,, =102.484512
Pripadna stopa promjene iznosi
Sy = Vor — 100 = 102.484512 — 100 = 2.484512.

ZakljuCujemo da je ukupna vrijednost promatrane skupine robd u studenom 2008. bila za
priblizno 2.48% veca nego u listopadu 2008.

IzraCun skupnoga indeksa vrijednosti pomocu Laspeyresovih i Paascheovih, odnosno
Fisherovih indeksa daje sljedece rezultate:

_ Poi(qy) 40 (P) _ 99.958353-102.52721

v, = =102.48451
100 100
v o Pul@) du(py) _ 99.936544-102.54959 ) pes
100 100
y o PO 9994745 - 1025384 _ ) sens)
100 100

Za postizanje vece to€nosti u izraCunima odgovaraju¢e skupne indekse trebali bismo
izraCunati na viSe decimalnih mjesta. Najto¢nija je svakako vrijednost dobivena iz originalne
formule za izracun skupnoga indeksa vrijednosti jer sadrZi najmanje podataka dobivenih
pribliZznim izra¢unima pa tu formulu treba primjenjivati kad god je to moguce.
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Primjer 14. U sljedecoj su tablici navedeni podaci o broju ostvarenih nocenja i prosje¢nim
cijenama jednoga nocenja u gradu Zdralovgradu u tri razlicita sektora za 2007. i 2008. godinu.

vrsta prosjecna cijena jednoga ostvareni broj prosjecna cijena jednoga ostvareni broj
usluge nocenja u 2007. g. nocenja u 2007. g. nocenja u 2008. g. nocenja u 2008. g.
[€] [000] (€] [000]

hoteli 80 32 90 30
kampovi 29 12 25 13
privatni 60 44 59 51
smjestaj

Odredimo:

a) Za koliko su se ukupno promijenile prosjecne cijene jednoga nocenja u 2008. godini u
odnosu na 2007. godinu racunajuci uz neizmijenjen ostvaren broj noc¢enja u 2007. godini?

b) Za koliko se ukupno promijenio ostvaren broj no¢enja u 2008. godini u odnosu na 2007.
godinu rac¢unajudi uz neizmijenjene prosjecne cijene jednoga nocenja u 2008. godini?

¢) Za koliko su se prosjecno promijenile prosjecne cijene jednoga nocenja u 2008. godini u
odnosu na 2007. godinu?

d) Je i ostvarena prognoza gradonacelnika Zdralovgrada Mutimira Lupigluposti¢a da ée
ukupna vrijednost svih nocenja ostvarenih u 2008. godini biti za 10% veca nego u prethodnoj
godini? Objasnimo svoj odgovor.

Najprije primijetimo da je u ovome primjeru 2007. godina bazna godina, a 2008. godina
tekuca ili izvjeStajna godina. Stoga su veli¢ine u drugomu stupcu cijene u baznoj godini, pa
¢emo ih oznaliti s pp. Na isti nafin oznaCavamo i ostale stupce: u treemu su stupcu
vrijednosti koli¢ina u baznoj godini koje oznacavamo s gqo, u Cetvrtomu stupcu vrijednosti
veli¢ine pj, a u posljednjemu stupcu vrijednosti veliine ¢;. Stoga pocetnu tablicu mozemo
zamijeniti sljede¢om:

vrsta usluge Po | g | P | @1
hoteli 80 132 (9030
kampovi 29 | 12 |25 |13
privatni smjestaj | 60 | 44 | 59 | 51

a) U ovome je slucaju neizmijenjena veli¢ina broj noéenja u 2007. godini odnosno, sukladno
gornjim oznakama, veli¢ina gy. Promatramo relativhu promjenu cijena uz pretpostavku o
neizmijenjenoj veli€ini gy, pa raunamo Laspeyresov skupni indeks cijena (po1(qo)):
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3
Zpil'qz'o ) ' '
o) =-F 100 = 223242512459 4371 155 5776 40~ 104.10959
80-32+29-12+60-44

5548
Z Pio " 4io
i=1

Pripadna stopa promjene iznosi
Sgl(qo) = poi(qo) — 100 = 104.10959 — 100 = 4.10959.

Stoga zakljuCujemo: Racunajuci uz neizmijenjen ostvareni broj nocenja u 2007. godini,
prosjecne cijene jednoga nocenja u 2008. godini bile su za priblizno 4.11% nego u 2007.
godini.

b) U ovome je sluaju neizmijenjena veliina prosjecna cijena jednoga nocenja u 2008.
godini, tj., sukladno ranijim oznakama, veli¢ina p;. Promatramo relativnu promjenu
ostvarenih noc¢enja uz pretpostavku o fiksiranoj veli¢ini p;, pa raCunamo Paascheov skupni
indeks kolicina (go1(p1)):

3

Zq,-l-p,-l 30-90+13-25+51-59 6034

4o, (p) =5——-100= 100 = ——-100 = 104.46676
~ 32.90+12-25+44-59 5776

Zqio " Pa
i=1
Pripadna stopa promjene iznosi
S (p)= qoi(pr) - 100 = 4.46676.

Stoga zakljucujemo: Racunajuli uz neizmijenjene prosjecne cijene jednoga nocenja u 2008.
godini, ostvareni broj noc¢enja u 2008. godini bio je za 4.46676% veci nego u 2007. godini.

¢) U ovome slu€aju raCunamo prosjecnu promjenu cijena u teku¢em razdoblju u odnosu na

cijene u baznom razdoblju. U tu ¢emo svrhu izraCunati Fisherov skupni indeks cijena, pa Ce
rjeSenje biti tom indeksu pripadajuca stopa promjene. Fisherov skupni indeks cijena jednak je:

90-32+25-12+59-44 90-30+25-13+59-51
Ry, =4/ Po(@) " Po (4 :\/ ‘ -100

80-32+29-12+60-44 80-30+29-13+60-51
P, =103.7417

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, predavac 241



TVZ

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

ELEKTROTEHNICKI ODJEL
Poslovna statistika
a njemu pripadna stopa promjene
SY'=P,—100=103.7417 — 100 = 3.7417.

Dakle, prosjecne cijene jednoga nocenja u 2008. godini bile su za prosjecno 3.7417% vece
nego u 2007. godini.

d) U ovome slucaju usporedujemo stopu promjene koja odgovara skupnom indeksu
vrijednosti s ocekivanom stopom promjene. Najprije raCunamo skupni indeks vrijednosti:

Yo

3
anql'l ) ) .
121'3_1—‘100:(90 30+25-13+59 51)'10():%'100:108'76’
80-32+29-12+60-44 5548
Zpioqio
i=1

pa je pripadna stopa promjene
Sp' = Vo1 — 100 = 108.76 — 100 = 8.76

Stoga mozemo zakljuciti: Ukupna vrijednost nocenja u 2008. godini je za 8.76% veca nego u
2007. godini. Dakle, gradonacelnikova prognoza se nije ostvarila'?’.

5.6.4. Neki posebni oblici skupnih indeksa i njihova primjena

U odredenim ekonomskim analizama Cesto se koriste razliciti oblici individualnih i skupnih
indeksa. Tako se npr. skupni indeks cijena moZe racunati za cijene na malo, cijene na veliko,
cijene poljoprivrednih proizvoda, cijene tzv. "sindikalne koSarice" itd. Pogledajmo to na
sljede¢im primjerima.

5.6.4.1. Izracunavanje realnih placa na osnovu skupnih indeksa troskova Zivota

Jedan od najvaznijih oblika skupnih indeksa cijena je indeks potroSackih cijena'*®. Tndeks
potroSackih cijena odraZava promjene na razini cijena dobara i usluga koje u tijeku vremena

'27 Gradonacelnikova prognoza ne bi bila istinita niti da smo skupni indeks Vj; radunali kao koli¢nik umnoska
indeksa po1(qo) - go1(p1) 1 broja 100. Provjerite to.

128 Sve do 2004. godine umjesto indeksa potrosackih cijena radunao se tzv. indeks tro§kova Zivota koji je imao
istu namjenu kao i indeks potroSackih cijena. Od 2004. godine u statistickim se izvje$¢ima primjenjuje indeks
potroSackih cijena, a u svrhu uskladivanja hrvatskih statistickih izvje$¢a sa svjetskim izvje$¢ima i pokazateljima.
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nabavlja, koristi se njima ili pla¢a referentno stanovni$tvo radi osobne potroSnje, te je
jedinstvena i op¢a mjera inflacije u Republici Hrvatskoj. On je samo mjera kretanja cijena
dobara i usluga osobne potro$nje, a ne stvarnih promjena razlike i strukture osobne potrosnje,
za koje se podaci prikupljaju posebnim anketama. Izracunava se i objavljuje na osnovi oko
590 reprezentativnih dobara i usluga. Svakog mjeseca prikupi se viSe od 27 000 cijena na
unaprijed definiranu uzorku prodajnih mjesta na unaprijed definiranu uzorku prodajnih mjesta
na devet lokacija (gradova) u Republici Hrvatskoj (Zagreb, Slavonski Brod, Osijek, Sisak,
Rijeka, Pula, Split, Dubrovnik i Varazdin), odabranih prema kriteriju broja stanovnika i
reprezentativnosti za pojedinu statistiCku regiju. Za klasificiranje izdataka Kkoristi se
Klasifikacija osobne potro$nje prema namjeni (COICOP) koja izdatke dijeli u sljedec¢ih 12
osnovnih kategorija dobara i usluga:

- prehrana i bezalkoholna pica;

- alkoholna pi¢a i duhan;

- odjecaiobuca;

- stanovanje, voda, energija, plin i druga goriva;
- pokuéstvo, oprema za kucu i redovito odrzavanje;
- zdravstvo;

- promet;

- komunikacije;

- rekreacija i kultura;

- obrazovanje;

- ugostiteljske usluge;

- ostaladobrai uslugem.

Indeks potroSackih cijena sluZi ponajprije za mjerenje inflacije (porasta cijena) u privredi, a
moZe se koristiti i u druge svrhe (npr. za oCuvanje vrijednosti kod ugovora s indeksnim
klauzulama, deflacioniranje (uklanjanje utjecaja inflacije) odredenih vrijednosnih pokazatelja
itd.).

Pomocu indeksa potrosackih cijena mjeri se utjecaj potrosackih cijena na nominalne place.
Tako se dobiju realne place Cije kretanje sluzi za opis kretanja Zivotnoga standarda
stanovniStva. Realne place i pripane indekse realnih plac¢a kao pokazatelje njihove dinamike
kretanja izracunavamo prema formulama:

'? Definicije navedene u prvom dijelu ove tocke preuzete su iz Statistickoga ljetopisa Republike Hrvatske za
2008. godinu, DZS, Zagreb, 20009.
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NP

RP=——-:100
IPC

kP =22 100
IPC

pri ¢emu su:

RP — iznos realne place;

NP — iznos nominalne place;

IPC — indeks potrosackih cijena na stalnoj bazi;
IRP — indeks realne place na stalnoj bazi;

INP — indeks nominalne place na stalnoj bazi.

Istaknimo da se svi ovdje navedeni indeksi na stalnoj bazi obavezno moraju odnositi na isto
bazno razdoblje (tj. moraju se odnositi na razdoblje u odnosu na cije potroSacke cijene
racunamo iznose realnih placa).

Primjer 15. ProsjeCne mjeseCne neto-place u Republici Hrvatskoj i veriZni indeksi
potroSackih cijena za razdoblje od rujna 2008. do sijecnja 2009. godine navedeni su u donjoj
tablici.

Pr.OSJ €N Verizni indeks
Razdoblje mjesecna potrosackih
neto-placa ..
[kn] cijena
rujan 2008. 5.203

listopad 2008. | 5.263 | 100.0879507
studeni 2008. | 5.397 | 99.73637961
prosinac 2008. | 5410 | 99.38325991
sijedanj 2009. | 5.307 | 101.2411348

IzraCunajmo realne place i pripadne indekse realnih placa na stalnoj bazi prosinac 2008. =
100. Objasnimo vrijednosti izracunate za listopad 2008. godine i odredimo ukupnu relativnu
promjenu realnih plac¢a u promatranom razdoblju.

Verizne indekse potrosackih cijena najprije moramo pretvoriti u indekse potrosackih cijena na

stalnoj bazi (uzimajuéi prosinac 2008. godine a bazno razdoblje, tj. b = prosinac 2008.).
Koristimo formule:
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I, =100 za t= prosinac 2008

1
I, =—+-100 za t < prosinac 2008.;

t
t

I _La Vi za prosinac 2008.<1.

" 100
Tako najprije imamo:
Iprusinac = 100,
pa
I .
Ivtudeni = = & : 100 = 100.6206
‘ V rosinac 99.38326
Lsiopaa = Lotni. 100 = M-IOO =100.8865 ,
R . 99.73638
I,
Ljn =100 = 100.8865 45 - 100.7979
’ ‘/listopud 100'088

dok za sije¢anj 2009. dobivamo:

__ " prosinac ’ Vrijeéunj — 100 . 101 ~241 1

1. = =101.2411.
yecan) 100 100

(To smo mogli zakljuciti i bez raCunanja. Zasto?) Dobivene podatke pregledno zapiSimo u
posljednji stupac sljedece tablice:

Razdoblje Prosjecna mjesecna VeriZni indeks Indeks potrosackih cijena
neto-placa [kn] potrosackih cijena | (prosinac 2008. = 100)
rujan 2008. 5.203 100.7978724
listopad 2008. 5.263 100.0879507 100.8865248
studeni 2008. 5.397 99.73637961 100.6205674
prosinac 2008. 5410 99.38325991 100
sijecanj 20009. 5.307 101.2411348 101.2411348

Realne place (uz prosinac 2008. kao bazno razdoblje) racunamo prema formuli:
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RP = prosjecna mjesecna neto-placa '
indeks potrosackih cijena na stalnoj bazi (prosinac 2008. = 100)

Tako redom imamo:

rujan = ﬂ -100 = 5.161,82
100.7979
listopad — 5263 100 = 5.216,75
100.8865
5.397

studeni — 1 cmg 100 = 5363,72
100.6206

RP, .. = Prosje¢na mjesecna netoplaca za prosinac = 5.410
5.307

sijedanj — 11 mAdq 100 = 5241,94
N 101.2411

Potom racunamo indeks realnih plac¢a (/RP) ponovno uzimajuéi prosinac 2008. godine kao
bazno razdoblje. Taj indeks moZemo izracunati izravno iz gore navedenih realnih placa kao:

realna placa u tekucem razdoblju 100

IRP = :
realna placa u prosincu 2008.
pa dobivamo:
IRP, ., = w -100 = 95.41248
g 5.410
IRPlisto ad — M -100 = 96.42795
4 5.410
IRP, ;i = 336372 100 ~ 9914445
o 5.410
IRPprosinac = 100
~5.241,94

Sijecanj = 100 = 96.89354
5.410

Sve dobivene podatke mozemo pregledno zapisati tabli¢no:
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Prosjecna VeriZni lindeks potrosackih Realne place Indeks realnih
Razdoblje mjesecna indeks cijena (bazno razdoblje: placa
neto-placa | potroSackih (prosinac 2008. = prosinac 2008.) (prosinac
[kn] cijena 100) 2008. = 100)
rujan 2008. 5.203 100.7978724 5.161,82 95.41248245
li;:)%p;d 5263 100.0879507 100.8865248 5.216,75 96.42795188
studeni 2008. 5.397 99.73637961 100.6205674 5.363,71 99.14444616
prosinac 5410 99.38325991 100 5.410 100
2008. )
sggga;nj 5307 101.2411348 101.2411348 5.241,94 96.89353887

Iz tablice vidimo da su realne place u listopadu 2008. godine, uz potroSacke cijene iz
prosinca 2008. godine, iznosile 5.216,75 kn. Pripadni indeks realnih placa interpretiramo
pomocu odgovarajuce stope promjene:

S; =IRP - 100.
Stoga imamo:

Stistopad = IR Piistopad — 100 = 96.42795188 — 100 = -3.57204812.

ZakljuCujemo da su, uz potrosacke cijene iz prosinca 2008. godine, u listopadu 2008. godine
realne place bile za pribliZno 3.57% manje nego u prosincu iste godine.

Ukupnu relativhu promjenu, tj. ukupan postotak promjene realnih placa u promatranom
razdoblju moZemo izracunati na dva razli¢ita nacina:

1.) odredivanjem omjera posljednje i prve vrijednosti realne place uz potroSacke cijene iz
prosinca 2008. godine:

Y. . .
P=—=2.100-100

rujan

p_ 5:241,94
5.161,82
P ~1552267

-100-100

2.) odredivanjem omjera posljednjeg i prvog indeksa realnih pla¢a (uz prosinac 2008.
godine kao bazno razdoblje):
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IRP. . .
P=—>*.100—-100
IRP,

rujan

_96.89354
95.41248
P =1.552267

-100-100

ZakljuCujemo da su se, uz potrosacke cijene iz prosinca 2008. godine, u promatranom
razdoblju realne place ukupno povecale za priblizno 1.55%.

Napomena: Apsolutna vrijednost realnih pla¢a ovisi o razdoblju za kojega su vezane
potroSacke cijene (tj. za razlicita bazna razdoblja dobivamo razli¢ite vrijednosti realnih placa),
pa se prigodom njihova ra¢unanja obvezatno mora navesti uz koje su bazno razdoblje vezane
potroSacke cijene (upravo kako smo to u€inili u prethodnomu primjeru). No, prigodom
racunanja indeksa ili odgovarajuc¢ih stopa promjene nije bitno uz koje su razdoblje vezane
potroSacke cijene jer vrijednost indeksa (odnosno, stope promjene) ne ovisi o izboru razdoblja
za kojega veZemo potrosacke cijene. U tome je prednost uporabe pokazatelja relativnih
promjena.

5.6.4.2. Vrijednost u stalnim cijenama i indeks fizickoga obujma

Jedna od vrlo Cestih pojava u ekonomskim analizama jest tzv. deflacija. Tim se postupkom
uklanja utjecaj promjena cijena na vrijednosno izraZzene pojave, a provodi se tako da se
nominalne vrijednosti (vrijednosti izraZene u teku¢im cijenama) podijele s odgovaraju¢im
skupnim indeksom cijena (kojega nazivamo deflator). Njegova obiljeZja opcenito ovise o
strukturi pojave ¢ije vrijednosti deflacioniramo. Potreba za deflacijom osobito se javlja pri
inflacijskim kretanjima u kojima promjene cijena onemogucuju uvid u stvarni razvoj
promatranih pojava (npr. koli¢ina proizvoda, koli¢ina usluga itd.). Deflacionirane vrijednosti
nazivamo i vrijednosti u stalnim cijenama, a opéenito ih odredujemo pomocu formule

V.
V.. =-I€.100
Ne IC

gdje su:
Vsc — vrijednost iskazana u stalnim cijenama;

Ve — vrijednosti iskazana u teku¢im cijenama;
IC — indeks cijena na stalnoj bazi.
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Tipicni primjeri deflatora su ranije spomenuti indeks potroSackih cijena i tzv. indeks fizickoga
obujma. Taj je indeks poseban oblik skupnoga indeksa kolicina, a raunamo ga pomocu
izraza:

IFO, :M-IOO, zat=0,1,...,n-1

Ne )b
gdje su:
(IFO), — indeks fizickoga obujma za razdoblje
(Vsc); — vrijednost u stalnim cijenama za razdoblje
(Vsc)p — vrijednost u stalnim cijenama za bazno razdoblje b.
Indeks fizickoga obujma rabimo, primjerice, kada Zelimo usporedivati bruto domaci proizvod
u odredenoj godini (iskazan u stalnim cijenama) s bruto domac¢im proizvodom u nekoj
odabranoj baznoj godini.

Pokazimo primjenu ovih vrsta indeksa na primjeru.

Primjer 16. U donjoj su tablici navedeni podaci o proizvodnji u teku¢im cijenama, indeksu
cijena na stalnoj bazi 2005 = 100 i proizvodnji u stalnim cijenama iz 2005. godine.

Godina | VeriZni | Proizvodnja u Indeks cijena na Proizvodnja u stalnim cijenama Indeks
indeks tekucim stalnoj bazi iz 2005. godine fizickoga
cijena cijenama (2005 = 100) [000 000 €] obujma

[000 000 €] (2005 = 100)
1997. 69.76990634 0,90296810
1998. 0.75 74.65379979
1999. 76.89341378 1,14444132
2000. 0.96 77.66234792
2001. 82.32208879 1,29977266
2002. 1.23 85.61497235
2003. 88.18342152 1,54224000
2004. 1.52 92.59259259
2005. 100 1,85000000
2006. 1,98 110
2007. 118,8 2,11279461
2008. 2,75 125.928

Dopunimo navedenu tablicu podacima koji nedostaju, pa potom pomocu reprezentativnijega
od dvaju modela trenda (jednostavni linearni i jednostavni eksponencijalni model trenda)
prognozirajmo kretanje proizvodnje (iskazane u stalnim cijenama iz 2005. godine) u razdoblju
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od 2009. do 2013. godine. Zaklju¢no, odredimo ukupnu relativnu promjenu i prosjecnu
godi$nju relativhu promjenu cijena u promatranom razdoblju, te o¢ekivanu ukupnu relativnu
promjenu i o¢ekivanu prosjecnu godiSnju relativnu promjenu proizvodnje (iskazane u stalnim
cijenama iz 2005. godine) u razdoblju od 2009. do 2013. godine.

IzraCunajmo najprije verizne indekse cijena koriste¢i zadane indekse na stalnoj bazi 2005 =
100. Podsjetimo da se indeksi na stalnoj bazi pretvaraju u verizne indekse pomocu relacije:

V = L -100, zasvakit=1,2, ...,n—1.

t

t-1

Pritom 1997. godini odgovara vrijednost vremenske varijable t = 0, 1998. godini vrijednost
vremenske varijable ¢ = 1 itd. VeriZni indeks cijena za 1997. godinu nije moguce izracunati,
pa ¢emo u odgovarajuci stupac tablice upisati rije¢ nepoznat. Za ostale godine dobivamo:

_IG | 1465379979

14 -100=107;
IC, 69.76990634

v, 1C: 1gg - TO8B4I3T8 |0 1o
IC, 74.65379979

v < 1Ch o TT662347192 1o o)
IC, 76.89341378

itd. Tako drugi stupac zadane tablice izgleda ovako:

Verizni
indeks
cijena

nepoznat
107
103
101
106
104
103
105
108
110
108
106
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Nepoznate proizvodnje u teku¢im cijenama izracunat ¢emo koristeci relaciju

1%
(6

iz koje je
Ve - IC
Ve =—35—.
100

Tako je vrijednost proizvodnje u teku¢im cijenama za 1997. godinu jednaka

v, = Wach 1€, _ 0-90296810-69.76990634 _ ;) (.
100 100

vrijednost proizvodnje u teku¢im cijenama za 1999. godinu

(Vse), - 1C, 1.14444132-76.89341378
Vi), = =
100 100

=0.88

itd. Stoga tre¢i stupac zadane tablice izgleda ovako:

Proizvodnja u
tekucim cijenama
[000 000 €]
0,63
0,75
0,88
0,96
1,07
1,23
1,36
1,52
1,85
1,98
2,51
2,75

Peti stupac tablice popunjavamo koriste¢i definicijsku relaciju za vrijednost u stalnim
cijenama:
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V.
Ve =—25-100.
<=

Tako se dobiva:

Vi = V1 100075100 -1 00463741;
IC, 74.65379979

(Ve = V100 1002 090 1001 23612024;
ICop, 77.66234792

Ve = Lrdae 00— 123100 -1 43666460
ICyy, 85.61497235

itd. Stoga peti stupac zadane tablice izgleda ovako:

Proizvodnja u stalnim cijenama
iz 2005. godine
[000 000 €]
0.90296810
1.00463741
1.14444132
1.23612024
1.29977266
1.43666460
1.54224000
1.64160000
1.85000000
1.80000000
2.11279461
2.18378756

Indeks fizickoga obujma izracunat ¢emo koristeci relaciju

IF0=M‘IOO,zat=O, 1,2,...,10,111 6 =38,

sC )b

jer 2005. godini odgovara vrijednost vremenske varijable # = 8. Zbog toga je:
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IFO, = M-100 = %96810-100 = 48.80908667;
Ve )s 1.85
IFO, = Wse), 100 = M -100 = 54.30472482;
SC/8 .

Vi) g 114444132

IFO, 100 =61.86169300;

SC /8

itd. Prema tome, posljednji stupac zadane tablice izgleda ovako:

a cijela tablica ovako:

Indeks
fizickoga
obujma
(2005 = 100)

48.80908667

54.30472482

61.86169300

66.81731017

70.25798141

77.65754595

83.36432432

88.73513514

100

97.29729730

114.20511421

118.04257087

Godina | VeriZni indeks Proizvodnja u Indeks cijena na Proizvodnja u Indeks
cijena tekucim cijenama stalnoj bazi stalnim cijenama fizickoga
[000 000 €] (2005 = 100) iz 2005. godine obujma
[000 000 €] (2005 = 100)
1997. nepoznat 0.63 69.76990634 0.90296810 48.80908667
1998. 107 0.75 74.65379979 1.00463741 54.30472482
1999. 103 0.88 76.89341378 1.14444132 61.861693
2000. 101 0.96 77.66234792 1.23612024 66.81731017
2001. 106 1.07 82.32208879 1.29977266 70.25798141
2002. 104 1.23 85.61497235 1.43666460 77.65754595
2003. 103 1.36 88.18342152 1.54224000 83.36432432
2004. 105 1.52 92.59259259 1.64160000 88.73513514
2005. 108 1.85 100 1.85000000 100
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Godina | Verizni indeks Proizvodnja u Indeks cijena na Proizvodnja u Indeks
cijena tekucim cijenama stalnoj bazi stalnim cijenama fizickoga
[000 000 €] (2005 = 100) iz 2005. godine obujma
[000 000 €] (2005 = 100)
2006. 110 1.98 110 1.80000000 97.2972973
2007. 108 2.51 118.8 2.11279461 114.2051142
2008. 106 2.75 125.928 2.18378756 118.0425709

Iz navedenih podataka vidimo npr. da je 2001. godine proizvodnja iskazana u stalnim
cijenama iz 2005. godine bila za 100 — 70.25798141 = 29.74201859% manja nego u 2005.
godini, a 2007. godine za 114.20511421 — 100 = 14.20511421% veca nego u 2005. godini.

Kretanje proizvodnje u stalnim cijenama iz 2005. godine, kao i jednadzbe modela
jednostavnoga linearnoga trenda i modela jednostavnoga eksponencijalnoga trenda s
odgovarajuc¢im koeficijentima determinacije navedene su na donjoj slici:

Kretanje preizvednje u stalnim cijenama iz 2005, godine u razdeohlju od 1997. do
0N8 aadina
wwwww geodine
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- Modeljednostavnoga linearnogatrenda MMadeljednostavnoga eksponencijalnogatrenda
2 y=0,1149x+0,8812 ¥ = 0,949220078%
K R = 0,984 RY=0,986
o S

0,00000000

i 2 4 i 8 10 12

X, (1997 =0}

Koeficijent determinacije modela jednostavnoga eksponencijalnoga trenda (R* = 0.986) je
veci od koeficijenta determinacije modela jednostavnoga linearnoga trenda (R* = 0.984), paje
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model jednostavnoga eksponencijalnoga trenda reprezentativniji. Koriste¢i funkciju
GROWTH u MS Excelu prognoziramo vrijednosti proizvodnje u stalnim cijenama iz 2005.
godine u razdoblju od 2009. do 2013. godine:

godina | t | prognozirana proizvodnja
[000 000 €]
2009 | 12 2.42576156
2010 | 13 2.62304438
2011 | 14 2.83637186
2012 | 15 3.06704888
2013 | 16 3.31648645

(Ista se prognoza moze dobiti tako da se u jednadzbu modela jednostavnoga
eksponencijalnoga trenda

y=0.9492- """ =0.9492-1.0813389048"
uvrStavaju redom vrijednosti x =12, x =13, ..., x = 16.)

Za izracun relativnih pokazatelja promjene cijend, odnosno proizvodnje bit ¢e korisna
sljedeca tri svojstva:

Svojstvo 1. Prosjecna stopa promjene vrijednosti neke pojave (iskazana u postotcima) jednaka
je razlici geometrijske sredine veriZnih indeksa te pojave i broja 100.

Dokaz: Neka je Y; vrijednost promatrane pojave u razdobljui, i =0, 1, 2, ..., n — 1. Oznacimo
sa § prosjeénu stopu promjene vrijednosti te pojave (iskazanu u postotcima). Tada mora
vrijediti jednakost:

v, =Y, (1+5)".

1+§:n—1 Yn—l .
\ %

Geometrijska sredina G svih n — 1 veriZnih indeksa te pojave jednaka je:

a odavde je
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o (Y Y, v,Y Y,V Y
G =[]V =i [| <=-100 | =ngf100" - —L. 2.2 22— 200 gL
= Yo L rny Y,7Y, Y

odnosno, uvazavajuéi prethodnu jednakost,

G =100-(1+S5).
Odavde slijedi
5=0 1297196 1009,
100 100
Sto je i trebalo pokazati. |

Iz navedenoga dokaza jo§ se jednom moZe uociti nedostatak geometrijske sredine (i iz nje
izvedene prosjecne relativne stope promjene) kao pokazatelja za prognozu vrijednosti neke
pojave. U dokazu se nista ne govori o meduvrijednostima Yy, Y3, ..., Y, _ 2, veé se iskljuéivo
zahtijeva da se podudaraju prva (nulta) i posljednja ((n — 1)-va) vrijednost pojave. Zbog toga
je za prognoziranje buducih vrijednosti te pojave bolje primijeniti ranije spomenute modele
trenda.

Svojstvo 2. Za svaki i = 0, 1, ..., n — 1 neka su Y; vrijednosti neke pojave u razdoblju i, a I,
pripadni indeksi na stalnoj proizvoljnoj, ali fiksiranoj bazi b, za bilo koji b € {0, 1, ..., n — 1}.

Tada je prosje¢na stopa S promjene vrijednosti te pojave (iskazana u postotcima) jednaka

E:loo-(n_l/ﬁ—lj [%].
IO

Dokaz: Prema prethodnom dokazu je
1+§ = n-1 Yn_l ,
\V %,

odnosno
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S =Bt _ 12100 o Xe [%].
Y, Y,

Stoga je dovoljno dokazati da vrijedi jednakost:

Y
n-1 _ I/b — Yn—l |
I() E Y()

Y,

Svojstvo 3. Neka je S prosjena stopa promjene neke pojave (iskazana u postotcima) u
nekom razdoblju. Tada je ukupna relativha promjena vrijednosti te pojave (iskazana u
postotcima) u promatranom razdoblju:

—\n-1
p=(1+5) -1[%].
Dokaz: Prema dokazu Svojstva 1. vrijedi jednakost:
—\n—1

Y, =Y,-(1+5)

Ukupna relativna stopa promjene iskazana u postotcima jednaka je:

SR (T
YO
Iz tih dviju jednakosti slijedi:
Y, Y, v, (1+5)" -y, Yo‘[(“g)n_l‘l}
=—1_0.100= 100 = -100,
0 Y, Y,
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odnosno
p =[(1+§)”_1 —1}-100,

Sto je i trebalo pokazati. u
Na temelju prethodnih svojstava rjeSavamo preostali dio zadataka iz Primjera 16. Ukupnu
relativnu promjenu i prosjecnu godi$nju promjenu cijena u promatranom razdoblju izraCunat

¢emo primjenom Svojstava 2. i 3. na indekse cijena na stalnoj bazi 2005 = 100. Tako je
najprije prosjecna godiS$nja promjena cijena u promatranom razdoblju jednaka

100-| el 1| =100 1 —1 | =100 12292 1125 044[%],
1, 1, 69.76990634

tj. cijene su rasle prema prosjecnoj godisnjoj stopi od priblizno 5,044%. Ukupna relativna
promjena cijena je

12-1
b = [(1 +§)n-1 _ 1} 100< Hl N 5.0439829422782j _ 1:] 100 = 71.8237[%] ,

S.

100

tj. u promatranom se su razdoblju cijene povecale za ukupno pribliZno 71.8237%.

Ocekivanu ukupnu relativnu promjenu i o€ekivanu prosjecnu godi$nju promjenu proizvodnje
u stalnim cijenama iz 2005. godine za razdoblje od 2009. do 2013. godine izraunat ¢emo
koriste¢i Svojstvo 3. i formulu

E = n—l!£ —1 = 100 . (n—l{ Yn—l - IJ [%]
K) YO

IzraCunajmo najprije ocekivanu prosjecnu godi$nju promjenu proizvodnje. Buduéi da imamo
ukupno 5 prognoziranih vrijednosti proizvodnje u stalnim cijenama iz 2005. godine, to je n =
=35, paje Y,_1 = krajnja prognozirana vrijednost proizvodnje = 3.31648645 i Y, = pocetna
prognozirana vrijednost proizvodnje = 2.42576156. Stoga je

S, =100- 5—1/M_1 =100- 4%4 ~8.13282 [%],
2.42576156 2.42576156
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tj. proizvodnja u stalnim cijenama iz 2005. godine u razdoblju od 2009. do 2013. godine
oCekivano ¢e rasti po prosjecnoj godisnjoj stopi od priblizno 8.13282%. Ocekivano ukupno
povecanje proizvodnje u stalnim cijenama iz 2005. godine u razdoblju od 2009. do 2013.
godine dobit ¢emo iz jednakosti:

— 813282\
pp:[(1+s,,) —1}100:{(” 00 j —1}-10%36.7194[%],

tj u promatranom ¢e se razdoblju proizvodnja u stalnim cijenama iz 2005. godine ocekivano
ukupno povecati za priblizno 36.7194%.

Zakljuéno napomenimo da bi sve gore izraCunate relativne vrijednosti promjena cijena,
odnosno proizvodnje ostale nepromijenjene ukoliko bismo za bazno razdoblje uzeli bilo koju
drugu godinu promatranoga razdoblja. To, dakako, ne vrijedi za prognoziranu proizvodnju u
stalnim cijenama jer njezine vrijednosti izravno ovise o tome koju smo godinu odabrali za
baznu godinu (za drugu baznu godinu dobit ¢emo druge vrijednosti proizvodnje u stalnim
cijenama iz te godine). Zbog toga se pri ekonomskim analizama u ovakvim slucajevima Cesce
primjenjuju relativni pokazatelji promjena vrijednosti neke pojave.
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