v/iSe nego u udzbeniku

Primjena
jednostavnoga kamatnog racuna
na “racun zaduznica”
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U nastavi gospodarske matematike u ekonomskim i njima srodnim srednjim strukovnim
Skolama, te na visokim Skolama i fakultetima jedna od osnovnih tema jest jednostavni kamatni
racun. Pritom se kao uobi€ajene primjene te vrste raCuna spominju obracun kamata na Stedne
uloge po videnju (a vista), ratun mjenica i sl. U ovom ¢emo Clanku opisati jos jednu primjenu
toga racuna, i to na odredenu vrstu kratkoro¢nih vrijednosnih papira kojima se danas Cesto
trguje na trzistima kapitala. Time ¢emo nastojati dati jo§ jedan prilog ucvrs¢ivanju korelacije
matematike s drugim, u ovom slucaju ekonomskim, predmetima koje slusaju nasi ucenici i

studenti.

Radi potpunosti, podsjetimo ukratko na osnov-
ne veliine i relacije jednostavnoga kamatnoga
racuna. Neka je C pocetna vrijednost glavnice
ukamacene na ukupno n godina uz stalan godisnii
kamatnjak p. Tada su ukupne kamate K koje done-
se ta glavnica nakon isteka vremena ukamacivanja
jednake:

«_Cp @

Napomena. U praksi je mogu¢ i slu¢aj da se
vremenska jedinica razdoblja na koje se odnosi
kamatnjak ne podudara s vremenskom jedinicom
razdoblja ukamacivanja (npr. kad je kamatnjak go-
disnji, a vrijeme ukamacivanja iskazano u mjese-
cima). U takvim se slu€ajevima racuna dodatni
parametar m definiran relacijom:

jedinica za razdoblje na koje se odnosi kamatnjak

jedinica za vrijeme ukamacivanja

(2
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pa se tada relacija (1) zapisuje u obliku:
C-p-n

~100-m 3
Npr. ako je nominalni kamatnjak p godisnji, a vri-
jeme ukamacivanja n iskazano u mjesecima, on-
dajem = 12. U sluaju kad je vrijeme uka-
macivanja iskazano u danima postoje dvije mo-
guénosti:. m = 365 (ako godina nije prijestup-
na) i m = 366 (ako je godina prijestupna). U
ovom ¢emo Clanku primjenijivati tzv. bankarsko pra-
vilo koje pretpostavlja m = 360 (tj. da jedna godi-
na ima 360 dana) i da se dani unutar godine ob-
raCunavaju prema kalendaru. Zainteresirani Citatelj
detalje moZe naci u literaturi [1] ili [2].

Ovome dodajmo da smo se pri navodenju relacije
(1) presutno koristili pretpostavkom da se kamate
obradunavaju tzv. dekurzivhim na¢inom obraduna
kamata. Osnovno svojstvo toga obracuna kamata
jest da se kamate obracunavaju na kraju vreme-
na ukamacivanja, i to na glavnicu s pocetka to-
ga razdoblja. Ovaj se nacin najcesce primjenjuje
u gospodarskoj praksi', pa zbog toga navedenu
pretpostavku nismo posebno istaknuli.

Objasnimo ukratko pojam zaduznice. U nasoj gos-
podarskoj praksi taj se pojam ¢e$ce rabi kao sino-
nim za izjavu o zapljeni raéuna, odnosno kao instru-
ment za osiguranje naplate potrazivanja. Medutim,
u europskoj, a jos vise u ameriCkoj gospodarskoj
praksi, taj pojam oznacuije i vrijednosni papir s ko-
jim se moze trgovati kao i s npr. dionicama. Za-
duznice se obi¢no dijele na kamatne i diskontne. U
ovom ¢emo ¢lanku pod pojmom “zaduznica” po-
drazumijevati kamatnu zaduznicu jer se u pripad-
nom kamatnom ra¢unu primjenjuje ve¢ spomenuti
dekurzivan obracun kamata?,

Pojednostavnjeno re¢eno, zaduznica je vrijednosni
papir koji potpisuje duznik prigodom posudbe nov-
ca od vjerovnika. Svaka zaduznica ima sljedece
osnovne elemente:

e nominalna vrijednost ili glavnica (iznos koji vje-
rovnik posuduje duzniku);

e ugovorno definirani (nominalni) kamatnjak;

datum izdavanja;

datum dospijeca;

kolateral (objekt zaduzen u svrhu osiguranja po-
vrata duga).

Dakle, na datum izdavanja zaduznice vjerovnik is-
placuje duzniku iznos glavnice navedene na za-
duznici. Na datum dospije¢a zaduznice duznik is-
placuje vjerovniku iznos glavnice uvecan za iznos
kamata. Ne isplati li duznik vierovniku svoj ukupni
dug na datum dospije¢a zaduznice, obracunavaju
se zatezne kamate po posebnoj kamatnoj stopi.
Takve sluCajeve ovdje ne¢emo razmatrati.

Napomenimo jo$ da je zaduznica tzv. kratkoroc¢ni
vrijednosni papir, pa se obi¢no izdaje na najvise
godinu dana. To znaci da se vrijeme izmedu datu-
ma izdavanja i datuma dospije¢a zaduznice obi¢no
iskazuje ili u danima ili u mjesecima. Zbog toga se
pri racunanju kamata rabi relacija (3).

llustrirajmo ovako definiran “radun zaduznica” na
primjerima.

Primjer 1. Tvrtka Spadalic-invest d.d. iz PiSkore-
vaca® 1. 6. 2012. izdala je polugodis$nju zaduznicu
¢ija je nominalna vrijednost 100 000 kn uz godisnii
kamatnjak 6. Koji ¢e iznos (i kada) tvrtka morati
platiti u svrhu vra¢anja duga®?

Prema ranije definiranim oznakama vrijedi: C =
100000kn, n = 0.5godina = 6mjesecii p = 6.
Iznos ukupnih kamata mozemo racunati i prema
relaciji (1) i prema relaciji (3), pri ¢emu u potonjoj
dodatno odabiremo m = 12. Opredijelimo se za
relaciju (1):

~ C-p-n_ 100000-6-0.5

K 100 100

= 3000kn.
(4)
Dakle, navedena tvrtka ¢e 1. 6. 2012. nakon proda-
je zaduZznice na trzistu kapitala dobiti od vjerovnika
(kupca zaduznice) 100000kn. Nakon isteka jed-
noga polugodista, tj. 1. 12. 2012. tvrtka Ce platiti

! Alternativni nadin obra¢una kamata je tzv. anticipativni nagin koji ovdje ne opisujemo.

Detalji 0 njemu takoder se mogu nadi u literaturi [1] i [2].

2 U kamatnom ragunu koji se odnosi na diskontne zaduznice primjenjuje se anticipativan nagin obraduna kamata.

3 Svi nazivi tvrtki potpuno su izmislieni, dok su pripadni toponimi stvarni.
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vjerovniku ukupno C + K = 100000 + 3000 =
103000kn.

Primjer 2. Tvrtka Propalié-trade d.d. iz Spigkovine
1. 3. 2012. izdala je 100-dnevnu zaduznicu Cija je
nominalna vrijednost 90 000 kn uz godisnji kamat-
njak 7.5. Koji ¢e iznos (i kada) tvrtka morati platiti
u svrhu vrac¢anja duga?

U ovome je slucaju C = 90000, n = 100dana,
p = 75im = 360. Iznos ukupnih kamata
racunamo koristeCi se relacijom (3):

~ C-p-n_ 90000-100-7.5

K_100-m_ 100 - 360

= 1875kn.
(5)

Dakle, 1. 3. 2012. nakon prodaje zaduznice tvrt-

ka ¢e dobiti 90000kn. 100 dana poslije, tj. 9. 6.

2012. tvrtka ¢e vjerovniku platiti ukupno C + K =
90000 + 1875 = 91875kn.

Primjer 3. Poduzetnik Jure Mutikasi¢ odlucio
je kupiti zaduznicu Cija je nominalna vrijednost
10000 USD, a pripadni godisnji kamatnjak 7.2. Na
koji najkraci rok (iskazan u mjesecima) treba biti iz-
dana ta zaduznica tako da neto-dobit od ulaganja
iznosi 120USD?

Neto-dobit spomenuta u primjeru zapravo je iznos
kamata koje ¢e duznik morati platiti vjerovniku. Sto-
gaje C =10000USD, p = 7.2i K = 120USD.
TraZeno vrijeme N mora biti iskazano u mjesecima,
pa odabiremo m = 12. Iz relacije (3) tada slijedi:

- _ 100K-m _ 10012012
~ " Cp ~ 1000072

= 2 [mjesecal.

(6)
Tijekom razdoblja na koje je izdana zaduznica vje-
rovnik je moze prodavati drugim fiziCkim ili prav-
nim osobama npr. radi podmirenja vlastitih dugova.
Konkretno, promatramo sljedec¢i problem.

Problem 1. Pretpostavimo da vjerovnik posjedu-
je zaduznicu. ZaduZnica ima nominalnu vrijed-
nost C, datum izdavanja Dj, godisnji kamatnjak
p i datum dospije¢a D,. Radi podmirenja vlas-
titih dugova, vjerovnik Zeli prodati tu zaduznicu
na datum D (pri ¢emu vrijedi kronoloska nejedna-
kost D; < D < Dj). Toga je datuma na trzistu

kapitala vazeta godi$nja stopa vrijednosti novca
pP1%. Zanemarimo li dodatne pogodnosti kojima
se moze kompenzirati razlika u iznosu kamata, po
kojoj najvecoj cijeni Cax vierovnik moze prodati tu
zaduznicu?

Oznacimo:
d:= DZ - Dla (7)

d = D, —D. (8)

Te razlike datuma obracunavaju se prema kalenda-
ru. Tako problem 1 postaje ekvivalentan sliedec¢em
problemu:

Problem 2. Pretpostavimo da je glavnica C
uloZzena na d dana uz stalan godi$nji kamatnjak
p. Neka je d’ € [0,d]. Odredimo glavnicu Cy koju
treba uloziti na d’ dana uz stalan godi$nji kamat-
njak p1 tako da konaCne vrijednosti obiju glavnica
budu jednake.

Prema relaciji (3), kona¢na vrijednost glavnice C
iznosi:

Ci—Cik—cy S P d <1+ Ld)c.

36000 36000
9
Analogno, konac¢na vrijednost glavnice Cj iznosi:
Ci-pp-d
C/1=C1+chl+%
(10)

py - d’
=1 - C.
( " 3% ooo> !
Prema uvjetu problema 2, mora vrijediti jednakost:
C,=C}. (12)

IzjednaCavanjem desnih strana jednakosti (9) i (10)
dobivamo:

p- d o P1- d /
(1+36000> C_(1+36000 C'. (12
Jednakost (12) je linearna jednadzba s jednom ne-
poznanicom C’. Rije$imo li je, dobijemo:
, (36000+p-d)-C

c= 36000+ p; - d (13)
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Buduc¢i da se u gospodarskoj praksi veli¢ine C,
p, d i p1 zadaju unaprijed (prigodom izdavanja
zaduznice, odnosno na datum njezine prijevre-
mene prodaje), veli¢inu C' mozemo shvatiti kao
funkciju varijable d’. Stoga promotrimo funkciju
f :[0,d] — R definiranu propisom:

f(x)_(36000+p-d)-c
~ 7736000 + p; - X

Svi parametri koji se pojavljuju u propisu (14) stro-
go su pozitivni, pa zaklju¢ujemo da je f neprekidna
strogo padaju¢a razlomljena linearna funkcija. Ona
poprima svoju najvecu vrijednost u donjoj granici
svoje domene, tj. za X = 0, i ta vrijednost jednaka
je:

(14)

(36000 + p-d) - C prema(s)
fax = = "C;. (15
max 36000 1 ( )
Funkcija poprima svoju najmanju vrijednost u gor-
njoj granici svoje domene, tj. za X = d, i ta vrijed-
nost jednaka je:

(36000 +p-d)-C
36000+ p; - d

Iz jednakosti (15) slijedi da se vjerovniku najvise is-
plati ne prodavati zaduznicu prije njezina datuma
dospije¢a. Takav smo rezultat mogli i unaprijed
oCekivati.

(16)

fmin =

Prakti¢no zanimljivija je jednakost (16). 1z nje slijedi
da na datum izdavanja zaduznice ugovorni kamat-
njak treba biti barem jednak godi$njoj stopi vrijed-
nosti novca vaze¢oj na taj datum. Naime, ako bi
vrijedila nejednakost p < p1, tada iz jednakosti (16)
izravno slijedi:

fmin < C. (17)

U tom sluc¢aju mozemo zakljuciti da bi najveca ci-
jena po kojoj bi vjerovnik mogao prodati zaduznicu
na njezin datum izdavanja (a vrlo vjerojatno i ko-
ji dan poslije) bila strogo manja od iznosa ko-
jim je vjerovnik platio zaduznicu. Tako bi si vje-
rovnik u odredenom razdoblju nakon kupnje za-
duZnice stvorio gubitak u trgovanju zaduznicom.

(éto je omjer — manji, navedeno razdoblje je du-
1

lie) Zbog toga se u praksi primjenjuje dodatni

zahtjev p > p1 kako bi se uopée mogla ostvariti

prodaja zaduznice.

Pokazimo primjenu provedenoga razmatranja na
dvama primjerima.

Primjer 4. Tvrtka Prepredenjakovi¢-trade d.o.o. iz
Frkljevaca kupila je 80-dnevnu zaduznicu na dan
izdavanja zaduznice 1. 6. 2012. ZaduZznica ima no-
minalnu vrijednost 199650kn i ugovorni godisnji
kamatnjak 12. Ako tvrtka prijevremeno proda za-
duznicu 1. 7. 2012. po najve¢oj mogucoj cijeni i
uz godisnju stopu vrijednosti novca 10%, koliku ¢e
dobit ostvariti navedenim dvjema transakcijama na
trzistu kapitala? Kolika bi bila ta dobit ako tvrtka ne
bi prodavala zaduznicu?

Iz teksta primjera proizlazi C = 199650kn, p =
12,d =80, p; = 10id’ = 1.7.— 1.6. = 30dana.
Prema relaciji (13), najve¢a moguca cijena po kojoj
tvrtka moze prodati zaduznicu 01, 07. 2012. iznosi:

36000+ p-d)-C
36000+ py - o
(36000 + 12 - 80) - 199650

o

= = 203 280kn.

36000+ 10- 30
(18)
Dakle, tvrtka je kupila zaduznicu po cijeni od
199 650kn, a prodala po cijeni od 203280kn. Na-
vedenim dvjema transakcijama tvrtka je ostvarila
dobit od 203280 — 199650 = 3630kn.

Da tvrtka nije prodala zaduznicu, njezina bi do-
bit bila jednaka iznosu kamata na glavnicu od
199 650 kn uz godisnji kamatnjak 12 i vrijleme uka-
madcivanja 80 dana. Prema relaciji (3), taj je iznos
jednak:

_ C-p-d 1996501280

K= 36000 36000

= 5324kn.
(19)

Primjer 5. Tvrtka Cifta-promet d.0.0. posjeduje
90-dnevnu zaduznicu. Nominalna vrijednost za-
duznice je 100 000 kn, ugovorni godisnji kamatnjak
jednak je 10, a datum izdavanja zaduznice je 1. 9.
2012. Kada najranije tvrtka moze prodati tu za-
duznicu po najve¢oj mogucoj cijeni na doti¢ni da-
tum i uz godi$nju stopu vrijednosti novca od 9%
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tako da dobit nastala drzanjem zaduznice u portfe-
lju tvrtke iznosi najmanje 1000kn?

Iz podataka u zadatku proizlazi C = 100000kn,
p=10d=90ip; =9 Izuvjeta da ukupna do-
bit mora iznositi najmanje 1000kn, zaklju¢ujemo
da najve¢a moguca cijena po kojoj je tvrtka pro-
dala zaduznicu mora biti barem C + 1000 =
100000 + 1000 = 101000kn, tj. mora vrijediti
nejednakost:

C’ > 101000, (20)

odnosno, zbog relacije (13), ekvivalentna nejedna-
kost:

(36000+p-d)-C
36000+ p; - o

> 101 000. (21)

U tu jednakost uvrstimo zadane numericke vrijed-
nosti parametara, pa dobivamo linearnu nejed-
nadzbu s nepoznanicom d’:

(36000 + 10 - 90) - 100000
36000+ 9-d

RjeSavanjem ove nejednadzbe dobijemo:

,_ 6000

d < 101 59.4. (23)
Prema relaciji (8), to znaci da od datuma prodaje
do datuma dospije¢a zaduzZnice treba proteci naj-
vie B9 dana. (Zaokruzivanje navise uvijek smanju-
je neto-dobit jer je razdoblje od trenutka izdavanja
do trenutka prijevremene prodaje krace, pa su i
pripadne kamate manje.) Stoga zakljuCujemo da
od datuma izdavanja do datuma prodaje zaduznice
mora prote¢i najmanje 90— 59 = 31dan, pa tvrtka
treba prodati zaduznicu najranije 1.9.2012. 431 =
2.10.2012.

> 101000 (22)

Iz navedenih je primjera razvidno da se u “racunu
zaduznica”, osim poznavanja osnovnih veli¢ina i
relacija jednostavnoga kamatnog racuna, zahtije-
va i toCna interpretacija dobivenih rezultata. Time
se ucenike i studente Zeli potaknuti na razmisljanje
o svrsi svakoga pojedinoga izracuna i zakljucivanje
Sto to¢no znadi svaki pojedini rezultat, a ne samo
na “puku” primjenu osnovnih formula i racunanje
pomocu kalkulatora. Smatramo da takvih tema u
okviru srednjoskolske i visokoSkolske matematike
nema dovoljno. lako joj to ne pripada u osnov-
ne svrhe, tema moze korisno posluziti i kao svo-
jevrsno ponavljanje gradiva koje se polaze na ob-
jema razinama drzavne mature (izraZzavanije jedne
veli¢ine iz zadane relacije, odnosno riesavanie line-
arnih (ne)jednadzbi s jednom nepoznanicom).
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