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Predgovor

Ovaj priru¢nik namijenjen je studentima 1. godine strucnih studija elektrotehnike na Tehnickom
veleucilistu u Zagrebu kao pomo¢ prigodom polaganja pisanog dijela ispita iz predmeta Matematika
1 i Matematika 2. Priru¢nik je pisan tako da redoslijed tematskih cjelina odgovara redoslijedu
obrade tih cjelina u navedenim predmetima. Radi boljeg razumijevanja obradene materije, osim
matematickih formula i postupaka, Cije se poznavanje provjerava na ispitu, navedene su i teorijske
¢injenice. To ni u kojem slucaju ne znaci da ovaj priruc¢nik moze zamijeniti nastavne materijale
prema kojima se odrzavaju predavanja i auditorne vjezbe, nego mu je osnovna svrha posluziti kao
koristan podsjetnik na definicije, svojstva i formule koji se na ispitu mozda zaborave.

Ugodna nam je duznost zahvaliti svima koji su nam na bilo koji na¢in pomogli u nastajanju ovog
priru¢nika. Tu ponajprije mislimo na recenzente prof.dr.sc. Simu Ungara i prof.dr.sc. Jurja Siftara ¢ije
su nam vrlo korisne primjedbe, prijedlozi i savjeti bili od neprocjenjive koristi. Zahvalnost na objavi
priru¢nika dugujemo i dekanici Tehnickog veleuéilista u Zagrebu prof.dr.sc. Slavici Cosovié¢ Baji¢ i
procelniku Elektrotehnickog odjela Tehnickog veleucilista u Zagrebu prof.dr.sc. Kresimiru Mestroviéu.
Posebno zahvaljujemo svim studentima koji su svojim pitanjima na nastavi i konzultacijama utjecali
da u prirucnik uvrstimo i neke tematske cjeline bitne za druge predmete na struc¢nim studijima
elektrotehnike, informatike i racunarstva.

Pokude za sve ,prezivjele” nenamjerne pogreske, kojih u priru¢niku nesumnjivo ima i nakon
viSestrukih korektura, preuzimamo isklju¢ivo na sebe. Unaprijed zahvaljujemo svima koji nas
obavijeste o svakoj uoc¢enoj pogreski ili nekom drugom propustu.

Svim korisnicima priru¢nika zelimo uspjesno koristenje.
Autori

U Zagrebu, listopada 2014.
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Poglavlje 1

Kompleksni brojevi

1.1 Skup kompleksnih brojeva

Elemente skupa R? := {(a,b) : a,b € R}, tj. uredene parove realnih brojeva, mozemo zbrajati i
mnoziti koristeéi formule:

(a1,b1) + (a2,b2) := (a1 + a2, b1 +b2) i (a1,b1)- (az,b2) := (a1 a2 — b1 bz, a1 by + az by).

Skup R? obogadéen ovim dvjema operacijama oznacavamo s C i nazivamo skup kompleksnih
brojeva.

Posebno, za kompleksne brojeve (a,0) i (b,0) vrijedi
(@,0) + (b,0) = (@ +6,0) i (a,0)-(b,0) = (ab,0).

Prema tome smisleno je i uobic¢ajeno umjesto (a,0) pisati jednostavno a za sve a € R, buduéi da se
za takve kompleksne brojeve gore definirane operacije svode na zbrajanje i mnozenje realnih brojeva.
U skladu s time skup R mozemo promatrati kao podskup skupa C, odnosno smatrati da vrijedi
R c C. Drugim rijecima, svaki realan broj ujedno je i kompleksan broj.

Medu ,,pravim” kompleksnim brojevima, tj. onima koji nisu realni, istice se broj
i:=1(0,1)
kojega nazivamo imaginarna jedinica. Vrijedi:
i2=4i-i=(0,1)-(0,1) = (=1,0).
Kako je rezultat kvadriranja imaginarne jedinice realan broj, jednostavno piSemo

i = —1.
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1.2 Algebarski oblik kompleksnog broja

Svaki kompleksni broj z = (a,b) moze se jednoznaéno zapisati u obliku
z = (a,0) 4 (0,0) = (a,0) + (b,0) - (0,1),
odnosno krace
z=a+bi, (1.1)

pri cemu su a,b € R. Zapis (1.1) naziva se algebarski ili standardni oblik kompleksnog broja z.
Pritom definiramo:

e Re(z) := a je realni dio kompleksnog broja z,
e Im(z) := b je imaginarni dio kompleksnog broja z.
Kompleksan broj z je realan ako i samo ako vrijedi Im(z) = 0.

Graficki prikaz skupa C je Gaussova ili kompleksna ravnina. U toj se ravnini uvodi standardni
pravokutni koordinatni sustav u kojemu se os apscisa naziva realna os, a os ordinata imaginarna
os. U tako uvedenom koordinatnom sustavu kompleksnom je broju z = a + b pridruzena tocka

Z = (a,b).
Jednakost kompleksnih brojeva: Kompleksni brojevi z1,z9 € C jednaki su ako i samo ako
vrijedi
Re(z1) = Re(z2) i Im(z1) = Im(22).

Algebarske operacije s kompleksnim brojevima zapisanim u algebarskom obliku: Neka
suzy=a;+by1tize=ag+bat, pri cemu su ag, by, asz,bs € R. Tada vrijedi:

o 21+ 29 = (a1 + a2) + (by + be) 1,

o 21— 29 = (a1 —az) + (b — b2) 4,

o 2129 = (a1 ag — by ba) + (a1 b2 + az b1) 1,

21— a1aptbiby | agby—a by

[ ]
22 PLAWE: a3 b2

i, uz uvjet zo # 0.

Konjugat broja z je kompleksan broj z = a — bi. Tocka u Gaussovoj ravnini pridruzena komplek-
snom broju z je Z = (a, —b). Tocke pridruzene brojevima z i Z medusobno su simetri¢ne s obzirom
na realnu os.

Konjugiranje kompleksnih brojeva ima sljedeca svojstva:

1. Z=0 ako i samo ako z = 0,

2. Z = z ako i samo ako z € R,

3. Z= —z ako i samo ako z = bt za neki b € R,
4. 21 + 20 =71 + Z9,

5 Z=z,

6. z1 22 = 71 22,

7. 2" =Z"zan €N,

8. g:%akojezg;éo.
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Apsolutna vrijednost (modul) kompleksnog broja je nenegativan realan broj r definiran s

ri=|z] = \/(Re z)?2 + (Im z)2.
Broj r obi¢no se interpretira kao udaljenost tocke pridruzene broju z od ishodista O Gaussove
ravnine.
Apsolutna vrijednost ima sljedeca svojstva:
1. |z| >0,
. |z| = 0 ako i samo ako je z = 0,

2
3. |Zl :|222| < |Zl| + |22‘,
4

. |21 22| = |21 |22,
5. |2 :%akojezz?éov
6. |z = |2/,
7.2 = 2",
8. 27 = |z|?
Napomena: Za zi1, 20 € C takve da je zo # 0 vrijedi jednakost % = T;j%

Skup {z € C: |z — z| = r}, gdje je zp € Cir > 0, u Gaussovoj ravnini predstavlja kruznicu sa
srediStem u tocki zg i polumjerom 7.

1.3 Trigonometrijski oblik kompleksnog broja

Pridruzimo li kompleksnom broju z tocku Z u Gaussovoj ravnini, onda kut ¢ € [0,27) kojega
pravac OZ zatvara s pozitivnim dijelom realne osi nazivamo glavni argument kompleksnog broja
z. Pisemo: ¢ = Arg(z).

Argument kompleksnog broja z je bilo koji element skupa S = {Arg(z)+2kn : k € Z}, a oznacava
se s arg(z).

Ako je z = a+ b1 algebarski oblik zapisa kompleksnog broja z # 0, onda je pripadni glavni argument
¢ jednoznac¢no odreden jednadzbama:

CoS =
sin p =

Argument kompleksnog broja ima sljedeca svojstva:

a
a? 452’ (1.2)
Varter

£

RSN

1. za svaki a > 0 vrijedi arg(a z) = arg(z),

2. za svaki a < 0 vrijedi arg(a z) = arg(z) + ,
3. arg(z) = —arg(z),

4. arg(z1 29) = arg(z1) + arg(22),

5. arg (%) = arg(z1) — arg(z2),

6. za svaki k € Z vrijedi arg(z¥) = k arg(z).
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Trigonometrijski oblik zapisa kompleksnog broja z je:
z=rcisp:=r(cosp+1isingy).

Pritom su r apsolutna vrijednost (modul), a ¢ glavni argument kompleksnog broja z.
Pretvorba oblika zapisa kompleksnih brojeva:

1. Algebarski — trigonometrijski
Ako je z = a + bi algebarski oblik zapisa kompleksnog broja z, algoritam je sljedeéi:

Korak 1. Izracunati apsolutnu vrijednost (modul) r broja z koriste¢i definiciju.
Korak 2. Odrediti glavni argument ¢ iz jednadzbi (1.2).
Korak 3. Zapisati z = r cis .

2. Trigonometrijski — algebarski
Ako je z = r cis ¢ trigonometrijski oblik zapisa kompleksnog broja z, algoritam je sljededi:

Korak 1. Izracunati a = r cos .
Korak 2. Izrac¢unati b = r sin .
Korak 3. Zapisati z =a + bi.

Algebarske operacije s kompleksnim brojevima zapisanima u trigonometrijskom obliku:

Zbrajanje i oduzimanje izvode se pretvorbom zapisa pribrojnika iz trigonometrijskoga u algebarski
oblik.

Za z1 =11 cispy 1 29 = 19 cis o vrijede formule:

1. 21 29 = (r1712) cis(p1 + @2),

2.

s

cis(¢1 — p2), uz uvjet zo # 0.

Potenciranje kompleksnog broja: Za z = r cisy i svaki n € N vrijedi De Moivréova formula
za potenciranje:

2" =" cis(np).

. . . —1 _ 1 NI
Pretpostavimo da je z # 0. Definiramo 27 = . Tada vrijedi:

2= (z"H)", neN.

Korjenovanje kompleksnog broja: Za z = r cis i svaki n € N skup svih kompleksnih rjesenja

jednadzbe =™ = z je
2k
S:{%m(‘””) :k:zO,l,...,n—l}.
n

Svi elementi skupa S tvore vrhove pravilnoga n-terokuta upisanoga u sredisnju kruznicu polu-
mjera /.
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1.4 Eksponencijalni oblik kompleksnog broja

Osnova eksponencijalnog oblika zapisa kompleksnog broja je Eulerova formula:
e'® = cis .
Eksponencijalni oblik zapisa kompleksnog broja z je
z=re?.

Pritom su r apsolutna vrijednost (modul) i ¢ argument kompleksnog broja z.
Pretvorba oblika zapisa kompleksnih brojeva:

1. Eksponencijalni — trigonometrijski
Ako je z = re'? eksponencijalni oblik zapisa kompleksnog broja z, onda je pripadni trigono-
metrijski oblik zapisa toga broja z = r cis .

2. Trigonometrijski — eksponencijalni
Ako je z = r cisp trigonometrijski oblik zapisa kompleksnog broja z, onda je pripadni
eksponencijalni oblik zapisa toga broja z = re’®.

3. Eksponencijalni — algebarski
Kompleksan broj zapisan u eksponencijalnom obliku najprije treba zapisati u trigonometrijskom
obliku. Potom se dobiveni trigonometrijski oblik pretvara u algebarski oblik koristeé¢i algoritam
naveden na stranici 4.

4. Algebarski — eksponencijalni
Kompleksan broj zapisan u algebarskom obliku najprije treba zapisati u trigonometrijskom
obliku koristeéi algoritam naveden na stranici 4. Potom se dobiveni trigonometrijski oblik
pretvara u eksponencijalni oblik.

Algebarske operacije s kompleksnim brojevima u eksponencijalnom obliku: Zbrajanje i
oduzimanje provodi se pretvorbom iz eksponencijalnog u algebarski oblik.

MnozZenje i dijeljenje kompleksnih brojeva z; = 71 e'%1 i 29 = 79€'%? izvodi se prema sljede¢im
formulama:

1. Z1 22 = (7“1 ?“2) ei (901+902),

2. j—; = %ei(‘m_‘”), uz uvjet zo # 0.
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Poglavlje 2

Osnove matri¢nog racuna

2.1 Operacije s matricama

Realna matrica tipa (7, s) je pravokutna tablica realnih brojeva s ukupno r redaka i s stupaca,
pri cemu su r, s € N. Matrica se uobi¢ajeno oznacava velikim tiskanim slovom: A, B,C,.... Skup
svih realnih matrica tipa (r, s) oznacava se s M, s(R).

Element matrice A na presjeku i-tog retka i j-tog stupca oznacava se s a;;. Matricu A obi¢no
zapisujemo u obliku:

ail; a2 ... Qis aj; aiz2 ... Qis
as Gs2 ... Q25| as1 G2 ... Q2

ili S |
ar1 Ar2 ... Qprs Gr1 Ar2 ... Qps

odnosno u skra¢enom obliku: A = [a;;].

Matrica A je kvadratna matrica reda n (u daljnjem tekstu: matrica reda n) ako vrijedi r = s = n.
Skup svih realnih matrica reda n oznacava se s M, (R).

Neka je A matrica reda n. Elementi a;; tvore glavnu dijagonalu, a elementi a,_;41; tvore
sporednu dijagonalu matrice A.

Dvije matrice su medusobno jednake ako su istog tipa i ako na istim mjestima imaju medusobno
jednake elemente.

Zbrajanje i oduzimanje matrica definira se isklju¢ivo za matrice koje su istog tipa. Ako su A i
B matrice tipa (7, s), onda je:

e zbroj matricd A i B jednak matrici C tipa (r,s) takvoj da je ¢;; = a;; + byj.
e razlika matrica A i B jednaka matrici D tipa (r,s) takvoj da je d;; = a;; — bj;.

Umnozak realnog broja « i realne matrice A tipa (r,s) je realna matrica B tipa (r, s) takva
da vrijedi b;; = ava;; za sve 7, j. PisSemo: B = a - A.

Matrice A i B su ulancane ako je broj stupaca matrice A jednak broju redaka matrice B. Ako su
A i B ulan¢ane matrice, onda matrice B i A opéenito ne moraju biti ulancane.

7
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MnozZenje matrica definira se isklju¢ivo za ulan¢ane matrice. Umnozak matrice A tipa (r,s) i
matrice B tipa (s, t) je matrica C tipa (r,t) takva da vrijedi

S
cij =Y kb, i=1,2,....7 j=1,2.. .t
k=1
Pisemo: C = A - B.
Mnozenje matrica je asocijativno, ali nije komutativno. Preciznije, vrijede sljedece tvrdnje.

1. Ako postoji umnozak A - B, to opéenito ne znaci da postoji umnozak B - A. Ako umnosci
A- B i B- A postoje, oni opéenito nisu jednaki.

2. Jednakost (A-B)-C = A- (B -C) vrijedi kad god su ti umnosci definirani.
Neki posebni tipovi matrica:
e Nulmatrica (oznaka: 0) je svaka matrica ¢iji su svi elementi jednaki 0.

¢ Jedini¢na matrica je kvadratna matrica ¢iji su svi elementi na glavnoj dijagonali jednaki 1,
a svi elementi izvan glavne dijagonale jednaki 0, tj. vrijedi

=g
i — . .
0, 1©# 3.
Jedini¢na matrica reda n oznacava se s F,, ili I,,.

e Dijagonalna matrica je kvadratna matrica ¢iji su svi elementi izvan glavne dijagonale
jednaki nuli, tj. A € M, (R) je dijagonalna ako je a;; = 0 za sve i # j.

e Gornja trokutasta matrica je kvadratna matrica ¢iji su svi elementi ispod glavne dijagonale
jednaki 0, tj. A € My (R) je gornja trokutasta ako je a;; = 0 za sve j < i.

e Donja trokutasta matrica je kvadratna matrica ¢iji su svi elementi iznad glavne dijagonale
jednaki 0, tj. A € My (R) je donja trokutasta ako je a;; = 0 za sve i < j.

Transponirana matrica matrice A tipa (r,s) je matrica B tipa (s,r) takva da je bj; = aj;.
Transponirana matrica uobi¢ajeno se oznacava s A7

Transponiranje matrica ima sljedeca svojstva:
L(am) =
2. (A+ B)T = AT 4 BT ako su matrice A i B istog tipa.
3. (A-B)T = BT . AT, ako su matrice A i B ulancane.

Matrica A € M, (R) je simetri¢na ako za sve ¢, j vrijedi jednakost a;; = a;i, tj. ako vrijedi jednakost
AT = A,

Matrica A € M, (R) je antisimetri¢na ako za sve i, j vrijedi jednakost a;; = —aj;, tj. ako vrijedi
jednakost AT = —A. Ako je A antisimetri¢na matrica, onda su svi elementi njezine glavne dijagonale
jednaki 0.
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2.2 Determinanta i inverz matrice

Neka je A = [a;;] € M2(R). Determinanta matrice A (oznaka: det(A)) je realan broj definiran
formulom:

apy a2
a a2

det(A) :=

= a1 agz — ai2da21-

U ovom slucaju kazemo da je det(A) determinanta reda 2.

Ako je A = [a;5] € M3(R), determinanta matrice A definira se formulom:

air a1 ai13
det(A) = |a21 a22 asy
as;p as2 dass

‘= a1 G22 033 + A12 23 G31 + Q13 A21 A32 —

— (@11 ag3 agz + a12 as1 assz + aiz aze asy)

U ovom slucaju kazemo da je det(A) determinanta reda 3.

Vrijednost determinante bilo koje matrice A = [a;;] reda 3 moze se izracunati i koristeci sljedecu
shemu, poznatu pod imenom Sarrusovo pravilo:

+ o+ o+
aii a12 a13 aii a12

ai  aze a3 . G21 G2

a3 as2 ass asi as2

-
-
-

-
-
-

Elemente matrice A treba ispisati u uobiCajenom poretku, pa zatim s desne strane dopisati prva
dva stupca. Elemente dobivene ,prosirene matrice” spojene ispunjenim linijama treba pomnoziti i
dobivene umnoske zbrojiti, pa zatim od tog broja oduzeti umnoske elemenata spojenih isprekidanim
linijama. Dobiveni broj jednak je det(A).

Napomena: Sarrusovo pravilo vrijedi samo za determinante reda 3 i ne moze se primjenjivati na
racunanje determinanti drugih redova.

Pojam determinante definiran je i za kvadratnu matricu proizvoljnog reda, ali ta definicija izlazi iz
okvira ovog prirucnika i ovdje neée biti navedena.

Napomena: Radi jednostavnosti, pri radu s determinantom govorimo o recima i stupcima deter-
minante misleéi pritom na retke i stupce pripadne matrice.

Vrijednost determinante reda n moze se racunati i Laplaceovim razvojem. Neka su A € M, (R)
i D njezina determinanta. Odabere se jedan redak ili stupac determinante D, npr. i-ti redak.
Neka je D, vrijednost determinante reda n — 1 dobivene izostavljanjem i-tog retka i k-tog stupca
determinante D. Tada se determinanta D moze izracunati prema formuli:

D=
k

(1) @y, Dy
1

n
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Svojstva determinante:

1. Ako bilo koji redak (stupac) determinante tvore iskljuc¢ivo nule, njezina je vrijednost jednaka
nuli.

2. Ako determinanta sadrzi barem dva jednaka retka (stupca), njezina je vrijednost jednaka nuli.
3. Zamjenom dvaju redaka ili dvaju stupaca determinante njezina se vrijednost mnozi s —1.

4. Dodavanjem odabranog retka (stupca) determinante nekom drugom retku (stupcu), vrijednost
determinante se ne mijenja.

5. Pomnozi li se svaki element nekog retka (stupca) determinante nekim realnim brojem pa se
tako dobiveni redak (stupac) determinante doda nekom drugom retku (stupcu), vrijednost
determinante se ne mijenja.

6. Determinanta bilo koje gornje trokutaste, donje trokutaste ili dijagonalne matrice jednaka je
umnosku svih elemenata glavne dijagonale te matrice.

7. det(A) = det(AT), za bilo koju kvadratnu matricu A.

Binet—Cauchyjev poucak: Za A, B € M, (R) vrijedi jednakost:
det(A - B) = det(A) det(B).

Posebno, za svaki k € N vrijedi jednakost det(A¥) = (det(A))*.

Inverz matrice A € M, (R) je matrica A~! € M,(R) takva da vrijedi A- A™1 = A71. A = E,,.
Ako matrica A ima inverz, on je nuzno jedinstven. Posebno, E; ! = E,,.

Napomena: Pojam inverza matrice nema smisla za matrice koje nisu kvadratne.

Regularna matrica je svaka kvadratna matrica koja ima inverz. Singularna matrica je svaka
kvadratna matrica koja nema inverz. Vrijede sljedeéi kriteriji:

1. Matrica A € M, (R) je regularna ako i samo ako vrijedi det(A) # 0.

2. Matrica A € M, (R) je singularna ako i samo ako vrijedi det(A) = 0.
Invertiranje regularnih matrica ima sljedeéa svojstva:

1. (A_l)_1 = A, za regularnu matricu A.

2. (A-B)™' = B7'- A~!, za regularne matrice A i B istog reda.

3. (A’l)T = (AT)_l, za regularnu matricu A.
Elementarne transformacije nad recima matrice A su

1. zamjena dvaju redaka,

2. mnozenje jednog retka realnim brojem razlic¢itim od nule,

3. zbrajanje dvaju redaka i zamjena jednog od tih dvaju redaka dobivenim zbrojem (umjesto
doti¢nog retka).

U nastavku navodimo dva algoritma za odredivanje inverza regularne matrice.

Napomena: Prije primjene svakog algoritma treba utvrditi je li zadana matrica regularna, odnosno
je li njezina determinanta razli¢ita od nule.
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Algoritam za odredivanje inverza regularne matrice A reda n pomocéu elementarnih
transformacija:

Korak 1. Formirati matricu B = [A | E,] tipa (n,2n).

Korak 2. Elementarnim transformacijama nad recima matrice B transformirati matricu A u
jedini¢nu matricu, odnosno svesti matricu B na oblik B’ = [E,|X]. To je moguée uéiniti jer
je A regularna matrica.

Korak 3. Inverz matrice A je matrica X, tj. A=! = X.
Algoritam za odredivanje inverza regularne matrice A reda n pomoéu adjunkte:
Korak 1. Za sve i,j = 1,2,...,n izracunati vrijednost b;; definiranu s:
bij = (1) Dy,
pri cemu je D;; determinanta matrice koja se dobije izostavljanjem i-tog retka i j-tog stupca
matrice A.
Korak 2. Formirati matricu B = [b;;] € M,(R).
Korak 3. Odrediti matricu A := BT. Matricu A nazivamo adjunkta matrice A.

Korak 4. Inverz matrice A jednak je A=! = detl( ) - A.

. ail 612 e 1. - 1 az2  —ai2
Napomena: Ako je A = , vrijedi A7 = .
az1 a2 a11age —ala a2l [—a21 a1l
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Poglavlje 3

Sustavi linearnih jednadzbi

Neka je n € N, n > 2. Linearni sustav reda n (u daljnjem tekstu: sustav) je sustav od n linearnih

jednadzbi s n (razli¢itih) nepoznanica z1,z2,...,Ty:
airry + aier2 + ... + apw, = by,
ag1r1 + azxr2 + ... + axw, = b,
Ap1T1 + ap2T2 + ... + AuaTn = bp,
pri ¢emu su a;j,b; € R konstante za sve i,j7 = 1,2,...,n. Brojeve a;; nazivamo koeficijenti, a

brojeve b; slobodni ¢lanovi sustava.

ail ... Qin
Matricu A = [a;5] = | © .. i | € Mp(R), nazivamo matrica sustava.

anl ... Qpn

b1
Matricu B = [b;] = | : | € My, 1(R), nazivamo matrica slobodnih ¢lanova.

bn,

T1
Matricu X = [z;] = | : | € M,,1(R), nazivamo matrica nepoznanica.

Tn
Svaka uredena n-torka (71,72, . .., Vs ) realnih brojeva, takva da zamjenom = =y, za k =1,2,...,n
u svim jednadzbama sustava te jednadzbe prelaze u numericke jednakosti, predstavlja (jedno)
rjeSenje sustava. Krace kazemo da je uredena n-torka (y1,72,...,7n) rjesenje sustava ako i samo

ako zadovoljava sve jednadzbe sustava.
Ovisno o ukupnom broju medusobno razli¢itih rjesenja, sustave dijelimo na:
1. proturje¢ne (nemaju niti jedno rjesenje),
2. Cramerove (imaju to¢no jedno rjesenje),
3. sustave s beskonac¢no mnogo razli¢itih rjesenja.
Determinanta sustava (oznaka: D) je determinanta matrice sustava.
k-ta pomoéna matrica sustava je matrica Ay € M, (R) koja se dobije kad se k-ti stupac matrice

sustava A zamijeni matricom slobodnih ¢lanova.

13
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k-ta pomoéna determinanta sustava (oznaka: Dy) je determinanta matrice Ay.
Sustav je Cramerov ako i samo ako je D # 0.

Svaki se sustav moze zapisati kao matri¢na jednadzba A - X = B, gdje su A matrica sustava, X
matrica nepoznanica i B matrica slobodnih ¢lanova. Ako je sustav Cramerov, njegovo je rjesenje

dano izrazom:
X=A"1 B

Odavde slijedi sljedec¢i postupak za odredivanje rjesenja Cramerova sustava.

Cramerovo pravilo: Rjesenje (z1,...,x,) bilo kojeg Cramerova sustava reda n odredeno je
izrazima D
k
T = 67 k= 1, ,

Homogeni sustav je sustav u kojemu su svi slobodni ¢lanovi jednaki nuli. Takav sustav ili ima
jedinstveno (trivijalno) rjesenje (0,...,0) ili ima beskona¢no mnogo razli¢itih rjesenja.



Poglavlje 4

(Radij)vektori

4.1 Pojam radijvektora i osnovna svojstva

Neka je O ishodiste pravokutnoga koordinatnog sustava u euklidskom prostoru E? &ije tocke
poistovjeéujemo s uredenim trojkama realnih brojeva. Posebno, O = (0,0,0). Radijvektor
tocke T € E3 je usmjerena duzina kojoj je pocetak tocka O, a kraj tocka T. Svaki radijvektor
je jednozna¢no odreden svojom zavrsnom tockom 1. Ako je T' = (zp,yr,2r), piSe se: OT =

(xr,yr, 27).

Posebno se izdvajaju &etiri radijvektora: 0 = (0,0,0), 7:= (1,0,0), 7:= (0, 1,0), k= (0,0,1). Skup
svih radijvektora u prostoru E® standardno se oznacava s V3(O) . Ako se ne istakne drugadije,
pretpostavlja se da su razmatrani radijvektori elementi skupa V3(O).

Napomena: U ostatku teksta ovoga poglavlja, pod pojmom ,vektor” podrazumijevat ¢emo radij-
vektor.

Algebarske operacije s vektorima: Za d@ = (a1, az, a3), b= (b1, ba,b3) i @ € R operacije zbrajanja
i oduzimanja vektora, te mnozenja vektora skalarom definirane su s:

Ei:l:[;:: (alibl,agibz,agibg),
a-d:=(a-ay,a-a,a-a3).
Napomena: « - @ = 0 ako i samo ako je a = 0 ili @ = 0.

Duljina vektora @ = (a1, a2, a3) je nenegativan realan broj
@] :=y/a? + a3 + a3.

Vektori @ i b su kolinearni ako je jedan od njih nulvektor 0 ili ako postoji a € R takav da je
a = a-b. Ako je a > 0, kolinearni vektori imaju istu orijentaciju. Ako je o < 0, kolinearni
vektori imaju suprotnu orijentaciju.

Ako je @ = - b, onda je |@| = || - |b|. Pritom su |@| i |b| duljine vektora, a |a| apsolutna vrijednost
realnoga broja.
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4.2 Skalarno i vektorsko mnozenje vektora

Skalarni umnoZak (oznaka: -) dvaju vektora @ = (a1, as,a3) i b = (b1, b, b3) je realan broj s
definiran s

3
8126'522 Za¢b¢:a1b1+a2b2+a3b3.
=1

Skalarno mnozenje je komutativna operacija (svejedno je u kojem poretku mnozimo vektore).

Mjera kuta izmedu dvaju vektora @ = (a1, a2, as) i b = (b1, by, b3) je realan broj ¢ € [0, 7] odreden
trigonometrijskom jednadzbom:

ib ay by + az by + a3 b3
cos p = =

@l 1Bl /a3 + a3 + a3 /b3 + 03+ 03

Dva vektora su medusobno okomita ako zatvaraju kut od 90°, odnosno § radijana. Po definiciji,
nulvektor je okomit na svaki vektor.

Dva vektora (razli¢ita od nulvektora) su medusobno okomita ako i samo ako je njihov skalarni
umnozak jednak nuli.

Vektorski umnozak (oznaka: x) dvaju vektora @ = (ay,ag,a3) i b = (b, by, b3) je vektor &
definiran s

-

T 7k
C:=axb:= ay az as :(azbg—agbg,agbl—albg,ale—azbl).
by b2 b3

Vektorsko mnozenje ima sljedec¢a svojstva:
1. |&] = |a@| - |b] - sin ¢, gdje je ¢ kut izmedu vektora @ i b.

2. Duljina vektorskog umnoska dvaju vektora jednaka je povrsini paralelograma kojega razapinju
ti vektori.

3. Vektorski umnozak dvaju vektora je okomit na svaki od tih vektora. Ako je ¢ # 0, onda
se smjer vektora ¢ odreduje tako da vektori a, bicu danom poretku tvore desni sustav.
Prakti¢no, ako kaziprst desne ruke usmjerimo u smjeru vektora d, a srednji prst u smjeru
vektora l_;, onda ¢e palac pokazivati u smjeru vektorskog umnoska c.

4. Vektorski umnozak dvaju vektora jednak je nulvektoru ako i samo ako su ti vektori kolinearni.

5. Vektorsko mnozenje je antikomutativno, tj. vrijedi:

axb=(=1)-(bxa).

6. Vektorsko mnozenje ima svojstvo distributivnosti prema zbrajanju, tj. vrijede jednakosti:

—.

(@+0b)x¢c
@x (b+@)

S

X

I
=T

X

S

!

+
+

SOy
ST}

X

I
1]

X

)

—
- =

Napomena: U sljedetoj su tablici navedeni medusobni vektorski umnosci vektora, 7, 7'i k.
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x| = 7 kK
7l 0k -7
Jl—k 0 7
k| 7 -7 0

Mjesoviti umnozak triju vektora @ = (a1, ag, as), b= (b1,ba,b3) i €= (c1,c2,c3) je realan broj M
definiran s

ap az as
M:(JXb)EZ b1 bg bg.
1 C2 C3

Obujam paralelepipeda razapetog vektorima @, bic jednak je |M|. Obujam tetraedra razapetog tim
vektorima jednak je % |M|. Obujam trostrane prizme razapete tim vektorima jednak je % |M|.

Mjesoviti umnozak triju vektora jednak je nuli ako i samo ako je jedan od vektora nulvektor ili ako
su sva tri vektora komplanarna (tj. ako pripadaju istoj ravnini).

4.3 Linearna nezavisnost i zavisnost skupa vektora

Neka su di,d3,...,ar € V3(O) bilo koji vektori, a aj,as...,ar € R bilo koji brojevi. Tada
vektor
b=ora1 +agaz + -+ oy aj,

nazivamo linearna kombinacija vektora ai,as,...,a; s koeficijentima aq,as ..., a.

Za konacan skup vektora S = {ai,d5...,dr} C V3(O) kazemo da je linearno nezavisan ako iz
jednakosti

0=aidi +oagay+ -+ apdj (*)
slijedi @ = ap = - -+ = o, = 0, tj. ako se nul-vektor moze prikazati kao linearna kombinacija vektora
iz skupa S na toc¢no jedan, tzv. trivijalan nacin.

Ako postoje aq, ag,...,ar € R takvi da vrijedi (*) i ako je barem jedan od tih brojeva razli¢it od
nule, kazemo da je skup S linearno zavisan.

Jednoclan skup S € V3(O) je linearno zavisan ako i samo je S = {0}.
Dvocélani skup S C V3(O) je linearno zavisan ako i samo ako su njegovi elementi kolinearni.

Troélani skup S C V3(0) je linearno zavisan ako i samo ako je mjesoviti umnozak njegovih elemenata
(u bilo kojem poretku) jednak nuli.

Za svaki n € N | n > 4, n-¢lani skup vektora iz skupa V3(O) je linearno zavisan.

Svaki skup S C V3(O) koji sadrzi barem dva vektora je linearno zavisan ako i samo ako se barem
jedan vektor iz S moze prikazati kao linearna kombinacija preostalih vektora iz S.

Baza prostora V3(O) je svaki linearno nezavisan podskup skupa V3(O) takav da se svaki element
skupa V3(0O) moze napisati kao linearna kombinacija svih elemenata skupa S. Skup S C V3(0)
je baza prostora V3(0) ako i samo ako je S troclani linearno nezavisan skup. Najjednostavnija
baza prostora V3(0) je kanonska baza S = {7,7,k} jer za opceniti vektor @ = (a1, ag, as) vrijedi
a=(a-0)-7+ @0 -7+ @ k) -k=a1T+as T+ ask.
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Poglavlje 5

Realne funkcije jedne realne
varijable

5.1 Opéi pojmovi

Neka su X,Y C R. Realna funkcija jedne realne varijable f : X — Y je svako pridruzivanje

koje svakom elementu x € X pridruzuje tocno jedan element y € Y. Tada piSemo x i) y ili,
jednostavnije, y = f(x).

Skup X naziva se podrucje definicije (domena) funkcije f, a skup Y podrucje vrijednosti
(kodomena) funkcije f.

Skup f(X) := {f(z) : © € X} naziva se slika funkcije f ili skup svih vrijednosti funkcije f.
Slika funkcije uvijek je podskup kodomene te funkcije, odnosno vrijedi f(X) C Y.

Kad god se ne istakne drugacije, pretpostavljat ¢emo da je f realna funkcija jedne realne varijable,
dakle f: X — R za neki podskup X C R.

Svaka funkcija je potpuno odredena zadavanjem skupova X i Y te pravila pridruzivanja f koje
svakom = € X pridruzuje y = f(x) € Y. Dvije funkcije f i g su jednake ako imaju zajednicku
domenu X i zajednicku kodomenu Y, te vrijedi f(z) = g(z) za sve x € X.

Kompozicija realnih funkcija f: X - Y i g: X' — Y’ za koje vrijedi Y/ C X je realna funkcija
h: X" —Y definirana s

h(z) = (fog)(z) = f(9(z)), =e€X'.
Komponiranje funkcija opcéenito nije komutativno.

Funkcija f : X — Y je injekcija ako iz jednakosti f(z1) = f(x2) slijedi z1 = x2 za sve z1,z9 €
X.

Funkcija f : X — Y je surjekcija ako za svaki y € Y postoji barem jedan x € X takav da vrijedi
y = f(x).

Funkcija f je bijekcija ako je injekcija i surjekcija.

Inverz bijekcije f : X — Y je funkcija f~' : Y — X takva da za svaki z € X i svakiy € Y
vrijedi

(fof@) =z i (fof )y =y
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Pravilo inverza bijekcije f moze se odrediti tako da se jednadzba y = f(z) rijesi po varija-
bli .

Graf funkcije f je skup I'(f) := {(z, f(z)) : © € X}. On se obi¢no predo¢ava u pravokutnom
koordinatnom sustavu u ravnini tako da se na os apscisa nanesu vrijednosti nezavisne varijable x, a

na os ordinata funkcijske vrijednosti f(x).

Ravninska krivulja K je graf neke funkcije ako i samo ako svaki pravac usporedan s osi ordinata
sijece krivulju K u najvise jednoj tocki.

Napomena: Nisu sve ravninske krivulje grafovi funkcija. Primjeri takvih ravninskih krivulja su
kruznica, elipsa i hiperbola.

Ravninska krivulja K je graf neke bijekcije ako i samo ako svaki pravac usporedan s osi apscisa i
svaki pravac usporedan s osi ordinata sijece krivulju K u najvise jednoj tocki. Graf inverza bijekcije

f moze se dobiti zrcaljenjem grafa bijekcije f s obzirom na pravac ¢ija je jednadzba y = x.

Nultocka funkcije f je svaki x € X takav da je f(x) = 0. Nultocka se graficki interpretira kao
sjeciste grafa funkcije f i osi apscisa. Skup svih nultocaka funkcije f oznacavamo s N(f).

Funkcija f : X — Y je omedena odozdo ako postoji barem jedan m € R takav da za svaki x € X
vrijedi f(z) > m.

Funkcija f: X — Y je omedena odozgo ako postoji barem jedan M € R takav da za svaki x € X
vrijedi f(z) < M.

Funkcija f: X — Y je omedena ako je omedena i odozdo i odozgo.
Neka je f: X = Y. Ako za sve x1,22 € X takve da je 1 < z2 vrijedi

1. f(z1) < f(z2), tada je funkcija f rastuéa.

N

f(x1) < f(x2), tada je funkcija f strogo rastucéa.

w

. f(xz1) > f(z9), tada je funkcija f padajuéa.
4. f(xz1) > f(z2), tada je funkcija f strogo padajuéa.
Svaka strogo rastuca (strogo padajuca) funkcija je injekcija. (Obratna tvrdnja nije tocna.)

Funkcija f : X — Y je parna ako za svaki € X vrijedi —z € X i f(—z) = f(x). Graf svake parne
funkcije je osno simetrican s obzirom na os ordinata.

Funkcija f: X — Y je neparna ako za svaki € X vrijedi —z € X i f(—z) = —f(x). Graf svake
neparne realne funkcije je centralno simetri¢an s obzirom na ishodiste koordinatnog sustava.

Neka je X C R. Funkcija f: X — Y je periodi¢na ako postoji P € R takav da za sve x € X za
koje je x + P € X vrijedi f(x 4+ P) = f(x).

Broj P naziva se period funkcije f. Najmanji strogo pozitivan period T' (ako postoji) funkcije f
naziva se temeljni period.
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5.2 Polinomi i racionalne funkcije

Neka sun € Niay, an_1,-..,a9 € R. Polinom stupnja n je funkcija p : R — R definirana s

n
p(z) = Zakznk =apr" +ap_12" 4+ ap.
k=0

Broj a, naziva se vodeéi koeficijent, a broj ag slobodni ¢lan polinoma p. Stupanj polinoma p
oznacava se s st(p) ili deg(p). Monom a,, " naziva se vodeéi ¢lan polinoma p.

Za n = 0 dobiva se konstantna funkcija, za n = 1 linearna funkcija, za n = 2 kvadratna
funkcija, a za n = 3 kubna funkcija.

Polinom p takav da za svaki € R vrijedi p(x) = 0 nazivamo nulpolinom. Njegov se stupanj
obi¢no ne definira.

Polinomi p(z) = ap ™ + -+ +ag i ¢(x) = by, 2™ + - - - + by su jednaki ako i samo ako vrijedi m = n
iako je ar = bg za svaki k=0,1,...,n.

Svaki polinom neparnog stupnja ima barem jednu nultocku. Odavde slijedi da je svaki polinom
neparnog stupnja surjekcija na skup R. Polinom stupnja n koji ima barem n 4 1 nulto¢aka nuzno je
nulpolinom.

Korijen polinoma p je svako kompleksno rjesenje jednadzbe p(x) = 0.

Poucak 5.2.1 (Osnovni poucak algebre). Neka je p polinom stupnja n > 1 s kompleksnim koefici-
jentima. Tada jednadzba p(x) = 0 ima barem jedno rjesenje koje pripada skupu C.

Poucak 5.2.2 (Drugi osnovni poucak algebre). Svaki polinom p stupnja n > 1 s kompleksnim
koeficijentima ima tocno n ne nuzino medusobno razlic¢itih kompleksnih korijena z1, zo, . . . , 2. Pritom
vrijedi

p(z) =an(z—21) (2 —22) ... (2 — zpn),
gdje je a, vodeci koeficijent polinoma p.

Kratnost korijena x; polinoma p je ukupan broj svih korijena polinoma p koji su jednaki xy.

Ako su koeficijenti polinoma p realni brojevi, tada je z € C korijen polinoma p ako i samo ako je Z
takoder korijen polinoma p.

Poucak 5.2.3 (Bezout). Neka je p polinom s cjelobrojnim koeficijentima kojemu je vodeci koeficijent
jednak 1. Ako jednadzba p(z) = 0 ima rjesenje zy € Z, onda je ag djeljiv s zo. Drugim rijecima, svi
kandidati za cjelobrojne nultocke polinoma s cjelobrojnim koeficijentima i vodecim koeficijentom 1
su nuzno djelitelji slobodnog clana tog polinoma.

Algebarske operacije s polinomima svode se na algebarske operacije s potencijama.

Polinom p je djeljiv polinomom ¢ ako postoji polinom h takav da vrijedi p = gh. U tom je slucaju
stp = st ¢ + st h. Kazemo jos da ¢ dijeli p i pisemo ¢ | p.

Algoritam za dijeljenje polinoma: Neka su p i ¢ polinomi takvi da je stq¢ < stp. Polinom
p mozemo podijeliti polinomom ¢, pri ¢emu polinom p nazivamo djeljenik, a polinom ¢q djelitelj.
Postupak je sljededi:

Korak 1. Oznaciti p; = p i staviti k = 1.
Korak 2. Podijeliti vodeéi ¢lan polinoma p; vodeéim ¢lanom djelitelja ¢. Time se dobiva monom .

Korak 3. Odrediti polinom px11 = pr — gmg.
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Korak 4. Ukoliko je st prp4+1 < st g, algoritam je zavrsen i vrijedi:
h=my+- - +mg, r=pri1.

Inace, uvecéati k za 1 i i¢i na korak 2.

Rezultat ovog algoritma su jedinstveni polinomi h i r takvi da vrijedi:
p=qgh+r i str<stg.

Polinom h nazivamo koli¢nik, a polinom r ostatak pri dijeljenju polinoma p i ¢.
Napomena: Polinom p je djeljiv polinomom ¢ ako i samo ako je r nulpolinom.
Polinom d je zajednicka mjera polinoma p i ¢ ako su p i ¢ djeljivi s d.

Polinom h je najveéa zajednicka mjera polinoma p i ¢ (oznaka: NZM(p, q)) ako je njegov vodeci
koeficijent jednak 1 i ako je djeljiv sa svakom zajednickom mjerom polinoma p i q.

Euklidov algoritam za odredivanje najvece zajednicke mjere polinoma p i ¢, st g < st p:
Korak 1. Oznaciti py = p i q1 = q, te staviti kK = 1.

Korak 2. Podijeliti polinome py, i gi koristeéi algoritam za dijeljenje polinoma (vidjeti str. 21).
Dobiju se koli¢nik hy i ostatak ry.

Korak 3. Ukoliko je 7 = 0, odnosno ukoliko g dijeli pg, tada vrijedi NZM(p, q) = qi i algoritam
je zavrsen. Inace, i¢i na Korak 4.

Korak 4. Oznacliti px11 = qr 1 qp+1 = T, uvecati k za 1 te i¢i na Korak 2.

Ako je NZM(p, q) = 1, tada kazemo su polinomi p i ¢ relativno prosti. Za takve polinome vrijedi
N(p) N N(q) = 0, odnosno oni nemaju zajednickih nultocaka.

Neka su p i ¢ relativno prosti polinomi takvi da vrijedi st p < st ¢q. Prava racionalna funkcija je
realna funkcija f definirana pravilom
p(x)
f €Tr) = 5.1
@ =20 (1)
za sve z takve da je ¢(z) # 0. Domena funkcije f je skup R\ N(g). Skup svih nultocaka funkcije f
je skup N(p).

Pol racionalne funkcije f je svaki element skupa N(gq). Svaki pol je, dakle, korijen polinoma ¢ pa
ima svoju kratnost, koja se naziva red pola.

Neprava racionalna funkcija je funkcija f definirana formulom (5.1) pri ¢emu je stp > stq .
Takva se funkcija uvijek moze napisati kao zbroj polinoma (stupnja st p — st ¢q) i prave racionalne
funkcije. Prirodno podrudje definicije, nultocke i polovi pritom se odreduju kao i kod prave racionalne
funkcije.

5.3 Trigonometrijske i ciklometrijske funkcije

Ako se u tocki T' = (1,0) povuce tangenta na jedini¢nu kruznicu i ta tangenta shvati kao brojevni
pravac kojemu je ishodiste u tocki T, onda se tzv. namatanjem pravca na kruznicu svakoj
tocki pravca, a time i svakom realnom broju x, moze pridruziti jedinstvena tocka 7" = (2/,y') na
jedini¢noj kruznici.

Funkcija koja broju z pridruzuje broj 2’ naziva se kosinus (oznaka: cos).
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Funkcija koja broju = pridruzuje broj ¢’ naziva se sinus (oznaka: sin).

Funkcija koja realnom broju z pridruzuje ordinatu sjecista pravca kroz tocke O i T i tangente na

jedini¢nu kruznicu u tocki 7" naziva se tangens (oznaka: tg). Vrijedi tgx = %

Funkcija koja realnom broju x pridruzuje apscisu sjecista pravca kroz tocke O i T” i tangente na

jedini¢nu kruznicu u tocki (0, 1) naziva se kotangens (oznaka: ctg). Vrijedi ctgz = S22,

Osnovna svojstva navedenih funkcija navedena su u tablici 5.1 na stranici 26.
Napomena: Funkcije ctgx i tg% nisu jednake jer nemaju jednake domene. Identitet ctgz = ——

tgx
vrijedi ako i samo ako je x € R\ {’%r ke Z}.

Nijedna od cetiri osnovne trigonometrijske funkcije nije bijekcija svoje domene na svoju sliku
jer nijedna periodi¢na realna funkcija nije injekcija. Medutim, njihova suzenja (restrikcije) na
odredene intervale jesu injekcije, stoga i bijekcije na slike tih intervala, pa na tim intervalima postoje
pripadni inverzi. Ti inverzi nazivaju se ciklometrijske ili arkus funkcije. Njihov naziv vezan je
uz promatranje duljine pripadnog luka jedini¢ne kruznice.

Sve arkus funkcije su omedene i neperiodi¢ne. Pregled arkus funkcija i njihovih osnovnih svojstava
naveden je u tablici 5.2 na stranici 26.

Neki osnovni identiteti vezani uz trigonometrijske i ciklometrijske funkcije navedeni su u tocki 13.3.

5.4 Harmonijske funkcije

Neka su A, w i ¢ realne konstante takve da su A,w > 01 ¢ € (—m, 7|. Harmonijska funkcija je
funkcija f : R — [—A, A] definirana pravilom

f(z)=Asin(wz + ).
Vrijednost A naziva se amplituda, vrijednost w kruzna frekvencija, a vrijednost ¢ fazni pomak
funkcije f.
U daljnjem tekstu pretpostavlja se da su f, fi, f2,... harmonijske funkcije.
Napomene:
1. Pretpostavka A,w > 0 uzima se bez smanjenja opdéenitosti. Naime, ako vrijedi A < 0 i/ili
w < 0, onda se pripadna harmonijska funkcija svodi na razmatrani oblik primjenom identiteta
sin(—z) = —sinz,

sin(m — z) = sinx.

2. I funkcija g(z) = A cos(wz + ¢) moze se razmatrati kao harmonijska funkcija. Da bi se dobio
uobicajeni zapis harmonijske funkcije, primjenjuje se identitet cosz = sin (§ — z).

27

w0

Temeljni period funkcije f jednak je T' =
Skup svih nultocaka funkcije f je Ny = {’”T—@ ke Z}.

Ako su z; i z; dvije uzastopne (susjedne) nultocke funkcije f, onda je

1
‘.TUZ' —.%'j| = §T.
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Segment I = [—%,T — %] naziva se osnovni ili temeljni segment funkcije f. Karakteristicne

tocke grafa funkcije f na njezinom osnovnom segmentu su:

T T
7= (-£.0). 7 = (24 J.a) 1= (<24 500),
w w 4 w 2

3T
Ty = <“0+,A) Ty = <90+T,0>.
w 4 w

Funkcija g(x) = A; sin(wx) + Az cos(w ) moze se zapisati u obliku harmonijske funkcije fi(z) =
A sin(wx + ¢), pri ¢emu se veli¢ine A i ¢ odreduju iz jednadzbi:

A= \/AT+ A3,
Ay Ay

e sing = —

cos p = 1

Superpozicija funkcija fi(z) = A; sin(wx + 1) i fo(x) = Az sin(wz + p2) je funkcija g(z) =
A sin(wz + ¢), pri ¢emu se veli¢ine A i ¢ odreduju iz izraza:

A:\/A%+A%+2A1A2 cos(p1 — ¥2),
. Ay singg + A sin gy
ggo—Al cos 1 + Ag cos pa

5.5 Eksponencijalna funkcija

Neka je a > 0, a # 1, realna konstanta. Eksponencijalna funkcija s bazom a je prosirenje po
neprekidnosti' f : R — R funkcije fo : Q = R definirane formulom

fo(r)=a" = Va™, zasver:%, meZ, neN.

Pisemo f(z) = a”.

Eksponencijalna funkcija je bijekcija skupa R na skup R := (0, +00), te je stoga omedena odozdo
i nema nultoc¢aka. Ta funkcija nije ni parna ni neparna ni periodi¢ka. Vodoravna asimptota’ na
njezin graf je pravac y = 0 (os apscisa).

Za 0 < a < 1 eksponencijalna funkcija je strogo padajuéa. Za a > 1 eksponencijalna funkcija je
strogo rastuca.

U primjenama najcesée koristena eksponencijalna funkcija je exp(z) = €%, gdje je e baza prirodnog
logaritma. Broj e je iracionalan broj i priblizno je jednak 2.7182818..., a definira se kao grani¢na

vrijednost niza® (a,), € N ¢iji je opéi élan jednak a, = (1 + %)n

Pri racunanju vrijednosti eksponencijalne funkcije vrlo ¢esto se primjenjuju svojstva potencija
navedena u tocki 13.1.

!Definiciju neprekidne funkcije vidjeti u tocki 5.10, stranica, 29.
*Vidi tocku 6.8.
*Vidi tocku 5.8.
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5.6 Logaritamska funkcija

Inverz eksponencijalne funkcije s bazom a naziva se logaritamska funkcija s bazom « i oznacava
s log, : Rt — R. Za svaki realan broj x € Rt vrijedi a'°8% = .

Logaritamska funkcija je bijekcija skupa R™ na skup R, te je stoga neomedena i ima to¢no jednu
nultocku = = 1. Ta funkcija nije ni parna ni neparna ni periodicka. Uspravna asimptota® na njezin
graf je pravac = 0 (os ordinata).

Za 0 < a < 1 logaritamska funkcija je strogo padajuca. Za a > 1 logaritamska funkcija je strogo
rastuca.

Za a = 10 dobiva se funkcija dekadskog logaritma (oznaka: logx). Za a = e dobiva se funkcija
prirodnog logaritma (oznaka: Inzx).

Pri racunanju vrijednosti logaritamske funkcije vrlo ¢esto se primjenjuju svojstva logaritama navedena
u tocki 13.1.

5.7 Hiperbolne i area funkcije

Koristedi eksponencijalnu funkciju exp(z) = e* definiraju se osnovne hiperbolne funkcije. One
predstavljaju svojevrstan analogon trigonometrijskih funkcija, pri ¢emu se umjesto jedini¢ne kruznice
promatra jednakostrani¢na hiperbola ¢ija je jednadzba 22 — y? = 1. Njihov je pregled naveden u
tablici 5.3 na stranici 26.

Graf funkcije ch naziva se jos i lancanica.

Funkcije sh, th i cth, te suzenje funkcije ch na interval [0, +00) su injekcije, stoga i bijekcije na slike
tih funkcija. Pripadni inverzi nazivaju se area funkcije. One predstavljaju svojevrstan analogon
ciklometrijskih funkcija, pri ¢emu se umjesto duljine luka kruznice promatra povrsina ravninskih
likova odredenih gore navedenom jednakostrani¢nom hiperbolom. Njihov je pregled dan u tablici 5.4
na stranici 26.

Osnovni hiperbolni identiteti: Za sve dopustive® z,y € R vrijede sljedeée jednakosti:

1. chx £sha = e*?, 9. sh(x £ y) =shx chy £ chx shy,
2. ch?z —sh?z =1, 10. th(z £y) = %,
_ 1

3. cthz = g7, 11. cth(z +y) = %,

— 2 2
4. ch(2z) = ch®z +shz, 12. sh2z = 3 (ch(2z) — 1),
5. sh(2z) = 2 shx chu, 13. ch’z = 3 (ch(2z) + 1),

_ 2th
6. th(2x) = 24, 14. chz chy = 3 (ch(z +y) + ch(z — y)),
7. cth(2z) = Cghjt‘f;l, 15. sha chy = 3 (sh(z + y) + sh(z — y)),
8. ch(x £y) =chz chy £shx shy, 16. sha shy = 3 (ch(z +y) — ch(z —y))

*Definiciju (uspravne) asimptote vidjeti na stranici 38.
5Vrijednosti z i y dopustive su za izraz I ako je svaki ¢lan tog izraza definiran za doti¢ne vrijednosti.
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Tablica 5.1: Trigonometrijske funkcije

naziv funkcije domena slika temeljni period parnost
sinus R [—1,1] 27 neparna
kosinus R [—1,1] 27 parna

tangens R\ {km+7% :keZ} R T neparna
kotangens R\{km:keZ} R T neparna

Tablica 5.2: Arkus funkcije

naziv funkcije oznaka domena slika neka svojstva

arkus sinus arcsin [—1,1] -5, 5] neparna, strogo rastuca
arkus kosinus arccos [—1,1] [0, 7] parna, strogo padajuéa
arkus tangens arctg R (-%.%) neparna, strogo rastuca
arkus kotangens arcctg R (0,7) neparna, strogo padajuca

Tablica 5.3: Hiperbolne funkcije

naziv funkcije oznaka domena slika formula
x —T

kosinus hiperbolni ch R [1, 4+00) %
e’ —e™ "

sinus hiperbolni sh R R 5

shx e —e™®

ili
chx e +e
chx ef+e*

kotangens hiperbolni cth R\ {0} R\ [-1,1] A ili — -
she e —e

tangens hiperbolni th R (—1,1)

Tablica 5.4: Area funkcije

naziv funkcije oznaka domena slika formula
area kosinus hiperbolni arch [1,+00) [0, +00) In (:17 + Va2 — 1)
area sinus hiperbolni arsh R R In (m + V2 + 1)
1 1
area tangens hiperbolni arth (—1,1) R 3 In . e
—x
. . 1. x4+1
area kotangens hiperbolni arcth R\ [-1,1] R\ {0} 3 In 1
':U [R—
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5.8 Nizovi i grani¢ne vrijednosti (limesi) nizova

Niz realnih brojeva je svaka funkcija a : N — R. Izraz a, := a(n) naziva se opéi ¢lan niza.
Graficki prikaz niza je skup toc¢aka na brojevnom pravcu.

Niz (a,) je aritmeticki ako postoji d € R takav za svaki n € N vrijedi ap+1 — a, = d. Broj d
naziva se razlika aritmetickog niza. Opéi ¢lan tog niza racuna se prema formuli

anp=a;+ (n—1)d.

Zbroj prvih n ¢lanova toga niza (oznaka: S,) ra¢una se prema formuli

n
S, = 5 (a1 + ap).

Niz (gn) je geometrijski ako postoji ¢ € R takav za svaki n € N vrijedi g’;% = ¢q. Broj ¢ naziva se
koli¢nik (kvocijent) geometrijskog niza. Opéi ¢lan tog niza racuna se prema formuli

gn=a1q" "

Zbroj prvih n ¢lanova toga niza (oznaka: S,) ra¢una se prema formuli

q" —1
g—1"

Sn:al

Realan broj L je grani¢na vrijednost (limes) niza (a,) ako za svaki € > 0 postoji N € N takav
da za sve n > N vrijedi |a, — L| < e. U tom slu¢aju piSemo: L = lima,,.
n

Niz koji ima grani¢nu vrijednost nazivamo konvergentnim.
Svaki konvergentan niz je omeden. Svaki omedeni rastuéi/padajuéi niz je konvergentan.
Za niz koji nije konvergentan kazemo da je divergentan, odnosno da ne konvergira.

Kazemo da niz (a,,) divergira k +oo i pisemo lim a,, = 400 ako za svaki broj E > 0 postoji ny € N
takav da za sve n > ng vrijedi a,, > FE.

Kazemo da niz (ay,) divergira k —oo i piSemo lim a,, = —o0 ako niz (—a,,) divergira k 4o00.

Poucak 5.8.1 (o sendvicu). Neka su (an), (bn) i (¢n) nizovi takvi da za svaki n € N wvrijedi
nejednakost a, < b, < ¢,. Ako su nizovi (ay) i (¢,) konvergentni i imaju istu granicnu vrijednost
L € R, onda je i niz (b,) konvergentan i ima granicnu vrijednost L.

Osnovna svojstva konvergentnih nizova: Neka su (ay,) i (b,) konvergentni nizovi ¢ije su
grani¢ne vrijednosti redom jednake Lq i Lo, pri ¢emu su Li,Ls € R. Nekasua € Ri 8 > 0
an

konstante. Tada su nizovi (a, & by,), (a, by) i (bn) (za La # 0), kao i nizovi (a2) (ako je an, > 0 za

sven € Ni L; > 0) i (8%), konvergentni i vrijedi:
. hrrln(an + bn) = L1 + LQ,

—_

2. lim(an bn) = L1 LQ,
n
3. lim 4= = £,

n bn

4. lim(ay) = L,

SDefinicije svojstava omedenosti, (strogoga) rasta i (strogoga) pada niza analogne su definicijama istih svojstava za
realnu funkciju jedne realne varijable.
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5. lim (%) = plr.
Granicne vrijednosti nekih karakteristi¢nih nizova:

L lim % =0, za svakia € Rik €N,
n

Ek gkt _ — am
2. ako je by, # 0, tada vrijedi hm S = b

0, zaa=01ili0<a<1,
=1

3. lim(aa™) = @ aa B

n —o00, zaa<0ia>1,

400, zaa>0ia>1,
. n
4. hTILn(le%) =e% zaa €R,
5. lim ¥/a=1,a>0,
n

6. lim Yn=1.

5.9 Granicne vrijednosti (limesi) funkcije

Neka je f realna funkcija definirana na intervalu I = (a,b) osim mozda u tocki ¢ € I. Ako za svaki
rastudi niz (z,) u I takav da je limx,, = ¢ niz (f(z,)) ima granié¢nu vrijednost L; € R, kaze se da
n

je L1 granicna vrijednost (limes) slijeva funkcije f u tocki c. Pise se: Ly = lim f(x).
Tr—rC—

Ako za svaki padajuéi niz (z,,) u I takav da je limz, = ¢ niz (f(z,)) ima grani¢nu vrijednost
n

Ly € R, kaze se da je Lo grani¢na vrijednost (limes) zdesna funkcije f u tocki c. PiSe se:
Ly = lim f(z).
r—rc+

Ako vrijedi jednakost Ly = Lo =: L, kaze se da funkcija f ima (obostranu) grani¢nu vrijednost
odnosno (obostrani) limes L u tocki c. Pise se: L = lign f(x).
x &

Ako je za svaki rastuéi niz (x,) u I takav da je limz,, = ¢ niz (f(z,)) divergentan, dogovorno
n
pisemo 1_11>fn f(x) = —c0 ako je (f(x,)) padajuéi niz, odnosno h_)m f(x) = 400 ako je (f(xn))
T—rc— T—yo—

rastudi niz. Analogne se oznake definiraju za limese zdesna i za obostrane limese.

Ako za svaki rastuéi divergentni niz (z,,) niz (f(xy)) ima grani¢nu vrijednost M; € R, tada pisemo:

My = hr_sr_l f(x). U analognom slucaju kada je (z,) padajuéi divergentni niz, a (f(z,)) ima
T—r—+400

graniénu vrijednost My € R pisemo: My = Em f(x).
x —0o0

Pri odredivanju grani¢nih vrijednosti funkcije primjenjuju se ista pravila kao i kod odredivanja
grani¢ne vrijednosti niza. Neka su f i g funkcije ¢ije su graniéne vrijednosti (slijeva, zdesna ili
obostrane) u tocki ¢ redom jednake Lj i Lo, pri ¢emu su L1, Ly € R. Nekasua € Ri >0
konstante Tada funkcije f +g, fg i g (za Lo # 0), kao i funkeije (f(x))® (ako je f(x) > 0 za sve

z), 7@ (8> 0)i f(z)9®) (za L; > 0) imaju grani¢ne vrijednosti u tocki ¢ i vrijedi:
(x) £ g(x)) = L1 + Lo,

m (f
2. lim (f(2) g()) = L1 Lo,

Tr—cC

3. lim(a f(x)) =aly, a €R,

r—cC
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4. lim I8 = L1 g Ly £ 0,

z—¢ 9(z)

5. il_}rré(f(x))a = L{, akoje L1 > 01 f(z) > 0 za svaki x € I\ {c},

6. lim g/ =gl g >0,

Tr—cC
i 9(z) — L2
7. il—% f(z) L2
Neke karakteristiCne jednostrane i obostrane grani¢ne vrijednosti funkcija:

Kad god nije drugacije navedeno, a je realna konstanta.

1. xgrirlm = =0,a>0, 11. mll)r_noo arctg x s IEIEOO arctgr = 7,
2. lim L =+400,a<0, 12. lim arcctgx =, lim arcctgz =0,

z—+oo T I——00 T—+00
3. xl_i)r&% = +00, 0, za svaki a € (0, 1),

. . 13. Erf a® =<1, za a =1,
: a 1 3 — @l T 00
4. xEIfoo 1+9)" = ;}E%(l +ax) €5 +oo, zasvakia > 1,
: a®—1 __
5. ilg}] 7 = Ina, a>0, 0, za svaki a > 1,
. c -

6. lim 1n(1_£am) _a 14. mll}glooa =<1, za a =1,

z—=0 +oo, za svaki a € (0,1),
7. lim S22 _ 4 . .

" rs0 * ’ 15. lim e = lim e * =0,
r—r—00 r—+00

8. lim nen) _q : _ ok _

Lo Ty 16. mll}]gloothx = IEIPOOCthx = —1,
9. lim tgz =+4oo0, lim tgz = —oo, 17. lim thz= lim ctha =1,

T 5= Tro+ T—+00 T—+00

10. lim ctgx = —oo, lim ctgz = +o0, 18. lim arctha = 0.
z—0— x—0+ T—>Fo00

5.10 Neprekidne funkcije

Neka je I C R otvoreni interval. Funkcija f : I — R je neprekidna u tocki ¢ € I ako grani¢na
vrijednost ignk f(x) postoji i jednaka je f(c).

Napomena: Funkcija moze biti neprekidna isklju¢ivo u onim tockama u kojima je definirana.
Funkcija f je neprekidna na skupu S C R ako je neprekidna u svakoj tocki tog skupa.
Ako je S = [a,b), onda je f neprekidna na S ako vrijedi sljedece:

1. f je neprekidna na (a,b),

2. postoji limes zdesna funkcije f u tocki a i jednak je f(a).
Ako je S = (a,b], onda je f neprekidna na S ako vrijedi sljedece:

1. f je neprekidna na (a, b),

2. postoji limes slijeva funkcije f u tocki b i jednak je f(b).

Funkcija f je neprekidna na segmentu [a, b] ako i samo ako je f neprekidna na intervalima [a,b) i
(a,b].
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Sve elementarne funkcije (polinomi, (ne)prava racionalna funkcija, eksponencijalna i logaritamska
funkcija, trigonometrijske i ciklometrijske funkcije, hiperbolne i area funkcije itd.) neprekidne su na
svojim podrucjima definicije (domenama).

Neka svojstva neprekidnih funkcija:

1. Neka su f i g funkcije neprekidne u tocki c i neka je « € R. Tada su i funkcije f +g, fgia f
neprekidne u tocki c.

2. Neka su f i g funkcije takve da je g neprekidna u tocki ¢, a f neprekidna u tocki g(c). Tada
je i funkcija f o g neprekidna u tocki c.

Neka svojstva funkcija neprekidnih na segmentu: Neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija.
Tada vrijedi sljedece:

1. Slika funkcije f je neki segment [c,d] C R. Odavde slijedi da funkcija postize najmanju
vrijednost ¢ i najveé¢u vrijednost d.

2. Za svaki y € [c, d] postoji barem jedan z € [a, b] takav da je y = f(x).

3. Ako je f(a) f(b) < 0, tada postoji barem jedan ¢ € (a,b) takav da je f(c¢) = 0. Drugim
rije¢ima, ako vrijednosti funkcije f na krajevima segmenta [a, b] imaju razlic¢ite predznake,
onda f ima nultocku u intervalu (a,b).

5.11 Vrste prekida funkcije

Neka je I C R otvoreni interval. Funkcija f : I — R ima prekid u tocki c € I ako nije neprekidna
u tocki c.

Napomena: Funkcija moze imati prekid iskljucivo u onim tockama u kojima je definirana.
Razlikujemo sljedecée vrste prekida funkcije u tocki.
e Ako jednostrani limesi hm+ f(z)i Ii{n f(z) postoje i jednaki su a € R, te ako je f(c) # a,
Tr—cC r—C—

kazemo da f ima uklonjivi prekid u tocki c. Prekid se ukloni tako da se u tocki ¢ promijeni
vrijednost funkcije definirajuéi f(c) := a.

e Ako gore navedeni jednostrani limesi postoje i razli¢iti su, tada funkcija f u tocki ¢ ima prekid
prve vrste.

e Ako barem jedan od gore navedenih jednostranih limesa ne postoji, tada f ima u tocki ¢
prekid druge vrste.



Poglavlje 6

Osnove diferencijalnog racuna

6.1 Derivacija funkcije

Neka su I C R otvoreni interval i f : I — R funkcija. Ako za x¢ € I postoji grani¢na vrijednost

f(x) = f (o)

)

L := lim

) T — X

kazemo da f ima derivaciju u tocki zg jednaku L i piSemo f'(z¢) := L.

Vrijednost derivacije funkcije u tocki xg geometrijski se interpretira kao koeficijent smjera tangente
povucene na graf funkcije f u tocki T = (xg, f(z0)). Kaze se da je funkcija f derivabilna na [
ako f ima derivaciju u svakoj tocki. Derivacija funkcije f je funkcija koja svakom realnom broju
x € I pridruzuje realan broj f/(z). Derivacija funkcije mozZe se definirati i izrazom

fla+An) ~ f(z)

= 11m
Az—0 Azx

Domena funkcije f’ je uvijek podskup domene funkcije f.

Napomena: U poglavlju 7 promatrat ¢emo funkcije ¢ija je domena neki segment [a,b]. U takvim
slucajevima potrebno je definirati derivacije funkcije i u rubnim tockama toga segmenta. Te derivacije
su tzv. jednostrane derivacije definirane izrazima

fa) = tim LB =I@D gy gy J@ =0

r—a+ Tr—a r—b— r—0b

Derivacije elementarnih funkcija navedene su u tablici 6.1. Pritom su «, 8 € R konstante i

a #0.

31
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Tablica 6.1: Derivacije elementarnih funkcija

f(z) f(z) f(z) f(z)
ceR 0 arccos T — 11_962
T 1 arctg H%
z® az® ! arcctg x 1+112
e” e” shzx chx

o’ (a>0ia#1) a” Ina chz shz
Inx % thax ﬁ
log,z (a>0ia#1) ﬁ cthx _Shl%
sin cos T arsh x£+1
cos T —sinx arch x méil
tgx cos12 z arth z 1—1902
ctgx - Sin12 " arcth x =
arcsin x 11—352 flax+p) af(az+ P)

Osnovna pravila deriviranja: Neka su f i g funkcije derivabilne na intervalu I i & € R. Tada za
svaki z € I vrijedi sljedece:

L (af(2) = af'(2),

2. (f(z) £g(=) = f'(z) £ d'(2),

3. (f(@)g(z)) = f'(z) g(z) + f(z) ¢'(2),

b (4 — I st () 2,

ot
—~~

fog)(x)=(f"o9)(x) g () i (f(9(2))) = ['(g(x)) ¢ (),

) g
. Ako je funkcija f injekcija, dakle bijekcija na sliku f (7 ) 1 inverzna funkcija f=1: f(I) — I je
je derivabilna u to¢ki x € f(I), onda je (f~1)(z) = T N@ )( o - (fY(x) = W

=2

Deriviranje implicitno zadane funkcije f(z,y) = 0:

1. Clanovi koji sadrze samo varijablu z deriviraju se po toj varijabli na uobi¢ajen nacin (tj. kao
funkcije varijable x).

2. Clanovi koji sadrze varijablu y deriviraju se prema osnovnim pravilima deriviranja smatrajuéi
da je y = y(x) funkcija varijable z. Iz tako dobivenog izraza treba izraziti y'.

Logaritamsko deriviranje: Za funkciju y(z) = (f(a:))g(“r) vrijedi:

y(2) = (f(x))"" (g/(a:) In (f(x)) + W) .
Jednadzba tangente na ravninsku krivulju zadanu jednadzbom y = f(x) u tocki T = (zo, f(z0))
glasi:

t... Yy = fl(:L’o) (x - 1’0) + f(mo)
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Jednadzba tangente na ravninsku krivulju zadanu parametarski izrazom

te SCR
y=g(t),

u tocki (zg,y0) = (z(to), y(to)) za neki ty € S, dana je formulom

0) ({ZJ‘ - xO) + Yo-

Jednadzba normale na ravninsku krivulju zadanu jednadzbom y = f(x) u tocki T = (zo, f(z0))
glasi:
1

t...y:—m(x—xo)+f(:co).

6.2 Lokalni i globalni ekstremi

Neka je f realna funkcija neprekidna na intervalu I = (a,b)!. Ako za tocku c € I postoji otvoreni

interval I. = (o, 8) C I takav da je ¢ € I, i da za svaki x € 1.\ {c} vrijedi

x) > f(c), tada f ima lokalni minimum u tocki ¢

x) > f(c), tada f ima strogi lokalni minimum u toéki ¢
) <

x ), tada f ima lokalni maksimum u tocki c.

f(z) = f(e
fx) > fle
fz) < fle
fx) < fle
(Strogi) lokalni minimum i (strogi) lokalni maksimum jednim se imenom nazivaju (strogi) lokalni
ekstremi.

), tada f ima strogi lokalni maksimum u tocki c.

Neka su f: X — Y realna funkcija i ¢ € X. Ako za svaki z € X \ {c} vrijedi

1. f(z) > f(c), tada f ima globalni minimum u tocki c.

(x) > f(c), tada f ima strogi globalni minimum u toéki ¢
f(x) < f(e), tada f ima globalni maksimum u tocki c.
(x) < f(c), tada f ima strogi globalni maksimum u to¢ki ¢

(Strogi) globalni minimum i (strogi) globalni maksimum jednim se imenom nazivaju (strogi)
globalni ekstremi.

Stacionarna tocka derivabilne funkcije f je svaka nultocka funkcije f’. Svaki lokalni ekstrem deri-
vabilne funkcije je stacionarna tocka, ali neka stacionarna tocka ne mora biti lokalni ekstrem.

f"-test za odredivanje strogih lokalnih ekstrema: Neka je realna funkcija f dvaput derivabilna
na intervalu 1.

Korak 1. Odrediti prvu derivaciju f’.

Korak 2. Ako f’ nema na intervalu I niti jedne nultocke, onda funkcija f na intervalu I nema niti
lokalnih niti globalnih ekstrema. U protivnom, odrediti sve nultocke funkcije f’ koje pripadaju
intervalu I.

U obzir dolaze slucajevi kada je f neprekidna na R ili na intervalu (a, +-00) ili na intervalu (—oo, b).
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!/

Korak 3. Odrediti drugu derivaciju f” = (f') .

Korak 4. Za svaku nultocku xy dobivenu u prethodnom koraku odrediti predznak vrijednosti

f”(u’UO)-

Korak 5. Ako je f”(zg) > 0, onda f u tocki xy ima strogi lokalni minimum. Ako je f”(zg) < 0,
onda f u tocki zp ima strogi lokalni maksimum. Ako je f”(z¢) = 0, tada treba rac¢unati, ako
postoje, vrijednosti derivacija visih redova? u tocki xg, tj. brojeve f”(zq), f*(x0), f¥(xo) itd.
Ako su sve te vrijednosti jednake nuli, f”-test ne daje odluku, pa treba primijeniti algoritam
za odredivanje lokalnih ekstrema naveden nize. U suprotnom, neka je n najmanji prirodan
broj takav da je f((xg) # 0. Ako je n neparan, tada f nema strogi lokalni ekstrem u tocki .
Ako je n paran, tada f u tocki 2 ima strogi lokalni maksimum ako je £ () < 0, odnosno
strogi lokalni minimum ako je £ (zg) > 0.

Odredivanje globalnih ekstrema derivabilne funkcije definirane na segmentu I = [a, b]:
Korak 1. Odrediti prvu derivaciju f’.

Korak 2. Odrediti sve nultocke funkcije f’ koje pripadaju intervalu (a,b).

Korak 3. Za svaku nultocku zy dobivenu u prethodnom koraku izrac¢unati f(z).

Korak 4. Izracunati f(a) i f(b).

Korak 5. Medu svim vrijednostima izrac¢unatim u prethodna dva koraka odrediti najmanju, od-
nosno najveéu. Najmanja vrijednost je globalni minimum, a najveca globalni maksimum.

Odredivanje intervala monotonosti i strogih lokalnih ekstrema funkcije f: Neka je f
realna funkcija derivabilna na intervalu I = (a, b)>.

Korak 1. Odrediti prvu derivaciju f’.

Korak 2. Odrediti sve nultocke funkcije f’ koje pripadaju intervalu 14,

Korak 3. Neka su zi,...,x, sve nultocke dobivene u prethodnom koraku oznacene tako da
vrijede nejednakosti a =: zg < 21 < -+ < T, < Tpg1 :=b. Skup I\ {x1,...,2z,} moze se
prikazati kao unija toéno n+ 1 otvorenih intervala Iy, Io, ..., I, 41, pri ¢emu je Iy = (xp_1,xk),

k=1,2,...,n+ 1.
Korak 4. Za svaki £k =1,2,...,n+ 1 odabrati toc¢ku t; € I.

Korak 5. Za svaki k = 1,2,...,n+ 1 odrediti predznak broja f’(t;). Ako je f'(tx) > 0, onda f
strogo raste na intervalu I. Ako je f/(tx) < 0, onda f strogo pada na intervalu I.

Korak 6. Za svaki kK =1,2,...,n vrijede sljedeée tvrdnje:
1. ako je f'(tx) <01 f'(tgs1) > 0, tada f ima strogi lokalni minimum u tocki x,
2. ako je f'(tx) > 01 f'(txy1) <0, tada f ima strogi lokalni maksimum u tocki xy,

3. ako su brojevi f’(tx) i f'(tr+1) istog predznaka, tada f nema strogi lokalni ekstrem u
tocki xy.

20 derivacijama viseg reda vidjeti todku 6.5 na stranici 35.

3Dozvoljavaju se slucajevi a = —oo ili b = +o00, I = R, te sludaj kada je I unija konaéno mnogo otvorenih intervala.

4Na ovaj korak treba naroéito pripaziti ako su f i f’ suZenja funkcija koje su inace derivabilne na nadskupu
intervala I.
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6.3 Neki osnovni poucci diferencijalnog racuna

Poucak 6.3.1 (Fermat). Neka je f realna funkcija definirana na intervalu I C R. Ako f ima u
tocki ¢ € I lokalni minimum ili lokalni maksimum, te ako postoji f'(c), tada je f'(c) = 0. Drugim
rije¢ima, ako funkcija f postize lokalni ekstrem u tocki ¢, onda ili vrijedi f'(c) = 0 ili f nema
derivaciju u tocki c.

Poucak 6.3.2 (Rolle). Neka je f realna funkcija neprekidna na segmentu [a,b] C R. Ako je f
derivabilna na intervalu {a,b) i ako je f(a) = f(b), tada postoji barem jedan c € {(a,b) takav da je
7(e) = 0.

Poucak 6.3.3 (Lagrangeov poucak o srednjoj vrijednosti). Neka je f realna funkcija neprekidna na
segmentu [a, b] i derivabilna na intervalu {a,b). Tada postoji barem jedan c € {(a,b) takav da vrijedi

Fb) = fla)

b—a

f(e) =

Geometrijski, postoji barem jedan ¢ € {(a,b) takav da je tangenta povucena na graf funkcije f u tocki
C = (¢, f(c)) usporedna s pravcem kroz tocke A = (a, f(a)) i B = (b, f(b)).

Poucak 6.3.4 (Cauchyev poucak o srednjoj vrijednosti). Neka su f i g realne funkcije neprekidne
na segmentu [a,b] i derivabilne na intervalu {a,b). Ako za svaki x € {(a,b) vrijedi g'(x) # 0, tada
postoji barem jedan c € (a,b) takav da vrijedi

6.4 L’Hopital-Bernoullijevo pravilo

Neka su funkcije f i g derivabilne na intervalu I = (a,b), osim eventualno u tocki ¢ € I. Pretpos-
tavimo da je g(x) # 01 ¢'(x) # 0 za sve z € I \ {c}. Ako je lim f(z) = £o0 i lim g(x) = +oo ili
xX C X (&

gl;_)mc flx) = C’1:1_>mc g(z) = 0 te ako postoji limes }:lg}: g:g; =: L, onda postoji i limes 31C1_>rnc % i jednak

je L.

Brojevi a, b i ¢ mogu biti i +o00. U sludaju kada je ¢ = oo, umjesto pretpostavke g(z),¢'(z) # 0
za sve x € I\ {c}, treba pretpostaviti da postoji M > 0 tako da vrijedi g(x), ¢’ () # 0 kada je
|z| > M.

Pomoéu ovog pravila, a uz primjenu odgovarajuéih algebarskih transformacija, ponekad je moguce
odrediti i grani¢ne vrijednosti oblika 0 - +00, 0F>°, 17 itd.

U odredenim slucajevima ovo je pravilo moguée primijeniti i viSekratno, ali uvijek provjeravajuéi
jesu li ispunjene pretpostavke uz koje je mogucée primijeniti pravilo.

6.5 Derivacije viseg reda
Derivacija reda n induktivno se definira s
!
f = (f("_l)) , zasvakin e N,

pri ¢emu je dogovorno f(© := f. Prakti¢no se derivacija reda n dobije n-strukim deriviranjem
polazne funkcije f.
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U opc¢em je slucaju derivaciju reda n nemogudée odrediti eksplicitnim pravilom.
U nekim je slu¢ajevima podesno primijeniti Leibnizovu formulu:
" (n
(Fg)t = ;) <k> A

U gornjoj su formuli za prirodne brojeve n i k s

(n) nn—1)---(n—k+1)

k] k!

oznaceni binomni koeficijenti, gdje je k! := 1-2---k umnozak prvih k prirodnih brojeva.’

Dogovorno vrijedi 0! := 1.

Neke karakteristicne derivacije viseg reda navedene su u Tablici 6.2. Pritom je f n-puta
derivabilna funkcija, a o, 8, m € R i n € N su konstante.

Tablica 6.2: Vise derivacije nekih funkcija

f(x) ARIED
(m%!n)!xm*", zaméeNim>n,
™ 0 zam€Nim<n,

g™ [[ig(m — k), zameR\N

o, a>0 a® (Ina)”
(="~ 1 (n—1)!
Inx e
sin x sin (z4+n %)
cos T cos (z+n%)
h shx, =za parnen €N,
shx
chz, zaneparnen € N
b chz, zaparnen €N,
chz
shx, za neparnen € N
flaz+p) a" f (ax + B)

6.6 Diferencijal funkcije

Diferencijal derivabilne funkcije y (oznaka: dy) je linearna aproksimacija prirasta te funkcije u
okolini neke njezine tocke. Definiran je formulom:

dy = 9/ (z) Az ili ekvivalentno dy = y/(z)dz.

5 Oznaku (:) ¢itati ,en povrh ka”, a oznaku n! ,en faktorijela”.
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Pritom je Az prirast varijable x, a dz diferencijal funkcije y(x) = x. Moze se pokazati da vrijedi
jednakost dx = Ax, pa se dz uobicajeno naziva diferencijalom varijable z.

Za derivabilnu funkciju kaze se i da je diferencijabilna.
Neka svojstva diferencijala: Neka su f i g diferencijabilne funkcije. Tada vrijedi sljedece:
1. diferencijal svake konstantne funkcije jednak je nuli,
2. d(f £g) =df £dg,
3.d(fg)=df-g+ f-dg,
4. d (g) = W, uz uvjet g(z) # 0.

6.7 Konveksnost i konkavnost funkcije

Neka je I C R otvoreni interval i neka je f : I — R neprekidna funkcija. f je strogo konveksna
na intervalu I ako za sve x1,x2 € I vrijedi

f(wr;-xz) - f(ﬂfl);f(f@)_

Ako je f derivabilna i strogo konveksna na I, te ako je ¢ € I, onda se tangenta povucena na graf
funkcije f u tocki T' = (¢, f(c)) nalazi ispod toga grafa.

Neka je f derivabilna na I. Tada je f strogo konveksna na I ako i samo ako je f’ strogo rastucéa
funkcija na I.

Neprekidna funkcija f je strogo konkavna na intervalu I ako za sve x1,x2 € I vrijedi

f <$1~2HC2> S f(fUl)—;f(l‘z)

Ako je f derivabilna i strogo konkavna na I, te ako je ¢ € I, onda se tangenta povucena na graf
funkcije f u tocki T'= (¢, f(c)) nalazi iznad toga grafa.

Neka je f derivabilna na I. Tada je f strogo konkavna na I ako i samo ako je f’ strogo padajuca
funkcija na I.

Tocka T' = (¢, f(c)) je prijevojna tocka (tocka infleksije) grafa funkcije f ako postoji € > 0 takav
da je funkcija f konveksna/konkavna na intervalu (¢ — ¢, ¢), a konkavna/konveksna na intervalu
(c,c+e).

Postupak odredivanja prijevojnih tocaka i intervala konveksnosti i konkavnosti: Neka
je funkcija f dvaput derivabilna na intervalu I.

Korak 1. Odrediti drugu derivaciju f” funkcije f.
Korak 2. Odrediti sve nultocke funkcije f” koje pripadaju intervalu 1.9

Korak 3. Neka su x1,z9,...,x, sve nultocke dobivene u prethodnom koraku oznacene redom tako
dajea=:29 <z < <Typ <xpy1:=b. Navedenim tockama podijeliti interval I na to¢no
n + 1 dijelova.

5Na ovaj korak treba naro¢ito pripaziti ako su f i f” suZenja funkcija koje su inace derivabilne na nadskupu
intervala 1.
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Korak 4. Iz svakog dijela dobivenog u prethodnom koraku odabrati po jednu tocku. Neka su te
tocke redom ty,to, ..., thy1-

Korak 5. Za svaki k = 1,2,...,n + 1 odrediti predznak broja f”(t;). Ako je
1. f"(tx) > 0, funkcija f je konveksna na intervalu (zj_1,zy).
2. f"(tr) <0, funkcija f je konkavna na intervalu (xp_1, z).

Korak 6. Za svaki k =1,2,...,n utvrditi ima li f” razli¢ite predznake na intervalima (xg_1,zx) i
(xk, Tk+1). Ako ima, tada je Ty = (xg, f(zx)) prijevojna tocka grafa funkcije f. Ako nema,
tada T} nije prijevojna tocka toga grafa.

6.8 Asimptote na graf realne funkcije

Neka je f realna funkcija. Pravac p je asimptota na graf I' funkcije f (krace: asimptota funkcije f)
ako udaljenost izmedu p i tocke T' € T' tezi prema nuli ¢im se tocka T beskonac¢no udaljava od
ishodista koordinatnog sustava. Razlikujemo dvije vrste asimptota: uspravne (vertikalne) i kose
(8to ukljucuje i vodoravne).

Pravac ¢ija je jednadzba x = ¢ je uspravna asimptota funkcije f ako vrijedi lim,_,.4 f(z) = £oo
ili limg . f(x) = +o0.

Tipi¢an primjer uspravne asimptote je asimptota koja prolazi polom racionalne funkcije.

Kose asimptote mogu biti lijeve i desne. To su pravci ¢ije jednadzbe imaju oblik y = kx + [, gdje
su k il realni brojevi odredeni izrazima:

k= lim Lx),
r—+oo I
1= lim_(f(z) - ko)

pri ¢emu se u oba gornja limesa uzima x — 400 za desnu, a x — —oo za lijevu kosu asimptotu.
Ako je k = 0, tada govorimo o lijevoj, odnosno desnoj vodoravnoj (ili horizontalnoj) asimptoti.

Ako se lijeva kosa asimptota podudara s desnom kosom asimptotom, govori se o (obostranoj)
kosoj asimptoti. Posebno, ako se lijeva vodoravna asimptota podudara s desnom vodoravnom
asimptotom, govori se o (obostranoj) vodoravnoj asimptoti.

6.9 Ispitivanje tijeka funkcije

Ispitivanje tijeka funkcije obuhvaca odredivanje sljede¢ih podataka:

1. prirodno podrucje definicije, 7. intervali monotonosti,

2. nultocke, 8. lokalni (eventualno globalni) ekstremi,

3. sjeciste grafa funkcije s osi ordinata, 9. intervali konveksnosti i konkavnosti,

4. tocke prekida, 10. prijevojne tocke,

5. polovi funkcije i njihovi redovi, 11. asimptote,

6. parnost i periodi¢nost funkcije, 12. skiciranje grafa funkcije na temelju pret-

hodnih podataka.
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Osnove integralnog racuna

7.1 Primitivna funkcija i neodredeni integral

Neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija. Primitivna funkcija funkcije f je svaka funkcija
F : [a,b] — R sa svojstvom F'(x) = f(x) za svaki x € [a,b]. Pritom se u rubnim toc¢kama a i b
zapravo radi o jednostranim derivacijama (vidi napomenu na stranici 31).

Svaka funkcija neprekidna na segmentu ima primitivnu funkciju.

Ako funkcija f ima barem jednu primitivnu funkciju, kaze se da je f integrabilna. Skup svih
primitivnih funkcija funkcije f naziva se neodredeni integral funkcije f i oznacava

/ f(z)de.
U gornjem zapisu funkciju f nazivamo podintegralna funkcija, dok je dx diferencijal nezavisne
varijable.
Vezu izmedu dviju razli¢itih primitivnih funkcija iskazuje sljedeéi poucak.
Poucak 7.1.1. Neka je f integrabilna funkcija, te Fy © Fs dvije njezine razlicite primitivne funkcije.
Tada postoji jedinstveni C' € R takav da za svaki dopustivi x vrijedi: Fy(x) = Fy(z) + C. Stoga je
/f(ac) dz = {F(z)+C: C € R},

gdje je F bilo koja primitivna funkcija za f.

Primitivnu funkciju ¢iji je slobodni ¢lan (sumand koji ne sadrzi nezavisnu varijablu) jednak 0
nazivamo standardna antiderivacija. U daljnjem tekstu pod pojmom antiderivacija podrazu-
mijevamo standardnu antiderivaciju.

Napomena: Prema Poucku 7.1.1, svaka primitivna funkcija funkcije f moze se dobiti tako da
se standardnoj antiderivaciji F' funkcije f doda neka realna konstanta C. Zbog toga se obi¢no
pise:

/f(x)d:r:F(x)—l—C, C eR.

Neka osnovna pravila za integriranje: Neka su f i g integrabilne realne funkcije, te a € R
konstanta. Tada vrijede sljedece tvrdnje:

1. /af(x)dx:a/f(x)da:,

39
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2. /(f(:v):l:g(:n))dx :/f(:n) dx:l:/g(x) dz.
Napomena: Opéenito, [ f(z) g(z)dz nije jednako [ f(x)dz - [ g(z)dx.

Tablica 7.1 sadrzi osnovne (elementarne) antiderivacije. Pritom je o # 0 realna konstanta.

Tablica 7.1: Osnovne antiderivacije

f(x) J f(z)dz f(x) J f(z)dz
1 x tgx —1In | cos z|
1 In |z| ctgx In | sin z|
(o # —1) Q%H rotl e In|tg (3)]
o (a>0ia#1) Lo S Injtg (3 + %)
e” e’ Sinlg - —ctgx
Inz rlne—=z C0812 tgx
ﬁ Loarctg () shx chz
-1 7 In ;ﬁ—g‘ chz shz
Vi +a %\/ﬂm—kgln(x—k\/m) thz In | ch z|

a? — x? 2Va?—z?+ 0‘72 aresin 157 cthz In |sh x|
JﬁliT ln‘x—l—\/m’ ﬁ In [th (%)|
\/a;ﬁ arcsin o = 2 arctg [th ()]
sinz —cosz sh%m —ctha
cos T sinz ﬁ thz

7.2 Metoda zamjene (supstitucije) varijable

Neodredeni integral [ f(x)dz u nekim se sluc¢ajevima mozZe svesti na tabli¢éni integral koristeéi
sljededi algoritam:

Korak 1. Zamijeniti

t= g(x) ifili 2 = g1 (¢),
dr = —— dt,

gdje je g ,,nova” integrabilna funkcija.

Korak 2. Zapisati polaznu podintegralnu funkciju kao funkciju varijable ¢, pri ¢emu treba uvaziti
obje gornje zamjene.

Korak 3. Odrediti neodredeni integral funkcije dobivene u prethodnom koraku.
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Korak 4. U izrazu dobivenom u prethodnom koraku zamijeniti ¢ s g(x) i pojednostavniti dobiveni
izraz. Dobiveno rjesenje je trazeni neodredeni integral.

7.3 Metoda djelomicne (parcijalne) integracije

Primjenjuje se u slucajevima kad je polazni integral oblika [ f(z) g(x) dz, gdje je f funkcija koju je
jednostavno derivirati, a g funkcija koju je jednostavno integrirati.

Korak 1. Odrediti du i v iz sljedec¢e sheme:

u= f(x) v:/g(m) dz
du = f'(z)dz dv = g(z) dz.

Korak 2. Polazni integral jednak je uv — [vdu.

Za funkciju u obi¢no se izabiru logaritamska funkcija, ciklometrijske funkcije itd. Funkcija v je
antiderivacija funkcije g.

7.4 Integriranje racionalnih funkcija

7.4.1 Integriranje pravih racionalnih funkcija
Integriranje pravih racionalnih funkcija moze se podijeliti u nekoliko tipova. Izdvajaju se dva
najcesca.

dx

Tip 1. —_—_—
P /aa:2+bﬂz+c7a7é0

b
Integriranje se provodi zamjenom ¢ = x + 52 Dobiva se tabli¢ni integral /
a

mx-+n
Tip 2. .
P /a:z:2+b93+ a70

dt
at?yc— 2

U ovom se slu¢aju najprije odrede realni brojevi A i B iz jednakosti mz +n = A(2ax+b) + B
Polazni integral se time svodi na

X

Aln(az® +bx+c)+ B /2—
az*+br+c
sto je integral tipa 1 pa se odreduje gore opisanom zamjenom:.

Integriranje ostalih pravih racionalnih funkcija provodi se pomoéu metode neodredenih koeficijenata
(vidjeti tocku 7.4.2), pogodnim zamjenama, djelomi¢nom integracijom itd.

7.4.2 Metoda neodredenih koeficijenata

U nekim posebnim sluc¢ajevima racionalne funkcije kojima su nazivnici polinomi stupnja barem 3
mozemo rastaviti na parcijalne razlomke, pa njihovo integriranje svesti ili na tabli¢no integriranje
ili na integriranje racionalnih funkcija kojima su u nazivniku polinomi 2. stupnja.



42 POGLAVLJE 7. OSNOVE INTEGRALNOG RACUNA

Neka je R(z) = é ; prava racionalna funkcija i neka je

g(x) = p1(@)™ pa(2)™2 -+ pa(x)™ = [] palz)™
k=1

gdje su pi polinom 1. stupnja ili polinom 2. stupnja koji nema realnih korijena i mj € N za svaki
k=1,2,...,n. Tada funkciju R mozemo zapisati u sljede¢em obliku, koji nazivamo rastav na
parcijalne razlomke:

R(Z]}') = ii ai nge e Q= aij’ ako je Stpz = ]_’
‘ — Di ) J v Q5 T + ﬂ”, ako je stp; = 2.

Vrijednosti realnih koeficijenata «;; i 3;; odreduju se pomocu definicije jednakosti dvaju polinoma
(vidi stranicu 21).

Ukupan broj medusobno razli¢itih razlomaka koji se pojavljuju u rastavu polazne racionalne funkcije
na parcijalne razlomke jednak je mq + mo + - + m,,.

7.4.3 Integriranje nepravih racionalnih funkcija
Integriranje neprave racionalne funkcije R(z) = gx)) provodi se na sljedeé¢i nacin:

Korak 1. Odrediti koli¢nik ¢ i ostatak r pri dijeljenju polinoma f polinomom g.

Korak 2. Sada je
/R(x)dx:/q(m)dx—k/%d

Prvi integral na desnoj strani jednakosti je integral polinoma koji se svodi na zbroj tabli¢nih
integrala, dok je drugi integral prave racionalne funkcije i odreduje se nekom od ranije opisanih
metoda.

7.5 Integriranje iracionalnih funkcija

Integriranje iracionalnih funkcija moze se podijeliti u nekoliko tipova. Izdvajaju se tri najcesca
tipa.

Tip 1. /\/am2+bx—|—cdx ili/

dx
,a#0
Vaz?+br+c
Integriranje se provodi zamjenom ¢t = x + %. Time radikand! prelazi u oblik at® + ¢ — %, a zadani
integral svodi se na tabli¢ni.
mx—+n

VarZ+bx+c

Najprije treba odrediti realne brojeve A i B tako da vrijedi max +n = A (2ax 4+ b) + B. Zatim se
polazni integral moze zapisati u obliku

2A\/ax2+b:v+c—|—B/

Tip 2. dx, a # 0.

Vax? —i—b:c—i—c

sto je integral tipa 1, pa se odreduje na gore opisan nacin.

'Radikand je izraz ispod korijena, tj. ono $to se korjenuje.
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dx, gdje su a # 0 i P polinom stupnja n.

Tip 3. / ?)
Vaz?+bx+c

Deriviranjem obiju strana jednakosti

/ ) Vax? —l—ba:—l—c—i—oz/
\/aarQ—i-ba;—l—c \/a:CQ—i-ba;—l—c

i izjednacavanjem koeficijenata uz iste potencije varijable x treba odrediti polinom ¢ stupnja n — 1
i konstantu « € R. Preostaje integral tipa 1, koji se odreduje na gore opisan nacin.

7.6 Integriranje trigonometrijskih i hiperbolnih funkcija

Integriranje trigonometrijskih i hiperbolnih funkcija provodi se koristeéi trigonometrijske, odnosno
hiperbolne identitete. Izdvajaju se najceséi tipovi.

Tip 1. /sinm z cos™ xdz ili /shm x ch™ z dz, gdje su m i n nenegativni cijeli brojevi.

Ako je m neparan, tj. oblika m = 2k + 1, onda integral treba zapisati u obliku

/sin z sin?* z cos” zdz, odnosno /sh z sh®¥ ch" z dz,

2

pa uvesti zamjenu t = cos z, odnosno t = ch z, uz koristenje identiteta sin? z = 1 — cos® =, odnosno

sh?z =ch?z — 1.

Ako je n neparan, tj. oblika n = 2k + 1, onda integral treba zapisati u obliku

/ cosz cos?* z sin™ zdz, odnosno /Ch z ch?F 2z sh™ z dz,

2 2

pa uvesti zamjenu t = sin x, odnosno t = sh x, uz koristenje identiteta cos*x = 1 — sin“ x, odnosno

ch?x =sh?z + 1.

Ako su m i n parni brojevi, treba primijeniti formule za trigonometrijske, odnosno hiperbolne
funkcije dvostrukog argumenta, navedene u tockama 5.7 i 13.3.

Tip 2. /cos(ma:) cos(nz)dz, /cos(m x) sin(nz)dz, /sin(mx) sin(nz) dz, /Ch(m x) ch(nx) dz,
/ch(mx) sh(nzx) dx, /sh(m:v) sh(nz)dx.

Pri integriranju se koriste formule pretvorbe umnoska trigonometrijskih, odnosno hiperbolnih
funkcija u odgovarajuéi zbroj tih funkcija, navedene u tockama 5.7 i 13.3.

Tip 3. /R(sin x,cos z) dz, gdje je R racionalna funkcija (dviju varijabli).

Pri integriranju se uvodi zamjena ¢ = tg (%), koja ima sljedece posljedice:

: lazi 2t
sinx prelaziu ——s
P 1+t2
I t2
cosz prelaziu ——=
b 1+

, 2

dxr prelaziu ——-dt.

14142
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Napomena: Ako vrijedi R(—sinxz, —cosx) = R(sinx,cosx), pogodnije je primijeniti zamjenu
x = arctgt, pri cemu

t

V14t
1

V12
t.

sinx prelazi u

cosx prelazi u

o,

dx prelazi u m

7.6.1 Integriranje iracionalnih funkcija pomocu trigonometrijskih i hiperbolnih
zamjena

Osnovne zamjene navedene su u Tablici 7.2. Pritom su R racionalna funkcija dviju varijablii a > 0
realna konstanta.

Tablica 7.2: Osnovne trigonometrijske i hiperbolne zamjene

podintegralna funkcija trigonometrijska zamjena hiperbolna zamjena

[\

R(xz,Va? — 2?) x =asint x=a tht
R(xz,Vx? + a?) r=atgt x =asht
R(z,vVx? — a?) x= -2 T =acht

cost

7.7 Odredeni integral

Neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija. Odredeni integral funkcije f na segmentu [a,b] (oznaka:
J f f(x)dz) je realan broj ¢ija tocna definicija izlazi iz okvira ovog Repetitorija. Neke moguée
interpretacije tog broja navedene su u tocki 7.7.2.

Odredeni integral se efektivno izracunava pomoéu Newton-Leibnizove formule:

[ s@)ar = ) - Fla),

pri ¢emu je F' antiderivacija funkcije f.

Napomena: Gornja formula vrijedi i ako je F' bilo koja primitivna funkcija za f.

7.7.1 Neka osnovna svojstva odredenog integrala
b b
1. / Ozf(x)dx:a/ f(z)dz, za svaki a € R.
b b b
2. / (f(z) £g(x)) de = / f(z)dz :t/ g(x)dx.

3. /bf(a:)dx:/Cf(x)dx+/bf(x)dx, za svaki ¢ € [a, b].
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4. Ako je f neparna funkcija integrabilna na [—a, a], onda je

’ f(z)dx = 0.

—a

5. Ako je f parna funkcija integrabilna na [—a, a], onda je

_aa f(z)dax =2 /Oa f(z)dz.

7.7.2 Neke primjene odredenog integrala

Prosje¢na vrijednost funkcije f neprekidne na segmentu |[a, b]:
1 b
dx.
— | f@)de

Povrsina ravninskog lika omedenog pravcima y = 0, * = a i y = b te grafom neprekidne
funkcije f:

f=

= [ ls@).

Duljina ltika grafa funkcije f izmedu tocaka (a, f(a)) i (b, f()):

d:/b\/1+f’(a:)2da;.

Obujam rotacijskog tijela nastalog rotacijom ravninskog lika omedenog pravcima y =0,z =a i
x = b, te grafom neprekidne funkcije f, oko osi apscisa jednak je

Ve=m /bf(:v)2 dz.

Za rotaciju oko osi ordinata taj je obujam jednak

V=2 [ 2li@)ds,

uz uvjet da su a i b istog predznaka.

Povrsina plasta rotacijskog tijela nastalog rotacijom ravninskog lika omedenog pravcima y = 0,
x =aix =>b, te grafom neprekidne funkcije f:

P=2r /abf(:v)]\/l—kf’(ac)Qda:.

Teziste T ravne homogene ploce omedene pravcima z = a i x = b, te grafovima funkcija f i g
neprekidnih na segmentu [a, b], uz uvjet da za svaki x € [a, b] vrijedi nejednakost g(z) < f(x):

- (f;’x (f(2) = g(@)) o[y (f(2)* = g(x)?) dx) |
Jo (f(2) = g(@) dz "2 [ (f(2) = g()) da
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Poglavlje 8

Nepravi integrali

Nepravi integrali su odredeni integrali kod kojih podintegralna funkcija nije omedena na intervalu
integracije ili kod kojih je barem jedna granica , beskonacna”. Njihovo izracunavanje, osim izra-
¢unavanja odredenih integrala pomoéu Newton-Leibnizove formule, podrazumijeva i odredivanje
grani¢nih vrijednosti (limesa).

8.1 Integrali s beskonac¢nim granicama

Uz pretpostavke da su a,b € R i da je funkcija f integrabilna na promatranim intervalima, razlikuju
se tri osnovna tipa integrala s beskona¢nim granicama.

b b
Tip 1. / f(z)dx = Em / f(x)dz, ako integral na desnoj strani postoji za svaki a < b, te
00 A== Jg

ako posto}i navedeni limes.

400 b
Tip 2. / flx)dz = , lim / f(x)dz, ako integral na desnoj strani postoji za svaki b > a, te
—+00
ako postciji navedeni limes. ‘
+o0o c +oo
Tip 3. / f(z)dz := / f(x) dx—{—/ f(x) dzx, za bilo koji ¢ € R (obi¢no je pogodno odabrati
— —00 (&

oo
¢ =0), te ako postoje oba neprava integrala na desnoj strani.

Ako svaka od navedenih grani¢nih vrijednosti postoji, kaze se da pripadni nepravi integral konvergira.
Ako vrijednost integrala tezi ka +oo ili —oo, kazemo da nepravi integral divergira.

8.2 Integrali neomedenih funkcija

Ako za neprekidnu neomedenu funkciju f : [a,b] \ {c} — R vrijedi

b

b
1. ¢ =a, tada je / f(z)dz = lim f(x)dzx, ako limes s desne strane postoji.

a =0+ Jate
b b—e

2. ¢ =1b, tada je / f(z)dzx = lim f(x)dz, ako limes s desne strane postoji.
a e—0+ Jq

47
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b c—¢ b
3. c € (a,b), tada je /a f(z)dz = 61—1>%1+/CL f(z) d:L‘—}—El_1>I(I)1+ - f(x) dx, ako oba limesa s desne
strane postoje.

Ako svaka od navedenih grani¢nih vrijednosti postoji, kazemo da pripadni nepravi integral konvergira.
Inace, taj integral divergira.

8.3 Kiriteriji usporedbe za neprave integrale

Pomodéu sljedecih kriterija moguce je ispitati konvergenciju nekog nepravog integrala bez efektivnog
izracunavanja njegove vrijednosti. Navode se tri osnovna kriterija usporedbe.

Prvi kriterij usporedbe. Neka su f, g : [a,+00) — R neprekidne funkcije takve da za svaki z > a
vrijedi 0 < f(x) < g(x). Tada vrijede sljedeée tvrdnje.

1. Ako [;"* g(z)dz konvergira, tada i [;"* f(x)dz konvergira.
2. Ako [ f(x)dz divergira, tada i [,"*° g(x)da divergira.

Analogne tvrdnje vrijede i ako se pretpostavka x > a zamijeni pretpostavkom x < a, a podintegralne
funkcije promatramo na intervalu (—oo, a.

Drugi kriterij usporedbe. Neka su f,g : (a,b) — R neprekidne funkcije takve da vrijedi
0 < f(z) < g(z) za sve z € (a,b). Tada vrijede sljedece tvrdnje.

1. Ako ffg(a:) dz konvergira, tada i ff f(z) dx konvergira.
2. Ako f;’f(x) dz divergira, tada i f;g(:z:) dz divergira.

Granicni kriterij. Neka su f i g pozitivne funkcije neprekidne na [a, +00) i neka postoji konac¢an

L= lim @ > 0.
T—>—+00 g(:L')

limes

Tada integrali [ f(x)dz i [ g(z)dx ili oba konvergiraju ili oba divergiraju.

Prigodom primjene navedenih kriterija Cesto se koriste sljedeéi rezultati:

(0 dx . fTeode - : o
1. Integrali — 1 —— konvergiraju ako je n > 1, a inace divergiraju.
0

0 T T

b d
2. Za b > a, integral / ﬁ konvergira ako je n < 1, a inace divergira.
a — X
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Redovi realnih brojeva

n
Neka je (ay) zadani niz realnih brojeva. Niz (s,) ¢iji je opéi ¢lan definiran pravilom s, = Y ag

k=1
naziva se niz djelomicnih zbrojeva (ili niz parcijalnih suma) zadanog niza. Uredeni par

[e.°]
((an), (sn)) naziva se red. Umjesto ((ay), (s,)) koriste se oznake > a,, > a, i druge.
n=1

Red > a, je konvergentan ukoliko niz (s,) ima grani¢nu vrijednost S € R. U tom se sluc¢aju S

(e8]
naziva zbrojem reda i pise: S = > a,.
n=1

Red > a,, je apsolutno konvergentan ukoliko je red Y |a,| konvergentan.

Red > a,, je divergentan ako je niz (s,) divergentan.

9.1 Pravila za ispitivanje konvergencije reda

Pravilo 1. Ako vrijedi lima,, # 0, red )_ a, je divergentan.
Napomena: Ako je niz (s,) konvergentan, onda je i niz (a,) konvergentan i vrijedi lim a,, = 0.
n

Pravilo 2. Akored Y |a,| konvergira, tada i red Y a,, konvergira. Drugim rije¢ima, svaki apsolutno
konvergentan red je konvergentan.

Pravilo 3 (Cauchyev kriterij). Ako je
lim { lan| =7 € R,
tada je red Y |ay,|
1. konvergentan ako je r < 1,
2. divergentan ako je r > 1.
Ako je r = 1, ovaj kriterij ne daje odluku.
Pravilo 4 (D’Alembertov kriterij). Ako je

An+1
Qp,

lim

n

=r eR,

tada je red > |ap|

49
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1. konvergentan ako je r < 1,
2. divergentan ako je r > 1.

Ako je r = 1, ovaj kriterij ne daje odluku.

An+1
an

Pravilo 5 (Raabeov kriterij). Ako je lim (n (1 -

)) =r € R, tada je red > |ay,|
1. divergentan ako je r < 1,
2. konvergentan ako je r > 1.

Ako je r = 1, ovaj kriterij ne daje odluku.

Pravilo 6 (Leibnizov kriterij). Alternirajuéi red Y (—1)"a,, gdje je a, > 0 za svaki n € N,
konvergira ako je niz (a,) padajuéi i ima granié¢nu vrijednost jednaku 0.

Pravilo 7 (kriterij usporedbe). Neka su (ay,) i (b,) nizovi takvi da za svaki n € N vrijedi nejednakost
0 < an < by,. Tada vrijede sljedeée tvrdnje:

1. Ako je red > b, konvergentan, tada je i red > a,, konvergentan.
2. Ako je red Y a, divergentan, tada je i red >_ b, divergentan.
Pravilo 8 (drugi kriterij usporedbe). Neka su Y a, i Y. by, redovi takvi da je li7ILn ‘b‘—: > 0. Ako jedan

od tih redova konvergira, onda konvergira i drugi. Analogna tvrdnja vrijedi ako se rije¢ konvergira
zamijeni rijec¢ju divergira.
Pravilo 9 (Cauchyev integralni kriterij). Ako je f nenegativna, neprekidna i monotono pada-

juéa funkcija na intervalu [1,+00), tada red Y f(n) i nepravi integral ffr *° f(z) dz istodobno ili
konvergiraju ili divergiraju.

9.2 Algebarske operacije s redovima

Redovi brojeva se zbrajaju, oduzimaju i mnoze realnim brojem razli¢itim od nule prema nacelu
»Clan po ¢lan”. Tocnije, vrijede sljedece jednakosti:

L Y an =Y by =Y (an £by),
2. ¢Y an =Y (cay), ceR.

Cauchyevo mnozenje redova. Umnozak apsolutno konvergentnih redova Y a, i > b, definira

se formulom .
Zan . an = Z <Z akbn_k> .
k=0

9.3 Neki posebni redovi realnih brojeva

ee 1.e 1 . . . T
Harmonijski red ) - je divergentan (iako vrijedi hTILn = =0).

Dirichletov ili hiperharmonijski red > % je konvergentan za p > 1, a divergentan za 0 < p < 1.
(za p = 1 dobiva se harmonijski red.)
Neka je a € R. Geometrijski red > az"™ konvergira za |z| < 1 i u tom je slu¢aju njegov zbroj

n>0
jednak S = 2. Za |z| > 1 red je divergentan.
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Taylorov i MacLaurinov red

Ako se neka funkcija zeli aproksimirati polinomom na otvorenom intervalu oko neke tocke iz njezine
domene, korisno je promatrati redove potencija. To su redovi oblika

Z ap, (z —c)".

Iz ove klase redova najcesée se promatra Taylorov red.

Najveéi otvoreni interval (a,b) oko tocke ¢ na kojemu je red potencija konvergentan naziva se
interval konvergencije. Tocke a i b vrlo se ¢esto odreduju koristenjem Pravila 3-6 iz tocke 9.1 na
stranici 49 (Cauchyjev, D’Alembertov, Raabeov i Leibnizov kriterij). Pritom je —oo odnosno +oo
dopustena vrijednost ruba a odnosno b.

Taylorov red funkcije f oko tocke c takve da je f beskonacno puta derivabilna u tocki c je red

f"(c)

2

(ac—c)z—l—w(:v—c)?’—i—...

(),
SE g =0+ @0+ .

n!

Uz odredene uvjete na funkciju f, za svaki x iz intervala konvergencije vrijedi

o r(n)(,
@) =3 D o
n=0 :

n

Takva se funkcija f naziva analiticka funkcija. Sve su elementarne funkcije, tj. funkcije koje se
pojavljuju u ovom Repetitoriju, analiticke.

Prvih m + 1 ¢lanova reda tvore Taylorov polinom stupnja m (oznaka: T,,(z)).

Posebno, za ¢ = 0 i za funkciju f beskonac¢no puta derivabilnu u tocki 0 dobiva se MacLaurinov
razvoj funkcije f u red potencija, tj. vrijedi

00 ¢(n) " "
n=0 ’

Prvih m + 1 ¢lanova reda tvore MacLaurinov polinom stupnja m (oznaka: M,,(x)).

o1
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10.1 Neki osnovni razvoji u MacLaurinov red

n=0
S 2n+1
2. sinx = nz::O( iDL Garnn LER,

Lo § altdany

n! )
n=0

aeR ze(-1,1),
o0

5. ﬁ: oamr meN, xe(-1,1),
o0

6. o = > (—1)"a™", meN, ze(-1,1),

Tl 4a)= > ()" s (-1,1),

522 n+1

o0
1+ —

Napomena: Pri odredivanju Taylorovog razvoja funkcije f u red potencija oko neke tocke ¢ #£ 0
treba koristiti definicijsku formulu za opéi ¢lan Taylorovog razvoja u red ili eventualno ,,gotovu”
formulu za n-tu derivaciju funkcije f (vidjeti stranicu 35).
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Osnove harmonijske analize

Ako se promatra aproksimacija periodi¢nih realnih funkcija, onda se umjesto Taylorovog, odnosno
MacLaurinovog reda, koristi trigonometrijski red. Trigonometrijski red je red oblika

> (an cos(nz) + by, sin(nz)).

Prvih n + 1 ¢lanova reda tvore trigonometrijski polinom. Preciznije, trigonometrijski polinom
stupnja n je funkcija p definirana pravilom:

n

p(z) =Y (ax cos(kx) + by, sin(k z)).
k=0

Od spomenutih redova za praksu je najznacajniji Fourierov red.

Periodi¢nu realnu funkciju f definiranu na osnovnom segmentu S moguce je razviti u Fourierov red
ako su ispunjeni sljedeé¢i uvjeti (tzv. Dirichletovi uvjeti):

1. Funkcija f na segmentu S ima kona¢no mnogo tocaka prekida i ti prekidi su prve vrstel.
2. Funkcija f na segmentu S ima kona¢no mnogo strogih ekstrema.

Ako je S = [—m, 7|, onda se pripadni koeficijenti razvoja funkcije u Fourierov red (tzv. Fourierovi
koeficijenti) racunaju prema sljede¢im formulama:

1 T
ap = - — / f($) dZIS‘,
271 J_n

Ay —

% /_7T f(z) cos(nx)dx, n>1,
by, = % /_7; f(z) sin(nz)dzx, n>1.

U tom slucaju razvoj funkcije f u Fourierov red glasi:

[e.o]

f(z) =ap+ Z (an, cos(nx) + by, sin(nz)).

n=1

Prvih m + 1 ¢lanova ovog reda tvore Fourierov polinom stupnja m (oznaka: Fy,(x)):

Fo(z) = ap + a1 cos(z) + by sin(x) + - - + ay, cos(mx) + by, sin(mz).

Vidi to¢ku 5.11.
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U opéem slucaju, tj. ako je f definirana na segmentu [z, zo+7], gdje je T temeljni period funkcije f,
Fourierovi koeficijenti racunaju se prema sljede¢im formulama:s:

1 xo+T
a0 = /:CO flx)dz
2 [rotT 2
an = / f(x) cos (;W a:) dz,
xO*‘T 2nm
by, =7 / ) sin ( T :U) dzx.

U tom slucaju razvoj funkcije f u Fourierov red glasi:

f(x) =ao+ i (an cos <2;7Tx> + by, sin (Tw)) .

n=1

11.1 Fourierov red (ne)parne funkcije
Ako je funkcija f : [-L, L] — R parna, onda za svaki n € N vrijedi b,, = 0. Tada se Fourierovi
koeficijenti a,, mogu rac¢unati prema sljede¢im pojednostavljenim formulama.

1. Ako je L = m, vrijedi ap = 2 [ f(z)dz ia, =2 [] f(z) cos(nz)da.

2. Opéenito, za L > 0 vrijedi ap = f() f(x)dzia, =% fo f(z) cos (PE z) da.

Pripadni razvoj funkcije u Fourierov red jednak je:

f(x) =ag+ Z an cos(nx), za L =m,

n=1
f()—ao—i-?;ancos(??:v) za L > 0.

Pripadni Fourierovi polinomi stupnja m glase:

Fo(xz) =ap+ai cosz+---+ap cos(mz), zalL=m,

Fp(x)=a0+ a1 cos(Zm)%-'--—l—am cos(nzﬂx), za L > 0.

Ako je funkcija f : [-L, L] — R neparna, onda za svaki n € NU {0} vrijedi a,, = 0. U tom slucaju
Fourierovi koeficijenti b, mogu se racunati prema sljede¢im pojednostavljenim formulama.

1. Ako je L = m, tada vrijedi b, = 2 [ f(z) sin(nz) dz.
2. Opéenito, za L > 0 vrijedi b, = 2 [ f(z) sin (2F z) da.

Pripadni razvoj funkcije u Fourierov red jednak je:
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Pripadni Fourierovi polinomi stupnja m glase:
Fo(z) =by sinx + -+ + by, sin(mzx), za L =m,

Fo(x) =b sin(Zm) 4+ 4+ b, sin<n}jrx>, za L > 0.

U nastavku se navode neki ¢esto koristeni identiteti pri izracunu Fourierovih koeficijenata. Radi
jednostavnosti, umjesto neodredenih integrala navedene su antiderivacije. Ne istakne li se drugacije,
a,b,c € R su konstante, pri ¢emu je a # 0.

1. Neka je f : R — R neparna periodi¢na funkcija s temeljnim periodom 7' > 0. Tada za svaki
k€ Z vrijedi f (k %) — 0.

—1, za neparne n € N,

2. cos(nm) = (—1)" = {

1, za parne n € N

3. sin(nm) =0, za sve n € N.

-1, zan=4k -2,

4. cos(nf) =10, zan=2k—1, zasvaki keN.
1, zan=4Ek,

-1, zan=4k—-1,
5.sin(nf) =<0, zan=2Fk, za svaki k € N.
1, zan=4%k — 3,

6. [T sin(nz)dx = [T _cos(nz)dr = [T _sin(mz) cos(nz)dx =0, za sve m,n € N.

7. |7 _cos(mx) cos(nx)dx = [T_sin(mz) sin(nz)dr = {0, zam #n,
T, Za m =n.
8. [(ax+b)sin(nx)dr = % (a sin(nz) — (anx +bn) cos(nz)).

1
9. [(az+Db) cos(nz)dz = 2 (a cos(nz) + (anz + bn) sin(nz))

10. [e®* P sin(nz)dr = nQ}raz e?2* (g sin(nz) — n cos(nx)).
11. [e®™*P cos(nz)dr = ngiag e®®t (n sin(nx) + a cos(nz)).

12. [(ax? + bz + ¢) sin(nx) dz = 7713 ((2a — an®x? — bz — cn?) cos(nz) + (2anx + bn) sin(nz)).
13. [(az?® + bx + ¢) cos(nz) dz = 5 ((2ana + bn) cos(nz) + (an*z? 4 bn*z + cn? — 2a) sin(nx)).
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Poglavlje 12

Obicne diferencijalne jednadzbe

Neka su x nezavisna varijabla, a y realna funkcija jedne realne varijable. Obi¢na diferencijalna
jednadzba reda n je jednadzba oblika

F (m,y,y’,...,y(")) =0,

gdje je F neka realna funkcija n + 1 varijabli. Za razliku od algebarskih jednadzbi, obicna
diferencijalna jednadzba kao nepoznanicu ima realnu funkciju jedne realne varijable.

Svaka funkcija y koja uvrstena u obi¢nu diferencijalnu jednadzbu daje identitet koji vrijedi za svaki
x iz domene funkcije y naziva se partikularno rjesenje obicne diferencijalne jednadzbe. Pritom
se standardno pretpostavlja da funkcija y ima neprekidnu n-tu derivaciju, Sto automatski znadci da
postoje i sve derivacije nizih redova, te da su i one neprekidne. (Kaze se i da je funkcija y klase C"
na svojoj domeni.)

Opce rjesenje diferencijalne jednadzbe n-tog reda moze se zapisati u obliku G(z,y,C4,...,Cy,) =0,
gdje su (', ..., C), neke realne konstante.

Ravninska krivulja koja predstavlja graf nekog partikularnog rjesenja obic¢ne diferencijalne jednadzbe
naziva se integralna krivulja.

Cauchyjev problem sastoji se od obi¢ne diferencijalne jednadzbe reda n i ukupno n razli¢itih
pocetnih uvjeta. Pocetni uvjeti mogu biti vrijednosti nepoznate funkcije u n razli¢itih tocaka iz
njezine domene, vrijednosti nepoznate funkcije i svih njezinih derivacija do ukljucivo derivacije reda
n — 1 u nekoj tocki itd. Za razliku od obic¢ne diferencijalne jednadzbe koja ima beskona¢no mnogo
medusobno razli¢itih rjesenja, Cauchyjev problem ima jedinstveno rjesenje.

U nastavku se navodi pregled nekih standardnih tipova obi¢nih diferencijalnih jednadzbi. Ako se ne
istakne drugacije, a, b, ¢, a1, b1, c1, as, ba, ca, C, C1 i Co su realne konstante.

U nastavku ovog poglavlja pod pojmom ,diferencijalna jednadzba” podrazumijevat ¢emo obi¢nu
diferencijalnu jednadzbu.

o7
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12.1 Diferencijalna jednadzba 1. reda sa
separiranim varijablama

Opéi oblik: ' = f(x) g(y) ili Fi(z) G1(y)dz + Fa(z) Ga(y)dy = 0.

Opcée rjesenje: Ovisno o obliku u kojemu je jednadzba zapisana, rjeSenje je dano izrazom:

W e w G [R@
/g(y)_/f()d +C il Gl(y)dy+/F2(x)d c.

12.2 Homogena diferencijalna jednadzba 1. reda

,e L] b
Opéi oblik: 3 = f (£), odnosno ' = f (?L;iibi%)

Prvi oblik rjesava se zamjenom u = ¥, pri ¢emu je u(x) nova nepoznata funkcija. Pritom treba

koristiti jednakosti y = ux iy = v x + u.

Drugi se oblik rjesava tako da se najprije izra¢una D = a1 bs — a2 b1. Ako je D = 0, uvodi se zamjena
u=a;x+byy+cy,priemu je u(x) nova nepoznata funkcija. Pritom treba izraziti ag x + bo y + c2
kao linearnu funkciju argumenta u, te koristiti jednakost 3’ = ﬁ (u' — aq). Tako se dobije jednadzba
oblika v/ = g (%) koja se rijesi ranije opisanim postupkom.

Ako je D # 0, treba izracunati o = 3 (b1 — boc1) 1 B = 3 (azcr — a1 o). Potom se uvode
zamjene r = u+«a, y = v+ 81y = v'. Tako se dobije diferencijalna jednadzba 1. reda oblika
vV =g (%) kojoj je nepoznanica funkcija v(u), a koja se rjesava ranije opisanim postupkom. Nakon
odredivanja rjesenja, treba provesti zamjene u = — «a i v =y — 3, te tako dobiti rjesenje polazne

jednadzbe.

12.3 Nehomogena linearna diferencijalna
jednadzba 1. reda

Opdéi oblik: ' + P(z)y = Q(x).
Opée rjesenje: y = o JP@de (f e P@ 4 Q) da + C’).

Napomena: Ako je Q = 0, dobiva se homogena linearna diferencijalna jednadzba 1. reda. Ona
je poseban slucaj diferencijalne jednadzbe 1. reda sa separiranim varijablama, pa se njezino opdée
rjeSenje moze dobiti i primjenom formule iz tocke 12.1.

12.4 Bernoullijeva diferencijalna jednadzba

Opéi oblik: i + P(z)y = Q(z) y*, gdje je k € R\ {0, 1}.

Napomena: Za k = 0 dobiva se nehomogena linearna diferencijalna jednadzba 1. reda koja se
rjesava primjenom formule iz tocke 12.3. Za k = 1 dobiva se diferencijalna jednadzba 1. reda sa
separiranim varijablama cije se opce rjesenje dobiva primjenom formule iz tocke 12.1.
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Opce rjesenje: Neka je g(z) = 1=k [P@de myq, je opce rjesenje u implicitnom obliku dano
izrazom
_ g(z

(1—k) [g(=)Qz)dx +C"

12.5 Homogena linearna diferencijalna jednadzba 2. reda
s konstantnim koeficijentima

Opéi oblik:
ay’ +by +cy=0. (12.1)

Postupak rjesavanja:
Korak 1. Napisati i rijesiti pripadnu karakteristi¢cnu jednadzbu
aX +bA+c=0. (*¥*)

Korak 2. Ako s A1 i Ay oznac¢imo rjesenja karakteristicne jednadzbe, opce rjesenje polazne diferen-
cijalne jednadzbe dobiva se pomocu sljedecée tablice.

tip riesenja jednadzbe (**) opce rjesenje

A, Ao € R, AL # N y=C1eM?® 4 Cyet2®

A, A2 ER, A1 = Ao y:(Cl—i—ng)e)‘lx
M=a+p3ieC,3>0 y =e** (Cy cos(Bx) + Cy sin(Sx))

12.6 Nehomogena linearna diferencijalna jednadzba 2. reda
s konstantnim koeficijentima

Opéi oblik:

ay”" +by +cy=R, (12.2)
pri ¢emu je R realna funkcija jedne varijable.
Postupak rjesavanja:

Korak 1. Napisati i rijesiti pripadnu homogenu linearnu diferencijalnu jednadzbu 2. reda s kons-
tantnim koeficijentima:

ay" +by +cy=0
postupkom iz tocke 12.5. Neka je y,, opce rjesenje te jednadzbe.
Korak 2. Odrediti bilo koje partikularno rjesenje y, polazne jednadzbe.
Korak 3. Opce rjesenje polazne jednadzbe je y = yp + yp.

Oblici partikularnog rjesenja u nekim posebnim slu¢ajevima navedeni su u tablici 12.1 na stra-
nici 60.
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Tablica 12.1: Oblici partikularnog rjesenja jednadzbe 12.1

oblik funkcije R oblik rjesenja yp istaknuta vrijednost
polinom P(x) stupnja n 2 (Ag+ A1z +---+ Ay 2") 0
Ee*® x® Ae™” e
P(z)e**, gdje je P(x) polinom z?(Ag+ A1+ + Apa™)e” a
stupnja n

Ei cosfBx+ Eysinfx x® (Ag cos fx + By sin S ) 81
P(z) cos Bz + Q(x) sinfz, gdje su  x° (Ag+Ayz+---+Ap2F) cosBa+ Bi
P i @ polinomi stupnjeva m i n 2% (Bo+ Bix + -+ + By o¥) sin B,

gdje je k = max{m,n}
E1e** cosfax+ Fye*® sinfx x® e (Ag cos Bz + By sin S ) a+Bi

Napomena: Vrijednost parametra s jednaka je
e 0, ako istaknuta vrijednost navedena u tre¢em stupcu tablice 12.1 néje korijen jednadzbe (**),
e kratnosti istaknute vrijednosti, inace.

12.7 Princip superpozicije rjeSenja diferencijalne jednadzbe 2. reda

Za svaki i = 1,2,...,n neka je y; opce rjesenje diferencijalne jednadzbe
ay’ +by +cy=R;.
Tada je y = >_1* | y; opCe rjesenje diferencijalne jednadzbe

n
ay” +by +cy= ZRZ"
i=1

12.8 Metoda varijacije konstanti za rjesavanje nehomogene
linearne diferencijalne jednadzbe 2. reda

Osnovna ideja metode varijacije konstanti za rjeSavanje diferencijalne jednadzbe (12.2) jest interpre-
tirati konstante C i Cs koje se pojavljuju u rjeSenju pripadne homogene diferencijalne jednadzbe
kao realne funkcije varijable x. Derivacije tih funkcija potom se odreduju rjesavanjem sustava
funkcionalnih jednadzbi

{Ci(w) y1 + Ch(x) yo = 0,
C1(z) y1 + Cy(x) y5 = R(x),

gdje su y; i yo bazi¢na rjesenja pripadne homogene diferencijalne jednadzbe. Tada je jedno
partikularno rjesenje y, jednadzbe (12.2) dano izrazom:

yp = C1(z) y1 + Ca() 2,

gdje su Ci(z) i Cy(z) antiderivacije dobivenih izraza C7(z) i C)(x). Moze se pokazati da je to
partikularno rjesenje dano izrazom:

Yp = —Y1 y2*dl‘+y2/y1*dl’ W =y1vh—y2 9.
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Alternativno, stavimo li u = ‘Z—j iv= y%, partikularno rjesenje jednadzbe (12.2) moze se odrediti
prema formuli

Yp = Y1 /u' (/de) dz.

U oba slucaja opce rjesenje jednadzbe (12.2) jednako je y = yp, + yp.

12.9 Laplaceovi transformati

Laplaceov transformat funkcije f : [0, +00) — R je funkcija F' : R — R definirana s

F(s) = /+OO e st f(t)dt.

0

Pisemo: F' = L(f).

Pridruzivanje f & F naziva se Laplaceova transformacija. Ona ima svojstvo linearnosti, tj. za
svake dvije funkcije f, g : [0, +00) — R te za sve a,b € R vrijedi L(a f+bg) = a L(f)+bL(g).

Osnovna svojstva Laplaceovih transformata: Neka je f : [0,400) — R i neka je F' njezin
Laplaceov transformat. Tada vrijede sljedeé¢e jednakosti:

L L(f) =sF(s) = f(0),

2. L(f") = s> F(s) — s f(0) = f(0),
3. L(flax)) = F (),

4. L (%f (%)) = F(as),

5. L(e"! f(x)) = F(s — a),

6. £(Ji f(rydr) =T

U Tablici 12.2 navedeni su Laplaceovi transformati nekih realnih funkcija. Pritom su a,b € R
konstante.

Tablica 12.2: Laplaceovi transformati nekih funkcija

f(t) L(f)(s) ft) L(f)(s)
1 1 sin(at) i

a g cos(at) T

¢ % t sin(at) (Szzfasz)z
t2 S% t cos(at) %
" Sﬁl e ! sin(bt) (era)%
o—at Sia e %! cos(bt) 7(S+24)r;+62
teat (Tt ch(at) T

i e—at (S+Z)!n+1 sh(at) o




62

POGLAVLJE 12. OBICNE DIFERENCIJALNE JEDNADZBE



Poglavlje 13

Dodatak

13.1 Formule iz algebre

Osnovni algebarski identiteti:
1.
2.
3.
4.

(z+y)? =a>+2zy+y°

(z—y) (z+y) =2 -y,

Byl =(rLy) (2 Fay+y?

(r+y)P =a3+322y+32y>+9°,

).

Potencije imaginarne jedinice: Za svaki k € Z vrijedi

1. 4k =1

)
,L'4k:+1 — i,

2.
3. it = 1,
4. k3 = 4

Osnovna svojstva eksponencijalne i logaritamske funkcije:

1.

AN el

vam =an,
{75 — ’l’LW’

m

=~

8. log,1 =0,

9. log,a =1,
10. log,(zy) = log, = + log, v,
11. log, % = log, x —log, v,
12. log,(a¥) =y log, =,
13. log, /= = L log, z,
14. logyz = lﬁi‘;i.

Formula za rjeSenja kvadratne jednadzbe a2? + bz + ¢ = 0:

b+ Vb? —4ac

b=V —dac

I

2a ro 2= 2a

Pritom vrijede Vieteove formule: 1 + 29 = —2, r1T2 = 3.
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13.2 Formule iz analiticke geometrije u ravnini

Udaljenost tocaka A = (z4,y4) i B= (zB,yB):

d(A, B) = /(x4 — op) + (ya — yp)*

Oblici jednadzbe pravca:
1. eksplicitni: y = kx + [, pri ¢emu su k koeficijent smjera, a [ odsjecak na osi ordinata,
2. implicitni: Az + By + C =0,
3. segmentni: = + ¥ =1, pri ¢emu su m odsjeCak na osi apscisa, n odsjecak na osi ordinata.

Jednadzba pravca s koeficijentom smjera k kroz tocku T = (xq,yo):

y =k (z—x0) + yo.

Jednadzba pravca kroz tocke T = (z1,y1) i To = (x2,y2):

Y2 — 91
y= " (

T —x1)+ Y1
o — X1

Pravcip...y=kix+1l1iq...y=kox + [z su usporedni ako i samo ako vrijedi k; = ks.

Nekasup...y=kix+1l1iq...y=kox+ o pravci takvi da je k1, ko # 0. Pravci p i ¢ su okomiti
ako i samo ako vrijedi kj ko = —1.

Udaljenost to¢ke T = (z9,yo) od pravca p...Ax+ By+ C = 0:

_ |Azg+ Byo+C|
VA2 + B2

d(T,p)

Kut ¢ izmedu pravacap...y=kiz+l1iq...y=kyx + lo:

ko — k1
1+ k1 ko

p = arctg ‘

Jednadzbe nekih krivulja 2. reda:
1. kruznica sa sredistem u tocki S = (g, y0) i polumjerom 7:

(v — 960)2 + (y — :l/o)2 =r?

2. elipsa s poluosima a i b, te srediStem u tocki S = (xq, yo):

(v — 960)2 (y — yo)2
a? + b2

:17

3. hiperbola s poluosima a i b, te sredistem u tocki S = (zo, yo):

(z — 20)* _ (y — y0)? -1
a? b2 -




13.3. FORMULE 1IZ TRIGONOMETRIJE
13.3 Formule iz trigonometrije

Osnovni trigonometrijski identitet:

sin?z +cos’z =1, zeR.

Adicijske formule:

. Y . _ tgaxttgy
1. sin(x +y) = sinx cosy £ cosz siny, 3. tg(zrty) = THigs t2y’
2. cos(r +y) =cosx cosy Fsinz siny, 4. ctg(zx ty) = %.
Formule redukcije: Formule za trigonometrijske funkcije

dvostrukog argumenta:
1. sin (§ £ ) = cosz,

1. sin?z =} (1 —cos2x),
2. cos (3 £2) = Fsinz, 2. COSQZL‘:% (1+ cos2x),
3. sin(m £ ) = Fsinz, 3. tg?x = %123233
4. cos(m £ x) = —cosz, 4. ctg?x = o2
5. tg (2 +a) = Fetga, 5. sin2x = 2 sinx cos:nzlizgrfx,
6. ctg (5 ) = Ftgz, 6. COSQ&Z:COSQIL’—SiHQIL’:%,
7. tg(mr £ ) = £ctgx, 7. tg2x = 12,:222,
8. ctg(m +z) = +tg. 8. ctg2a = GE el e

Formule pretvorbe umnoska trigonometrijskih funkcija u zbroj:

1. sinz cosy = £ (sin(z + y) + sin(z — y)),

2. cosz cosy = 1 (cos(z + y) + cos(z — y)),
3. sinz siny = $ (cos(z — y) — cos(z +y)).

Formule pretvorbe zbroja trigonometrijskih funkcija u umnozak:

1. sma:—i—smy—Zsme“y cos =54, 4. cosm—cosy—Qsmery sin 57,
- = 4 gin 25 — sin(zty)
2. sinx —siny = 2 cos =5 sin £ 3 5. tgr +tgy = o, o5y’
_ z+y T—y __ sin(y+w)
3. cosx + cosy = 2 cos =5~ COS —5~, 6. ctgr £ ctgy = Sz sy’

Osnovne ciklometrijske relacije:

1. arcsinx + arccosx = arctgx + arcctgz = 2

2
e — 2
2. arcsinx = arccos v 1 — x?,

3. arcsin x + arcsin y = arcsin (x V132 +yv1— 1:2),

. arccos r + arccos iy = arcsin <x yFV1—22/1— yQ),
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5. arctgx & arctgy = arctg f?;yy’

ryFl
ytax °

6. arcctgx * arcctgy = arcctg

Vrijednosti trigonometrijskih funkcija nekih posebnih kutova:

: 1 1 V3 V3 1 1
ST 0 5 % 5 1 5 ﬁ 5 0
V3 1 1 1 1 V3
COS T 1 5 ﬁ 5 0 D) —% —75 -1
1 1
tgx 0 NG 1 V3 / -3 -1 Ve 0
1 1
ctg x / V3 1 NE 0 -7 -1 -3 /
Neke posebne vrijednosti ciklometrijskih funkcija:
x arcsin x arccos x x arctg arcctg x
-1 -5 T —00 -3 7r
V3 5 5
- -3 % V3 -3 &
_1 _r 3m -1 _z 3r
V2 4 4 4 4
_1 _T 2m _1 _T 2m
2 6 3 V3 6 3
0 0 5 0 0 5
1 s s 1 s s
2 6 3 V3 6 3
L s s 1 s s
V2 4 4 4 4
V3
7 ; v :
1 5 0 +00 Z 0
Pretvorba stupnjeva u radijane: 1° = g5  rad.
.o . 180 °©
Pretvorba radijana u stupnjeve: x rad = (7 1:) .
Trigonometrijske funkcije u pravokutnom trokutu:
sina:cosﬁzg, tga:ctgﬁ:%,
c
. b b
cosa =sinf = -, ctga =tgf = —.
c a

Povrsina trokuta:

1 1
P= §ab siny = 50¢ sin 8 = §bc sin a.

Sinusov poucak:
a b c

—2R,

sina  sinf  sinvy

pri ¢emu je R polumjer trokutu opisane kruznice.



13.4. FORMULE IZ PLANIMETRIJE

Kosinusov poucak:

a2 =b>+c2—2bccosa,
¥ =a?>+c%—2accosp,

& =a>+b*—2ab cosy.

Tangensov poucak:

a+b tg%  bye tgZ cva  tgi

a—b g2 b—c gl c—a tg°

13.4 Formule iz planimetrije

Heronova formula za povrsinu trokuta sa stranicama a, b i c:

P:\/s(s—a)(s—b)(s—c), s:%b—'—c.

Opseg i povrsina trokuta:

avg, bvy cue
O=a+b+c, 5 5 5

Opseg i povrsina paralelograma:
O=2(a+b), P=absiny,

pri ¢emu je ¢ kut izmedu stranica a i b.

Opseg i povrsina kruga polumjera r:

O=2rm, P=r’n.

Povrsina elipse s poluosima a i b:
P=abm.

13.5 Formule iz stereometrije

Oplosje i obujam kocke stranice a:

Oplosje i obujam uspravne prizme:

O=2B+P, V=B8Bh,
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pri ¢emu je B povrsina osnovke, P povrsina pobocéja, a h visina prizme.

Oplosje i obujam uspravne piramide:
1
O=B+P, V:§Bh,

pri ¢emu je B povrsina osnovke, P povrsina pobocja, a h visina piramide.

Oplosje i obujam uspravnog kruznog valjka:
O=2rn(r+h), V=rinh,

pri ¢emu je r polumjer osnovke, a h visina valjka.
Oplosje i obujam uspravnog kruznog stosca:

1
O=rn(r+s), V:§1"27rh,

pri ¢emu je r polumjer osnovke, s duljina izvodnice stosca, a h visina stosca.

13.6 Neke korisne antiderivacije

Za sve a,b € R\ {0} vrijedi:
1. [ze**dx = —azz_l e*®,

2,2
) foeaxdx: a‘zx a23aac+2 eax7

[\)

w

. in(bx)—b cos(b
. Je*® sin(bz)dr = = sin( Zg+b;"’s( 2) gac

. [e*® cos(bx) =~ Cos(bfgill)’;m(bx) e,

e

DODATAK



Kazalo

Adjunkta matrice, 11

Algebarski oblik kompleksnog broja, 2

Algoritam rjeSavanja homogene linearne obi¢ne
diferencijalne jednadzbe 2. reda s kons-
tantnim koeficijentima, 59

Algoritam rjesavanja nehomogene linearne obi¢ne
diferencijalne jednadzbe 2. reda s kons-
tantnim koeficijentima, 59

Algoritam za odredivanje inverza matrice, 11

Alternirajuéi red, 50

Amplituda harmonijske funkcije, 23

Analiticka funkcija, 51

Antiderivacija, 39

Antisimetri¢na matrica, 8

Apsolutna vrijednost (modul) kompleksnog broja,
3

Apsolutno konvergentan red, 49

Area funkcije, 25

Argument kompleksnog broja, 3

Aritmeticki niz, 27

Asimptota na graf realne funkcije, 38

Bézoutov poucak, 21

Baza vektorskoga prostora V3(0), 17

Bazi¢na rjesenja obi¢ne diferencijalne jednadzbe
2. reda, 60

Bernoullijeva obi¢na diferencijalna jednadzba, 58

Bijekcija, 19

Binet-Cauchyjev poucak, 10

Binomni koeficijent, 36

Cauchyjev integralni kriterij, 50
Cauchyjev kriterij, 49

Cauchyjev poucak o srednjoj vrijednosti, 35
Cauchyjev problem, 57

Cauchyjevo mnozenje redova, 50
Ciklometrijske (arkus) funkcije, 23
Cramerovo pravilo, 14

D’Alembertov kriterij, 49
De Moivreova formula za potenciranje kompleks-
nog broja, 4

Dekadski logaritam, 25

Derivacija funkcije, 31

Derivacija funkcije u tocki, 31

Derivacija reda n, 35

Deriviranje implicitno zadane funkcije, 32

Desna kosa asimptota, 38

Desni sustav vektora, 16

Determinanta linearnog sustava, 13

Determinanta matrice, 9

Diferencijabilna funkcija, 37

Diferencijal derivabilne funkcije, 36

Dijagonalna matrica, 8

Dirichletov (hipergeometrijski) red, 50

Dirichletovi uvjeti, 53

Divergencija nepravog integrala, 48

Djeljivost polinoma, 21

Domena (prirodno podrudje definicije) funkcije,
19

Donja trokutasta matrica, 8

Drugi kriterij usporedbe za ispitivanje konvergen-
cije reda, 50

Drugi osnovni poucak algebre, 21

Duljina liikka grafa funkcije, 45

Duljina vektora, 15

Eksponencijalna funkcija, 24

Eksponencijalni oblik zapisa kompleksnog broja,
)

Elementarne transformacije nad recima matrice,

10

f"-test, 33

Fazni pomak harmonijske funkcije, 23
Fermatov poucak, 35

Fourierov polinom stupnja m, 53
Fourierov red, 53

Fourierov red neparne funkcije, 54
Fourierov red parne funkcije, 54
Fourierovi koeficijenti, 53

Gaussova (kompleksna) ravnina, 2
Geometrijski niz, 27

69



70

Geometrijski red, 50

Glavna dijagonala kvadratne matrice, 7

Glavni argument kompleksnog broja, 3

Globalni ekstremi, 33

Globalni ekstremi derivabilne funkcije definirane
na segmentu, 34

Globalni maksimum funkcije, 33

Globalni minimum funkcije, 33

Gornja trokutasta matrica, 8

Graf funkcije, 20

Granic¢na vrijednost niza, 27

Grani¢na vrijednost slijeva funkcije, 28

Grani¢na vrijednost zdesna funkcije, 28

Harmonijska funkcija, 23
Harmonijski red, 50
Hiperbolne funkcije, 25

KAZALO

Konvergencija nepravog integrala, 48

Konvergentan niz, 27

Konvergentan red, 49

Korijen jednadzbe, 21

Korjenovanje kompleksnog broja, 4

Kosa asimptota, 38

Kosinus, 22

Kotangens, 23

Kratnost korijena jednadzbe, 21

Kriterij usporedbe za ispitivanje konvergencije
reda, 50

Kruzna frekvencija harmonijske funkcije, 23

Kubna funkcija, 21

Kvadratna funkcija, 21

Kvadratna matrica, 7

L’Hopital - Bernoullijevo pravilo, 35

Homogena linearna obi¢na diferencijalna jednadzba Lagrangeov poucak o srednjoj vrijednosti, 35

1. reda, 58

Lancanica, 25

Homogena linearna obi¢na diferencijalna jednadzba Laplaceov razvoj determinante, 9

2. reda s konstantnim koeficijentima, 59
Homogena obic¢na diferencijalna jednadzba 1. reda,
58
Homogeni linearni sustav, 14
Horizontalna asimptota, 38

Imaginarna os, 2

Imaginarni dio kompleksnog broja, 2
Injekcija, 19

Integrabilna funkcija, 39

Integralna krivulja, 57

Interval konvergencije reda potencija, 51
Intervali monotonosti, 34

Inverz bijekcije, 19

Inverz matrice, 10

Jedini¢na matrica reda n, 8

Jednadzba normale na graf funkcije u tocki grafa,
33

Jednadzba tangente na graf funkcije u tocki grafa,
32

Jednakost funkcija, 19

Jednakost kompleksnih brojeva, 2

Jednostrane derivacije, 31

Kodomena (podrucje vrijednosti) funkcije, 19
Koli¢nik geometrijskog niza, 27

Kolinearni vektori, 15

Kompozicija funkcija, 19

Konjugat kompleksnog broja, 2
Konstantna funkcija, 21

Laplaceov transformat, 61
Laplaceova transformacija, 61
Leibnizov kriterij, 50

Leibnizova formula, 36

Lijeva kosa asimptota, 38

Limes niza, 27

Limes slijeva funkcije, 28

Limes zdesna funkcije, 28
Linearna funkcija, 21

Linearna kombinacija vektora, 17
Linearni sustav reda n, 13
Linearno nezavisan skup vektora, 17
Linearno zavisan skup vektora, 17
Logaritamska funkcija, 25
Logaritamsko deriviranje, 32
Lokalni ekstremi, 33

Lokalni maksimum funkcije, 33
Lokalni minimum funkcije, 33

MacLaurinov polinom stupnja m, 51
MacLaurinov razvoj funkcije u red, 51
Matrica linearnog sustava, 13

Matrica nepoznanica linearnog sustava, 13
Matrica slobodnih ¢lanova linearnog sustava, 13
Metoda djelomi¢ne (parcijalne) integracije, 41
Metoda varijacije konstanti, 60

Metoda zamjene (supstitucije) varijabli, 40
Mjesoviti umnozak vektora, 17

Mjera kuta izmedu vektora, 16

Mnozenje matrica, 7

Mnozenje matrica skalarom, 7



KAZALO

Najveca zajednicka mjera dvaju polinoma, 22

Namatanje pravca na kruznicu, 22

Nehomogena linearna obic¢na diferencijalna jed-
nadzba 1. reda, 58

Nehomogena linearna obic¢na diferencijalna jed-
nadzba 2. reda s konstantnim koeficijen-
tima, 59

Neodredeni integral, 39

Neparna funkcija, 20

Neprava racionalna funkcija, 22

Neprekidnost funkcije na skupu, 29

Neprekidnost funkcije u tocki, 29

Newton-Leibnizova formula, 44

Niz djelomi¢nih zbrojeva, 49

Niz parcijalnih suma, 49

Niz realnih brojeva, 27

Nulmatrica, 8

Nulpolinom, 21

Nultocka funkcije, 20

Obic¢na diferencijalna jednadzba, 57

Obicna diferencijalna jednadzba 1. reda sa sepa-
riranim varijablama, 58

Obostrana grani¢na vrijednost (obostrani limes)
funkcije, 28

Obostrana kosa asimptota, 38

Obostrana vodoravna asimptota, 38

Obujam rotacijskog tijela, 45

Odredeni integral, 44

Odredivanje intervala konveksnosti i konkavnosti
neprekidne funkcije, 37

Odredivanje intervala monotonosti, 34

Odredivanje prijevojnih tocaka grafa neprekidne
funkcije, 37

Odredivanje strogih lokalnih ekstrema, 33

Oduzimanje matrica, 7

Okomiti vektori, 16

Omedenost funkcije, 20

Opcée rjesenje obicne diferencijalne jednadzbe,
57

Opce rjesenje obic¢ne diferencijalne jednadzbe
1. reda sa separiranim varijablama, 58

Operacije s kompleksnim brojevima u algebar-
skom obliku, 2

Operacije s kompleksnim brojevima u eksponen-
cijalnom obliku, 5

Operacije s kompleksnim brojevima u trigonome-
trijskom obliku, 4

Operacije s matricama, 7

Operacije s vektorima, 15

71

Orijentacija vektora, 15

Osnovna pravila deriviranja, 32

Osnovna pravila za integriranje, 39

Osnovni (temeljni) segment harmonijske funkcije,
24

Osnovni poucak algebre, 21

Padajuca funkcija, 20

Parcijalni razlomci, 41

Parna funkcija, 20

Partikularno rjesenje obicne diferencijalne jed-
nadzbe, 57

Period funkcije, 20

Periodic¢na funkcija, 20

Podintegralna funkcija, 39

Pol racionalne funkcije, 22

Polinom, 21

Pomoéna determinanta linearnog sustava, 13

Pomocéna matrica linearnog sustava, 13

Potenciranje kompleksnog broja, 4

Poucak o sendvicu, 27

Povrsina plasta rotacijskog tijela, 45

Povrsina ravninskog lika, 45

Prava racionalna funkcija, 22

Prekid druge vrste, 30

Prekid funkcije u tocki, 30

Prekid prve vrste, 30

Pretvorba oblika zapisa kompleksnog broja, 4

Prijevojna tocka grafa neprekidne funkcije, 37

Primitivna funkcija, 39

Princip superpozicije rjesenja obi¢ne diferenci-
jalne jednadzbe 2. reda, 60

Prirodni logaritam, 25

Prosjecna vrijednost funkcije neprekidne na seg-
mentu, 45

Raabeov kriterij, 50

Radijvektor, 15

Rastav na parcijalne razlomke, 42
Rastuca funkcija, 20

Razlika aritmetickog niza, 27
Realna funkcija jedne realne varijable, 19
Realna matrica, 7

Realna os, 2

Realni dio kompleksnog broja, 2
Red pola racionalne funkcije, 22
Red realnih brojeva, 49
Regularna matrica, 10

Relativno prosti polinomi, 22
Rolleov poucak, 35



72

Sarrusovo pravilo, 9

Simetri¢na matrica, 8

Singularna matrica, 10

Sinus, 23

Skalarni umnozak vektora, 16

Slika funkcije, 19

Slobodni ¢lan polinoma, 21

Sporedna dijagonala kvadratne matrice, 7
Stacionarna tocka, 33

Strogi globalni ekstremi, 33

Strogi globalni maksimum, 33

Strogi globalni minimum, 33

Strogi lokalni ekstremi, 33

Strogi lokalni maksimum, 33

Strogi lokalni minimum, 33

Strogo konkavna neprekidna funkcija, 37
Strogo konveksna neprekidna funkcija, 37
Strogo padajuca funkcija, 20

Strogo rastuca funkcija, 20
Superpozicija harmonijskih funkcija, 24
Surjekcija, 19

Svojstva determinante, 10

Svojstva diferencijala, 37

Tangens, 23

Taylorov polinom stupnja m, 51

Taylorov red, 51

Teziste ravne ploce, 45

Temeljni period funkcije, 20

Tocka infleksije grafa neprekidne funkcije, 37
Transponirana matrica, 8

Trigonometrijski oblik kompleksnog broja, 4
Trigonometrijski polinom stupnja n, 53
Trigonometrijski red, 53

Uklonjivi prekid, 30
Ulancane matrice, 7
Uspravna asimptota, 38

Vektorski umnozak, 16
Vertikalna asimptota, 38
Vodedi ¢lan polinoma, 21
Vodedi koeficijent polinoma, 21
Vodoravna asimptota, 38

Zajednicka mjera dvaju polinoma, 22
Zbrajanje matrica, 7
Zbroj reda, 49

KAZALO



Popis tablica

5.1 Trigonometrijske funkcije . . . . . . . .. oo 26
5.2 Arkus funkcije . ... 26
5.3 Hiperbolne funkcije . . . . . . ..o o 26
5.4 Area funkcije . . . . ... 26
6.1 Derivacije elementarnih funkcija . . . . . .. ..o o000 32
6.2 Vise derivacije nekih funkcija . . . . ..o o o oo 36
7.1 Osnovne antiderivacije . . . . . . . . . L L 40
7.2 Osnovne trigonometrijske i hiperbolne zamjene . . . . . . . .. .. .. .. ... ... 44
12.1 Oblici partikularnog rjesenja jednadzbe 12.1 . . . . . . . . .. .. .. ... 60
12.2 Laplaceovi transformati nekih funkcija . . . . . . ... ..o L 61

73



74

POPIS TABLICA



Bibliografija

1]
2]
3]

S. Kurepa: Matematicka analiza 1 — Diferenciranje i integriranje, Skolska knjiga, Zagreb, 1997.
S. Kurepa: Matematicka analiza 2 — Funkcije jedne varijable, Skolska knjiga, Zagreb, 1997.

B. Guljas: Matematicka analiza 1 i 2, skripta, PMF — Matematicki odsjek Sveucilista u
Zagrebu, 2013. (javno dostupno na internetskoj adresi: http://web.math.pmf.unizg.hr/
~guljas/skripte/MATANALuR. pdf)

K. Horvatié¢: Linearna algebra, Golden marketing — Tehnicka knjiga, Zagreb, 2004.
D. Bakié: Linearna algebra, Skolska knjiga, Zagreb, 2008.

B. Pavkovié, D. Veljan: Elementarna matematika 1, Skolska knjiga, Zagreb, 2003.
B. Pavkovié, D. Veljan: Elementarna matematika 2, Skolska knjiga, Zagreb, 1995.
D. Veljan: Kombinatorna i diskretna matematika, Algoritam, Zagreb, 2001.

B. P. Demidovi¢: Zadaci i rijeSeni primjeri iz matematicke analize za tehnicke fakultete, Golden
marketing — Tehnicka knjiga, Zagreb, 2003.

V. P. Minorski: Zbirka zadataka iz vise matematike, Tehnicka knjiga, Zagreb, 1972.

Earl D. Rainville, Phillip E. Bedient: Elementary Differential Equations, The Macmillan
Company, New York, 1969.

75


http://web.math.pmf.unizg.hr/~guljas/skripte/MATANALuR.pdf
http://web.math.pmf.unizg.hr/~guljas/skripte/MATANALuR.pdf

	Predgovor
	Kompleksni brojevi
	Skup kompleksnih brojeva
	Algebarski oblik
	Trigonometrijski oblik
	Eksponencijalni oblik

	Osnove matricnog racuna
	Operacije s matricama
	Determinanta i inverz matrice

	Sustavi linearnih jednadžbi
	(Radij)vektori
	Pojam radijvektora i osnovna svojstva
	Skalarno i vektorsko množenje vektora
	Linearna (ne)zavisnost skupa vektora

	Realne funkcije
	Opci pojmovi
	Polinomi i racionalne funkcije
	Trigonometrijske i ciklometrijske funkcije
	Harmonijske funkcije
	Eksponencijalna funkcija
	Logaritamska funkcija
	Hiperbolne i area funkcije
	Nizovi i limes niza
	Limes funkcije
	Neprekidne funkcije
	Vrste prekida funkcije

	Diferencijalni racun
	Derivacija funkcije
	Lokalni i globalni ekstremi
	Neki osnovni poucci diferencijalnog racuna
	L'Hôpital-Bernoullijevo pravilo
	Derivacije višeg reda
	Diferencijal funkcije
	Konveksnost i konkavnost funkcije
	Asimptote na graf realne funkcije
	Ispitivanje tijeka funkcije

	Osnove integralnog racuna
	Primitivna funkcija i neodreeni integral
	Metoda zamjene varijable
	Metoda parcijalne integracije
	Integriranje racionalnih funkcija
	Integriranje pravih racionalnih funkcija
	Metoda neodreenih koeficijenata
	Integriranje nepravih racionalnih funkcija

	Integriranje iracionalnih funkcija
	Integriranje trigonometrijskih i hiperbolnih funkcija
	Integriranje iracionalnih funkcija pomocu trigonometrijskih i hiperbolnih zamjena

	Odreeni integral
	Neka osnovna svojstva odreenog integrala
	Neke primjene odreenog integrala


	Nepravi integrali
	Integrali s beskonacnim granicama
	Integrali neomeenih funkcija
	Kriteriji usporedbe za neprave integrale

	Redovi realnih brojeva
	Pravila za ispitivanje konvergencije reda
	Algebarske operacije s redovima
	Neki posebni redovi realnih brojeva

	Taylorov i MacLaurinov red
	Neki osnovni razvoji u MacLaurinov red

	Osnove harmonijske analize
	Fourierov red (ne)parne funkcije

	Obicne diferencijalne jednadžbe
	Jednadžba sa separiranim varijablama
	Homogena diferencijalna jednadžba
	Linearna diferencijalna jednadžba
	Bernoullijeva diferencijalna jednadžba
	Homogena diferencijalna jednadžba 2. reda
	Nehomogena diferencijalna jednadžba 2. reda
	Princip superpozicije rješenja
	Metoda varijacije konstanti
	Laplaceovi transformati

	Dodatak
	Formule iz algebre
	Formule iz analiticke geometrije u ravnini
	Formule iz trigonometrije
	Formule iz planimetrije
	Formule iz stereometrije
	Neke korisne antiderivacije

	Kazalo
	Popis tablica
	Bibliografija

