Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike

. .. . , . . 1:0.02?
1. Izracunajte vrijednost sljedecega brojevnoga izraza: %
0.1
0.1:0.02>  (.022 0.1 1 1 (100)3 3
RjeSenje: =— = = = =|—| =50 =125000
SIS 01002 7010027 01002 0028 (2 Y
[0

2. Izracunajte 0.3% od (l—l)i—(l—l) :04.
2)2 \2 3

RjeSenje: Izracunajmo najprije vrijednost osnovne veli¢ine. Imamo:

(1 1)3 (1 1)10.4:2—1 3 3-2.4 13 110 3 5 9-5 4

1
2) 2 2 2 6 10 22 64 4 12 12 12 3

Tako je 0.3% od % jednako

3
03 1_10 1__3 1__ 1 _yo01
100 3 100 3 1000 3 1000
a’-2a*

3. Potpuno skratite algebarski razlomak —————.
a”—4a+4

RjeSenje: Najprije uo¢imo da je a* — 4a + 4 = (a — 2)*. Tako imamo:

a’ —2a* _ az-(a—2) _ a’

@’ —d4a+4  (a-2)> a-2

1 taj je algebarski razlomak potpuno skracen.

0.77

X

4. Rijesite jednadzbu: =-35.

Rjesenje: PomnoZzimo jednadzbu s x pa dobijemo:
-3.5-x=0.77

Decimalne brojeve zapiSemo kao razlomke:
35 77
2 =1
10 100

7 77
)27
( 2] 100

Dijeljenjem jednadzbe s —% konac¢no dobivamo:
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Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike

77 (7
X=—r::!-=
100 ( 2]

77 (2
=L (-2
100 {7
i

50
x=-0.22

5. Izracunajte: V2:32.

RjeSenje: 1. nacin: Svedimo oba zadana korijena na jedan. Kako je najmanji zajednicki visekratnik od 2 i 3 jednak 6,
zadane korijene svodimo na Sesti korijen. Imamo redom:

ﬁ:%/i:z%/zl_'3:3‘%/2‘_'2=§/2_3:§/2_2=6\/23:22 =(\’/2_1=§/5

2. nacdin: ZapiSimo zadane korijene kao potencije s razlomljenim eksponentom, pa primijenimo pravilo za dijeljenje
potencija istih baza:

e 32
6

1 1
V2:Y2=22:23=0223=2

o=

=2

={2

6. Odredite i’

Rjesenje: Najprije iskoristimo &injenicu da je i ' = —i. Stogaje i 7 = (™)' = (=)' = 1) - i = ", Nadalje,
Rjesenje: Najpry i} J ga) J

i’ ra¢unamo tako da 137 podijelimo sa 4 , pa i potenciramo na dobiveni ostatak pri tom dijeljenju. Kako je
137 : 4= 34iostatak 1, toje "’ =i' = i. Tako je konatno

137 137 _
' "=—i""=-i.

7. Odredite 10gy,729.

RjeSenje: Rastavimo li broj 729 na proste faktore, dobit éemo: 729 =3 -3 -3 -3 -3 - 3 = 3° = (3°)* = 27%. Tako je
zadani broj jednak

102,7729 =10g,7(27%) = 2log,27 =2 - 1 =2.

PL
Xy
RjeSenje: Primijenjuju¢i formulu za razliku kvadrata, te formule za logaritam umnoska, odnosno koli¢nika

dobivamo:

8. Logaritmirajte izraz po bazi 10.

2.2 _
X -y =10g(x Vx+y)

Xy Xy
9. Zadane su funkcije f(x)=x" i g(x)=2x + 3. Izracunajte (f - g)(=2).

log =log(x— y)+log(x + y) —log(xy) = log(x — y) + log(x + y) —logx —log y

RjeSenje: Imamo redom:

(fe)2)=flg(-2)] =fi2- (-2) + 3] =A-1] = (-1)* =1
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Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike
10. Neka su Ti(x1, y1) i To(x,, y2) tocke u kojima se sijeku grafovi funkcija fix) = -3x+ 11 g(x) =2x" +
3x + 3. Izracunajte x| + x,.

RjeSenje: Sjecista grafova zadanih funkcija dobivamo tako da izjednacimo izraze kojima su zadane te funkcije. U
nasem slucaju, iz flx) = g(x) slijedi

Bx+1=2x"+3x+3,
odnosno
2% +6x+2=0,
odnosno
X +3x+1=0.

RjeSenja ove jednadzbe upravo su vrijednosti koordinata x; i x,. Prema Vieteovim formulama, zbroj tih rjeSenja
jednak je suprotnoj vrijednosti koeficijenta uz x. Kako je koeficijent uz x jednak 3, to je kona¢no

X +x=-3
11. Odredite kvadratnu funkciju cije su nultocke —1 i 2, a ciji graf prolazi tockom T(1, 4).
RjeSenje: Ako su x; i x, nultocke kvadratne funkcije f(x), onda vrijedi jednakost:
) =a-(x-x) - (x-x),
gdje je a € R realan parametar. U naSem je slucaju x; = -1, x, =2, paje
f)y=a-(x+1) - (x-2).

Nepoznati parametar a odredit ¢emo iz ¢injenice da graf funkcije prolazi toc¢kom 7. To Sto graf funkcije f(x) prolazi
tockom 7(1, 4) znaci da je

Sf)=4.
Zbog toga u jednakost
X =a-x+1) - (x-2)
uvrstimo x = 1 pa dobijemo:
fM=a-A+1)-(1-2),
tj.
f) =-2a.
No, s druge je strane
f)y=4
pa usporedbom desnih strana tih jednakosti dobivamo jednadZbu

2a=4
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Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike

i otuda

Dakle,
f) =) - (x+1)- (x-2),
odnosno nakon provedenoga mnoZenja
fx) = =247 + 2x + 4.

20.

12. Odpredite skup svih rjesenja nejednadzibe i3
x+

Rjesenje: Koli¢nik dvaju izraza je nenegativan ako i samo ako su oba izraza istoga predznaka i djelitelj razlicit od
nule. Kako je u gornjoj jednakosti djeljenik (—3) negativan realan broj, i nazivnik mora biti negativan realan broj
razli¢it od nule:

2x+3<0.
1z te nejednadZbe dobivamo:
xX<—=
2
. o . Y . 3
pa je skup svih rjeSenja zadane nejednadZbe otvoreni interval (—oo, ——).
13. Dvije stranice kvadrata leZe na pravcima p, ...y = =2 1 p,... y = 1. Izracunajte povrsinu toga

kvadrata.

RjeSenje: Nacrtajmo zadane pravce u pravokutnom koordinatnom sustavu u ravnini.

Sa slike vidimo da su ti pravci usporedni i da njihova medusobna udaljenost iznosi a = -2 — 11 = |-3| = 3. Stoga je
duljina stranice kvadrata jednaka a = 3, pa je njegova povr§ina P = a* = 3> = 9 kv. jed.
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Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike

14. Pravac p je usporedan s osi Oy i prolazi tockom T(-2, 3). Odredite jednadibu pravca koji je
simetric¢an pravcu p s obzirom na os Oy.

RjeSenje: Oznacimo traZeni pravac s p;. Pravac p; takoder je usporedan s osi Oy i prolazi tockom T koja je
simetri¢na zadanoj tocki 7 s obzirom na os Oy. Odredimo njezine koordinate. Opcenito, ako je A(xa, ya) neka tocka,
onda su koordinate tocke simetri¢ne toc¢ki A s obzirom na os Oy dane s A'(—x,, y,). Primijenimo li tu tvrdnju na naSu
tocku T, dobivamo da je T'(2, 3). Preostaje jo§ napisati jednadZbu pravca koji prolazi tockom T" usporedno s osi Oy.
Njegova opc¢a jednadzba je x = a, pri ¢emu je a € R realan parametar. Konkretnu vrijednost parametra a u ovom
¢emo slucaju dobiti uvrstimo li koordinate tocke 7" u jednakost x = a, i to 2 umjesto x, a 3 umjesto y. Odmah je:

a=2
paje konacno p;... x =2.

15. Vrhovi trokuta ABC su tocke A(1, 2), B(-2, 3) i C(—4, —1). Odredite jednadZbu pravca na kojemu leZi
teZiSnica toga trokuta povucena iz vrha A.

Rjesenje: Oznacimo traZeni pravac s t. Pravac t prolazi tockom A i poloviStem P tocki A nasuprotne stranice BC.
Koordinate tocke P odredit ¢emo pomocu koordinata to¢aka B i C:

P[XB +Xc Y +YC]

2 2
P((_2)+(_4), 3+(—1)j

2 2
P(-3, 1)

Preostaje napisati jednadZbu pravca kroz to¢ke A i P. U tu svrhu koristimo formulu za jednadZbu pravca kroz dvije
zadane tocke:

2-1
1-(=3)

(x=(=3)

ili u implicitnom obliku
t...x—4y+7=0.
16. Izracunajte udaljenost tocke T(-2, -2) od pravca p... y = -3x + 2.
Rjesenje: JednadZbu pravca p najprije zapiSemo u implicitnom obliku
3x+y-2=0

TraZenu udaljenost d racunamo tako da u formulu za udaljenost tocke T(xt, yr) od pravcap... Ax+ By + C=0
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Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike

| Ax; + By, +C|

dT,p)=
VA% + B?

uvrstimo xr = yr =—2, A =3, B =1 i dobijemo:

g3 -2-2]
V32 412
-101
d=—n
J10
10 10\/—
=—=—"410=410
Jio 10

17. Krajevi promjera kruZnice k su tocke A(0, —1) i B(4, -5). Odredite jednadZbu kruZnice k.

RjeSenje: Za odredivanje traZene jednadZbe trebaju nam koordinate sredista i polumjer kruznice. SrediSte kruznice je
poloviste duzine AB, a polumjer kruZnice jednak je polovici udaljenosti izmedu tocaka A i B. Tako je:

bl

S(XA +Xp Ya +)’Bj

2 2
S(OH’(_DH_S)j
2 2
82, -3)
i
r=L1a8
2

1
r=5\/(xA —xB)2+(yA —yB)2

r=2A0-47 +[-n- 5]
r =%\/42 +47
r:%@—z

Trazenu jednadZbu kruznice k odredit ¢emo tako da u jednakost

C-p+Go-q¢’=r

uvrstimo 2 umjesto p, —3 umjesto g i %\/32 umjesto r. Kona¢no dobivamo:

2
k(x=2)2 +(y—(=3))% = %J:sz

ko.(x=2)2+(y+3)2==-32

k..(x=2)%+(y+3)* =
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18. Izracunajte sin(-150°) — tg(-225°).

RjeSenje: Izracunajmo zasebno vrijednost svakoga od pribrojnika. Kako je temeljni period funkcije sinus jednak 27 ,
odnosno 360°, to vrijedi:

sin(=150°) = sin(-150° + 360°) = sin(210°) = sin(180° + 30°).
Primjenom adicionoga teorema za funkciju sinus
sin (o + B) = sinocosP + cosasinB
dalje dobivamo:

V3 1

sin(210°) = sin(180° + 30°) = sin180°c0s30° + cos180°sin30° = 0-73+ =D % = 0—5 =—

1
2 b
paje

sin(-=150°) = —% =-0.5

Nadalje, kako je temeljni period funkcije tangens jednak 7, odnosno 180°, to vrijedi:
tg(—225°) = tg(—225° + 2-180°) = tg(135°) = tg(180° — 45°),

$to je prema adicionom teoremu za funkciju tangens

a-p) =B
dalje jednako
tg(135°) = tg(180° ~ 45°) = 1ig:g810;0_°fgj;° B 1(:)%1 -
paje
tg(-225°) = -1.
Konacno je

sin(—150°) — tg(-225°) =-0.5-(-1)=0.5
19. Izracunajte zbroj svih rjesenja jednadzbe 3cos x+% =0 u segmentu [0, 27].
Rjesenje: 1z zadane jednadzbe slijedi:
3cosx = —%

1
cos X =——
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Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike

Odavde je
2n
X1 = ?
2n 4
Xy =2m—Xx = p-L=T
3 3
Zbroj tih rjeSenja jest
X1 + X =2m7.

Isti rezultat mogli smo dobiti krae i brZze ovim zaklju€ivanjem: Ako je x; jedno rjeSenje jednadzbe cos x = a,
a € [-1, 1] uintervalu [0, 2], onda drugo rjesenje te jednadzbe x, dobijemo iz formule

Xy = 2T — X1.
Odatle izravno slijedi

X1+ X =27,
. 3, o . .
20. Ako je sin x = S ixe (5, ), izracunajte ctg x.

RjeSenje: Izracunajmo najprije vrijednost kosinusa kuta x. Kako je x kut iz drugoga kvadranta, vrijednost njegova
kosinusa bit ¢e negativna. Zbog toga je

2
— / 3 o [i6 4
cosx=—yl-sin’ x=—[1-| = | == [l-—=—|—=——
* * (5] V25 V25 s

Konacno je

21. Akojetgx=0.5ix¢€ (m, 37% Y, izracunajte cos Xx.

RjeSenje: Kako je x kut iz tre¢ega kvadranta, vrijednost njegova kosinusa bit ¢e negativna. Zbog toga je

cosx e 1 1 1 1 L __2_2f

Jlvigis  Jiv05? 14025 V125 \F_ N
4 2

22, Jedan kut trokuta ABC iznosi 65°, a ostala dva kuta se odnose kao 2 : 3. Odredite sve kutove toga
trokuta.

Rjesenje: Oznacimo kutove trokuta s o, B i y. Bez smanjenja opéenitosti moZemo pretpostaviti da je oo = 65°. To
znaci da vrijedi

© Bojan Kovaci¢ 8 Tehnicko veleuciliSte — Elektrotehnicki odjel, Zagreb



Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike
B:y=2:3.
Kako zbroj kutova u trokutu mora iznositi 180°, vrijedi i jednakost
o+p+7=180°
koja nakon uvrstavanja o0 = 65° prelazi u
65° + B +v=180°,
odnosno u
B+y=115°
Tako smo dobili sustav dviju jednadZbi s dvije nepoznanice

B:y=2:3
B+y=115°

Primjenom osnovnoga pravila za racunanje s omjerima (umnozak dvaju vanjskih ¢lanova omjera jednak je umnosku
dvaju njegovih unutrasnjih ¢lanova) iz prve jednadzbe toga sustava dobivamo

3P=2y
otkuda je
3
v=5P

Tu jednakost sada uvrstimo u drugu jednadZbu sustava

B+y=115°
pa dobivamo:
3
+ =B =115°
B+
odnosno mnoZenjem s 2
2B + 3B = 230°,
5B =230°
i
B =46°.

Tako je
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Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike

33 138
=2B=2.460=12% _g00
v=5b=3 2

Stoga su traZeni kutovi trokuta 46°, 65°1 69°.

23. Duljina osnovice jednakokracnoga trokuta iznosi~/3 cm, a udaljenost teZista trokuta od nje 2 cm.
Izracunajte povrsinu toga trokuta.

Rjesenje: Oznacimo vrhove trokuta s A, B i C. Bez smanjenja opCenitosti moZemo pretpostaviti da je duzina BC

osnovica trokuta, odnosno da je a :\/g cm. Nadalje, neka je T teZiSte trokuta. U jednakokranome se trokutu
teZiSnica na osnovicu f, podudara s visinom na osnovicu v, pa je udaljenost teZiSta trokuta od osnovice jednaka
tre¢ini duljine teZiSnice 7, (jer teZiSte trokuta dijeli teZiSnicu trokuta u omjeru 2 : 1 racunajuéi od vrha trokuta),
odnosno tre¢ini duljine visine na osnovicu v,. Tako iz

—v,=2
3
slijedi
v,=6cm
Tako kona¢no imamo:
a-v,
P=
2
P= _ﬁ 6
2
P= 3\/5 cm?

24. U pravokutnomu trokutu ABC duljina katete BC iznosi 5 cm, a kut pri vrhu B 60°. Izracunajte duljinu
hipotenuze toga trokuta.

Rjesenje: Znamo da je a =5 cm i B = 60°. Trazimo duljinu hipotenuze c. Nju ¢emo izracunati tako da odredimo koja
trigonometrijska funkcija kuta 3 povezuje taj kut, duljinu katete a i duljinu hipotenuze c. To je funkcija kosinus:

cos B= a
c
otkuda je
a
c=
cos B
5
cos 60°
5
c=—
0.5
c=10cm

25. Duljina visine na hipotenuzu pravokutnoga trokuta ABC iznosi 23, a kut pri vrhu A 30°. Izracunajte
duljinu stranice trokuta nasuprot tom kutu.
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Rjesenje: Neka je C vrh pravoga kuta, a N noZiSte visine povucene iz vrha C na hipotenuzu AB (nacrtajte sliku!).
Najprije primijetimo da kut trokuta ABC kod vrha B iznosi

B =90° - 30°,

odnosno
B =60°

jer je u pravokutnom trokutu zbroj dvaju $iljastih kutova jednak 90°.

Uocimo trokut CBN. Taj trokut je pravokutan (s pravim kutom pri vrhu N), visina na hipotenuzu (¢iju duljinu znamo)
v. jedna je njegova kateta, stranica BC (¢iju duljinu trazimo) njegova je hipotenuza, a kut pri vrhu B jednak je 60°.
Sada trebamo odrediti trigonometrijsku funkciju kuta B koja povezuje taj kut, duljinu visine v, i duljinu stranice BC
(to je duljina katete a trokuta ABC). Trazena funkcija je funkcija sinus:

sin B= Ye
a
otkuda je
VC
a=—
sin B
_ 23
sin 60°

5
2

a=4
26. Koliko razlicitih prostornih dijagonala ima krnja peterostrana piramida?

RjeSenje: Nacrtajte sliku! Neka je A jedan vrh donje baze piramide, a A; vrh gornje baze neposredno iznad A. Vrh A,
ima dva susjedna vrha gornje baze (oznac¢imo ih s By i C)) ¢ije su spojnice s vchom A boc¢ne dijagonale. Prema tome,
preostaju svega dva vrha gornje baze ¢ije spojnice s vchom A tvore prostorne dijagonale. Budu¢i da vrh A moZemo
izabrati na ukupno pet razlicitih nacina, traZeni je broj jednak 5 - 2 = 10.

(x* —6x° +18x? =32x+24)(x* -1)

27. Pojednostavnite izraz:
(x=D(x* —x* +4x+6)

Rjesenje: Kako je
P-l=@x-Dkx+1),

zadani algebarski razlomak prelazi u

(x* —6x7 +18x% =32x+24)(x—D(x+1) _
(x=D(x> —x* +4x+6)
_(xt —6x7 +18x7 —32x+24)(x +1)

2 =x? +4x+6
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Budu¢i da je polinome 4. stupnja (u brojniku), odnosno 3. stupnja (u nazivniku) vrlo teSko rastaviti u faktore (uocite
da metoda izlu€ivanja zajednickih ¢lanova ovdje nije primjenjival), postupit ¢emo na sljedeéi nacin: PomnoZimo
polinome u brojniku i dobiveni rezultat podijelimo polinomom u nazivniku. Imamo redom:

(=6 + 187 =320 +24) - (x+ D)= —6x* + 188° = 327 + 24x + x* — 67 + 182 = 32x + 24 = x° — 5x* + 12x° —
— 14> — 8x + 24;

=5 4127 - 147 - 8x+24) : (X -+ 4x+6)=x"—4x + 4
5 4 3 2
X - x + 4x + 6x

Ax* +8x°—20x* - 8x
Ax* +4x° - 16xF - 24x

4x° —4x* + 16x + 24
4x* —4x* + 16x + 24

0
Stoga je zadani razlomak jednak
X —4x+4,
odnosno
(x=2)%
28. Izracunajte umnoZak svih kompleksnih rjesenja jednadzbe
20-6+2ld=z ~9i
RjeSenje: Pretpostavimo da je z = a + bi, a, b € R. Tada je
lzl=a® +b*
z=a—bi
pa uvrstavanjem dobivamo:
2(a+bi)—6+2Va> +b> =a—bi-9i
(Qa—6+2Va*+b>)+(2b)i=a+(-b—-9)i

Usporedbom realnih, odnosno imaginarnih dijelova dobivamo sljede¢i sustav:

2(1—64—2\/612 +b%> =a

2b=-b-9

Iz druge jednadZbe toga sustava odmabh slijedi

otkuda je
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Kad to uvrstimo u prvu jednadZbu sustava, dobijemo:
2a—6+2a’ +3% =a
2a*+9=6-a

Bududi da je lijeva strana posljednje jednakosti nenegativan realan broj, takva mora biti i desna strana, $to znaci da
na parametar a postavljamo dodatni uvjet

6-a=0,

iz kojega je

Sada kvadriranjem te jednakosti dobijemo:
4a* +9) =36 - 12a + a°,
odnosno
3’ +12a =0.
RjeSenja ove kvadratne jednadZbe su
a;=0,a,=-4
i ona zadovoljavaju uvjet a < 6. Stoga su rjesenja polazne jednadZbe kompleksni brojevi

21 =O—3i=—3i,
= —4 —3l

Njihov je umnozak jednak

22 =(=30) - (4-3)=12i+9*=-9 + 12i.

2 2 _
(y" —2xy+x )(2x+2y)+(x+y) y—x
y—x \)y+x

RjeSenje: Zadani algebarski izraz najprije ¢emo malo pojednostavniti. Uo¢imo da je

29. Izracunajte vrijednost izraza

zax:—\/g, y=2.

yz—2xy+x2=(y—x)2

2x+2y=2(x+y)

pa je prvi pribrojnik jednak
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Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike

20-02(x+y) _
y—x
2(y—x)(x+y)=
2(y* —x%) =
2y2—2x2

Nadalje, unesemo li u drugomu pribrojniku izraz x + y pod znak drugoga korijena, dobit ¢emo:

()22 =
y+x

NE+EYO—x) =

y2 _x?

Tako je zadani algebarski izraz zapravo jednak

2y2 -2x? +\Iy2 -x2

Kako je

uvrstavanjem dobivamo traZenu vrijednost:

2-4-2.5+4/4-5 =

= —2+1l— =
=-2+i
30. Izracunajte %% od 7% od 1.6.
RjeSenje: Odmah imamo:
3
14 (7 163 _
100 {100 10
_ 3 716 _
1400 1000
23 40
100000

31. Ako je f(%—nj = sin x za sve x € R, odredite f(x).
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Rjesenje: Stavimo

otkuda je

x=2t+2m.

f(%—nj = sin x

ff) = sin(21 + 27),

Dobiveni x uvrstimo u zadanu jednakost

i dobijemo

$to je zbog 21 — periodicnosti funkcije sinus jednako
Sf(®) = sin(21).
Zamjenom slova ¢ slovom x kona¢no dobijemo:
flx) = sin(2x) = 2 sin x cos x.
31. Odredite zbroj svih rjeSenja jednadZbe
Ix + 21— Ix — 31 = 2x.
RjeSenje: Najprije odredimo kriti¢ne tocke iz jednadzbi

0
0

x+2
x-3

RjeSenja tih jednadZzbi su x; = -2 i x, = 3, pa imamo ukupno 3 podslucaja:
l.)—co< x<-2

Na ovome je intervalu

k+2l=—(x+2)=—x-2
k-3l=—(x-3)=3-x

pa dobivamo jednadZbu
x-2-3+x=2x

iz koje je

Dobiveni x zadovoljava nejednakost
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—co<x < -2
irjeSenje je polazne jednadZbe.
2)-2< x<3
Na ovome je intervalu
x+2l=x+2
k-31=3-x

pa dobivamo jednadzbu
xX+2-3+x=2x
iz koje slijedi
0=-1
$to je neto¢no. Zbog toga na promatranom intervalu polazna jednadZba nema rjesenja.
3)3< x< 400
Na ovome je intervalu

x+2l=x+2
x-3l=x- 3

pa dobivamo jednadZbu
X+2-x+3=2x
cije je rjeSenje
5
x==
2
Dobiveni x ne zadovoljava jednakost 3 < x < +oo pa nije rjeSenje polazne jednadzbe.

Zaklju¢imo: Polazna jednadZba ima jedinstveno rjeSenje x = —% pa je zbroj svih njezinih rjeSenja jednak —% .

33. Odredite skup svih rjesenja nejednadZbe

4x+8
x+3

>-log, 27
3

RjeSenje: Izra¢unajmo najprije vrijednost logaritma na desnoj strani zadane nejednadzbe. Kako je 27 = 3%, a3 =

(lj_3 aje
3 paj

-3
—10g127=—10g1(lj =—(—3)10g11=3~1=3
3 303 33

3 =[]
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Stoga je polazna nejednadZba ekvivalentna s

4x+8 >3

x+3

4x+8_

x+3

4dx+8—-3(x+3) >0
x+3 B

dx+8—-3x-9 >0
x+3

320

x—1
x+3

>0

Vrijednost razlomka je nenegativna ako i samo ako su brojnik i nazivnik istoga predznaka, te nazivnik razli¢it od
nule. Zbog toga imamo dva moguca slucaja:

1.) x-120
x+3>0

Iz prve nejednakosti je x = 1, a iz druge x > —3. Presjek dobivenih rjeSenja je x = 1, pa je u ovom slucaju skup
rjeSenja poluzatvoreni interval [1, +oo).

2) x—1<0
x +3<0

Iz prve nejednakosti je x < 1, a iz druge x < -3. Presjek dobivenih rjeSenja je x < -3, pa je u ovom slucaju skup
rjeSenja otvoreni interval {(—oo, —3).

Skup svih rjeSenja polazne nejednadZbe je unija dobivenih skupova rjeSenja: (oo, —3) U [1, +oo).
34. Odredite vrijednost realnoga parametra m € R za koji jednadzba

(Bm—3)x* + (6m -2)x + 3m =0
ima jedno dvostruko realno rjesenje.

RjeSenje: Zadana jednadzba ¢e imati jedno dvostruko realno rjeSenje ako i samo ako vrijednost njezine
diskriminante bude jednaka nuli. Odatle dobivamo jednadZbu:

(6m-2)"-4-Bm-3)-3m=0
Kvadriranjem i mnoZenjem dobivamo:
36m* — 24m + 4 ~36m” +36m =0,
odnosno
12m =—4.

Odatle je
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3S. Odredite zbroj svih rjeSenja jednadZbe

x—4 x—4
[lj —6-(lj =3log, x’
9 3

Rjesenje: Bududi da se nepoznanica x nalazi kao baza logaritma na desnoj strani polazne jednadzbe, na nju moramo
postaviti uvjete x > 0 ix # 1 jer inace logaritam na desnoj strani jednadzbe nije definiran. Uz te je uvjete

3log’=3-9 -logx=3-9-1=27

Stavimo li

onda je

pa dobivamo kvadratnu jednadZbu
£—6t-27=0
¢ija su rjesenja

tl =—3, t2=9.

x—4
(1] =t >0,
3

rjeSenje t; ne dolazi u obzir. Stoga je jedino moguce da vrijedi
x—4
1
O
3

(3—l)x—4 — 32
34—X — 32
4—x=2

Kako je

Prelaskom na bazu 3 dobivamo:

i kona¢no
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x=2
Dakle, jedino rjeSenje polazne jednadZbe jest x = 2 pa je to ujedno i zbroj svih njezinih rjeSenja.

36. Odredite skup svih rjesenja nejednadzbe

1ogl(f—2]21
4

RjeSenje: Najprije postavimo uvjet da izraz pod logaritmom bude strogo vec¢i od 0:

%—2>0
MnozZenjem s 4 dobivamo:
x—-8>0,
odnosno
x> 8.

Sada antilogaritmiramo zadanu jednadzbu, pri ¢emu pazimo da se, zbog toga §to je baza manja od 1, znak
nejednakosti mijenja:

X 1 1
2_oo<(=
4 (4)
X o1
4 4
MnoZenjem s 4 dobivamo:
x-8<1
i kona¢no
x<9
Tako smo dobili dva uvjeta na x:
x>8
x<9

pa je skup svih rjesenja zadane nejednadZbe poluotvoreni interval (8, 9].

37. Odredite jednadZbu kruznice cije je srediste na osi Oy i koja dira pravac p...3x+y—-T7=0u
tocki s ordinatom 2.

Rjesenje: Neka je S(p, g) srediSte traZzene kruZnice, a r njezin polumjer. Iz ¢injenice da je srediSte S na osi Oy odmah
slijedi p = 0. Nadalje, neka je T(xr, yr) diraliSte pravca p i traZene kruZnice. Iz ¢injenice da 7 ima ordinatu jednaku —2

slijedi yr = —2. Budu¢i da T leZi i na pravcu p, njezine koordinate moraju zadovoljavati jednadZbu toga pravca:

3XT+yT—7=0
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Kad u ovu jednakost uvrstimo

yr=-2
dobijemo
3xr2-7=0,
odnosno
3x7=9
i
xr=73

Dakle, 7(3, —2). Budu¢i da je pravac p tangenta na zadanu kruZnicu u tocki 7, to je pravac ST okomit na pravac p.
Koeficijent smjera pravca ST odredimo kao koeficijent smjera pravca kroz tocke S(0, ¢) i 7(3, -2):

2-g
ke = ,
ST= 370
qg+2
kg =-—"=
ST 3

Koeficijent smjera pravca p dobijemo kad njegovu jednadzbu zapiSemo u eksplicitnom obliku:
p...y=-3x+7

pajek,=-3. Cinjenica da su pravci ST'i p okomiti zna¢i da je umnoZak njihovih koeficijenata smjerova jednak —1:

ksr -k, =-1
Uvrstavanjem
+2
| ko = ==
i
k,=-3
u jednakost
kst -k, =—1
dobivamo:
g+2=-1,
a otuda je
qg=-3

Tako je S(0, —3). Preostaje odrediti polumjer r, to¢nije njegov kvadrat 7. On je jednak kvadratu udaljenosti to¢aka S i
T:
r=0-3"+[3-,
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tj.

Stoga je traZena jednadZzba kruZnice
k...x +(y+3) =10,
odnosno u razvijenom obliku
k...xX+y +6y=1.
38. Odredite zbroj svih kompleksnih rjeSenja jednadZbe
3-4i-+51z1=-22
RjeSenje: Pretpostavimo da je z=a + bi, a, b € R. Tada je
lzl=va® +b°
z=a-bi

pa uvrStavanjem dobivamo:

3—4i =[5 Va? +b% =-2(a—bi)
3—di—+/5(a> +b*) +2a-2bi=0
(B=+v/5(a® +b%) +2a)+ (=4 —2b)i =0

Odatle izjednacavanjem realnoga, odnosno imaginarnoga dijela s nulom dobivamo sustav:
3—y5(a’ +b*) +2a=0
-4-2b=0
1z druge jednadZbe je odmah
b=-2

Kad tu vrijednost uvrstimo u prvu jednadzbu, dobijemo:

3—4/5(a*+4) +2a=0
JS5(@® +4)=2a+3

Kako je lijeva strana posljednje jednakosti nenegativan realan broj, takva mora biti i desna strana:
2a+3 20,

pa dobivamo sljedeci uvjet na realni parametar a:
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Uz uvaZavanje toga uvjeta smijemo kvadrirati posljednju jednakost. Dobivamo:
5 +4)=4d” + 12a + 9,
odnosno

@ —12a+11=0.

Rjesenja te jednadZzbe su a; = 1 i a, = 11. Kako oba zadovoljavaju jednakost a > —% , rjeSenja polazne jednadZzbe su

kompleksni brojevi

=1+ (<2)i
=11+ (=2)i
Njihov je zbroj jednak
1+ 2= 12 — 4i.
39. Izracunajte vrijednost izraza
(a-b) b+a + a—>b
b—a b-a

za a=+3,b=2.

RjeSenje: Prije racunanja zadani ¢emo izraz pojednostavniti Sto je vise moguce. UnoSenjem izraza a — b pod drugi
korijen u prvomu pribrojniku dobivamo:

\/(a—b)z bta \/(b—a)z-zﬂz,/(b—a)(bm): b —a?
a

b-a

Nadalje,
a-b —(b—a) B
b—a b-a
pa je zadani izraz jednak
b*—a® -1.

Sada uvrstimo konkretne vrijednosti, pri ¢emu uvazimo da je b* = 4 i a* = 3. Kona¢no dobivamo:

J4-3-1=+1-1=1-1=0

Stoga je traZena vrijednost izraza jednaka O.

40. Izracunajte 4% od %% od 0.6.
Rjesenje: Odmah imamo:
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6 4 3 6 72 9

LA N S PSR Y PO = =9.107°.
100 | 100 10| 100 (800 10] 800000 100000

41. Odredite skup svih rjesenja nejednadZbe

3x+9 1
27> log s —.
x+4 825

Rjesenje: Odredimo najprije vrijednost izraza na desnoj strani nejednadzbe. Primijenit ¢emo formulu

c

koja omogucava prijelaz s jedne baze logaritma na drugu i vrijedi za sve pozitivne realne brojeve a, b i c razlicite od
1. Stavimo li

azé, bzx/E, c=2

u tu formulu, dobivamo:

1
19825 1og,2") -llogy2

log - —= 2
22 log, V2

1 1
log,(22) 510822

Stoga je polazna nejednadZba ekvivalentna nejednadzbi

3x+922,
x+4

a odavde redom dobivamo:

3549

x+4

3x+9-2(x+4) >0
x+4

3x+9-2x-8 >0
x+4

-220

x+1
x+4

>0

Kao i ranije, postoje dvije moguénosti:

1) x+120
x+4>0

Iz prve nejednakosti slijedi x =2 —1, a iz druge x > —4. Presjek tih rjeSenja jest x = —1, pa je u ovom slucaju skup
rjeSenja poluzatvoreni interval [—1, +oo).
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2) x+1<0
x+4<0

Iz prve nejednakosti slijedi x < —1, a iz druge x < —4. Presjek tih rjeSenja jest x < —4, pa je u ovom slucaju skup
rjeSenja otvoreni interval (—oo, —4).

Zakljucujemo da je trazeni skup unija dobivenih skupova rjesenja: (—oo, —4) U [—1, +o0).

42. Odredite f(x) ako je

X+T7
S( )=tgx
za sve dopustive x € R.
RjeSenje: Stavimo
X+m
t= ,
2

odnosno

x=2t—-T.

UvrStavanjem toga izraza u zadanu jednakost dobivamo:
f(0) = g1 —m) = tg(20)
jer je m period funkcije tangens. Preostaje "preimenovati" nezavisnu varijablu ¢ u x:
Sx) = tg(2x).
43. Odredite zbroj svih rjeSenja jednadzbe
x+ 31— Ix-2l=x.

RjeSenje: Odredimo najprije kriticne tocke iz jednadzbi

Rjesenja tih jednadZzbi su x; = -3 i x, = 2, pa imamo ukupno 3 podslucaja:
1.)—o< x<-3
Na ovome je intervalu

x+3l=—(x+3)=—x-3
k-2l=-(x-2)=2-x

pa dobivamo jednadzbu

x-3-2+x=x
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iz koje je
x=-5
Dobiveni x zadovoljava nejednakost
—co< x< -3
i rjeSenje je polazne jednadZzbe.
2)-3< x<2
Na ovome je intervalu
x+3l=x+3
k-2l=2-x

pa dobivamo jednadZbu
xX+3-2+x=x
iz koje slijedi
x=-1

Dobiveni x zadovoljava nejednakost —3 < x < 2 pa je drugo rjeSenje polazne jednadZbe

X2=—1.
3)2< x< o0
Na ovome je intervalu
x+3l=x+3
x—2l=x-2

pa dobivamo jednadZbu
x+3—-x+2=x
¢ije je rjeSenje
x=5
Dobiveni x zadovoljava jednakost 2 < x < +oo pa je trece rjeSenje polazne jednadzbe
x3=15.
Zaklju¢imo: Polazna jednadzba ima ukupno tri rjeSenja: x; = =5, x, =—1 i x3 = 5. Njihov je zbroj jednak —1.

44. Izracunajte zbroj svih rjeSenja jednadZbe

x=5 x=5
I R .
4 2

RjeSenje: Buduci da se nepoznanica x nalazi kao baza logaritma na desnoj strani polazne jednadzbe, na nju moramo
postaviti uvjete x > 0ix # 1 jer inace logaritam na desnoj strani jednadZbe nije definiran. Uz te je uvjete
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2logax*=2-4-logx=2-4-1=8

Stavimo li

onda je

pa dobivamo kvadratnu jednadZbu
£-2t-8=0
¢ija su rjeSenja

tl =—2, t2=4.

x=5
(lj =t >0,
2

rjeSenje t; ne dolazi u obzir. Stoga je jedino moguce da vrijedi
x=5
l — 4
2

(2—1)x—5 — 22
25—){ - 22
5—-x=2

Kako je

Prelaskom na bazu 2 dobivamo:

i kona¢no
x=3

Dakle, jedino rjeSenje polazne jednadZbe jest x = 3 pa je to ujedno i zbroj svih njezinih rjesenja.

logl(ﬁ—qu
3\3

RjeSenje: Najprije postavimo uvjet da izraz pod logaritmom bude strogo vec¢i od 0:

45. Odredite skup svih rjesenja nejednadZbe
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%—1 >0
MnoZenjem s 3 dobivamo:
x-3>0,
odnosno
x>3.

Sada antilogaritmiramo zadanu jednadZzbu, pri ¢emu pazimo da se, zbog toga $to je baza manja od 1, znak
nejednakosti mijenja:

X 1 1
Zo1<(=
3 3)
X <t
3 3
MnoZenjem s 3 dobivamo:
x=-3<1
i kona¢no
x<4.
Tako smo dobili dva uvjeta na x:
x>3
x<4

pa je skup svih rjesenja zadane nejednadZbe poluotvoreni interval (3, 4].
46. Odredite vrijednost realnoga parametra m za koji jednadzba

Qm—-2)x*+ (dm-Dx +2m =0
ima jedno dvostruko realno rjesenje.

RjeSenje: Zadana jednadzba ¢e imati jedno dvostruko realno rjeSenje ako i samo ako vrijednost njezine
diskriminante bude jednaka nuli. Odatle dobivamo jednadZbu:

@m-1°"-4-2m-2)-2m=0
Kvadriranjem i mnoZenjem dobivamo:
16m” — 8m + 1 —16m* +16m =0,
odnosno
8m =-1.

Odatle je
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47. Duljina stranice romba iznosi a, a tupi kut 150°. Izrazite duljinu krace dijagonale romba kao funkciju
varijable a.

Rjesenje: Neka je ABCD taj romb i neka je BC njegova kraca dijagonala. Kut kod vrha A jednak je
180° — 150° = 30°

jer je u svakomu usporedniku zbroj njegova §iljastoga i tupoga kuta jednak 180°. Uo¢imo trokut ABD. U tom trokutu
znamo duljine dviju stranica: |ABl = IADI| = a i kut izmedu njih: o = 30°. TraZimo duljinu treée stranice |IBCl. Nju
racunamo rabe¢i kosinusov poucak:

IBCP = 1ABP + IADP =2 - 1AB| - 1AD! - cos a,
IBCP=d’+a*-2-a-a-cos 30°,

BCP=a*+ad*-2-a-a- %
IBCP = 24% =3 &
IBCP = a* (2 -+/3)

i kona¢no

IBCl= a-y2-+/3 .

48. Izracunajte zbroj rjesenja jednadzbe

N NS

1+ =
x+1 2x+1

RjeSenje: Zadanu jednadZbu ¢emo pomnoZiti izrazom (x + 1)(2x + 1), ali pritom moramo postaviti uvjet da taj izraz
ne smije biti jednak 0. To znacdi da za svako rjeSenje gornje jednadzbe mora vrijediti:

x+DR2x+1) # 0.

Mi ovdje ne¢emo rjesavati tu nejednadzbu, nego ¢emo kasnije samo provjeriti zadovoljava li je svako od dobivenih
mogucih rjeSenja.

MnozZenjem s izrazom (x + 1)(2x + 1) dobivamo jednadZbu:
x+D2x+ D) +2x+1+x+1=0,
odnosno
27 +2x+x+1+2x+1+x+1=0,
odnosno
20 +6x+3=0.

Rjesenja te jednadZbe su:
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_-3-43  _-3+43
.xl— 2 N XQ— 2 .

Lako se vidi da x; i x, zadovoljavaju nejednakost (x + 1)(2x + 1) # 0. Njihov je zbroj jednak —3.
49. Izracunajte umnoZak svih rjesenja jednadzbe
~2x*— 10" +72=0

RjeSenje: 1. nacin: RijeSimo zadanu jednadZbu. Odmah vidimo da se radi o bikvadratnoj jednadzbi. MoZemo je
malo pojednostavniti tako da je podijelimo s (-2):

X +5x2-36=0

Uz supstituciju 7 = x* dobivamo kvadratnu jednadZbu

£+5t-36=0
¢ija surjesenja t; = -9, r, =4. Sada iz
¥=-9
slijedi x; =-3i, x,=3i,aiz
¥=4

slijedi x; = -2, x4 = 2. UmnoZzak svih rjesenja jednak je
x| X2 X3 xq =(=30)-3i-(-2) -2 =36i*=-36.

2. nacin: Opet podijelimo cijelu jednadzbu s (-2):

4 2
X +5x"-36=0
Sada primijenimo Vieteove formule za jednadZzbu n — toga stupnja. Podsjetimo, ako su xi, xp, ..., x, € C sva (ne
nuzno razli¢ita) rjefenja jednadzbe x" + a,_ X" + X"+ . +ax+ay=0, pri ¢emu su a,_1, @, ..., a1, dg € R,
onda vrijede jednakosti:
X1+X+ ...+ X, =—a,

XX+ X X3+ ...+ XX, +XX3+ ... + XX, =04, »

X1 Xy . Xy =04

Tako u konkretnom slucaju odmah zaklju€ujemo da je umnoZak svih rjeSenja zadane jednadZbe jednak slobodnom
¢lanu (Clanu koji ne sadrZi nepoznanicu x) u toj jednadzbi, a to je — 36.

50. Rijesite jednadzbu:

2x+4-x=1

RjeSenje: Zapisimo zadanu jednadZbu u obliku:
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2Wx+4=x+1

Prije nego 1i provedemo kvadriranje, moramo vidjeti uz koje sve uvjete na x zadana jednadzba ima rjeSenje. Prvi je
uvjet da izraz pod drugim korijenom bude nenegativan:

x+ 420,

tj.

Buduc¢i da je lijeva strana jednadzbe

2Wx+4=x+1

nenegativan realan broj, takva mora biti i desna strana:

x+120,

tj.

x=-1
Uvjeti

x=>-4

x=-1
zajedno daju uvjet

x=-1

Uvazavaju¢i dobiveni uvjet, kvadriramo jednadZbu

2Wx+d=x+1
pa dobijemo:
dx+16=x"+2x+1,
tj.
¥ —2x-15=0.

Rjesenja ove kvadratne jednadzbe su x; = =3 i x, = 5. No, x; ne zadovoljava uvjet x > —1, pa je jedino rjeSenje
polazne jednadZbe x = 5.

51. Rijesite jednadZbu:

I+4=x4+3-x=0

RjeSenje: Kao i u prethodnom zadatku, zapiSimo najprije jednadzbu u obliku
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V=x+3=x-1

Sada postavljamo uvjete na x:

-x+320
x—-120

iz kojih se dobiva

x21
pa sva moguca rjesenja jednadzbe moraju pripadati segmentu [1, 3]. Uz taj uvjet, kvadriranjem jednadZzbe

V=x+3=x-1

dobivamo:

—x+3=x2—2x+1,

a otuda je
X¥—x-2=0.
RjeSenja ove kvadratne jednadzbe su x; =—11x, = 2. Uvjet x € [1, 3] zadovoljava samo x,, pa je x = 2 jedino rjeSenje
polazne jednadZbe.
52. Izracunajte zbroj svih rjeSenja jednadZbe

V3x+7 —Ax+1=2.

Rjesenje: Najprije postavimo uvjete na nepoznanicu x:

3x+720
x+120
Iz tih je uvjeta
Xz - 1
3
X = —
odnosno (presjekom dobivenih skupova rjesenja)
x=>-1

Uz taj uvjet, lijevu i desnu stranu polazne jednadZzbe pomnozimo s v3x+7 4++/x+1. Dobivamo:

Bx+7—@x+1)=2-(V3x+7 +4x+1),

odnosno
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2x+6=2-(V3x+7 +4/x+1),

odnosno

V3x+7 +4x+1 =x+3.

Primijetimo da je zbog uvjeta x = —1 desna strana posljednje jednakosti uvijek nenegativan realan broj. Tako smo
dobili sustav:

N3x+7 —Nx+1=2
V3x+T7+4x+1 =x+3

Zbrajanjem tih jednadZzbi dobivamo:

2W3x+7=x+5

Kako je zbog x > —1 desna strana te jednadZbe uvijek nenegativan realan broj, smijemo kvadrirati posljednju
jednakost:

12x +28 =x* + 10x + 25
otkuda je
X-2x-3=0.

Rjesenja ove kvadratne jednadzbe su x; = -1 i x, = 3. Oba ta rjeSenja zadovoljavaju uvjet x = —1, pa su to ujedno i sva
rjeSenja polazne jednadzbe. Njihov je zbroj jednak 2.

53. Rijesite jednadZbu:

V3x—=24+4x-1=3

RjeSenje: Kao i u prethodnom zadatku, najprije postavimo uvjete na x:

3x-220
x—120
iz kojih je
xzz
3
x>1
odnosno
x>1.

Uz uvaZzavanje toga uvjeta, polaznu jednadZbu mnoZzimo s ¥3x—2 —+/x—1 pa dobijemo:
Bx-2)-(x-1)=3-(V3x-2—-+x-1)
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otkuda je

2x—1=3-(3x=-2-+x-1),

odnosno

V3x=2—-+x-1= 2¢-1

3

Tako smo dobili sljede¢i sustav:

V3x—=24+4x-1=3
N3x=2—=4x-1= 2¢-1

3

Oduzimanjem tih jednadzbi dobivamo:

2-x-1 =¥,
3. m =5-x
Sada postavljamo novi uvjet na x:
5-x20,
otkuda je
x<5.

Tako smo utvrdili da sva moguca rjeSenja polazne jednadzbe moraju pripadati segmentu [1, 5]. Uz uvaZavanje te
¢injenice, kvadriramo posljednju jednakost i dobijemo:

9x—9=25-10x +x°,
otkuda je
¥ —19x+34=0.

RjesSenja ove kvadratne jednadZbe su x; = 2 i x, = 17. No, segmentu [1, 5] pripada samo rjeSenje x; = 2, pa je to
ujedno i jedino rjeSenje polazne jednadzbe.

54. Odredite vrijednosti realnih parametara a i m tako da parabola y = a(m — x)* prolazi tockom A(=3, —
4) i ima tjeme u tocki T(-5, 0).

Rjesenje: 1z Cinjenice da parabola prolazi tockom A slijedi:
4 =a(m+3)%,
a iz ¢injenice da prolazi tockom T slijedi
0=a(m+5)>~
Promotrimo drugu jednakost. Zbog prve jednakosti ne moZe biti a = 0, pa je jedino moguce
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m+5=0
Odatle je m = —5. Sada uvrstavanjem u prvu jednakost dobivamo jednadzbu
da=-4
iz koje je a =-1. Dakle, a =—1, m =-5.

55. Nultocke kvadratne funkcije su x, = -1.5i x, = 1, a tocka A(-1, =2) pripada njezinu grafu. Odredite tu
kvadratnu funkciju.

RjeSenje: 1z podatka da su x; =—1.5 i x, = 1 nultocke kvadratne funkcije slijedi da f{x) ima oblik:
fx)=alx+15)(x-1)
Cinjenica da to¢ka A pripada grafu funkcije znaci da je
f=1)=-=2
Zato u jednakost
fx)y=alx+1.5)x-1)
uvrstimo x = —1 pa dobijemo:
f=D=a-1+1.5)(-1-1),
odnosno
f=1) =-a.
No, s druge je strane
f=) =2
pa usporedbom desnih strana tih jednakosti odmah dobivamo
a=2.
Konac¢no je:
fx) =2(x+ 1.5)(x - 1) =2x" +x - 3.

56. Odredite skup svih rjesenja nejednadzbe

1 X —x+ 3 >0
2 2
RjeSenje: Pomnozimo li zadanu nejednadZbu s (-2), dobivamo:

¥ +2x-3<0.

Graf funkcije f(x) = x* + 2x — 3 je sljedeca parabola:
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Rijesiti nejednadzbu

¥ +2x-3<0
zapravo znaci odrediti za koje sve x € R za koje se pripadna toc¢ka parabole (x, f{(x)) nalazi ispod osi Ox. Sa slike
vidimo da su ti x—evi svi elementi skupa (-3, 1). Stoga je skup svih rjeSenja polazne nejednadZzbe otvoreni interval
<_3’ 1>
57. Odredite skup svih rjesenja nejednadzbe

l+1x—x2 >0
2 4

Rjesenje: Potpuno analogno kao u prethodnom zadatku dobivamo sljedeci graf:

+s

43

Ovoga puta trazimo sve x € R za koje je pripadna tocka parabole (x, f(x)) iznad osi Ox. Vidimo da se sve takve tocke
nalaze izmedu nulto¢aka funkcije

, 7 1
X)=—x"+—x——
Six) 1573

a njih dobijemo rjesavajuci jednadzbu

© Bojan Kovaci¢ 35 Tehnicko veleuciliSte — Elektrotehnicki odjel, Zagreb



Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike

x4+ Sx— 1 =0,
4 2
odnosno jednadZbu
4 ~Tx +2=0.
_ D 1 . o . N . 1
Njezina su rjeSenja x; = e X, =2 paje skup svih rjeSenja polazne nejednadZbe otvoreni interval e 2).

58. Odredite prirodno podrucje definicije funkcije f : R — R zadane formulom

F()=49-(x-1)?

RjeSenje: Zadana funkcija definirana je za one realne brojeve x takve da je izraz pod drugim korijenom nenegativan.
To znaci da svi takvi x moraju zadovoljavati nejednakost

9-(x-1y20,
odnosno nejednakost

x—2x-8<0.
Dobili smo kvadratnu nejednadzbu koju rjeSavamo potpuno analogno kao i one u prethodnim zadacima. Nultocke
pripadne kvadratne funkcije g(x) = x> — 2x — 8 su x; = -2 i x, = 4, pa je traZeno prirodno podrugje definicije segment
[-2, 4].
59. Odredite prirodno podrucje definicije funkcije f : R — R zadane formulom

V-x+2x7 -1
X

fo=

Rjesenje: Izraz pod drugim korijenom mora biti nenegativan, a nazivnik mora biti razli¢it od 0. To nam daje uvjete:

x+2%-1>0

x=1%#0
Prvi je uvjet, zapravo, kvadratna nejednadzba
2 -x-120
Nultotke pripadne kvadratne funkcije g(x) = 2x* — x — 1 su x; = —% i x, = 1. Za svaki x izmedu tih nultocaka

pripadna tocka parabole se nalazi ispod osi Ox, pa su rjeSenje nejednadzbe svi realni brojevi lijevo od manje nultocke
ili desno od vece nultocke (nultoc¢ke ukljucujemo zbog znaka >):

X € (—oo, —%] U [1, +o0)
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No, drugi uvjet x # 1 zahtijeva da u prirodnom podrucju definicije ne smije biti x = 1. Stoga taj realan broj moramo

izbaciti iz gornjega skupa, pa je trazeno prirodno podrucje definicije skup (oo, —%] U (1, +oo) kojega krace

moZemo zapisati kao R\ (—% , 1]. Dakle,

1
D =R\ {(——,1
)y ( 2 ]

60. Rijesite nejednadzbu:

2
x“+8x+12 >0
2(3+x)

RjeSenje: Zadani razlomak ¢e biti nenegativan ako i samo ako su brojnik i nazivnik istoga predznaka i, uz to,
nazivnik razlicit od nule. Dvije su moguénosti:

1) X +8x+1220
3+x>0

RjeSavajuéi prvu (kvadratnu) nejednadzbu, kao rjeSenje dobivamo (nultocke pripadne kvadratne funkcije su x; =6 i
X, = —2) uniju poluzatvorenih intervala (—eo, 6] U [-2, +00). RjeSavajuci drugu nejednadzbu, kao rjesenje dobivamo
otvoreni interval (-3, +o0). Presjek skupova (—co, —6] U [-2, +0o0) i (=3, +oo) jest skup [-2, +oo).

2) X +8x+12<0
3+x<0

U ovome je slucaju rjeSenje prve nejednadzbe segment [-6, —2], a druge otvoreni interval (—oo, —3). Presjek tih dvaju
skupova jest skup [-6, —3).

Tako je skup svih realnih rjeSenja polazne nejednadzbe unija skupova [-2, +o0) 1 [-6, =3), tj. x € [-6, =3) U [-2, +o0).

61. Odredite sve vrijednosti realnoga parametra a tako da za sve x € R vrijednosti funkcije f(x) = ax* — Tx
+ 4a budu strogo negativne.

RjeSenje: TraZeni uvjet stroge negativnosti zadane funkcije zapravo znaci da pripadni graf funkcije (parabola) mora
u cijelosti biti ispod osi Ox i ne smije je sjec¢i. To ¢e biti zadovoljeno ako i samo ako vodec¢i koeficijent kvadratne
funkcije bude strogo negativan, a pripadna diskriminanta strogo manja od nule. Kako je diskriminanta D jednaka

D =49 - 164’,

dobivamo sljede¢i sustav nejednadzbi:
a<0

49 - 164’ <0

Drugu nejednadZbu moZemo zapisati u obliku
16a’-49>0
. y . .. 7 7 R . Y

Budu¢i da su nultocke pripadne kvadratne funkcije x; = e Xy = R to je rjeSenje ove nejednadZzbe skup
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7 7
—0o, —— YU (—, “+oo
( 2 PACXS 1 )

No, zbog prve nejednadzbe ne moZze biti a € (%, +00) pa konacno zakljuCujemo da ée zadana funkcija poprimati

. . . 7
samo strogo negativne vrijednosti za a € (—oo, 2 ).

62. Za koje vrijednosti realnoga parametra p € R je skup rjeSenja nejednadibe
X 4+px+1>0

Jjednak skupu R?
RjeSenje: Mi zapravo traZimo sve vrijednosti realnoga parametra p za koje funkcija f(x) = x* + px + 1 poprima strogo
pozitivne vrijednosti. Postupamo slicno kao i u rjeSenju prethodnoga zadatka. Buduéi da pripadni graf mora biti
iznad osi Ox i ne smije je sjeci, zahtijevamo da vodec¢i koeficijent funkcije bude strogo veéi od nule, a pripadna
diskriminanta strogo manja od nule. Kako je vode¢i koeficijent funkcije fix) jednak 1, prvi zahtjev je ispunjen (jer je
1 > 0). Preostaje nam jedino vidjeti za koje je vrijednosti realnoga parametra p diskriminanta funkcije f(x) strogo
manja od nule. Kako je

D= p2 -4,
dobivamo kvadratnu nejednadzbu

P —4<0
¢ije je rjeSenje otvoreni interval (-2, 2). Stoga je skup rjeSenja zadane nejednadzbe jednak skupu R za p € (-2, 2).

63. Odredite najmanju vrijednost funkcije f(x) = x* + 5x — 6l.

Rjesenje: Uotimo da je f(x) zapravo kompozicija funkcija g(x) = lxl i h(x) = x* + 5x — 6, dakle:
f=g°h

Znamo da su vrijednosti funkcije g(x) = Ix| nenegativne, tj. vrijedi nejednakost

g(x) 20, za svaki x € R.

Stoga je prvi kandidat za trazenu najmanju vrijednost upravo 0. Utvrdimo postoji li neki realan broj x takav da je

fx)=0.
U tu svrhu rijeSimo jednadzbu
h(x) =0,
odnosno jednadZbu
X +5x-6=0.

Realna rjesenja te jednadZzbe su x; = —6 i x, = 1. Stoga funkcija f(x) poprima najmanju vrijednost O upravo za x; = -6 i
X, =1, a za sve ostale realne brojeve x poprima strogo pozitivne vrijednosti.
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64. Rijesite nejednadzbu:
X =5kd+6 <0
Rjesenje: Razlikovat ¢emo dva slucaja:
1)x=0
U tome je slucaju lxl = x pa dobivamo nejednadzbu
X —-5x+6<0

¢ije je rjeSenje otvoreni interval (2, 3). Kako svi elementi toga intervala zadovoljavaju nejednakost x > 0, oni su
rjeSenja polazne nejednadzbe.

2)x<0
U tome je slucaju x| = —x pa dobivamo nejednadzbu
X +5x+6<0

¢ije je rjeSenje otvoreni interval (-3, —2). Kako svi elementi toga intervala zadovoljavaju nejednakost x < 0, on je
drugo rjeSenje polazne nejednadzbe.

Skup svih rjesenja polazne nejednadZbe jest unija skupova (2, 3) i (=3, =2), tj. skup (-3, -2) U (2, 3).

65. Izracunajte log, ;5 % .

Rjesenje: Uocimo da je 3\/5 =4/9-3 =+/27 pa odmah imamo:
1 L—l L—l 1-1 27=0-1 (\/27)2——21 N2T=-2-1=-2
0833 7 08 /27 7 08 /27 0827 4/ = 08 /27 =—2108 7 = =

66. Izracunajte log,4/3 +log, (log, 256) .

RjeSenje: Izracunajmo zasebno vrijednost svakoga pribrojnika. Imamo redom:

1
10g3%zlog{?»“J:ilogﬁ:i-l:i

10g4(10g16256) = logy[10g16(16)] = logy[2 - log;616] = logy[2 - 1] = log,2 = log, V4 =

1
5 1 1 1
=lo 42 =—lo 4=—.1==—
g{ } > 24 > >

Stoga je trazena vrijednost zadanoga brojevnoga izraza jednaka

3
+—==.
4

ENge
N | =

67. Izracunajte logg(loge3).
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RjeSenje: Primijenit ¢emo formulu
1
log,« b :;
koja vrijedi za svaki prirodan broj & i sve pozitivne brojeve b. Imamo redom:
logg(log, 3) =log,,; (log., 3) =1 Lo )" =-1 -1
ogg(logy 3) =log,; (log,: 3) =log | = |=log,; (2] =—log,: 2=~

68. Ako je a =1log 5 i b =log 3, izrazite 102308 kao funkciju varijabli a i b.
RjeSenje: Prijelazom na dekadski logaritam redom dobivamo:

1000
loar g = log8 _ 10275 1og1000-10g125 3-log(3) 3-3log5 3-3a _3(-a)
830° 790230 10g10-3)  logl0+log3 1+log3  1+log3 1+b  b+1

69. Odredite apsolutnu vrijednost razlike rjesenja jednadZbe
logsx + 6log,3 =5
Rjesenje: Odmah primijetimo da x mora biti pozitivan broj razli¢it od 1. Nadalje, stavimo li
t=logsx,
onda je

_log;3 I 1

- log; x logsx it

log, 3 -

X

pa dobivamo jednadzbu

t+—=>5
t
koja mnoZenjem s ¢ prelazi u kvadratnu jednadzbu
£ -5t+6=0.

RjeSenja te jednadZbe su #; = 2, t, = 3. Sada iz

logzx =2
slijedi

x=3"=9,

aiz

logsx=3
slijedi

© Bojan Kovaci¢ 40 Tehnicko veleuciliSte — Elektrotehnicki odjel, Zagreb



Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike

x=3"=27

Stoga polazna jednadzba ima ukupno dva rjeSenja: x; = 27 i x, = 9. Apsolutna vrijednost njihove razlike jednaka je
18.

70. Rijesite jednadzbu:
4
log 16 =——
8x 3

RjesSenje: Odmah primijetimo da x mora biti pozitivan broj razli¢it od 1. Antilogaritmiranjem dobivamo:

X

W

=16

pa kad lijevu i desnu stranu te jednadZbe potenciramo na —% , dobijemo:

x=16 4
Sto je dalje jednako:
3 3
1 = - 1 1
x=16 4 =% 4 =03 =— ==
iz L]

Dakle, jedino rjesenje polazne jednadzbe jest x = % .

71. Odredite % iz jednakosti:
log’x — log’y =2
logx+logy=1
RjeSenje: Uocimo da je
log*x — log®y = (log x + log y) - (log x — log y)
U tu jednakost uvrstimo prvu i drugu zadanu jednakost, pa dobivamo:
2=1-(logx-1logy)
otkuda je
log x—logy=2.
Tako smo dobili jednostavniji sustav

logx+logy=1
logx—logy=2
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Zbrajanjem tih jednadZzbi dobivamo

2logx=3
a odavde je

log x = 3
& 2

pa uvrStavanjem u bilo koju od jednadzbi sustava slijedi
1
logy=—
gy >

Kako je
log£= logx—logy,
y

uvrStavanjem izracunatih logaritama dobijemo:

x 3 1
log—=———
y 2 2
10g£:1
y
X0
y
i kona¢no
X 10,
y

Uocite da smo zadatak rijesili bez izracunavanja konkretnih vrijednosti nepoznanica x i y.

72. Odredite skup svih rjesenja nejednadZbe

RjeSenje: Odmah primijetimo da je prvi uvjet na x
x>0

Uz uvaZavanje toga uvjeta antilogaritmiramo nejednadzbu i dobijemo:

Tako smo dobili dva uvjeta na x:
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x>0

xSZ\/ﬁ

Stoga je trazeni skup svih rjeSenja polazne nejednadZbe poluotvoreni interval 0, 2 «/ﬁ ].

73. RijeSite nejednadzbu:

m&(f—zjzo
N2

RjeSenje: Da bi logaritam uopce bio definiran, mora vrijediti:
o250
2

otkuda se mnoZenjem s 2 dobiva
x>4.

Uz uvaZavanje toga uvjeta, antilogaritmiramo zadanu nejednadZbu pazec¢i na promjenu znaka nejednakosti (jer je
baza logaritma manja od 1):

0
X, (lj
2 3
L _o2<1
2
otkuda mnoZenjem s 2 dobivamo
x<6.
Tako smo dobili dva uvjeta na x:
x>4
x<6

pa je skup svih rjesenja polazne nejednadzbe poluotvoreni interval (4, 6].
74. Izracunajte:
30.25—log3 80% _ 10g2 0125

RjeSenje: Izracunajmo zasebno vrijednost umanjenika, a zasebno vrijednost umanjitelja. Imamo redom:

3025
logy —— —
30.25—log3 804/3 — 30.25-l—log3 803 — 30.25~log3 3-logy 8043 — 3log3(30‘25 )—log; 804/3 =3 80-34 — 3 1

log, 0.125 =10g2%=10g2 1-log, 8 =O—log2(23) =-3log,2=-3-1=-3
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Stoga je traZena vrijednost zadanoga brojevnoga izraza jednaka

1 241
— 3=
80 80
75. Rijesite jednadZbu:
31 42.342. 3" =9. 57!

RjeSenje: Zadanu jednadzbu transformiramo na sljedeci nacin:

3 42.34+2.3" " =9. 57!
3*.37142.3+2.3*.3' =9.5%.57!

3. li03 403732050 s
3 5

3*-5+30-3"+90-3" =27-5"

125-3% =275
F_2
5125

x 33
5%

i kona¢no

76. Odredite ono rjesenje jednadZbe

RO ey

koje je razlicito od nule!
RjeSenje: Najprije primijetimo da nuzno mora biti x < 0 jer samo za takve x vrijede nejednakosti

6'-9"20
2320

Uz uvazavanje te ¢injenice, kvadriramo polaznu jednadzbu i dobijemo:
4°-2. 2.3 +9"=6"-97,
odnosno
4°-3.6"+2-9"=0

Podijelimo li cijelu jednadzbu s 97, dobit ¢emo:
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37‘3'27”:0

)] e
BIRSE
(e

Uz zamjenu
5
r={=
3

P-3t+2=0

dobivamo kvadratnu jednadZbu

Cijasurjesenjat; =111, =2.Sadaiz
tj.
izravno slijedi x = 0, dok iz

slijedi
logz(gj =log, 2

x-logz(gjzl

x-(log,2-log,3)=1
x-(1-log,3)=1

1
1-log3

Lako se vidi da oba dobivena rjeSenja zadovoljavaju uvjet x < 0. Budu¢i da traZimo rjeSenje polazne jednadzbe
razli¢ito od nule, traZeno rjesenje jest

© Bojan Kovaci¢ 45 Tehnicko veleuciliSte — Elektrotehnicki odjel, Zagreb



Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike

_
1-log, 3

77. Koja od sljedecih jednadZbi ima rjeSenje u skupu prirodnih brojeva N:
a) 2X°+4x+3=0
b) log(—x’+2)=0
C) 2X+1 — 1
d) 2x=3.
RjeSenje: Rijesimo zasebno svaku od zadanih jednadzbi.

a) Rijec¢ je o kvadratnoj jednadzbi ¢ija je diskriminanta D = 16 — 24 = -8 < 0 pa njezina rjeSenja nisu realni
brojevi, nego Cisto kompleksni.

b) Uz uvaZavanje uvjeta —x’ + 2 > 0 antilogaritmiranjem dobivamo jednadzbu
X +2=1
koja je ekvivalnetna jednadzbi
3

x =1.

Ta jednadzba ima jedno realno rjeSenje: x = 1 i dva Cisto kompleksna rjeSenja. x = 1 zadovoljava uvjet
—x’ +2 >0 pa je to ujedno i rjeSenje polazne jednadzbe. To rjesenje pripada skupu prirodnih brojeva.

¢) Kako je 1 =2° zadana jednadzba je ekvivalentna jednadzbi
2X+ 1 — 20
a odavde izjednacavanjem eksponenaza dobivamo jednadZbu
x+1=0
¢ije je jedino rjesenje x = —1. To rjeSenje ne pripada skupu prirodnih brojeva.

d) Iz zadane jednadZbe odmabh slijedi

To rjesenje ne pripada skupu prirodnih brojeva.
Zaklju¢imo: jednadZba navedena pod slovom b) ima rjeSenje u skupu prirodnih brojeva.

78. Na kojemu od sljedecih Cetiriju pravaca leZi poloviste P duZine AB zadane koordinatama svojih
krajnjih tocaka A(—4,2), B(2, 4):

a) y=-5x+5;

b) y=-5x-6;
1

c =—x-5;

) Yy 5

d) yz—%x—l?
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RjeSenje: Izracunajmo najprije koordinate polovista P. Imamo:

I{—4+2’2+e4i
2 2

P(-1,-1)

Uvrstimo u svaku od navedenih jednadZzbi pravaca —1 umjesto x, odnosno y i utvrdimo u kojem ¢emo slucaju dobiti
valjanu jednakost:

a) -1=-5-(-1)-5=-1=0, $to je netocno;

b) -1=-5-(-1)-6=-1=-1, §to je to¢no. Zbog toga tocka P leZi na pravcu y = —5x — 6.

¢ -1 :%- -H-5=-1= —? Sto je netocno;

d -1= —%- H-1=-1= —% , Sto je netocno.

Zaklju¢imo: Tocka P leZi na pravcu y = —5x — 6.
79. Odredite istinitost sljedecih tvrdnji:
a) Koeficijent smjera pravca p je tangens kuta §to ga taj pravac zatvara s pozitivnim dijelom osi Ox.
b) Koeficijent smjera pravca p je nagib toga pravca.
¢) Koeficijent smjera pravca p je kut $to ga pravac zatvara s pozitivnim dijelom osi Ox.
d) Koeficijent smjera pravca p je tangens nagiba toga pravca.

RjeSenje: Istinite su tvrdnje a) i b), dok su tvrdnje c) i d) lazne.

80. Odredite implicitni oblik jednadZbe pravca koji prolazi tockom A4, 1), a okomit je na pravac koji
prolazi tockama B(-2, 0) i C(-1, —4).

Rjesenje: Oznacimo traZeni pravac s p. Njegov koeficijent smjera k je reciprocan i suprotan koeficijentu smjera
pravca kroz tocke B i C pa slijedi:

k:_‘xC_xB
Yc — VB
_ -1-(2)
 —4-0
=l
4

Preostaje napisati jednadzbu pravca kroz zadanu toc¢ku A s koeficijentom smjera k:
y=—ya= f(X—xA)
y-1= 7 (x-4)
otkuda izravno slijedi traZeni implicitni oblik jednadzba pravca
x—4y=0

81. Odredite vrijednost realnoga parametra a za koju se pravcip;...y—2x—-3a=01i Pr...y—
ax — 5 =0 sijeku u tocki ¢ija je apscisa jednaka 2.
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Rjesenje: Neka je T(xr, yr) sjeciSte zadanih pravaca. Znamo da je x; = 2. Bududéi da tocka T lezi i na p; i na p,,
njezine koordinate moraju zadovoljavati jednadzbe obaju pravaca. UvrStavanjem x; = 2 u te jednadZzbe dobivamo:

yr—2-2-3a=0

yr—2a-5=0
Oduzimanjem ovih jednadzbi dobivamo
-a+1=0,
a otuda je izravno
a=1.

82. Izracunajte povrsinu trokuta Cije stranice leZe na pravcimax=-1,y=-3ix+y=>5.

RjeSenje: Nacrtajmo zadane pravce u pravokutnomu koordinatnomu sustavu u ravnini.

5 5 4 3 2 € 7 8 9 1
N

P

Ea

RERN

EEEE

RERERN
EEEEEEY

Sa slike vidimo da su vrhovi toga trokuta A(8, —-3), B(6, —1) i C(-1, -3). (Racunski ih lagano dobijemo rjeSavajuéi
sustave jednadzbi y=-3ix+y=5x=-1ix+y=5;y=-31ix=-1). Uoimo odmah da je troku pravokutan i da
su duljine njegovih kateta IACI =8 + 1 =911BCl =3 + 6 = 9. Stoga je njegova povrsina jednaka

P= 9-9=% kv. jed.

iy
2
83. Izracunajte povrsinu trokuta omedenoga pravcimax—y+1=0,x+3y-3=0ix+y-3=0.

Rjesenje: Nacrtajmo zadane pravce u pravokutnomu koordinatnomu sustavu u ravnini.

N

T
T
RR;
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Sa slike vidimo da su vrhovi trokuta A(0, 1), B(3, 0) i C(1, 2). (Racunski ih dobijemo rjeSavajuéi redom sljedece
sustave: x —y+ 1=0ix+3y-3=0;x+3y-3=0ix+y-3=0;x—y+1=0ix+y—-3=0). Trokut ABC je

pravokutan (s pravim kutom pri vrhu C) i duljine njegovih kateta su IAC| = \/5 i IBCl = 2\/5 . Stoga je njegova
povrsina jednaka

p=%.\/§.2\/§=2kv.jed.

84. Bez uporabe kalkulatora izracunajte 4521% — 4519%,
Rjesenje: Prema formuli za razliku kvadrata odmah imamo:

45217~ 4519% = (4521 — 4519)(4521 + 4519) = 2 - 9040 =18 080

1
85. Bez uporabe kalkulatora izracunajte: /54 -163 .

Rjesenje: Kako je vadenje trecega korijena jednako potenciranju na jednu trec¢inu, odmah imamo:

1
354 163 =354-16 =327-2.8.2 =327 Y238 32 =3.32.2.32 =634
86. Racionalizirajte nazivnik sljedecega razlomka i pojednostavnite dobiveni izraz:

J6+42
Vo -2

RjeSenje: MnoZenjem brojnika i nazivnika razlomka s «/g + ﬁ dobivamo redom:

V642 _(6+V2)-(J6+42) (6442 _6+2V1242 8443,
V6-v2  (J6-v2)-(Jo+v2)  6-2 4 4

87. Izracunajte bez uporabe kalkulatora: (0.1)72 : (0.001)73~ 10°.

Rjesenje: Prelaskom na potencije s bazom 10 dobivamo:
(0.1)7%:(0.00D)2- 10° = [(10)'17%: [(10)1 - 10° =10%: 10° - 10° = 10> =107 = 100.

88. Pojednostavnite izraz:

Rjesenje: Odmah imamo:

a-b _a-b bla-b) -bb-a)
_a b-a b-a b—a
b

-b
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J5+i
V5 —2i

89. Izracunajte:

RjesSenje: MnoZenjem brojnika i nazivnika s JE + 2i dobivamo redom:

V5+i _ (5405420 54454251427 _543V5i-2_ 3+435i 1 V5,

—1

J5-2i (J5-2i)-(5+2) 542 5+4 9 33

90. Odredite realne brojeve x i y iz jednakosti:
X+ 20 +3yi +2-3i=2xi" —2y -2 +4i
RjeSenje:
Zadanu jednakost najprije transformiramo ovako:
X=2xi+3yi+2-3i=-2x-2y-2+4i
X=2xi+3yi+2-3i+2x+2y+2-4i=0
BGx+2y+4)+(2x+3y-7)i=0

Tako smo dobili sustav jednadZbi:

3x+2y+4=0
2x+3y-7=0

Njegovo je rjesenje x =-2,y = 1.

91. Pravci x =2 i y = -1 zajedno s koordinatnim osima omeduju cetverokut ABCD takav da vrh B leZi na
osi Ox, a vrh D na osi Oy. Odredite implicitni oblik jednadzbe dijagonale AC.

RjeSenje: Nacrtajmo zadane pravce u pravokutnom koordinatnom sustavu u ravnini.

Budu¢i da vrh B mora leZati na osi Ox, a vrh D na osi Oy, slijedi da vrhove dobivenoga pravokutnika moramo
oznaciti ovako: A(2,-1), B(2,0), C(0, 0) i D(O, —1). Stoga je jednadZba dijagonale AC (jednadZba pravca kroz
ishodiste koordinatnog sustava i jednu zadanu tocku)

odnosno
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x+2y=0.
92. Odredite jednadZbu pravca s obzirom na kojega su tocke A(-6, 1) i B(1, 3) medusobno osnosimetricne.

RjeSenje: Oznacimo traZeni pravac s p. Pravac p je zapravo simetrala duZine AB, §to znaci da p prolazi poloviStem

duZine AB okomito na pravac kroz tocke A i B. Poloviste duZine AB je tocka P(—%, 2), a koeficijent smjera pravca p

(oL
kAB

kp :_'xB_xA
Yp~Ya
1-(-0)

[ —————A

P 3-1
7

kp :—E

Prema tome, jednadZba pravca p jest

odnosno, u implicitnom obliku

14x+ 4y + 27 =0.
93. Odredite jednadZbu pravca simetricnog pravcu p... x — 2y + 4 = 0 s obzirom na os Oy.
RjeSenje: Oba pravca moraju prolaziti istom tockom na osi Oy. Koordinate sjeciste S pravca p s osi Oy dobijemo
rjeSavajuci sustav x — 2y + 4 = 0, x = 0. Njegovo rjesenje je x = 0, y = 2, pa je S(0, 2). Za odredivanje traZene
jednadzbe pravca nuZna nam je jo$ jedna njegova tocka. U tu svrhu odaberimo neku toc¢ku pravca p, npr. 7(—4, 0).

Tocki T simetri¢na tocka s obzirom na os Oy ima koordinate 7'(4, 0). Preostaje napisati jednadzbu pravca ST, a za to
je najpogodniji segmentni oblik:

otkuda se mnoZenjem s 4 dobiva implicitni oblik jednadZbe istoga pravca
x+2y-4=0.
94. Izracunajte zbroj svih rjeSenja jednadZbe
Bx—-2I=1-x.
RjeSenje: Razlikovat ¢emo dva slucaja:
1)3x-220

U tome je slucaju I3x — 2| = 3x — 2 pa dobivamo jednadzbu
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3x-2=1-x
v 3 3 e . Y
cije je rjeSenje x = e Za x= 1 vrijedi nejednakost 3x — 2 2> 0, pa je taj broj rjeSenje polazne jednadZbe.

2)3x-2<0
U tome je slu€aju I13x — 2| = —(3x — 2) =2 — 3x pa dobivamo jednadZbu
2-3x=1-x
¢ije je rjeSenje x = % .Za x= % vrijedi nejednakost 3x — 2 <0, pa je to drugo rjesenje polazne jednadzbe.

Stoga su sva rjesenja polazne jednadZzbe x| = % ix= % . Njihov je zbroj jednak % .

95. Odredite skup svih rjesenja nejednadzbe

2 +4x+4>-2

Rjesenje: Zadanu nejednadZbu moZemo zapisati u obliku

-2 +4x+6>0
otkuda nakon dijeljenja s (-2) dobivamo nejednadzbu

X -2x-3<0

Nultocke pripadne kvadratne funkcije su x; =—1 1 x, = 3, pa je traZeni skup otvoreni interval (-1, 3).
96. Izracunajte zbroj kvadrata svih rjeSenja jednadzbe

107275 = 100
RjeSenje: Kako je 100 = 10, jednadZbu najprije zapisemo u obliku

10727 —x+5 102

a odavde usporedbom eksponenata dobivamo kvadratnu jednadzbu

2 —x+5=2,
odnosno
2x —x+3=0,
odnosno
X%+ l)c _3 =0
2 2

Prema Vieteovim formulama, rjeSenja x; i x, ove jednadzbe zadovoljavaju jednakosti:
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Xptx, =——
17X
2

Xp Xy =——

Prema tome, traZeni zbroj kvadrata svih rjeSenja polazne jednadzbe jednak je

2
2, .2 2 1 3) 1 13
+x; =(x + —2(x;-x)=|——=| =2¢|-—=|=—+3=—
X+ Xy = (0 +x) (%1 - x3) ( 2] ( 2) 4 4
97. Rijesite jednadzbu:
_ 2)(—1 _ 1 — _E
3 12
RjeSenje: Zadanu jednadZbu moZemo transformirati ovako:
1 2l 1= _u
3 12
1 -l _1_ 1
3 12
Loyl L /-3
3 12
2X—1 l
4
2X—1 — 2—2
Odavde usporedbom eksponenata dobivamo jednadZbu
x—-1==2

cije je rjesenje x = —1. Stoga je jedino rjeSenje polazne jednadzbe x = —1.
98. Ako je a =log 576, izrazite log 0.576 + log 0.024 kao funkciju varijable a.

RjeSenje: Zasebno ¢emo izraziti ¢emo svaki pribrojnika kao funkciju varijable a, a potom zbrojiti dobivene
rezultate. Imamo redom:

576
log0.576 =1 =1log576—-10g1000=a -3
og og 1000 og og a

1
log0.24 = log% =log24—1og100 =1ogv576 —2 =1log(576)2 —2 = %log576— 2 =%— 2
Zbrajanjem dobivenih rezultata kona¢no dobivamo:

10g0.576+10g0.024=a—3+%—2=%a—5.

99. Rijesite jednadzbu:

log[log(-2x +4)] =0
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RjeSenje: Uvazavajuci uvjete —2x + 4 > 0 i log(—2x + 4) > 0 antilogaritmiranjem dobivamo:
log(-2x +4) = 10°,
odnosno
log(2x+4)=1.

Jo§ jednim antilogaritmiranjem dobivamo:

~2x+4=10,
odnosno

-2x+4=10,

a odavde je x = 3. Za x = 3 vrijede nejednakosti —2x + 4 > 0 i log(-2x + 4) > 0, pa zakljucujemo da je to jedino
rjeSenje polazne jednadZbe.

100. Izracunajte f (5) ako za sve dopustive x vrijedi:

—2x
x+8

f(x=3)=

RjeSenje: 1z x — 3 = 5 odmah slijedi x = 8. Stoga ¢emo u jednakost

—2x
f(x-3)=
x+8
uvrstiti x = 8 1 dobiti:
-2-8
5) = =-1
S 8+8

Dakle, £ (5) = —1.

101. Izracunajte tg 225° 3 ctg 210°.
Rjesenje: Koristimo ¢injenicu da je © = 180° period obiju funkcija tg i ctg, §to znaci da za sve dopustive x vrijedi:

tg(x + 180°) =tg x
ctg(x + 180°) = ctg x

Tako redom imamo:

tg 225° = tg(45° + 180°) = tg 45° = 1;
ctg 210° = ctg(30° + 180°) = ctg 30° = /3

Stoga je vrijednost polaznoga izraza jednaka

1-v3 - 3=1-3=2.
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102. Izracunajte:

)23 16 5 (3 (9;2—6.52]-9
1 Y AP Y e ) & S
55.1:5 17 (15

40—-2:9
2

RjeSenje: Mjesovite brojeve i decimalne brojeve naprije zapiSimo u obliku potpuno skra¢enih razlomaka, a znakove
dijeljenja zamijenimo znakovima mnoZenja uz odgovarajucu pretvorbu djelitelja:

123 91 (243 163)
123 29 16904
50 75 17 1

17 L\25 25
ST 115 2 3 811
10 5

15 20 2 79

Dalje redom imamo:

738+ 364 243-163)
17 1

300 17, + 25 _

SS1 15 849 81,1

50 60 2 79
1102 80

50

4 16 68
—_—t— =
3 5 15

103. Izracunajte:

RjeSenje: Kako je 0.1 = 10", 280 =8 10, bit ¢e:

1
- 1

1 1
0.2 [0 f PP (102 ) ( 1 ]3 11
80 8-10 2°.10 2°.10° 210 20

104. Izracunajte:

3132 4l _y? -l
5- :
3714372 4714472 J

Rjesenje: Imamo redom:
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) 111 1 2 3
(31232 44 379,416 ﬂ_gm__jgzy_(iq*
3714372 47 4472 [ I e T e A B O
3°9 416 9 16

-1
:5.(§j _5.9_¢
6 5

105. Izracunajte:
3\
[\/0.652 -0.16° +(— Zj -0.48} :0.5

Rjesenje: Primjenom formule za razliku kvadrata redom dobivamo:

2
[\/0.652 -0.16 +(—%) -0.48]:0.5:{\/(0.65—0.16)(0.65+0.16) 2 2} :%:

16 25

=[v0.49-0.81 +IZT70]2 =(0.7-09+027)-2=09-2=1.8

106. Potpuno skratite razlomak:

4x* —8x* +3
2% +2x% —x—1

RjeSenje: Rastavimo najprije i brojnik i nazivnik u faktore:

A -8 +3=(20" -2 -1=2"-2-1) (2 =2+ 1) = (2 = 3) 2x* = 1);
20+ 28 —x—1=20x+ D= (x+ D) =(x + D> = 1).

Tako je zadani algebarski razlomak jednak

4x* —8x*+3  (2x-3)2x* 1) 2x* -3
2 +2x% —x=1 Q22 =D(x+1) x+1

107. Pojednostavnite izraz:

e 2 (11
Va+4) @ +o™) (JZNZ)B(JZ b]

Rjesenje: Imamo redom:
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Wasdb)* 40 >+(a+ﬂ3 (%%Jﬁ (2] ([f[f [J%f ]
} f+f)2 {m;ﬁm}:

it o ey
ot e

ab
108. Potpuno skratite razlomak:

b+a

J6 -2
V30 20
Rjesenje: Imamo redom:
2 i B 16
J30-v20 10-3-+2) 10 V1o Vs 5 s

109. Ako je a=3/216, izracunajte 2a + 1.
RjeSenje: Rastavimo li broj 216 na proste faktore, dobit ¢emo:

216 =6
Stoga je a = %/6_3:6,paje—2a+ 1=-2-6+1=-11.
110. Pojednostavnite izraz:

3\/11\/2 :\/a\/z
RjeSenje: Svodenjem na jedan korijen dobivamo:
3 13 13 1

o
Sk

\/Cl\/_ \/a«/z—\/\/a a \/\/a a—\/_3 A a6 a*=a?: a4—a5_1—a7=%=

111. Izracunajte:

P

2.

5

RjeSenje: Svodenjem na jedan korijen dobivamo:

V233 \/%/E 83

0 [
233 24 _ 24 6&_%_
2 V2 e g @

112. Pojednostavnite izraz:
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a’ —bc 4 b? —ca c?—ab
(a=b)a—c) (b-c)b—a) (c—a)c—b)

RjeSenje: Kako bismo zadane razlomke mogli svesti na zajedniCki nazivnik, izlu¢imo (-1) iz izraza (b — a) u
nazivniku drugoga razlomka, te (1) i iz izraza (¢ — a) i iz izraza (¢ — b) u nazivniku tre¢ega razlomka. Tako
dobivamo:

a’ —bc 4 ca—b? + ¢’ —ab _(az—bc)(b—c)+(ca—b2)(a—c)+(c2—ab)(a—b)=

(a-b)a—c) (b-c)a-b) (a—c)b-c) (a—b)a—c)b-c)
a’b—b*c—a*c+bc* +a*c—ab®* —ac? +b*c+ac* —a*b—bc* + ab? _ 0 ~0
(a—b)a—-c)(b—c) C(@a-b)a-c)b-c)

113. Izracunajte:
l _l 1 -3
(- v225)-0.125% -0.0625 (Ej :

3 4
RjeSenje: Uotimo da je 2.25 = 1.5%,0.125 = %: (%) 10.0625 = % = (%) . Izra€unajmo zasebno svaki faktor:

222522415 =2_1.5=0.5=%;

3

SRCIRERGE
onas [

114. Svedite na jedan korijen: V233,

RjeSenje: Zadane ¢emo korijene svesti na Sesti korijen jer je NZV(2, 3) = 6. Imamo redom:

2B = =2 o =42 3 =42 2 =B =4

115. Izracunajte:

-1
J0.125 (; - ;]

1-40.25
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3 2
Rjesenje: Uocimo da je 0.125 = %: (1] 10.25 = i: (—] . Tako je zadani brojevni izraz jednak:
-1 3 -1 -1
1 3-2
voias. (L 1 U (] Ly
2 6 _ 2 \6 ) -6

116. Rijesite nejednadzbu:

12
M>O
x+1

2

Rjesenje: Brojnik razlomka (x je nenegativan za svaki x € R, a poprima vrijednost 0 za x = 1. Da bi cijeli

razlomak bio strogo pozitivan, nazivnik mora biti strogo pozitivan, a brojnik ne smije biti jednak 0. To znaci da mora
vrijediti:

x+1>0
x# 1.

RjeSenje prve nejednadzbe jest (1, +o0), a druge (—oo, 1) U (1, +o0) Presjek tih skupova jest (-1, 1) U (1, +o0), i taj je
skup rjeSenje polazne nejednadzbe.

117. Rijesite nejednadzbu:

x+4
5—-x

>0

RjeSenje: Lijeva strana zadane nejednadzbe e biti strogo pozitivna ako i samo ako su i brojnik i nazivnik ili strogo
pozitivni ili strogo negativni. Zbog toga razmatramo dva slucaja:

1) x+4>0
5-x>0

1z prve nejednadZzbe slijedi x > —4, a iz druge x < 5. Stoga je rjeSenje ovoga slucaja otvoreni interval (-4, 5).

2) x+4<0
5-x<0

Iz prve nejednadzbe slijedi x < —4, a iz druge x > 5. Kako ne postoji niti jedan realan broj koji bi istovremeno bio
manji od —4 i ve¢i od 5, rjeSenje ovoga slucaja jest prazan skup &.

Konaéno rjesenje nejednadzbe je unija rjeSenja slucaja 1.) i rjeSenja slucaja 2.), a to je skup (-4, 5).

118. Rijesite nejednadzbu:

RjeSenje: Polaznu nejednadzbu najprije transformiramo ovako:
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L s 3a b 135083020, 423x
1-x 1-x 1—-x 1-x

0
Sli¢no kao i u rjeSenju prethodnoga zadatka, razlikujemo dva slucaja:

1.) 4-3x>0
1-x>0

1z prve nejednadZzbe slijedi x < % , aiz druge x < 1. Stoga je rjesenje ovoga slucaja otvoreni interval (—oo, 1).

2)) 4-3x<0
1-x <0

Iz prve nejednadZzbe slijedi x > % , aiz druge x > 1. Stoga je rjeSenje ovoga slucaja poluotvoreni interval [% , +00).

Konacno rjeSenje nejednadzbe je unija rjeSenja slucaja 1.) i slucaja 2.), a to je skup (—oo, 1) U [%, +00) kojega krace

mozemo zapisati kao R\ [1, % ).

119. Rijesite nejednadzbu:

1 1
>_
1+x X

RjeSenje: Postupamo sli¢no kao i u prethodnom zadatku. Polaznu nejednadZbu najprije transformiramo ovako:

1 1 o 1 1 0o x—(1+x) 0o -1

— >0
1+ x X I+x x (I+x)-x (I1+x)-x

Buduéi da je brojnik posljednjega razlomka strogo negativan, a vrijednost cijeloga razlomka mora biti strogo
pozitivna, nazivnik mora biti strogo negativan. Odatle dobivamo nejednadzbu

(IT+x)-x<0
koja je ekvivalentna kvadratnoj nejednadzbi
X +x<0.

Nultocke pripadne kvadratne funkcije moZemo o€itati izravno iz oblika (1 + x) - x =0, i to su x; = -1, x, = 0. Stoga je
konacno rjeSenje polazne nejednadzbe otvoreni interval (-1, 0).

120. Rijesite jednadZbu:

-2x + 2l =-3x + 8
Rjesenje: Razlikovat ¢emo dva slucaja:
1)-2x+220

U ovome je slu€aju I-2x + 2| = —2x + 2 pa dobivamo jednadzbu
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2x+2=-3x+8
Cije je rjeSenje x = 6. No, x = 6 ne zadovoljava uvjet —2x + 2 > 0, pa to nije rjeSenje polazne jednadZzbe.
2)2x+2<0
U ovome je slucaju -2x + 2| = —(-2x + 2) = 2x — 2 pa dobivamo jednadZbu:

2x-2=-3x+8
Cije je rjesenje x = 2. x = 2 zadovoljava uvjet —2x + 2 < 0 pa je to rjeSenje polazne jednadzbe.
Zaklju¢imo: Polazna jednadZba ima to¢no jedno rjeSenje, i to je x = 2.
121. Rijesite jednadzbu:
x—21+Ix—-1I=1.

RjeSenje: Najprije odredimo kriticne tocke iz jednadzbi x — 2 = 0 i x — 1 = 0. Rjesenja tih jednadzbi sux=2ix=1.
Stoga zadanu jednadZbu rjeSavamo na ukupno tri intervala:

l.)—o<x<1

Na ovome je intervalu Ix -2l =—(x -2) =2 —xilx— 1ll=—(x - 1) = 1 — x. Stoga polazna jednadZba prelazi u:
2-x+1-x=1

RjeSenje ove jednadZbe jest x = 1. Kako x = 1 pripada intervalu —e < x < 1, to je x; = | rjeSenje polazne jednadzbe.

2)1<x<2

Na ovome je intervalu Ix — 2l =—(x —2) =2 —x i lx — 1l = x — 1. Stoga polazna jednadzba prelazi u:
2-x+x-1=1

Iz ove jednadZbe slijedi 1 = 1, Sto je istinit identitet. Stoga je skup rjeSenja u ovom slucaju segment [1, 2].

3)2<x <+

Na ovome je intervalu Ix — 2l =x — 2 i Ix — 11 = x — 1. Stoga polazna jednadZzba prelazi u:
x2+x-1=1

RjeSenje ove jednadZbe jest x = 2. Kako x = 2 pripada intervalu 2 < x < +oo, to je x3 = 2 tree rjeSenje polazne
jednadzbe.

Skup svih rjeSenja polazne jednadZbe je unija skupova {1}, [1, 2] i {2}. Kako vrijede inkluzije {1} < [1, 2] i
{2} < [1, 2], to je unija tih triju skupova [1, 2].

122. Duljina katete a pravokutnoga trokuta ABC iznosi 5 cm, a sinus toj kateti nasuprotnoga kuta jednak
je 0.8. Izracunajte duljinu hipotenuze c toga trokuta.

RjeSenje: Kateti @ nasuprotni kut je kut o pri vrhu A. Njegov je sinus po definiciji jednak

. a
smao =—
Cc

© Bojan Kovaci¢ 61 Tehnicko veleuciliSte — Elektrotehnicki odjel, Zagreb



Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike

1z te je jednakosti
c=f 3 0 o5
sina 0.8 8

Dakle, duljina hipotenuze c trokuta ABC iznosi 6.25 cm.

123. Izracunajte:

5-1g45° - (cos 30°)*
sin 60

Rjesenje: Kako je tg 45° =1, cos 30° = sin 60° = %, zadani je izraz jednak:

5-1 KIS 5.3 U
S-gast—eos30n’ V1T 0Ty 4 v 1 g
sin 60 V3 V33 23 6

2 2 2

124. Odredite predznak izraza

sin x - cos (2w —x) - tg (—x)
0, ).
zax e 2)

RjeSenje: Najprije ¢emo pojednostavniti zadani izraz. Kako je 2@ period funkcije kosinus, to je:
cos (21 — x) = cos(—x + 2T) = cos(—x) = cos x
jer je cos x parna funkcija. Bududi da je tg x neparna funkcija, vrijedi:
tg (—x) =—tgx.

Tako je zadani izraz ekvivalentan s

X 2
=—CoSsx
COS X

—Sinx-cosx-tgx=—sinx:cosx-

Budud¢i da za x € (0, g) vrijedi cos’x > 0, vrijednost polaznoga izraza je strogo negativna, tj. njegov predznak je

negativan.

125. Izracunajte vrijednost tangensa kuta o. ako je
sinuz%(\/g—i-\/g) i 450° < oL < 540°.

RjeSenje: Odredimo najprije u kojemu je kvadrantu kut o. Podijelimo li 450 s 360, dobit ¢emo koli¢nik 1 i ostatak
90. Sli¢no, podijelimo li 540 s 360, dobit ¢emo koli¢nik 1 i ostatak 180. Stoga za kut o vrijedi nejednakost

90° < < 180°
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pa je rije€ o kutu u drugom kvadrantu. Tangens toga kuta je negativan, a raunamo ga prema formuli:

sin o

1-sin?a

tgoa=-

UvrStavanjem
sina = i(ﬁ + \/g)
u tu formulu dobivamo redom:
162 +46) 162+36) 12+46) 12+46)
\/1_[411(*5“/6)}2 \/1—116(ﬁ+£)2 \/1—116(2+2J§+6) \/1—116(s+4\/§)

Maeds)  LWaede)  Haeve)  Mee) 5L vreds

tgo=—

_\/16—(8+4J§) ) \/8—4\/5 B \/(Jg_ﬁ)z T We-v2)  Je-v2 2-6
4

16 16 16
_ (2 +6)(W2 +4/6) _ W2 ++6)? _ 2+2x/ﬁ+6: 8+4x/§:_2_ﬁ
W2-Vo2+d6) 276 —4 -

. L .. . S5sinx+6
126. Ako je ctg x = 0.5, izracunajte vrijednost izraza M .
COS X —S1In x

RjeSenje: Svaki ¢lan u brojniku i nazivniku zadanoga izraza podijelimo s sin x, $to smijemo jer je zbog

ctg x =S8% - 05

sin x

sin x razli¢it od nule. Tako dobivamo:

COS X
2ty _5+6ctgx_5+6:05_5+3_ 8
cosx _, ctgx—1 05-1 -05 1
sin x 2

127. Odredite Itg x — ctg x| ako je tg x + ctg x = 3.
RjeSenje: 1z jednakosti
(tgx +ctg x)* = tg’x + 2 tg x - ctg x + ctg’x
zbog
tgx-ctgx=1
slijedi
tg’x + ctg’x = (tg x + ctg x)° — 2
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odnosno uvrStavanjem tg x + ctg x =3
tg’x +ctg’x=9-2="7.

Sada iz

Itg x — ctg x| = \/(tgx—ctg x)? :\/tgzx—Z-tgx-ctgx—i-ctgzx :\/tg2x+ctg2x—2
uvrStavanjem
tg’x +ctgix =7

izravno slijedi
ltgx —ctgxl=v7-2 Z\/g.

128. Kut o se nalazi u Cetvrtom kvadrantu. Apsolutna vrijednost njegova sinusa jednaka je 0.735.
Odredite mjeru kuta o. u radijanima.

RjeSenje: Postupak je ovakav:

1.) Odredimo kut o, u 1. kvadrantu ¢ija je apsolutna vrijednost sinusa takoder jednaka 0.735.
2.) TraZeni kut o odredimo iz jednakosti

oa=27T -0,
Naime, budu¢i da je o kut iz prvoga kvadranta, vrijedi o, € (0, %), odakle slijedi

T kY4
oe 2n— —,2n-0)=(—, 21
( 5 ) <2 )

paje o kut iz ¢etvrtoga kvadranta. Napokon, iz
[sin ol = Isin(27 — o)l = |-sin ol = Isin oy

slijedi da kutovi ot i 0 imaju jednake apsolutne vrijednosti sinusa.
Rabeci kalkulator odredimo kut o iz jednadZbe:

sin oy = 0.735
jer je za sve kutove @ iz prvoga kvadranta Isin 0| = sin o;. Dobivamo:

o = 0,825666680985823042285044758889573 rad
pa je konacno
o=2m— 0y =5,45751862619376343464024200766943 rad. = 5.45752 rad.

129. Za koju je vrijednost realnoga parametra a temeljni period funkcije f(x) = sin(ax) jednak 47?

RjeSenje: Temeljni period funkcije f{x) odredujemo prema formuli
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ron
Uvrstavanjem T = 41 dobivamo jednadZbu
2 =4n
iz koje je
1
a=—.
2

130. S tocnoséu od 107 izracunajte povrsinu trokuta ABC ako je zadano:
a=3.68, oa.=35°37", p =36°47"36".

RjeSenje: Povrsinu trokuta moZemo izracunati pomocu izraza:
1 .
P= 7 absiny

Kut v dobijemo iz osnovne relacije modu kutovima trokuta:
o+ p+vy=180°,
otkuda je
v=180°— (o + B),
paje
sin y = sin[180° — (ot + B)] = sin(o + B)

Duljinu stranice b odredimo pomocu sinusova poucka:

a b
sina@ sin S
otkuda je
b s%n B a
sina
Tako je

% [cos(—a) —cos(a + 2,6’)]

I , sinf-sinfe+p) 1 ,
=—q ————=—q
sin 2 sin @ 4 sin @

p 1 .cosa—cos(a+2ﬂ).a2

UvrStavanjem zadanih podataka dobivamo:

1 cos35°37""—cos(35°37"'+2 - 36°47'36")
4 sin35°37"

P= -3.682
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Kako je

37
cos 35°37" = cos(35° + —— © ) = c0s(35.0102777777777777777777777777778°) = 0.819049142360087502976791775809775;
3600

sin 35°37" = sin (35.0102777777777777777777777777778°) = 0.573723367485764096408367774447991;

cos(35°37" + 2 - 36°47'36") = cos(35°37" + 73°15'12") = cos(108°15'49") = cos(108.263611111111111I1T1TI11I11111111°) =
—0.313389406938429904618895816822622;

3.68% =13.5424,

uvrStavanjem konacno dobijemo:
P =6.68263516842059581118882437019306 kv. jed.,
odnosno s trazenom to¢noscu:
P=06.7kv. jed.
131. Odredite odsjecak na osi Oy pravca p... 5y + 3 =0.

RjeSenje: Zapisimo jednadzbu zadanoga pravca u segmentnom obliku (budu¢i da ona ne sadrzi x, koeficijent uz x
jednak je 0):

0-x+5-y+3=0
0-x+5-y=-3 /[:(-3)

R
0+_E 1
5

Odsjecak na osi Oy je nazivnik razlomka kojemu je brojnik jednak y. Vidimo da je taj nazivnik jednak —% pa je
P 3
traZeni odsjec¢ak n = rh

132. Izracunajte udaljenost pravca p... 8x — 15y + 17 = 0 od ishodista.

RjeSenje: Trazena je udaljenost jednaka

g2 !8:0-15:04171 171 _ 17 _17
V82 +152 V644225 289 17

133. Izracunajte udaljenost tocke T(13, -3) od pravca p... 5x — 12y + 3 = 0.

RjeSenje: Trazena je udaljenost jednaka

g1 13-12-(3) 431 11041 _ 104 104
V52 4122 V25+144 G169 13

134. Izracunajte velicine unutrasnjih kutova trokuta ABC kojemu su vrhovi A(1, 5), B(-1, 10) i C(0, —4).

RjeSenje: 1. nacin (analiticki): Izraunajmo najprije duljine stranica zadanoga trokuta. Imamo redom:
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a=IBCl= \/(0+1)2 +(-4-10)* =J1+196 =+/197
b= ACI=J(0-1)7 +(-4-5)" =1+81 =4/82
¢ =l ABI=A/(—1-1% +(10-5)> =+/4+25 =429

Nadalje, pomoc¢u zadanih koordinata vrhova izraCunamo povrs$inu trokuta ABC:

1
P:E“CA'(YB_YC)“‘XB'()’C_)’A)“‘xc'()’A_)’B)'
P=%I1'(10—(—4))+(—1)'(—4—5)+0-(5—10)I
p=23

2

Sada moZemo prije¢i na raCunanje kutova. Izracunat ¢emo najprije kutove nasuprot srednjoj i najmanjoj stranici.
Naime, rjeSavanjem jednadZbe

sinx=a,ac (-1, 1)

na intervalu [0, ) dobivamo uvijek dva razli¢ita kuta: jedan Siljasti i jedan tupi. Budu¢i da se nasuprot srednjoj i
najmanjoj stranici sigurno nalaze Siljasti kutovi (jer bi u suprotnom slijedilo da trokut ima barem dva tupa kuta, $to je
nemoguce), njih jednozna¢no mozemo odrediti iz jednadZbe sin x = a. No, kako kut nasuprot najvecoj stranici moZe

taj ¢emo kut izraCunati iz osnovne relacije medu kutovima trokuta
o+p+7v=180°

pa ¢e i on biti jednoznaéno odreden. Dakle, ratunamo kutove [ i Y nasuprot stranicama b i ¢. Koristimo formule

1
P =—acsin
5 s

1
P =—absin
> /4

iz kojih se dobiva

Sil‘lﬁ=£

ac

siny = 2P
ab

UvrStavanjem konkretnih vrijednosti dobivamo:

23
2 23

: 2
sin § = =

V197 -429 {5713

B =17,715792706376935248260563298617° ~ 17°42'57""

23
2-— 23

o 2 _
sy J197 -4/82 V16154

¥ =10,4258085258847859179784404531541° = 10°25'33"

= 0,304295635957310599453597895729388

= 0,180962170545401994282357651432126
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Napokon, iz
o+p+7v=180°
slijedi:
oa=180°-B +7y)
o = 180° — (17°42'57" + 10°25'33")
o =151°51'30"

2. nacin (vektorski): Koristit ¢emo formulu za skalarni umnozak vektora
a-b=lal-1bl-cos Z(a,b)
iz koje je

a-b
lal-1bl

cos L(;,Z) =

Oznac¢imo:

a=BC, b=AC, c=AB

-

Uz ovakve oznake, o je kut izmedu vektora b i ¢, B kut izmedu vektora —c i a, ay kut izmedu vektora—b i—a.

Duljine vektora*a,*b i*c jednake su duljinama pripadnih stranica trokuta:

lal=1"al=I BCl=/(0+1)2 +(-4—10)? =1+196 =197
1b1=1=51=1 ACI=/(0—1)2 + (=45 =1+81 =82
le1=1=¢1=1 ABI=/(—1= 1% +(10-5)> =4+ 25 =+/29

-

Odredimo sada vektore a,—a, b,—b, ¢ i—c.Imamo redom:

a=BC = (xc —xp)i+(yc —yp)j = (0= (~1)i+(-4-10)j =i —14]

—a=-i+14j

b=AC =(xc —x,)i+(ye = ya)j = (O=Di+(~4=5)j=~i-9]
b=i+9]

¢=AB==(xg —x,)i+(y5—y4)j = (-1-Di+(10-5)j ==2i+5]
—c=2i-5]

Sada moZemo prije¢i na raCunanje kutova. Za razliku od prethodnoga nacina, ovdje nema nikakvih dodatnih
ogranicenja na redoslijed provedbe racuna jer je kosinus $iljastoga kuta pozitivan, a tupoga negativan. Imamo redom:

b-c _1249.(=5 43
Ibl-lel  82-429 42378

a=151,858398767738278833760996248229° =~ 151°51'30"

cosa = —0,881784641934691640107634586926626
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“coa 214514 72

cos f = =

—cl-lal 29 Y197 5713

B =17,715792706376935248260563298617° = 17°42'57"

=0,952577642996798398289523847500694

—b-—a _1-(-1)+14-9 125
I—bl-1—al /824197 416154

¥ =10,4258085258847859179784404531541° = 10°25'33"

cosy = =0,983490057311967360230204627348511

135. Odredite koordinate sredista kruznice
X +y —5x+5y=0

RjeSenje: JednadZbu kruZnice zapisSimo u kanonskom obliku:

5, 25 5, 25
-——) ——+ +— ——=O,
(x 2) 7 (y 2) 7
{.
5, 5, 25
— )+ (y+D) ==
(x 2) (y 2) 5

1z toga oblika izravno o€itavamo traZene koordinate srediSta kruZnice:

136. Linearni ekscentricitet elipse jednak je 3, a numericki 0.5. Odredite (osnu) jednadzbu elipse.

Rjesenje: Oznac¢imo s a duljinu velike poluosi, a s b duljinu male poluosi. Linearni ekscentricitet elipse e racunamo
prema formuli:

e=\/a2—b2 s

a numericki (€) prema formuli

Sada iz

e=+a>-b*

slijedi
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b =a’—e’=6"-3"=36-9=27
Osna jednadzba elipse u svojemu opéemu obliku glasi:
b’ + d>y = a’b?
Uvr§tavanjem a” = 36 i b* = 27 dobijemo:
27x% +36y* =36 - 27
otkuda dijeljenjem cijele jednakosti s 9 slijedi traZena osna jednadZba:
3x* + 4y* = 108

137. Duljina male poluosi hiperbole jednaka je 4, a numericki ekscentricitet hiperbole 2. Odredite njezinu
osnu jednadZbu.

RjeSenje: Zadane su nam sljedece velicine:

b=4
£€=2
Koristimo analogne formule za linearni i numericki ekscentricitet:

e=\/a2+b2

e
E=—
a
Iz prve od njih je
b= - az,
a iz druge
e=¢-a
Stoga je
b= (- cz)2 — az,
V=E*-1)-d
te konac¢no:
, b
a =—
e -1
Uvrstavanjem b =4 i € = 2 dobivamo:
> 16
a=—
3

pa je traZena osna jednadZba hiperbole (zapisana u obliku b°x”* — a*y* = a’b?)
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16x* — E))2= 16 - E,
3 3
odnosno (nakon mnoZenja cijele jednadZzbe sa %)
3 -y =16

138. Odredite tjemenu jednadZbu parabole cije je Zariste u tocki F(5, 0).

RjeSenje: Oznacimo s p poluparametar parabole. Koordinate Zarista (kao funkcija varijable p) dane su formulom
P
F(—=,0
( 5 )
U naSem je slucaju F(5, 0), pa dobivamo jednadzbu
P_s
2

&ije je rjesenje p = 10. TraZena tjemena jednadzba parabole (u obliku y* = 2px) glasi:
y* = 10x.
139. Odredite osnu jednadzbu elipse ako su zadane duljine njezinih poluosi: a =4, b = 3.
RjeSenje: Uvrstavanjem a =4, b =3 u jednadzbu
X + a’y = a’b*
odmah dobivamo:
9x + 16y* = 144,

140. Pojednostavnite izraz:

10-2" —5.2"!
6-2"14+3.2"

Rjesenje: IzIu¢imo 2" iz svakoga ¢lana brojnika, odnosno nazivnika. Dobivamo:

1 5 15
102" =52 _2n.qo-s.27y 10755 105

6.2 43.2" 276243 6243 15 15 2

141. Izracunajte:

(3n—l + 32n—1)3
(3311—1 + 2711)2

RjeSenje: Najprije uo¢imo da je 27" = (3°)" = 3*". Tako redom imamo:
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(9}1—1 + 32"—1)3 B ((32)}1—1 +32n—1)3 _ (32}1—2)3 + 3 . (32n—2)2 . 32"—1 + 3 . 32}1—2 . (32}1—1)2 + (32}1—1)3 _

(33n—1+27n)2 - (33n—1+33n)2 (33n—1)2+2'33n—1'33n+(33n)2
B 36}1—6 +3.34n—4 _32}1—1 +3_32n—2 _34}1—2 +36Vl—3 B 36}1—6 +36Vl—4 +36Vl—3 +36Vl—3 B 36}1—3 (3—3 +3—1 +1+1) B
3611—2 +2_33n—1 _33n +36n 36n—2+2_36n—1 +36n 3611—2 (1+231 +32)
1 1 1+49+54 64

—+—+2 E— —
_27 3 ~ __ 21 _27_4

3.(1+6+9) 48 48 81

142. Ako je z:l, 2:1 £:l i i:l odredite produZeni omjera:b:c:d: e.
b 2 ¢ 3 d 4 e 5

Rjesenje: Zadane jednakosti najprije zapiSimo u obliku razmjera:

QAL O T
”; Lo

(L |
— = =
W B W N

ProduZeni omjer moZemo formirati ako je unutrasnji ¢lan na lijevoj strani svakoga razmjera jednak vanjskom c¢lanu
na lijevoj strani njemu neposredno sljede¢ega razmjera, te ako je vanjski ¢lan na desnoj strani svakoga razmjera
jednak unutra$njem c¢lanu na desnoj strani njemu neposredno sljedecega razmjera. Prvi uvjet je ispunjen jer lijeva
strana 1. razmjera zavrSava s b kojim pocinje lijeva strana 2. razmjera, lijeva strana 2. razmjera zavrsava s ¢ kojim
pocinje lijeva strana 3. razmjera i lijeva strana 3. razmjera zavrSava s d kojim pocinje lijeva strana 4. razmjera. No,
drugi uvjet nije ispunjen jer desna strana 1. razmjera zavrSava s 2, a desna strana 2. razmjera pocinje s 1 itd. Zbog
toga svaki ¢lan na desnoj strani 2. razmjera pomnoZimo s 2, svaki ¢lan na desnoj strani 3. razmjeras 2 - 3 = 6 i svaki
¢lan na desnoj strani 4. razmjera s 2 - 3 - 4 = 24. Vrijednost razmjera time se ne¢e promijeniti. Opisanim postupkom
dobivamo sljedece razmjere

a:b=1:2
b:c=2:6
c:d=6:24
d:e=24:120

Prema tome, traZeni produZeni omjer jest:

a:b:c:d:e=1:2:6:24:120.
143. Ako je

b=2a,c=3b,d=4cie=>5d,
izrazite zbroj a + b + ¢ + d + e kao funkciju varijable a.
RjeSenje: Sukcesivnim uvrstavanjem dobivamo:

c=3b=3-2a=06a
d=4c=4-6a="24a
e=5d=5-24a=120a

Stoga je

a+b+c+d+e=a+2a+6a+24a+ 120a = 153a.
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144. Pojednostavnite izraz:

a 8 2 ¥
. + |- 1+
a—4a+4 2a-a a—4

Rjesenje: Uocimo da je

A —4a+4=(@-2)

2a-d*=—(a*-2a)=—-a (a-2)

Tako je zadani izraz jednak:

a 8 _[a—4+2j2:a—8(a—2)_[a—2j2:a—8a+16_(a—2)2:(a—4)2_(a—2)2:l
(@-2)> a(a-2) a—4 a@-2)* \a-4 a@-2* @-9> a@-2?% @-4> a
145. Rijesite jednadzbu:

4 3 5

+ =
22 +10x+25 10x-2x> 2x*-50
RjeSenje: Kako je
X+ 10x+25=(x+5)*
10x - 2x* = 2x - (x = 5)
2% =50 =2(x* = 25) = 2(x = 5)(x + 5),

to, uz uvjet da su sva tri gornja izraza razlicita od nule neovisno jedan o drugima, jednadZbu mnoZimo najmanjim
zajednickim viSekratnikom tih izraza, a to je izraz

2x-(x=5)- (x+5)°
Tako dobivamo:

4.2x-(x=5)-3-(x+5%=5x-(x+5),

otkuda je
8x” — 40x — 3x* — 30x —75 = 5x° + 25x,
odnosno
—95x =175,
pa je konacno
BB
95 19

Lako se vidi da su za dobiveni x vrijednosti izraza
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X4+ 10x+25=(x+5)*
10x - 2x* =2x - (x - 5)
2% =50 =2(x* = 25) = 2(x = 5)(x + 5),

. 5. . . . .
razli¢ite od nule, pa je x = T jedino rjeSenje polazne jednadzbe.
146. U nekoj je tvornici proizvedeno 780 tona robe, cime je plan proizvodnje premasen za 4%. Odredite
planiranu proizvodnju.
RjeSenje: Primijenit ¢emo postotni racun vise sto. TraZena planirana proizvodnja je osnovna vrijednost (ili osnovna
svota) pa je oznacimo sa S. Postotak p jednak je 4, a 780 tona jest uvecani osnovni iznos pa ga ozna¢imo s S + P.

Dakle,

S+P=780t,
p=4

S=7?
Osnovna vrijednost S izraCunava se iz formule

¢ (5+P)100
100+ p

pa uvrstavanjem dobivamo

_780-100 _

=————=750
100 + 4
Dakle, planirana proizvodnja je iznosila 750 t.

147. Prienjem sirove kave njezina se masa umanjuje za 12.5%. Koliko kilograma sirove kave treba
isprZiti da se dobije 210 kg przene kave?

RjeSenje: Primijenit ¢emo postotni raun niZe sto. TraZena koliCina sirove kave je osnovna vrijednost pa je
oznacimo sa S. Postotak p jednak je 12.5. 210 kg je umanjena osnovna vrijednost pa je oznac¢imo sa S — P. Dakle,

S—-P=210kg,
p=12.5

S=7?
Osnovnu vrijednost S racunamo prema formuli

= (S—-P)-100
100-p

Uvrstavanjem dobivamo:

210100 _

= =240
100-12.5

Dakle, treba isprziti ukupno 240 kg sirove kave.
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148. Na nekom je ispitu 14 ispitanika rijesilo sve zadatke, 32% svih ispitanika rijesilo je dio zadataka, a
12% svih ispitanika nije rijesilo niti jedan zadatak. Ako je svaki ispitanik ili rijeSio sve zadatke ili rijesio
dio zadataka ili nije rijesio niti jedan zadatak, koliko je ukupno ispitanika pristupilo tom ispitu?

RjeSenje: 1z podataka u zadatku zakljucujemo da je ukupno 100% — (32% + 12%) = 56% svih ispitanika rijeSilo sve
zadatke. No, s druge strane, taj je broj jednak 14. Stoga je postotak p jednak 56, postotni iznos P jednak 14, a

osnovnu vrijednost (tj. traZzeni ukupan broj ispitanika) S trazimo:

P=14
p=>56

S=?
Osnovnu vrijednost S odredujemo prema formuli

_100P
p

S

Uvrstavanjem dobivamo:

_100-14
56

25

Dakle, ispitu je pristupilo ukupno 25 ispitanika.

149. Ako se cijena nekoga proizvoda najprije umanji za 4%, a potom se tako dobivena cijena umanji za
jos§ 2.5%, izracunajte ukupnu promjenu cijene.

Rjesenje: Rije¢ je o sukcesivnoj promjeni osnovne veli¢ine. Zadano nam je:

4
~25

P1
P2

(predznak — oznacava da je rije¢ o umanjenju cijene). Ukupnu (rezultantnu) promjenu R cijene raCunamo iz izraza:

R=100-[ 1+ 2L |.[ 1422 | 100
100 100

Uvrstavanjem dobivamo:

R=100- 1+_—4 . 1+ﬁ —-100=100- 1—i . 1_£ —-100=100-0.96-0.975-100=-6.4
100 100 100 100

Dakle, ukupna promjena cijene iznosi —6.4%, Sto znaci da je krajnja cijena za 6.4% niza od pocetne.

150. Ako umnosku triju uzastopnih parnih brojeva pribrojimo njihov dvostruki zbroj i oduzmemo kub
srednjega od njih, dobit cemo 20. Odredite te brojeve.

Rjesenje: Bududi da se radi o trima uzastopnima parnim brojevima, postoji prirodan broj n takav da su ti brojevi
jednaki 2n — 2, 2n i 2n + 2. Zbog toga je njihov umnoZak jednak

2n-2)-2n-2n+2)=2n-(4n*-4)=8n"-8n
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Dvostruki zbroj tih brojeva jest
2-2n-2+2n+2n+2)=12n,
a kub srednjega od njih
(2n)* = 8n’.
Stoga dobivamo jednadZbu
8n’ — 8n + 12n - 8n’ = 20,

a odavde je

n=>5.
Stoga su traZeni brojevi2 - 5-2,2-512-5+2,t. 8,101 12.

151. Mjesta A i B nalaze se na istoj obali rijeke. Da bi brodi¢ doplovio od mjesta B do mjesta A za isto
vrijeme u kojemu doplovi iz mjesta A u mjesto B, mora povecati brzinu za 4 km/h. Odredite brzinu rijeke.

RjeSenje: Neka je v traZena brzina rijeke, a v; brzina brodi¢a u mirnoj vodi. Plove¢i od A do B (nizvodno) ukupna
brzina brodica jednaka je zbroju njegove brzine u mirnoj vodi i brzine rijeke:

Vap =V +Vy
Plove¢i od B do A (uzvodno) ukupna brzina brodi¢a jednaka je razlici njegove brzine u mirnoj vodi i brzine rijeke:
Vg =Vi—V
Razlika brzina v4p 1 vp4 je 4 km/h:
Vap—Vpa =4
Uvrstavanjem prethodnih dviju jednakosti dobivamo:
v+v)-(i—-v)=4,

odnosno

a odatle je v = 2. Dakle, brzina rijeke iznosi 2 km/h.

152. Cijena nekoga odijela uveéana je za 12% i sada iznosi 1400 kn. Izracunajte cijenu odijela prije
poskupljenja.

RjeSenje: Primijenit ¢emo postotni racun niZe sto. TraZena cijena odijela prije poskupljenja jest osnovna svota, pa
¢emo je oznaciti s S. Postotak p iznosi 12, a 1400 kn je uvecana osnovna svota, pa ¢emo je oznaciti s S + P. Dakle,

S+ P =1400
p=12
S=?

Osnovna svota S izraCunava se iz formule
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g (S+P)-100
100+ p
pa uvrstavanjem dobivamo

5= 1400 -100 —1250
100 +12

Stoga je cijena odijela prije poskupljenja iznosila 1250 kn.

153. Cijena neke robe uveca se za 25%. Za koliko bi postotaka trebalo sniziti novodobivenu cijenu da se
dobije pocetna cijena?

RjesSenje: Oznacimo traZeni postotak s p. U ovom se zadatku radi o sukcesivnoj promjeni osnovne vrijednosti.
Ukupnu promjenu R ra¢unamo iz izraza

R=100-[ 1+ 2L |.[ 1422 | 100
100 100

Kako krajnja cijena treba biti jednaka pocetnoj, to je R = 0. Nadalje, prva promjena jednaka je p; = + 25, a druga je
ona koju traZimo: p, = p. UvrStavanjem dobivamo:

021001+ 32 ).[1+ -2 ]-100
100 100

100=100-[ 1422 ][ 142
100 100

1oo=100-1.25'(1+i)

100
100=125-| 1+

100
100=125+12

100

125 100-125
100
5
2 =25
4

p=-25:2=25.2_ 90
4 5

Zakljucujemo da novodobivenu cijenu treba sniziti za 20% da se dobije pocetna cijena.

154. Morska voda sadrZi 4.5% soli. Koliko slatke vode treba uliti u 80 litara morske da koncentracija soli
u tako dobivenoj smjesi bude 2.5%?

RjeSenje: 80 litara morske vode sadrZi ukupno %-80 = 3.6 litara soli. Tih istih 3.6 litara soli treba iznositi 2.5%

od nepoznate koli¢ine smjese. Oznac¢imo li tu nepoznatu koli¢inu s x, vrijedi:

£-x=3.6
100
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Odavde je x = 144. Stoga je ukupni obujam smjese 144 litre, a kako smo na pocetku imali 80 litara morske vode,
treba doliti joS 144 — 80 = 64 litre slatke vode.

155. Rijesite nejednadzbu:

1+ >

(x=D> = x+1
RjeSenje: Prvi uvjet na nepoznanicu x je
x+1=#0,
odnosno
x#=-1.

Uz uvazavanje toga uvjeta cijelu nejednadzbu smijemo pomnoZiti strogo pozitivnim izrazom (x — 1) i pritom se znak
nejednakosti ne mijenja. Dobivamo:

(x=12+1>@x-Dx+1),
X-2x+1+1>x-1,
2x>-3

xX<—
2

Zbog uvjeta x # 1, rjeSenje nejednadzbe je skup (—oo, % Y\ {1}.
156. Rijesite nejednadzbu:

%— 0.2< 3"5" 2
RjeSenje: MnoZenjem nejednadzbe s 10 dobivamo:
Sx-2<6x-4,
a odavde je
x>2.

Stoga je skup svih rjeSenja zadane nejednadzbe otvoreni interval (2, +oo).
157. Rijesite nejednadzbu:
(x+2P°-(x-1P°2GBx+2)
RjeSenje: Kubiranjem i kvadriranjem dobivamo:
3 2 3 2 2
X+6x +12x+8—x"+3x"=3x+ 129"+ 12x + 4,
a odavde je reduciranjem i sredivanjem

-3x2>-5
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te

xSi
3

Stoga je skup svih rjeSenja zadane nejednadzbe poluotvoreni interval (—oo, %].

158. Odredite povrSinu kvadrata kojemu dvije stranice leZe na pravcima p... y=%x+% i Da...
_3..n
47 4

RjeSenje: Zapisimo najprije zadane jednadZbe pravaca u implicitnom obliku:

pr...3x—4y+14=0
p2...3x—-4y-11=0

Udaljenost usporednih pravaca p... Ax + By+ C;=01gq... Ax + By + C; = 0 raCunamo prema formuli:

vA? +B?

U naSem je slu¢ajuA =3, B=—4, C;, = 141 C, =—11. UvrStavanjem dobivamo:

d

_M4-(ID1 114410125

d -
\/32+(_4)2 Jo+16 5

Izracunata udaljenost jednaka je duljini stranice kvadrata:
a=d=5
Stoga je trazena povrsina kvadrata
P=a’=5"=25kv. jed.
159. Odredite povrsinu trokuta sto ga s osi Ox zatvara graf funkcije f(x) = 2Ixl — 3.
RjeSenje: Nacrtajmo najprije graf zadane funkcije. ZapiSimo je najprije ovako:

2x-3, zax2>0
—2x-3,zax<0

f(X)={

Njezin graf je dan na donjoj slici.
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3

Sjecista B i C dobivenoga grafa s osi Ox racunski dobijemo rjeSavajuci jednadzbe 2x — 3 =01 —2x — 3 = 0. Stoga je
B(1.5, 0) i C(-1.5, 0). Trec¢i vrh trokuta je A(0O, 3), a racunski ga dobijemo rjesSavajuci sustav y = 2x — 3, y = —2x — 3.
Povrsina trokuta ABC jednaka je polovici umnoska duljine stranice a i visine v, na tu stranicu. O¢ito je a = IBCl = 3,
te v, = 3 (to je duZina kojoj je jedan vrh u tocki A, a drugi u ishodiStu koordinatnoga sustava!) pa je kona¢no

leava 21-3-322 kv. jed.
2 2 2
160. Rijesite sustav jednadzbi:

="2=01

5

x+4

- =0.5

)

Rjesenje: Pomnozimo prvu jednadzbu s 10, a drugu s 2. Dobivamo:

10x-2x+2y=1

2y—-x-4=1
odnosno
8x+2y=1
—x+2y=35
Oduzimanjem tih jednadZzbi dobivamo
Ox=-4
paje
P
9
Sada iz
—-x+2y=5
slijedi
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1
=—(x+5
y=5&+3)
pa uvrStavanjem
4
xX=——
9
izra¢unamo
4
18

o . 4 41
Stoga je rjeSenje polaznoga sustava uredeni par "R/

161. Izracunajte povrsinu trokuta ABC ako su dva njegova vrha u tockama A(4, 3) i C(2, 5), a poloviste
stranice AB u tocki P(1, 1).

RjeSenje: Da bismo izracunali povrSinu trokuta prema formuli
1
P=§|XA “(yp=ye)+xp-(Ve =ya) +xc-(ya—yp)!

trebaju nam jo§ koordinate vrha B. U tu ¢emo svrhu iskoristiti podatak o polovistu stranice AB. Opcenito, to
poloviste dobijemo prema formuli

PxA+xB Yat)s
2 72

Kako je x4 =4, y4 =31 P(1, 1), to znaci da moraju vrijediti sljedece jednakosti:

4+ xp
2

1:3+yB
2

1

1z tih se jednakosti lako dobiva xz = -2, yg =—1, pa je B(-2, —1). Preostaje izracunati traZenu povrsinu:

1
P:E“CA‘()’B_)’c)+x3'()’c_)’A)+xc'()’A_)’B)|

P:%|4-(—1—5)+(—2)-(5—3)+2-(3—(—1))|

P=%I4~(—6)+(—2)~2+2~4I

P =10kv. jed.

162. U nekomu razredu u jednoj klupi sjede tocno dvojica ucenika, pa je 5 klupa suvisno. Kada bi svaki
ucenik Zelio sjediti sam u svojoj klupi, nedostajalo bi ukupno 11 klupa. Koliko ima ucenika, a koliko
klupa?
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Rjesenje: Oznac¢imo s x ukupan broj ucenika toga razreda, a s y ukupan broj klupa. 1z prvoga podatka — da u jednoj
klupi sjede to¢no dvojica ucenika, pa je 5 klupa suvisSno — slijedi da ima to¢no y — 5 klupa u kojima sjede tocno
dvojica u€enika. Stoga je ukupan broj uc¢enika

x=2-(y-5)

Iz drugoga podatka — da nedostaje ukupno 11 klupa pa da svaki u¢enik moZe sjediti sam u svojoj klupi — slijedi da je
ukupan broj ucenika za 11 veci od ukupnoga broja klupa:

x=y+ 11

Usporedbom desnih strana navedenih dviju jednadzbi dobivamo jednadZbu

2y-10=y+11,
iz koje je y = 21. Stoga je
x=y+11,
x=21+11=32

Dakle, u tom su razredu ukupno 32 ucenika i 21 klupa.

163. Na danasnji dan prije 10 godina otac je bio 10 puta stariji od sina. Na danasnji dan za 22 godine bit
¢e dvostruko stariji od sina. Koliko godina danas ima otac, a koliko sin?

Rjesenje: Neka je o traZzeni broj ocevih, a s traZeni broj sinovih godina. Prije 10 godina otac je imao o — 10, a sin s —
10 godina. Kako je tada otac bio deset puta stariji od sina, vrijedi jednakost:

0-10=10- (s - 10)

Za 22 godine otac ¢e imati o + 22 godine, a sin s + 22 godine. Kako ¢e tada otac biti dvostruko stariji od sina, vrijedi
jednakost:

0+22=2-(s+22)
Jednadzbe

0-10=10- (s — 10)
0+22=2(s+22)

tvore sustav dviju jednadzbi s dvije nepoznanice. Iz prve jednadzbe je
0 =10s-90,
a iz druge
0=2s5+22
Metodom komparacije ovih jednadzbi dobivamo:
10s =90 =2s + 22,
a otuda je s = 14. Sada je lako izraCunati

0=2-14+22
0=50
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Dakle, otac danas ima 50 godina, a sin 14 godina.

164. Vrhovi na osnovici jednakokracnoga trokuta ABC su A(-2, 4) i B(6, 8). Vrh C nasuprot osnovici leZi
na osi apscisa. Odredite njegove koordinate.

RjeSenje: Koristimo ¢injenicu da je trokut ABC jednakokracan, $to znaci da vrijedi jednakost:
IACI = IBCl,

odnosno
IACP = IBCP

1z podatka da vrh C leZi na osi apscisa slijedi da su njegove koordinate oblika C(xc, 0). Kad te koordinate zajedno sa
zadanim koordinatama vrhova A i B uvrstimo u jednakost

IJACP = IBCP,

dobit ¢emo:
(xc+2)* +(0-4)" = (xc— 6)* + (0 — 8)°.

Kvadriranjem dobivamo:
Xg +4xc+4+16= x5 — 12 xc + 36 + 64,

a odatle

16Xc =80

Xc= 5.
Prema tome, C(5, 0).

165. Izracunajte povrsinu trokuta kojega pravac p... x + 3y — 6 = 0 zatvara s grafom funkcije f(x) = lx —
2I.

RjeSenje: Nacrtajmo zadani pravac i graf zadane funkcije u pravokutnom koordinatnom sustavu u ravnini. Pritom
napomenimo da je

x—2,za x=>2

-]

2—x,za x<2

TraZene krivulje prikazane su na donjoj slici.
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Sa slike mozemo oditati da su vrhovi trokuta A(3, 1), B(0, 2) i C(2, 0). (Racunski ih dobijemo redom rjeSavanjem
sustavay =x—-2ix+3y-6=0,y=2-x1ix+ 3y -6 =0, te kao kriticnu tocku funkcije f(x).) Taj je trokut
pravokutan s pravim kutom pri vrthu C (pravci y = x — 2 iy = —x + 2 koji se sijeku u tom vrhu su medusobno
okomiti!). Stoga je njegova povrSina jednaka polovici umnoska duljina njegovih kateta, a to su duZine AC i BC.
Kako je

LACIE (2=3)2 +(0-1)% =4/1+1 =42
IBCIz\/(2—0)2+(O—2)2 =Ja+4=48=22

to je povrSina P jednaka

P=%|ACI-IBCI

Pzé-ﬁ-zﬁ

P =2 kv.jed.

166. Duljina hipotenuze pravokutnoga trokuta iznosi 25 cm, a duljina jedne katete 10 cm. Izracunajte
duljinu ortogonalne projekcije druge katete na hipotenuzu.

RjeSenje: Bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da je duljina katete a jednaka 10 cm, dakle a = 10 cm.
Znamo i da je ¢ = 25 cm. Prema Pitagorinu poucku

a+b=c"
slijedi da je kvadrat duljine katete b jednak
b*=ct-d
b*=25"-10
b* =625 100
b =525

Oznacimo s g traZenu duljinu ortogonalne projekcije katete b. Ta duljina ¢, duljina katete b i duljina hipotenuze ¢
vezani su relacijom

b'=q-c.
Uvr§tavanjem b* = 525 i ¢ = 25 dobivamo jednadzbu
25-g9=525
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Cije je rjesenje g = 21. Dakle, traZena duljina ortogonalne projekcije katete b jednaka je 21 cm.

167. Duljine kateta pravokutnoga trokuta su 6 cm i 8 cm. U taj je trokut upisan kvadrat kojemu su dva
vrha na hipotenuzi, a po jedan na svakoj od kateta. Izracunajte duljinu stranice toga kvadrata.

RjeSenje: Oznacimo zadani trokut s ABC, pri ¢emu je pravi kut pri vrhu C. Nadalje, neka je EFGH trazeni kvadrat
oznacen tako da je vrh FE na kateti AC, vrhovi F i G na hipotenuzi AB, a vth H na kateti BC. (Nacrtajte sliku!).
Oznacimo sa x traZzenu duljinu stranice kvadrata. Uo¢imo najprije pravokutne trokute HGB i EAF. Njihovi su kutovi
jednaki 90°, B iv. U trokutu HGB je

¢ B_IHGl_ X
£251681 7168
a u trokutu EAF je
¢ B_IAFI_IAFI
RS TEFI T
No, u trokutu ABC je
[ACI| b
t = =
eP =150 2
Tako sada iz
X = —
| GBI
slijedi
1GBI=%E,
aiz
IAFI_Q
X a
slijedi
IAFI=@
a

Preostaje nam iskoristiti ¢injenicu da je

|AFl + IFG| + |GBI = |AB,

. b. . .
pa uvrstavanjem | AF |= _x’ IFGl=x, |GB = a?x ilABl=c = va® +b> dobivamo:
a
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b—x+x+%=\/a2+b2
a

b>x+abx+a’x= ab\/az +b?
_aby a’ +b*

xX=
a’ +ab+b*
UvrStavanjem podataka (izraz za x je simetrican pa je svejedno je li a = 6, b = 8 ili obrnuto) kona¢no dobivamo:

120
X=—— cm
37

168. Duljine stranica trokuta su 10 cm, 12 cm i 10 cm. Izracunajte polumjer tom trokutu upisane
kruZnice.

RjeSenje: Polumjer p trokutu upisane kruznice ra¢unamo prema formuli
P

pP=—

s

gdje je P povrsina trokuta, a s poluopseg trokuta. Primijetimo da je zadani trokut jednakokracan. Njegova osnovica
duga je a = 12 cm, a svaki od krakova b = 10 cm. Odatle slijedi da je duljina visine na osnovicu jednaka

2
vuz,/bz—(gj =y102-6> =8cm

P:lava —Llg—agem
2 2

pa je povrsina P toga trokuta jednaka

Poluopseg trokuta jednak je

s:%(a+2b):%-(12+2-10)zlécm,

pa je konacno

p—ﬁ—ﬁ—Scm
s 16 .

169. Duljine stranica trokuta ABC su 16 cm, 10 cm i 10 cm. Ako je povrSina trokuta DEF slicnoga
trokutu ABC jednaka 12 cm’, koliki je opseg toga trokuta?

RjeSenje: Izracunajmo najprije povrsinu zadanoga trokuta ABC. Uocimo da je taj trokut jednakokrac¢an. Duljina
njegove osnovice je a = 16 cm, dok su duljine krakova b = 10 cm. Odatle slijedi da je duljina visine na osnovicu

2
vuz,sz—(gj =102 -8% =6cm,
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1 1 2
P =—aqy, =—-16-6=48 cm".
apc =5 Wa =5

Koeficijent slicnosti trokuta DEF i ABC dobijemo kao drugi korijen iz omjera njihovih povrSina:

k= Poer _ {2 _1
Pisc 48 2
Tako je traZeni opseg trokuta DEF jednak

ODEF=k'0ABC=% (16 +10+10)=18 cm.

170. Izracunajte zbroj svih koeficijenata polinoma
p(x)=(*-2x+2)"? - (¥ =5x + 3"

Rjesenje: Zbroj svih koeficijenata nekoga polinoma uvijek je jednak vrijednosti toga polinoma za x = 1. Stoga za
zadani polinom p(x) trebamo izracunati p(1), a to je jednostavno:

p)=(1*=2-1+2)"2 - (1*=5-1+3)=1". D) =1- (1 =-1

Dakle, traZeni je zbroj jednak —1.

171. Pojednostavnite izraz: \4/%/)7 -3\[\/x_9 .

RjeSenje: Svaki od zadanih korijena najprije svedimo na jedan korijen, a nakon toga oba na zajednicki korijen.
Imamo:

172. U polukrug su upisana dva kruga. Promjer prvoga jednak je polumjeru polukruga, dok je drugi
smjesten u jedan od preostalih dijelova polukruga tako da dodiruje prvi krug . Izracunajte omjer povrsina
tih krugova.

RjeSenje: Neka je S srediSte polukruga, a r njegov polumjer. Nadalje, neka je S; srediSte prvoga, vecega kruga.
Buduéi da je njegov promjer jednak r, to je njegov polumjer jednak % Napokon, neka je S, srediSte drugoga,
manjega kruga, a r; njegov polumjer. Cilj nam je izraziti veliinu r; pomocu r.
Krug sa srediStem u S, dira zadani polukrug u dvije tocke: jedna (D;) se nalazi na luku polukruZnice zadanoga
polukruga, a druga (D,) na vodoravnom promjeru polukruga koji prolazi to¢kom S. Spojimo S sa S,, te S, sa svakim
od navedenih dvaju diraliSta. Uoc¢imo trokut D,SS,. Taj trokut je pravokutan, njegova je hipotenuza

|SSz| = |SD1| — |S2D1| =r—-r,
a jedna kateta

|D252| =r.

Stoga je kvadrat duljine druge katete toga trokuta jednak
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IDzSI2 =(r - r1)2 - (r1)2 =r- 2rry

Sada iz tocke S, povucimo usporednicu s promjerom polukruga na kojemu se nalazi tocka S i neka ta usporednica
sijece spojnicu SS; u tocki 7. Trokut S,7S je pravokutan trokut. Duljine njegovih stranica su:

ITS,| = ISS,| — IST] = % -,
|SzT| = |D25|

r
IS]S2| = E+ r

1 prema Pitagorinu poucku mora vrijediti

ITS, P + 1S,71 = IS, S, >

UvrStavanjem:
r
|TSI| = 5 —r
1,71 = ID,SP == * - 2rry
r
S152| = E +r
dobivamo:

r 2, .2 r 2
— )+ =2rr=(=+r
(2 ) 1 (2 )

Kvadriranjem i reduciranjem slijedi:

2
r'—4rr; =0,
pa dijeljenjem s 4r (Sto smijemo jer je r polumjer polukruga, pa mora biti strogo ve¢i od nule) dobivamo:

-
n=-—
4

Zakljucujemo da je polumjer manjega kruga dvostruko manji od polumjera vecega, pa je njegova povrsina 4 puta
manja od povr§ine vecega kruga. Dakle, traZeni omjer je 4 : 1.

173. Prigodom prevaljivanja puta od 5 km, kotac nekoga bicikla okrene se tocno 2000 puta. Izracunajte
njegov polumjer.

RjeSenje: Neka je r traZeni polumjer. U jednom okretaju kota¢ prevali put jednak svojemu opsegu:
0=2-r7T
U 2000 okretaja kota¢ prevali put
s=2000-0=4000-r -7

Kako taj put, s druge strane iznosi 5 km =5 000 m = 500 000 cm, slijedi da je traZeni polumjer kotaca
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. _ 500000
4000 - 77

=40 cm

174. Kruznici je opisan trapez opsega 24 cm i povrsine 42 cm’. Izracunajte polumjer kruZnice.

RjeSenje: Neka je r trazeni polumjer kruZznice. Opisani trapez moZemo shvatiti i kao tangencijalni ¢etverokut. Za
povrsinu P i poluopseg s takvoga Cetverokuta, te polumjer r vrijedi relacija:

P=r-s
Odatle lagano proizlazi
P 42
r—?—g———&S cm
2

175. Odredite vrijednost realnoga parametra a tako da odsjecak na osi Ox pravca p... 2x — 5y ++2a =0
bude jednak 4.

RjeSenje: Zadanu jednadZzbu pravca najprije prevedimo u segmentni oblik:

2x—-5y=-2a
2x+5_y=

2a 2a

SR
a4

5

1

Odsjecak na osi Ox je nazivnik razlomka kojemu je brojnik jednak x, a to je —a. Kako taj nazivnik treba biti jednak 4,
iz jednadZbe

-a=4

odmabh slijedi a = —4.
176. Odredite sjeciste pravca p... 2x — 3y — 2 =0 i pravca koji prolazi tockama A(O,—%) i B(%,Oj .

RjeSenje: Odredimo najprije jednadzbu pravca kroz tocke A i B. Uo¢imo da tu jednadzZbu odmah moZemo zapisati u
segmentnom obliku jer su tocke A i B sjeci§ta pravca s osi Oy, odnosno osi Ox. Imamo:

L A
ERS
4 2
4x
—-2y=1

3 y
4x—-6y=3
4x-6y-3=0

PomnoZimo li jednadzbu pravca p sa 2, dobit ¢emo:

4x-6y—4=0.
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Tako uocavamo da su pravac p i pravac kroz tocke A i B usporedni pravci, pa se oni ne sijeku.
177. Krugu povrsine 2T opisan je romb povrsine 16. Izracunajte siljasti kut toga romba.

RjeSenje: Neka je o trazeni Siljasti kut romba, a a duljina njegove stranice. Taj romb moZemo shvatiti kao
tangencijalni cetverokut pa vrijedi formula:

Promb=p's

gdje je P,,mp povrSina romba, p polumjer rombu upisane kruZnice (odnosno, upisanoga kruga) i s poluopseg romba.
Budu¢i da je poluopseg romba jednak

s=l-4a=2a,
2

dobivamo jednadZbu

Pmmh = P ) 2a

N P, . .
izkojejea = ;L’”b . S druge strane, povrSina romba dana je izrazom
P

—av=a2¢i
P, .,=av=a sina

romb

Zbog a = Fromy i
2p

P
2 2 _ Tkrug
Pkrug:p .nﬁp -

slijedi:
5 4. Pkrug
. 4 4 P
sing=—P_ T kg
romb P romb T P romb

Uvrstavanjem konkretnih vrijednosti
Pkrug = 2757 Promb =16

dobivamo trigonometrijsku jednadzbu
. 1
sino= —
2

¢ije je rjeSenje o = 30°. Dakle, Siljasti kut romba iznosi 30°.

178. Zadane su tri sukladne kruZnice polumjera R = 4 cm tako da se dvije od njih dodiruju u sredistu
trece. Izracunajte polumjer kruZnice koja dodiruje sve zadane kruznice.

RjeSenje: Pretpostavimo da se kruZnice & i k, dodiruju u srediStu kruZnice k;. Neka je k traZena kruZnica i neka je
njezin polumjer r. k je smjeStena unutar krivocrtnoga "trokuta" ¢ije su stranice lukovi zadanih kruznica odredeni
njihovim sjeciStima, $to znaci da dodiruje k; i k, izvana, a k3 iznutra (nacrtajte sliku). Ako je S; srediSte kruZnice k;, i
=1, 2, 3, a § srediSte traZzene kruZnice, onda je trokut S,5,S jednakokrac¢an. Duljine njegovih krakova su
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|SIS| = |SzS| =R+ r,

a duljina njegove osnovice je
|Slszl = 2R

Budud¢i da se S5 nalazi u polovistu duZine S5, to je duZina SS; visina na osnovicu jednakokracnoga trokuta S15,S i
njezina je duljina jednaka

ISS31=R—r

Preostaje primijeniti Pitagorin poucak na duljine stranica pravokutnoga trokuta S§;S;S (ili trokuta $,53S). Duljine
njegovih kateta su:

|SIS3| = R,

ISSs1=R—-r,
a duljina hipotenuze

ISiSI=R +r.

Tako dobivamo:
R +R-1"=R+7r7,

otkuda je kvadriranjem i reduciranjem:

R —4Rr=0
Dijeljenjem s R # 0 i sredivanjem dobivamo:
r= %R
Kako je R =4 cm, to je kona¢no
r=1cm.

179. Duljina sjene vertikalnoga Stapa cija je duljina 2.3 m u 15 sati iznosi 82 cm. Izracunajte visinu
drveta cija je sjena u 15 sati duga 8.5 m.

RjeSenje: Neka je i traZena visina drveta. U fiksiranom vremenskom trenutku duljina sjene nekoga predmeta
upravno je razmjerna njegovoj visini. To znac¢i da mora vrijediti razmjer:

23m:082m=h:85m
iz kojega se dobiva jednadZba
0.82-h=85-23
¢ije je priblizno rjesenje & = 23.84 m. Dakle, drvo je visoko priblizno 23.84 m.

180. Duljina male osi elipse iznosi 6. Ako ta elipsa prolazi tockom A(—4, 1), odredite njezinu osnu
Jednadzbu.

RjeSenje: 1z podatka 2b = 6 slijedi b = 3, tj. duljina male poluosi elipse jednaka je 6. Sada u osnu jednadZzbu
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b2x2+a2y2=a2b2

uvrstimo b = 3 i koordinate tocke A x = —4, y = 1 (bududi da elipsa prolazi tom tockom, njezine koordinate moraju
zadovoljavati jednadZbu elipse). Tako dobivamo:

3P () + 17 a’ =3,

otkuda je

Stoga je traZena osna jednadZba elipse

9x? + 18y* = 162,

odnosno
X +2y" =18
ili ekvivalentno
2 2
XY
18 9

181. U tocki D(5, y > 0) hiperbole x* — y* = 9 povucene su tangenta i normala na hiperbolu. Izracunajte
povrSinu trokuta kojega ti pravci zatvaraju s osi Oy.

RjeSenje: Izracunajmo najprije drugu koordinatu tocke D. Uvrstimo li u jednakost
¥-y'=9

umjesto x broj 5, dobit ¢emo jednadZzbu:
25-y*=9

Cije je strogo pozitivno rjeSenje y = 4. Dakle, D(5, 4). JednadZbu hiperbole sada zapiSimo u obliku
2 2
Xy,
9 9
pa usporedbom te jednakosti s opéim oblikom osne jednadZzbe hiperbole

2

X _ y2 _1

a’> b?
ocitavamo:

a=b*=9.

Implicitni oblik jednadZbe tangente na hiperbolu u tocki 7(xr, yr) dan je formulom
b xp-x—a -yr-y-a-b*=0
U nasem je sluGaju 7= D, tj. xy = 5, yp = 4, te a* = b> = 9, pa uvritavanjem u gornju formulu dobivamo:
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9-5-x-9-4-y-9-9=0,

otkuda dijeljenjem s 9 slijedi
5x-4y-9=0,

odnosno

Dakle, t... y= %x 22 . Koeficijent smjera tangente jednak je

pa je koeficijent smjera normale jednak

= —ii da prolazi tockom

JednadZbu normale napisat ¢emo koriste¢i €injenice da je njezin koeficijent smjera k,

D(5, 4). Imamo:

otkuda je

4
=——x+8
Y775

ili
n...4x+5-40=0.

Nacrtajmo sada dobivene pravce u pravokutnom koordinatnom sustavu u ravnini.
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Trokut ¢iju povrSinu Zelimo izracunati iSrafiran je na gornjoj slici. Odredimo koordinate njegovih vrhova. Vrh A je
sjeciSte normale ¢ s osi Oy. Racunski ga dobijemo rjeSavajuéi sustav
4
y=——x+38
5

x=0

a moZemo ga ocitati i izravno sa slike. U oba je slucaja A(0, 8). Vrh B je sjeciste tangente ¢ i osi Oy. Racunski ga
dobijemo rjeSavajuci sustav

Njegovo je rjesenje uredeni par (0, —%) pa je B(0, —% ). Napokon, vrh C je sjeciSte tangente ¢ i normale n, a to je

tocka D. Dakle, C(5, 4). PovrSina trokuta ABC jednaka je polovici umnoSka duljine stranice ¢ i visine na tu stranicu.
Duljina stranice ¢ jednaka je

c=ABl=I8(~2)=18+ )= 2L,
4 PR

a duljina visine na nju jednaka je apsolutnoj vrijednosti apscise tocke C, dakle,

ve=I51=5.
Tako je konac¢no
P:l.c.vc :lﬂszﬁ kV_]ed
2 2 4 8

182. Izracunajte: (\/5 - x/E Tz .

RjeSenje: Imamo redom:

2 1 1 1 5+246 5+2J6  5+246
(f IT (ﬁ_ﬁ)z 3-2J6+2 5-2J6 (5-26)(5+246) 25-4-6 25-24 +2J6

183. Pojednostavnite sljedeci algebarski izraz:

x> —x+2 _x2—3x+2

¥ =3x+2 x—x+2

RjeSenje: Rastavimo najprije svaki od izraza x* — x + 2, x> — 3x + 2 na faktore. Rjeenja kvadratne jednadzbe x* — x +
+2=0sux, =-1, x, =2, pa vrijedi rastav:

X-x+2=(x+Dx-2)

Analogno, rjeSenja kvadratne jednadzbe x* — 3x + 2 = 0 su x; = 1, x, = 2 pa vrijedi rastav:
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X=3x+2=(x-1x-2)
Tako je zadani izraz jednak
ox+2 X -3x+2 (D=2 (=Dx=2) _x+l x-1_x+DP -+ _
w2 =3x+2 xP—x+2 (x=D(x-2) (x-D(x-2) x-1 x-1 (x=D(x+1)

T2+l (7 —2x+1)  4x

x2 -1 x> -1

184. Ako je fx) = 2x — % odredite fix + %).
Rjesenje: U jednakosti

flx)=2x - —

. o 1 .
umjesto x pisimo x + 3 Dobivamo:

1 1 5 5 2
+ =)=2x+ —)— —=2x+1- = =2x——.
fx 2) o 2) 3 * 3 * 3
Stoga je
1 2
+ —)=2x——.
Six 2) *=3

185. Ako za svaki x € R vrijedi jednakost f(2x —4) = x, odredite f(2x + 4).

RjeSenje: 1. nacin: Da bismo izracunali f(2x + 4), najprije moramo odrediti formulu po kojoj ra¢unamo f(x).

Zamijenimo ¢ = 2x — 4, odnosno stavimo x = %t + 2. Tada jednakost f{2x — 4) = x prelazi u

1
H=—t +2,
f =7
pa preimenovanjem nezavisne varijable ¢ u x slijedi

x +2

1
fx) = E

U tu jednakost umjesto x uvrstimo izraz 2x + 4. Dobivamo:

f2x+4)= %-(2x+4)+2:x+2+2:x+4

tj.
f2x+4)=x+4.
2. nacin: Budu¢i da vrijedi jednakost

x+4=20x+4)-4,
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u jednakost f{2x — 4) = x umjesto x piSimo x + 4. Dobivamo:
Rx+4)-4)=x+4,
odnosno izravno

fox+4)=x+4.

186. Zadane su funkcije f(x) = x> — 5x + 2 i g(x) = 4x + 1. Odredite funkciju (f > g)(x).

Rjesenje: Imamo redom:
(Fo2)®) =flg)] =fdx+ D) =(4x+ 1)’ =5 - (dx+ 1) +2=16x"+8x+ 1 —20x -5+ 2 = 16x* — 12x + 2.
Dakle, (f- g)(x) = 16x* — 12x + 2.
187. Odredite f(x) ako je fix) = logys(1 +x) — 1.
Rjesenje: Postupak odredivanja inverzne funkcije provodimo u Cetiri koraka:
1.) Zamijenimo f(x) s y:
y=logos(l +x)-1
2.) Zamijenimo x1iy:
x=logps(1+y)—1
3.) Izrazimo y pomocu x:

X = 10g0A5(1 + y) —1
x+1= 10g0A5(1 + y)

05" '=1+y
y=05""-1
y= (2—l)x+ 1 -1
y= 2—x—1 -1
4.) Zamijenimo y s f(x):
lo=2"-1

188. Odredite prirodno podrucje definicije funkcije fix) = logy(x* + 2x — 3).
RjeSenje: Jedini je uvjet da izraz pod logaritmom bude strogo pozitivan. To znaci da mora vrijediti
X +2x-3>0

Dobili smo kvadratnu nejednadzbu. Nultocke pripadne kvadratne funkcije su x; = -3 i x, = 1, a vode¢i koeficijent je
a =1> 0. To znaci da se graf te funkcije nalazi iznad osi Ox svuda osim izmedu nultocaka te funkcije. Stoga je

D; =R\[-3, 1]

ili ekvivalentno
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Dy = (=00, =3) U(l, +o0)
189. Odredite skup svih rjesenja jednadzbe
b+ 4xl =x" +4x + 6
RjeSenje: Dva su moguca slucaja:
1) x> +4x20
U ovome je slucaju | x* + 4x| = x” + 4x pa dobivamo jednadzbu:
K Hdx=x"+4x+6
koja je ekvivalentna jednakosti
0=6
a ta jednakost ocito nije istinita. Stoga u ovom slucaju polazna jednadzba nema rjesenja.
2)x +4x<0
U ovom je sludaju | x* + 4xl = —( x* + 4x) = — x* — 4x pa dobivamo jednadzbu:
X —Adx=x"+4x+6

koja je ekvivalentna jednadZzbi

2% +8x+6= 0,
odnosno jednadZbi
X +4x+3=0.
Rjesenja posljednje kvadratne jednadzbe su x; = —1 i x, = —3. Oba zadovoljavaju nejednakost x* + 4x < 0, pa su to

ujedno i rjeSenja polazne jednadzbe.
Stoga je skup svih rjeSenja polazne jednadzbe {-3, -1} (ili {-1, =3}, svejedno).
190. Odredite skup svih rjesenja jednadzbe

—1l+lx-2l=1

RjeSenje: Kriticne tocke dobivamo iz jednadzbi x — 1 = 0 i x — 2 = 0 Cija su rjeSenja x; = 1 i x, = 2. Stoga polaznu
jednadZbu razmatramo na trima intervalima:

l.)—o<x<1

Na ovome je intervalu Ix — 1l=—(x—1) =1 —x1i lx — 2| = —(x — 2) = 2 — x pa dobivamo jednadZbu:
l-x+2-x=1

Njezino je rjesenje x = 1. Kako ono zadovoljava nejednakost —eo < x < 1, x; = 1 je rjeSenje polazne jednadZbe.

2)1<x<L2
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Na ovome je intervalu Ix — 11=x— 11 Ix — 2l = —(x — 2) = 2 — x pa dobivamo jednadZbu:

x—1+2-x=1
koja je ekvivalentna jednakosti

1=1

a ova je o€igledno istinita. Stoga je u ovom slu€aju skup rjesenja polazne jednadzbe segment [1, 2].
3)2<x <+
Na ovome je intervalu Ix — 11=x— 11 Ix — 2| = x — 2 pa dobivamo jednadZbu:

x—1+x-2=1
Cije je rjeSenje x = 2. Kako ono zadovoljava nejednakost 2 < x < +oo, to je i x, = 2 rjeSenje polazne jednadZzbe.
Skup svih rjeSenja polazne jednadZbe je unija skupova dobivenih rjeSenja:

{1} Ul 21u {2} =[1,2]

jer su skupovi {1} 1 {2} podskupovi segmenta [1, 2].
191. Rijesite nejednadzbu:

2x+3 59
x+1

RjeSenje: Transformirajmo zadanu nejednadzbu na sljede¢i nacin:

2x+3 >0 2)c+3_220<:> 2x+3-2(x+1) >0 2x+3-2x-2 >0 1 >0

x+1 x+1 x+1 x+1 B x+1

Brojnik posljednje dobivena razlomka je strogo pozitivan realan broj (1). Da bi vrijednost cijeloga razlomka bila
nenegativan realan broj, nazivnik mora biti strogo pozitivan:

x+1>0
Odavde je x € (—oo, —1), pa je skup svih rjeSenja polazne nejednadzbe otvoreni interval (—oo, —1).
192. Odredite realne brojeve x i y iz jednakosti:

o
iy 1

1-i 1+i i

RjesSenje: PomnoZzimo zadanu jednakost najmanjim zajednickim nazivnikom svih razlomaka koji se pojavljuju u
njoj. To je izraz i - (1 — 1) - (1 + i), pa dobivamo:

x-i-i-(I+d+y-i-i-A=-D=1-(1=0)-(1+1i),
odnosno

x-P-(A+D)+y- - (I=D)=1=0)-(1+1i),
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odnosno, zbog i*=—-1i(1-i)-(1+i)=1-iF=1-(-1)=2,
—=x-(1+)-y-(1-i)=2,
te nakon provedena mnoZenja i grupiranja ¢lanova
(=x=-+@-x)-i=2.

Da bi ta jednakost bila istinita, brojevi x i y moraju zadovoljavati sljede¢e jednakosti:

x-y=2
y—x=0
Njihovim zbrajanjem dobivamo
2x=2,
aotuda je x =-1. Sada iz
y—x=0

lako nalazimo y = x = —1.

193. Izracunajte: i+ i* +i + i+ ... +i'%.

RjeSenje: Primijetimo najprije da za svaki k € N vrijedi jednakost:
P P R QA+ P+ 4+ )= L—i+ D)+ = 0=0

Nadalje, u aritmetickom nizu 1, 4, 7, 10, ... prvi ¢lan je jednak a, = 1, a razlika niza d = 3. Odredimo koji je ¢lan po
redu jednak 100. Podsjetimo da se n — ti ¢lan aritmetickoga niza odreduje prema formuli

a,=ar+m-1)-d

Mi trazimo n € N takav da je a, = 100. U gornju jednakost uvrstimo 100 umjesto a,, 1 umjesto a;, a 3 umjesto d.
Dobivamo jednadZbu:

100=1+(n-1)-3,
odnosno
3n =102,

pa je n = 34. Dakle, 100 je 34. ¢lan aritmeti¢koga niza 1, 4, 7, 10, ... . ZaSto nam treba ovaj podatak? Naime, sada
grupiramo zadane pribrojnike u grupe s po 4 uzastopna pribrojnika. Prvu grupu tvore i, i*, i’ i i'’, drugu i*®, i', i'’ i
i** itd. Kako imamo ukupno 34 pribrojnika, dijeljenjem 34 s 4 dobivamo koli¢nik 8 i ostatak 2. To zna¢i da imamo
ukupno 9 grupa: 8 grupa po Cetiri pribrojnika ¢iji je zbroj, kako smo primijetili, jednak nuli, i posljednju, 9. grupu, od
dva pribrojnika ("’ 1 i'®) &iji je zbroj jednak

97 | 100 _ 42441 , 42540 _ o, 0 _ .
D =t Y = ) =i =140

Dakle, zadani zbroj je jednak 8 - 0+ 1 +i=1+1.

194. Zadani su kompleksni brojevi z=1—1i i w =2 - 3i. Izracunajte:
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Iw—2w
2 —w

RjeSenje: Imamo redom:

w—zw _ (1=)2-3i-1-i-(2=3i) _(1-)Q2+3)—(+i)-(2=3i) 2-2i+3i—3i> —(2+2i—3i -3i°)

22 -w -2 =2-3)2  (1=2i+i>)—(4—-12i+9?) 1-2i+i>—4+12i—9i*
2-2i+3i=3-(-1)=2-2i+3i+3-(=1) 2-2i+3i-3-(-1)=2-2i+3i+3-(=1) _ 2i _ 2i-(5-10i) _
1=2i+(=1)—4+12i=9-(=1) 1=2i+(=1)—4+12i=9-(=1) 5+10i  (5+10i)(5-10i)

10i-20i% _20+10i _ 20 10 . 4 2.
25-100i> 25+100 125 125 25 25

;202 _ ;303 101
195. Izracunajte: W .

Rjesenje: Kako je:

202 4-50+2 2
=1 = =—1

= i
303 _ 4-75+3_ 3
=i =i =—
404 _ 4-101+0 _ .0
i =i =; =1
[505 _ 12641 _ 1

=i

imamo:

101 101
P20 1 (=) (Eivi=)) (=1+ivi=D) (20}
j404 4 ;505 1+i (A+i)(1-1) 1?-i? 1-(=1) 2
_ l-l()l — i4<25+1 =l-1 =i

196. Izracunajte: i* + i +i° +i'" + ... +i'"",

RjeSenje: Postupimo potpuno analogno kao i u rjeSenju Zadatka 193. Promotrimo aritmeticki niz 2, 5, 8, 11, ... i
odredimo koji je ¢lan po redu jednak 101. Prvi ¢lan niza je a; = 2, a razlika d = 3. Stoga dobivamo jednadZbu:

101=2+(n-1)-3

Cije je rjeSenje n = 34. Dakle, 101 je 34. ¢lan niza 2, 5, 8, 11, ... . Sada ponovno grupiramo pribrojnike u grupe od po
&etiri uzastopna pribrojnika i uo¢imo da je, ponovno zbog jednakosti i* + **? + #*° 4+ "% =0, za svaki k € N (tu
smo jednakost dokazali u rjeSenju Zadatkja 193.), zbroj pribrojnika u svakoj takvoj grupi jednak 0. No, dijeljenjem

34 s 4 dobivamo 8 i ostatak 2, pa imamo 8 grupa od po Cetiri uzastopna pribrojnika ¢iji je zbroj nula i jednu

(posljednju) grupu od dva pribrojnika (i** i i'"") &iji je zbroj jednak

08 | 101 _ 42442 | 42541 _ 2 .
+i =i + =i"+i =(1)+1i.

Stoga je zadani zbroj jednak 8 - 0 + (-1) +i=-1 +i.
(333 | 444

222\
197. Izracunajte: | ———F=| -

RjeSenje: Kako je:
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imamo:

(ﬁfs _ (LH)TSS :(‘(”")TSS = () =1
A i+1 1+i '
198. Odredite realne brojeve x i y iz jednakosti:

A-Dx+@2+iy =1-3i.
RjeSenje: 1z zadane jednakosti mnoZenjem faktora na lijevoj strani dobivamo:

x—xi+2y+iy=1-3i,

odnosno

x+20)+(y-xi=1-3i

IzjednaCavanjem realnih i imaginarnih dijelova dobiva se sustav dviju jednadzbi s dvije nepoznanice:

x+2y=1
y—x=-3.
Zbrajanjem jednadZbi odmah dobivamo
3y=-2,
. 2 . . .
otkuda je y = 3 1z druge jednadZbe sustava je
x=y+3

pa uvrsStavanjem y = —% dobivamo x = % TraZeni brojevi su, dakle, x :% iy= 3

-115

199. Odredite Re————— .
A-92+1i)
RjeSenje: Zapisimo brojnik i nazivnik gornjega razlomka u algebarskom obliku:

JIS _ A3 _ B3

b}

=D+ =2-2i+i-i=2—i-(-1)=3—i.

Tako sada imamo:

Ree i Remi e mitGri) _p =3imit g o3 _pot 3. 1
A=)2+i)  3-i = G-DB+i) 9-i® 9-D 101010
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W2 =iy

200. Odredite 17| ako je 7= —"——.
SERTRN I

Rjesenje: Koristit ¢emo formulu Iz° = IzI" koja vrijedi za sve kompleksne brojeve z € C i sve prirodne brojeve
n € N, te formulu

Ve IZzl

Tako redom imamo:

TR e N A LG

e _ _ _ :(\/2+1)5:(\/§)5: 1 _ 1 3
=W a2 i) (e Wl (P GB) e
201. Izracunajte: l+%+%+ +%+% .
1 l l l l

RjeSenje: Primijetimo najprije da za sve k € Z vrijedi jednakost:
Pz a+dH = 1+ED1=0.

Tako npr. za k = -3 dobivamo:

0=i"+i'= %+l=l+l,
i A
za k = —7 na sli¢an nacin
1 1
0 = —5 + —7
i
itd. Nadalje, promotrimo aritmeticki niz —1, -3, -5, ... . Njegov je prvi ¢lan a; = —1, a razlika d = —2. Odredimo koji

je po redu ¢lan toga niza broj —105. 1z jednadzbe
-105=-1+@m-1)-(-2)

slijedi n = 53. Dakle, 105 je 53. ¢lan niza —1, -3, -5, ... . Tako sada zadane pribrojnike grupirajmo u grupe od po dva

uzastopna pribrojnika. Kako 53 pri dijeljenju s 2 daje koli¢nik 26 i ostatak 1, imat ¢emo ukupno 26 grupa od po dva

uzastopna pribrojnika ¢iji je zbroj, kako smo ve¢ primijetili, jednak nuli, te jednu, posljednju, grupu sa samo jednim
.3 3 .

! L = 1 = i =L = Tl =—i . Stoga je zadani zbroj jednak

l-l()S l-4-26+l il i i i3 i4

pribrojnikom:

26 -0+ (i) =—i.
202. Izracunajte vrijednost umnoska

A-z+D)A+z-)A+z+i) A -z-1)
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ako je 7=—.
TR

RjeSenje: Zadani umnoZak najprije ¢emo malo pojednostavniti. MnoZenjem prvoga i posljednjega faktora
dobivamo:

(I-z+)1-z-)=(0-2"-=1-2z+47-(-)=7-27+2,
a mnoZenjem drugoga i trecega

A+z-DA+z+D)=(1+2 —F=1+22+7" - (-1 =" +2z+2,
pa je zadani umnozak jednak

(zz—2z+2)(zz+21+2):(z2+2)2—(2z)2:z4+4z2+4—4z2:z4+4.

L . 1-i
Dakle, trebamo izraCunati ' +4za z= T Imamo redom:
2

1-i)' =iV -2 ] 1-2i4i?) 1-2i+(-D))
z4+4=(%J +4=[(%]} +4={((\/__Tl))2} +4=[%+l] +4=(%(_)] +4=

N\ 2
(‘TZ’] +4=(=) +4=i"+4=(-)+4=3

TrazZena je vrijednost, dakle, jednaka 3.
203. Koje cjelobrojne vrijednosti moZe poprimiti izraz 32+11i +32—11i ?

Rjesenje: Oznacimo zadani zbroj sa Z. Njegovim kubiranjem dobivamo:

Z3=2+11i+3-3J2+11)% Y2-11i +3-Y2+11i -3 2-11)> +2-11i

Z3=4+33Q+11)2~-11i) -(%/2+11i+%/2—11i)

Z3=4+43.34-121 -2
Z =4+3-Y4+121-2
z3=4+3.3125.2

7 =4+43.5.7

73 -152-4=0

Posljednju jednadZbu moZemo faktorizirati ovako:

Z2—16Z+Z-4=0
Z(Z2-16)+(Z-4)=0
Z(Z-HZ+H+Z-4=0
Z-4)-[Z-Z+4)+11=0
(Z-4)-(Z2+4Z+1)=0

Bududi da rjeenja kvadratne jednadzbe Z* + 4Z + 1 = 0 nisu cijeli brojevi, slijedi da je jedina moguca cjelobrojna
vrijednost zadanoga zbroja Z = 4.
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T+i+i2 4.+ 4100

.2 105 .106
el -1

204. Izracunajte: "
it

RjeSenje: Izracunajmo zasebno brojnik B, a zasebno nazivnik N gornjega razlomka. Za izracunavanje vrijednosti
brojnika B primijetimo da za svaki cijeli broj k € Z vrijedi jednakost:

P e F e s A+ P+ D)) = L+ i+ (D) + (<) =0.
Tako npr. za k = 0 dobivamo:
0=+ +P+P=1+i+i+10,
za k = 4 na sli¢an nac¢in
0=+ ++7

itd. Stoga svih 107 pribrojnika grupiramo u grupe od po cCetiri uzastopna pribrojnika. Kako 107 pri dijeljenju s 4 daje

koli¢nik 26 i ostatak 3, dobit ¢emo ukupno 26 grupa od po Cetiri uzastopna pribrojnika ¢iji je zbroj, kako smo ve¢

primijetili, jednak nuli, te jednu, posljednju, grupu koju tvore zadnja tri pribrojnika (i'™, ' 1 i) &iji je zbroj jednak

104 | +105 | 106 _ A4-26+0 , 42641 , 4-2642 _ 0 , 1 2 . .
D+l +0 =10 + +i =i +i+i=1+i+(-1)=1i

pa je konacno
B=26-0+(-1)+i=-1+1.

Da bismo izracunali vrijednost nazivnika N, rabe¢i pravilo o mnoZenju potencija jednakih baza (koje vrijedi i za
kompleksne brojeve), zapiSimo taj nazivnik u sljede¢em obliku:

O+14+2+...+105+106
N=i

U eksponentu imamo zbroj prvih 107 ¢lanova aritmeti¢koga niza ¢iji je prvi ¢lan jednak 0, a posljedn;ji (107.) 106.
Kad u formulu za zbroj prvih n ¢lanova aritmetickoga niza

n
S, =—=-(a, +
n 2 (al an)

uvrstimo n = 107, a; =0, a, = 106, dobijemo:

2 2
Stoga je

N= l«53»107 — (i53)107 — (14 13+1)107 — (i1)107 — i107 — i4»26+3 — l% =i

Tako kona¢no imamo:

T+i+i2 4. +0'% 441

B
1eg-i?. .- i105 .10 N

205. Izracunajte | + 7+ 2"+ ... + 7" akojez=1—1.
Rjesenje: Najprije uo¢imo da je
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4242 +..+7'1 =

Nadalje, za z=1-1ije

1= 1= =)= 1= =2+ 1=[1=2i+D"=1=(=2)°-1=2%-1=-64-1=-65

z-1=(1-i)—1=-i.

Tako je vrijednost zadanoga izraza za z = 1 — i jednaka

12_ —_— —_— .. —_ .. —_ .. —_ ..
ltzaz2q 41223 1_—-65_—65i_ 65212 65-i _ 651:—651’
z—1 —i —i-i —i -(=1 1
206. Izracunajte: L .
A+)(2-30)
Rjesenje: Imamo redom:

S+i _ S+i _ S+i _5+i_(5+i)(5+i)_25+10i+i2_25+10i+(—1)_
A+i)(2-3)) 2+2i-3i-3i* 2+2i-3i-3-(-1) 5-i (S-)(G+i) 25—i* 25-(=1
24+10i 12 5 .

— =+

26 13 13

207. Rijesite sljedecu jednadzbu u skupu C:
zz—i=2+7°
RjeSenje: Pretpostavimo da je z = a + bi, a, b € R. UvrStavanjem u gornju jednadZbu dobivamo:
(a+bi)-(a-bi)—i=2+(a+ b
@ - b —i=2+ad’+2abi + b1’
b (=1)—i=2+2abi+b*- (1)
2 +2abi - 2b" + i = 0;
(2-2b% + (2ab + 1)i = 0.

Odavde slijedi sljede¢i sustav dviju jednadZbe s dvije nepoznanice:

2-20"=0
2ab+1=0
Prva jednadzba toga sustava je kvadratna jednadZba s jednom nepoznanicom (b). Njezinim rjeSavanjem dobijemo
dva realna rjeSenja: b, =—1, b, = 1. Uvrstimo li prvo od njih, b; = -1, u drugu jednadZbu toga sustava, dobit ¢emo:
—2a+1=0,
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a odatle je a = % . Stoga je jedno rjeSenje polazne jednadzbe kompleksan broj z; = a + byi = %— i. Sli¢no, uvrstimo
li b, = 1 u drugu jednadZbu gornjega sustava, dobit ¢emo a = —% pa je u ovom slucaju rjeSenje polazne jednadZzbe

¥4 S +1i
2 ) .

Zaklju¢imo: Polazna jednadZba ima ukupno dva kompleksna rjeSenja: z; = %— iigp= —% + 1.

3+1i

208. Izracunajte: ———— .
(A+i)(1—2i)

Rjesenje: Imamo redom:

3+i _ 3+i _ 3+i _3+i_(3+i)(3+i)_9+6i+i2_9+6i+(—1)_
A+)1=2) 1+i-2i-2i> 1+i-2i-2-(-1) 3-i @-dG+i) 9-i° 9-(=1
8+6i 4 3.
——=—+=]

10 55

13 a1a Y
209. Izracunajte: | ———=| .

;515 _ ;616

Rjesenje: Kako je:

313 _ 4-78+1 _ .1 _ .
re=i"*" =i =i
14_ 4-103+2 _ 2
M= =it =—1
515 _ .4-128+43 _ .1 .
=i =i =-i
016 = 415440 _ 0
=1 =r =1

imamo:

a3, a7 =(i+(—1)]“7 =(—1+i)717 [erncn 7 _(1=2i+2) _(1=2i+ )" _
515 _ ;616 —i_1 —1—i (~1=i)(~=1+1) 1-i? 1-(=1)

9\
— (_l] _ (—i)717 =(-1)- 7 (—1)-1‘4'179“ =(-1)- il = (~1)-i = —i.

2

210. Rijesite sljedecu jednadzbu u skupu C:
(1+DZ-@+i)z+4+2i=0.
Rjesenje: MoZe se pokazati da su rjeSenja kvadratne jednadZbe s kompleksnim koeficijentima
az’ +bz+c=0

(pri ¢emu su a, b, c € Cia#0) dana formulom

—b+b% —4ac

{2 =
’ 2a
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U naSem je slu€ajua =1+1i,b=—-(3 +i), c =4 + 2i paslijedi:

iy B2 =4 (40)-(A+20)  B3+i+y(O+6i+i2)—4-(4+4i+2i+2i)

2=

2-(1+0) 2-(1+10)
CB4itJO+6i—1)—4-(4+4i+2i—2) B+i+8+6i—4-(2+60) 3+i+/8+6i—8-24i
= 2-1+1) - 2-(1+i) - 2-(1+i) -

_ 3+i+4/—18i

2-(1410)
Pojavio se problem odredivanja drugoga korijena iz broja —18i. Taj je problem ekvivalentan rjeSavanju jednadzbe
w? =—18i

Stavimo w = ¢ + di, pri ¢emu su ¢, d € R. Nakon uvr§tavanja, kvadriranja i izjednaCavanja realnih, odnosno
imaginarnih dijelova dobiva se sustav od dvije jednadZbe s dvije nepoznanice:

A-d*=0
2¢d =-18

Iz prve jednadZbe toga sustava slijedi da je ili ¢ = d ili ¢ = —d. Ako bi bilo ¢ = d, uvrStavanjem u drugu jednadzbu
dobili bismo 24> = 18, a ta jednad?ba nema realnih rjefenja (kompleksna rjesenja ne dolaze u obzir jer suicid
realni brojevi). Zato mora biti ¢ = —d, pa uvritavanjem u drugu jednadzbu dobivamo —2d* = —18, odnosno d* = 9,
odnosno d; = -3, d, = 3. Tako je ¢; = —d = 3 i ¢; = —d, = -3 pa su rjedenja jednadzbe w” = —18i kompleksni brojevi
wy =-3+ 3iiw,=3-3i. To onda znaci da je

(W-18i), =-3+3i
(J-18i), =3-3i

pa konacno imamo:

L3330 34i-343 4 2 2(-i) _20-27 2420 2420,

! 2-(1+i) 2-(1+i)  2-(I+i) 1+i (+id-i) 1-2  1+1 2

L, 3+i+(-3) 3+4i+3-30  6-2i 3-i_(-D (=i _3-i-3i+i 3-4i-1_2-4i _, .
T 2.(1+i) 2-(+i)  2-(+i) 140 (+0)-(1-i) 1-i 1+1 2

Dakle, sva rjeSenja polazne jednadzbe suz; =1+iiz;=1-2i.

211. Rijesite sljedeci sustav jednadZbi u skupu C:

irz+w=1

Z2—i-w=2—i

RjeSenje: Pretpostavimo da je z = a + bi, w = ¢ + di, pri ¢emu su a, b, ¢, d € R. Uvrstimo te izraze u svaku od
jednadzbi zadanoga sustava:

i-(a+bi)+(c—di)=1
(a—bi)—i-(c+di)=2—i

Odavde je
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ai+bi*+c—di=1
a-bi-ci—di*=2-i

odnosno

(c=b)+(@-dji=1
(a+d)+(=b—c)i=2—i

IzjednaCavanjem realnih, odnosno imaginarnih dijelova u objema jednadZbama dobivamo sljede¢i sustav od 4
linearne jednadZbe s 4 nepoznanice:

a-d=0

a+d=2
-b+c=1
-b—-c=-1

Zbrojimo li prvu i drugu jednadZbu toga sustava, dobit ¢emo odmah a = 1, pa je i d = 1. Nadalje, zbrajanjem trece i
Cetvrte jednadZbe toga sustava dobivamo b = 0, pa je ¢ = 1. Stoga su sva rjeSenja zadanoga sustava

w=1+1i z=1.

212. Izracunajte:

1-20) = (2-i)?
A=)’ =1+

RjeSenje: Provedimo naznageno kvadriranje, odnosno kubiranje i uvijek uvazimo da je i = —1, te i = —i. Dobivamo:

1-202—(2-i)°  (1-4i+4i")—(4—4i+i>) 1—di+4i*—4+4i—i°
A=) =1+ (A-3i+3° =) —A+3i+3i%+i°) 1-3i+3%-i°-1-3i-3>-¢°
1-4i-4-4+4i+1 _ -6 _3 3. 3. _3i_ 3.

=——=i

i (=i)-3i—(—i) -4 2 2i-i 2% -2 2

213. Rijesite sljedeci sustav jednadZbi u skupu C:
Z—w=14+i
i-z+i-w=3i

RjeSenje: Pretpostavimo da je z = a + bi, w = ¢ + di, pri ¢emu su a, b, ¢, d € R. Uvrstimo te izraze u svaku od
jednadZbi zadanoga sustava:

(a—bi)—(c—diy=1+i
i-(a+bi)+i-(c+di)=3i

Odavde je

a-bi—-c+di=1+1i
ai + bi* + ci + di* = 3i

odnosno
(a-c)+d-b)i=1+i
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(~b—d)+ (a+c)i=3i

Izjednacavanjem realnih, odnosno imaginarnih dijelova u objema jednadZbama dobivamo sljede¢i sustav od 4
linearne jednadZbe s 4 nepoznanice:

a-c=1

a+c=3
-b+d=1
-b-d=0

Zbrojimo li prvu i drugu jednadZbu toga sustava, dobit ¢emo odmah a = 2, pa je ¢ = 1. Nadalje, zbrajanjem trece i

Cetvrte jednadZbe toga sustava dobivamo b = —% ,pajed :% . Stoga su sva rjeSenja zadanoga sustava

w = 1+li, z=2—li.
2 2

214. Izracunajte:
A+2)> =240
A+’ +1-i)?

RjeSenje: Provedimo naznageno kvadriranje, odnosno kubiranje i uvijek uvazimo da je i = —1, te i = —i. Dobivamo:

A+20)* -2+ (+4i+4%)—@d+4i+i®)  1+bi+4it—4-4i-i?
A+ +(0=i)°  A+3i4+32 +)+ (1 =3i+3i2 —i%) 143432+ +1-3i +3i% =i’
1+4i-4—4-4i+1 -6 3
T 1-3+1-3 -4 2

215. Odredite realne brojeve x i y iz sljedece jednakosti:
E+y2-D+@x—-y)(1+3)=2+3i
RjeSenje: Izvr§imo nazna¢ena mnoZenja. Dobivamo:
2x+2y—xi—yi+x—y+3xi—3yi =2 + 3i,
odnosno nakon reduciranja
3x+y+2xi—4yi =2+ 3i,
tj.
Bx+y)+2x—-4y)i=2 + 3i.

IzjednaCavanjem realnih, odnosno imaginarnih dijelova dobivamo sljede¢i sustav od dvije linearne jednadzbe s dvije
nepoznanice:

3x+y=2
2x—4y=3

PomnoZimo li prvu jednadZbu s 4 i tako dobivenoj jednadZzbi pribrojimo drugu jednadZbu ovoga sustava, dobit ¢emo:
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14x =11,
. 11 . N
a odavde je izravno x = 7R Sada je lako izraCunati

y:2—3x:2—3-£:2—£=§—£= el
14 14 14 14 14

Dakle, traZeni realni brojevi su x = E iy= —i.
14 14

PN
216. Izracunajte: (iss—] .

Rjesenje: Kako je

7= = =,
l-55:i4<l3+3:i3__l-’
imamo:
33 33
) R I ) T ) B o oV ) I Pl N 0 Y (T2 P
% -1 —i-1 —1-i (—1=i)(=1+i) 1-i? 1+1 2
— _l-4-8+1 — —il =—

217. Izracunajte: (1 —i)* - (2 —i)* - (3 — i)™
RjeSenje: Imamo redom:

(1= Q=i - CG==[1-) Q2= B-)=[Q-2i-i+i) B-)=[2-3i-1)-@-)=[(1-3i)-
CB-DP=0B-9-i+3%"=3-10i - 3)* = (=10i)* = 100i* = -100.

.33 77
218. Izracunajte: (1 J .

.55
i -1

Rjesenje: Kako je

imamo:
77 77
1) (=Y (=) _[ceaecten ] (1= [T (120117 (207 __m _
i -1 —i-1 —1-i (—1=i)(-1+10) 1-i’ 1+1 2
NP CES NP B

219. Izracunajte: ( -
1+

—«/§+ijn'

RjeSenje: Imamo redom:
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[—ﬁn)lz: [—ﬁﬂ]z 6= (—\E+l)2 6{(— 3+i)T{3_2\/&”2}6{3_2@_1}6=

1+i 1+i 1+i (1+10)? 14 2i +i? 1+2i-1
. 6 . 6 N - 6 . 2 6 . 6
:{2_221-@} {1_;@} :{(l_fﬂ'l} {l_@ } :{Hﬂ =(3-if =[3-if =
. ; _

—[3va-0i-33i2 - if =303 0433 +if = (=81 = 64i% = —64

2
1-i
220. Izracunajte: .
/ (1+iﬁj

Rjesenje: Imamo redom:

.\12 . 276 2 ) 6 r . 6
( 1-i J ~ ( 1-i ] Loa=pr ]| 1-2i+i [ 1-2i-1 } ~
1+i3 1+i3 (A +i3)? 1+243i+3% | [1+243i-3

_[ —2i T_[ i T_ ia+ivd) | [iem2 ] [=+i] [VB-i] ﬁ—i32_
L2423 [1-iB3]  |a-i3)-a+i3)| | 1-32 | | 4 e ||l 4 B

:{3\/3—9i+3\/§i2—i3}2:{3\/5—91'—3\/5”}2{—81}2: Lo 1, 1

64 64

221. Rijesite sljedecu jednadibu (po x):
a-(b-x)=b"(a-x".
(a, b € R su realni parametri)

RjeSenje: Kvadriranjem i mnoZenjem dobivamo

a - (b*=2bx + X)) =b*- (@* - 2ax + ¥,
a*b* = 2a*bx + a*x* = a*b* - 2ab’x + b*x*

otkuda slijedi
(@ = bHx* = 2ab(b - a)x = 0,
odnosno
(a=b) -x-[(a+b) x+2ab]=0,
Razlikujemo dva moguca slucaja:
1) a=b>b

U ovom je slucaju prvi faktor na lijevoj strani posljednje jednadZbe jednak nuli, pa je vrijednost cijele lijeve strane
jednaka nuli neovisno o vrijednosti nepoznanice x. Stoga polazna jednadZba ima za rjeSenje svaki realan broj x € R.
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2) a#b

U ovom je slucaju prvi faktor na lijevoj strani posljednje jednadZbe razli¢it od nule. Zato podijelimo cijelu
jednadzbu tim faktorom. Dobit ¢emo jednadzbu:

x-[(a+b) - x+2ab]=0
Odmah vidimo da je jedno rjeSenje te jednadzbe x; = 0. Ako jo§ vrijedi i nejednakost a + b # 0, onda iz
(a+b) -x+2ab=0

dobivamo drugo rjeSenje te jednadzbe: x, =— 2ab

. Ako ta nejednakost ne vrijedi (odnosno, ako je a + b = 0), onda
a+

izraz (a + b) - x + 2ab ne moze biti jednak nuli. Naime, ako bi bilo a + b = 0, slijedilo bi:

0-x+2ab=0,
a otuda je ab = 0. Tako smo dobili sustav
a+b=0
ab=0

koji ima jedinstveno rjeSenje: a = b = 0. No, to znaci da je a = b, a mi smo pretpostavili da je a # b, pa smo dobili
kontradikciju. Zbog toga u slucaju a + b =0, tj. a = —b polazna jednadZba ima samo jedno rjeSenje: x = 0.

Zakljuc¢imo: Ako vrijedi jednakost a = b, rjeSenje polazne jednadzbe je svaki realan broj x € R. Ako vrijede relacije
a #bia=-b, polazna jednadzba ima to¢no jedno rjesenje: x = 0. U svim ostalim slu¢ajevima polazna jednadzba ima
2ab

dvarjeSenja: x; =01 x, =— .
a+b

(s . . . . o 1 . o
222. Napisite neku kvadratnu jednadZbu kojoj su svi koeficijenti cijeli brojevi, a x= ﬁ Jjedno njezino
—1
rjesenje.
RjeSenje: Najprije zapiSimo x u standardnom (algebarskom) obliku:

1 1+i/3 _1+iﬁ_1+iﬁ_1+iﬁ=l+£i

xX= = = =
1-if3  (-if3)A+iV3) 1-3* 143 4 4 4

Sada primijenimo sljedecu tvrdnju:
Tvrdnja: Ako je z € C jedno kompleksno rjesenje kvadratne jednadibe ax* + bx + ¢ = 0 Giji su svi koeficijenti realni

brojevi (tj. a, b, c € R), onda je i broj z rjeSenje iste te jednadzbe.

- 1
U naSem slucaju, to znaci da je rjeSenje traZzene kvadratne jednadzbe i broj x =Z—T3i. Kako svaka kvadratna

jednadzba ima tocno dva (ne nuZno razli¢ita) rjeSenja, moZemo odmah primijeniti Vieteove formule. U tu svrhu
ra¢unamo:

© Bojan Kovaci¢ 112 Tehnicko veleuciliSte — Elektrotehnicki odjel, Zagreb



Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike

- (1 BT BY 1 3, 1 3 4 1
xx=l—+—il||————i|l=——-—i"=—4+—=—=—
16 16 4

pa zakljuéujemo: Koeficijenti kvadratne jednadzbe (oblika x> + px + ¢ = 0) su:
—  koeficijent uz x*: 1 (taj je koeficijent uvijek jednak 1 i ne ovisi o gore izra¢unatim vrijednostima),

—  koeficijent uz x: —% (broj suprotan zbroju rjeSenja jednadZbe)

— slobodni koeficijent: % (broj jednak umnosku rjeSenja jednadzbe)
pa jednadzba glasi:

X —=x+—=0

2 4

No, kako se u zadatku trazi da svi koeficijenti budu cijeli brojevi, preostaje gornju jednadZbu pomnoZiti s nekim
zajednickim viSekratnikom razlomaka koji se pojavljuju u njoj. Najjednostavnije je odabrati viSekratnik 4, odnosno
pomnoziti gornju jednadzbu s 4. Tako konac¢no dobivamo traZenu jednadzbu:

4 -2x+1=0
223. Rijesite sljedeci sustav jednadZzbi:
X +y' =10
x+y=2

RjeSenje: Izrazimo npr. nepoznanicu y iz druge jednadZbe zadanoga sustava:
y=2-x
Uvrstimo dobiveni izraz umjesto y u prvu jednadzbu:
P+ 2-x=10.
Kvadriranjem dobivamo:
X +4—4dx+x =10,
pa sredivanjem i reduciranjem slijedi:
¥ -2x-3=0.

RjeSenja ove kvadratne jednadzbe su x; = —1 i x, = 3. Za x; = —1 dobivamo

yi=2-x=2-(-1)=2+1=3,
a za x, = 3 dobivamo

y2=2—x2=2—3=—1.
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Sva rjeSenja sustava su uredeni parovi (-1, 3) 1 (3, -1).
224. Rijesite jednadZbu:
F+2x)° - (x+ 1)’ =55
Rjesenje: Umanjenik ostavimo nepromijenjen, a umanjitelj kvadriramo. Dobivamo:
O +2x)—x*-2x-1-55=0,
a tu jednadZbu moZemo zapisati u obliku
(% +2x)* = (x> + 2x) — 56 =0.

Uvedimo zamjenu

t=x"+2x
pa dobivamo kvadratnu jednadZbu
£—1-56=0.
Rjesenja ove jednadzbe su ¢, = -7 i t, = 8. Iz t; = -7 vraanjem zamijenjenoga izraza dobivamo novu kvadratnu
jednadzbu
X +2x=-7

koja je ekvivalentna kvadratnoj jednadzbi

X +2x+7=0.

RjeSenja te jednadzbe su x; :—l—i\/g 1 x, :—1+i\/g . Nadalje, iz #, = 8 vracanjem zamijenjenoga izraza
dobivamo kvadratnu jednadZzbu

X +2x=8
koja je ekvivalentna kvadratnoj jednadzbi
X +2x-8=0.
RjeSenja te jednadZbe su x; = —4 i x4 = 2. Stoga polazna jednadZba ima to¢no Cetiri rjeSenja:
X =—1-i6, x,=—1+i6 ,x3=—4ix,=2
225. Rijesite sljedeci sustav jednadzbi:

¥ +y =5
xy=2

RjeSenje: 1z druge jednadzbe sustava zakljucujemo da moraju vrijediti nejednakostix #0iy#0 jerzax=0iliy=0
vrijednost umnos$ka xy mora biti jednaka 0, a ne 2. Stoga drugu jednadzbu sustava smijemo podijeliti s x i dobiti:

2
y==
Y
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Uvrstimo taj izraz umjesto y u prvu jednadZbu sustava:

Ovu jednad?bu pomnoZimo s x°, pa nakon sredivanja dobijemo jednadzbu:
X' -5 +4=0.
Dobili smo bikvadratnu jednadZbu koja se standardno rje§ava zamjenom ¢ = x*. Dakle, stavimo ¢ = x” pa slijedi:
F-5t+4=0

RjeSenja ove kvadratne jednadzbe su t; = 1 i t, = 4. Iz t; = 1 vraanjem zamijenjenoga izraza dobivamo novu
kvadratnu jednadzbu

=1
¢ija su rjesenja x; = —1 i x, = 1. Pripadne vrijednosti nepoznanice y su
2 2
=== —2
N N -1
2 2
Vo =—=—-=2
x, 1

Napokon, iz ¢ = 4 vra¢anjem zamijenjenoga izraza dobivamo kvadratnu jednadZbu
¥ =4

¢ija su rjesenja x3 = —2 i x4 = 2. Pripadne vrijednosti nepoznanice y su

2.2 _
Y3 X, -2
2 2
_—=—=1
Y4 X, 2

Zaklju¢imo: Sva rjeSenja polaznoga sustava su uredeni parovi (-1, -2), (1, 2), (-2, -1) i (2, 1).
226. Rijesite jednadzbu:
x(a+b-x)=cla+b-c)
gdje su a, b, c € R realni parametri.
RjeSenje: Zadanu jednadzbu transformiramo ovako:

x-(@a+b)—x*—cla+b-c)=0,
X=@+b)-x+c-(a+b-¢)=0.

Diskriminanta ove kvadratne jednadZbe jednaka je
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D=(a+by’-4-c-(a+b-c)=(@+by’—4-(a+b)-c+4’=[(a+b)-2c)*=(a+b-2c)

pa su njezina rjeSenja

_a+b—(a+b-2c) a+b-a-b+2c 2c —

1 = —

2 2 2
a+b+(a+b—-2c) a+b+a+b-2c 2a+2b-2c 2-(a+b-c)
Xy = ) = > = > = 2 =a+b-c

Kako nema nikakvih dodatnih uvjeta bilo na realne parametre a, b, c, bilo na nepoznanicu x, dobivena rjesenja su
ujedno i sva rjeSenja polazne jednadzbe.

227. Rastavite na faktore polinom p(x) = (x* — 3x)* = 3(x* — 3x) - 8.
RjeSenje: Rastaviti na faktore neki polinom znaci prikazati ga u obliku umnoska $to viSe razlicitih polinoma Sto
manjega stupnja. Uvedimo zamjenu 7 = x* — 3x. Tada zadani polinom postaje polinom u varijabli r:
pty=1F—-3t-8
Ovaj kvadratni polinom rastavimo u faktore tako da najprije rijeSimo kvadratnu jednadzbu
£-3t-8=0,
dobijemo njezina rjeSenja t; = -2, f, =4, pa zapiSemo:
p)=01+2) (-4
Vrac¢anjem zamijenjenoga izraza dobivamo:
pX)=(*=3x+2)- ("= 3x—4)

Svaki od dobivenih dvaju faktora pokuSajmo dalje rastaviti na nain posve analogan onome koji smo rabili kod
rastava polinoma p(f) = #* — 3¢ — 8. RjeSavanjem kvadratne jednadzbe

X =3x+2=0
dobijemo x; = 1, x, = 2, pa vrijedi rastav:
F-3x+2=(x-1)(x=2),
dok rjeSavanjem kvadratne jednadZbe
¥ -3x-4=0
dobijemo x; = -1, x4 = 4, pa vrijedi rastav:
F¥-3x—4=x+1)(x—4).
Tako je konacno
PO =(=3x+2) - (-3x-H=(x-1)-(x-2) - (x+ 1) (x-4),
Sto, zbog nejednakosti x —4 < x — 1 <x—1 < x + 1 koje vrijede za sve x € R, moZemo pregledno zapisati prema

nacelu "od najmanjega do najvecega':
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P =x-4)-(x=2)- (x—-1)- (x+ D).
228. Rijesite jednadZbu:
=20 - (-1 +1=0
Rjesenje: Umanjenik ostavimo nepromijenjen, a umanjitelj kvadriramo. Dobivamo:
(=20 = +2x-1+1=0,
a tu jednadZbu moZemo zapisati u obliku
(= 2x)7 - (= 2x) =0.

Uvedimo zamjenu

pa dobivamo kvadratnu jednadZbu
RjesSenja ove jednadzbe su f;, = 01t = 1. Iz # = 0 vratanjem zamijenjenoga izraza dobivamo novu kvadratnu
jednadzbu

X¥=2x=0

Rjesenja te jednadzbe su x; = 01 x, = 2. Nadalje, iz #, = 1 vracanjem zamijenjenoga izraza dobivamo kvadratnu
jednadzbu

X¥-2x=1
koja je ekvivalentna kvadratnoj jednadzbi

¥ -2x—1=0.

Rjesenja te jednadzbe su x; =1— V2 i X, =1+ V2. Stoga polazna jednadZba ima to¢no Cetiri rjesenja:

X =0,0=2 x=1-+2 ix,=1++2.
229. Rastavite na faktore polinom p(x) = O+ 02+ 4% +x) - 12.

RjeSenje: Rastaviti na faktore neki polinom znaci prikazati ga u obliku umnoska $to viSe razlicitih polinoma Sto
manjega stupnja. Uvedimo zamjenu 7 = x* + x. Tada zadani polinom postaje polinom u varijabli #:

p(ty=>1+4t—12
Ovaj kvadratni polinom rastavimo u faktore tako da najprije rijeSimo kvadratnu jednadzbu
£+4r-12=0,
dobijemo njezina rjeSenja ¢, = —6, t, = 2, pa zapiSemo:

p)=@1+6) (1-2)
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Vrac¢anjem zamijenjenoga izraza dobivamo:
P =(+x+6)- (X +x-2)

Svaki od dobivenih dvaju faktora pokuSajmo dalje rastaviti na nacin posve analogan onome koji smo rabili kod
rastava polinoma p(f) = #* — 3¢ — 8. RjeSavanjem kvadratne jednadzbe

C+x+6=0

V23

2

+

i ¢ R, pa se taj polinom ne da dalje rastaviti na faktore. RjeSavanjem kvadratne

| =

dobijemo x; , =—

jednadzbe
¥ +x-2=0
dobijemo x; = -2, x4 = 1, pa vrijedi rastav:
PHx-2=x+2) - (x=1).
Tako je konac¢no
PO = +x+6)- (P +x-2)=(x-1)-(x+2)- (> +x+6).

230. Rijesite jednadZbu:

2
x+1 + 2x 29
X x“+1
RjeSenje: Uvedimo zamjenu
_ x2+1
X
Tada je
x 1
P+t
pa dobivamo jednadzbu:
1
t 10°

MnoZenjem te jednadzbe s 10t dobivamo ekvivalentnu jednadzbu
10£ - 29t + 10 =0

y:: D 2. 5 2 . S . . . .
CijasurjeSenja f; =— 1 t, =—.Iz ; =— vracanjem zamijenjenoga izraza dobivamo novu kvadratnu jednadzbu
5 2 5

x2+1_
X

2
5
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koja mnoZenjem s 5x prelazi u ekvivalentnu jednadzbu

52 -2x+5=0.

206 .. 1 2J6
5

11 X»=—++
5 275

Rjesenja te jednadzbe su x; =§— i. Nadalje, iz ¢, =%vraéanjem zamijenjenoga izraza

dobivamo kvadratnu jednadZzbu

x“+1

|

koja mnoZenjem s 2x prelazi u ekvivalentnu jednadZzbu

233 - 5x+2=0.

Rjesenja te jednadZbe su x4 :% i x, = 2. Pogledajmo jesu li sva Cetiri dobivena rjeSenja ujedno i rjeSenja polazne

jednadzbe. Uvjeti na x sux # 0 i x> + 1 # 0, a lako se vidi da sva Cetiri dobivena rjeSenja uistinu zadovoljavaju te
uvjete. Stoga mozemo zakljuciti da polazna jednadzba ima tocno Cetiri rjeSenja:

1 246 . 1 2v6 . 1.
X =—— i, X, +—i, x3=— 1 xy=2.
5 5 5 5 2

231. Odredite prirodan broj x iz jednakosti:
1+2+3+...+x=1326

RjeSenje: Lijeva strana jednadzbe je zbroj prvih x ¢lanova aritmetickoga niza 1, 2, 3, ... . U rjeSenju zadatka 204.
ve¢ smo vidjeli da se taj zbroj ratuna prema formuli

S

X
=—-(a+a
x 2 ( 1 x)

U ovu formulu uvrstimo S, = 1326, a; = 1 i a, = x. Dobivamo jednadZbu:
1326 =2 (1+ %)
2
koja mnoZenjem s 2 prelazi u ekvivalentnu jednadzbu

X +x-2652=0.

Rjesenja te jednadzbe su x; = =52, x, = 51. Prvo rjeSenje ne dolazi u obzir jer x mora biti prirodan broj, pa je jedino
rjeSenje zadatka x = 51.

232. Odredite realne brojeve x i y iz sljedece jednakosti:
(2x —yi) - (x + 2yi) =4 + 3i.
RjeSenje: MnoZenjem faktora na lijevoj strani zadane jednakosti dobivamo:

2x% — xyi + dxyi — 2y°* = 4 + 3i,
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otkuda je
QX" +2y") + Bxy) - i =4 + 3i.

Izjednacavanjem realnih, odnosno imaginarnih dijelova dobivamo sljede¢i sustav od dvije jednadzbe s dvije
nepoznanice:

20 +2y" =4
3xy=3

koji je ekvivalentan sustavu

X¥+y'=2
xy=1

Zbog jednakosti xy = 1 zakljucujemo da niti x niti y nisu jednaki nuli (u suprotnom bi umnozak xy morao biti jednak
nuli), pa iz te jednakosti izrazimo npr. nepoznanicu y pomocu x:

1
y==
X
UvrStavanjem toga izraza umjesto y u prvu jednadzbu dobijemo:
2
X+ (1] =2
X

x2+L2=2
X

otkuda mnoZenjem s x* dobivamo bikvadratnu jednadZbu
-2 41=0

koja je ekvivalentna jednadzbi
a ova, pak, jednadzbi

jer je 0 jedini broj koji pomnoZen sam sobom daje 0. Sada iz jednadzbe
X¥-1=0
lako nalazimo x; = —1 i x, = 1 pa su pripadne vrijednosti nepoznanice y

11 1 1
N P Y2 n 1

Stoga su rjeSenje zadatka dva uredena para realnih brojeva: (-1, 1) i (1, 1).

233. Rijesite jednadZbu:
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(S S
x(x+2) (x+D> 12

RjeSenje: ZapisSimo zadanu jednadZbu u sljede¢em obliku:

1 1 1

x> +2x x2+2x+1_ﬁ_

Uvedimo zamjenu:
r=x"+2x.
Tada je

F+2x+1=1+1
pa dobivamo jednadzbu:

koja mnoZenjem s 12 - ¢ - (¢ + 1) prelazi u ekvivalentnu jednadZzbu
12+ 1) - 12t -1t + 1) =0,
a ova, nakon mnoZenja i reduciranja, u jednadzbu
£f+t-12=0.

Rjesenja ove jednadzbe su #; = -4 i t, = 3. Iz t; = —4 vracanjem zamijenjenoga izraza dobivamo novu kvadratnu
jednadzbu

P +2x=-4
koja je ekvivalentna jednadzbi

X +2x+4=0.

RjeSenja te jednadZzbe su x, =—1-iV3 i Xy =—1+i3. Iz t, = 3 vracanjem zamijenjenoga izraza dobivamo
kvadratnu jednadzbu

X +2x=3
koja je ekvivalentna jednadzbi
X +2x-3=0.

Rjesenja ove jednadZzbe su x; = -3 i x4 = 1. Pogledajmo jesu li sva Cetiri dobivena rjeSenja ujedno i rjeSenja polazne
jednadzbe. Uvjeti na x su

X+ 2x#0
(x+1)P=x"+2x+1%0

Za sva Cetiri dobivena rjeSenja vrijede relacije
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X +2xe {-4,3)}
X4+2x+1e {-3,4}
pa ona zadovoljavaju oba navedena uvjeta na x. Stoga moZemo zakljuciti da su sva rjeSenja polazne jednadzbe
x =—1—if3, x, =—1+iV3, x3=3ix=1.
234. Rijesite jednadzbu:
F+x-2)- C+x-3)=12

Rjesenje: Uvedimo zamjenu

r=x"+x-2.
Tada je

XHx-3=x"+x-2)-1=1-1.

IzvrSimo te zamjene u polaznoj jednadzbi pa dobijemo:

t-(t-1)=12,
a ta jednadzba, nakon provedena mnoZenja i sredivanja, prelazi u ekvivalentnu jednadzbu

£—1-12=0.

RjeSenja ove jednadzbe su t; = -3 i t, = 4. 1z ; = -3 vra¢anjem zamijenjenoga izraza dobivamo novu kvadratnu
jednadzbu

Y+x—2=-3
koja je ekvivalentna jednadzbi

C+x+1=0.

1 V3., 1 3

Rjesenja te jednadzbe su x; =—E—71 1 X, =—§+7i . Iz t, = 4 vracanjem zamijenjenoga izraza dobivamo

kvadratnu jednadzbu

Xrx-2=4
koja je ekvivalentna jednadzbi

Y +x-6=0.

RjeSenja ove jednadzbe su x; = -3 i x4, = 2. Kako nema nikakvih uvjeta na rjeSenje x polazne jednadZbe,
zakljucujemo da polazna jednadZba ima to¢no Cetiri rjesenja:

1 3. 1 3

Xy =————1, Xy =——+—1,x3=—31x4=2.
1 s N2 s A3 4
2 2

235. Rastavite na faktore polinom p(x) = (x> — 2x)* = 2(x* — 2x) - 3.
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RjeSenje: Rastaviti na faktore neki polinom znaci prikazati ga u obliku umnoska Sto viSe razli¢itih polinoma Sto
manjega stupnja. Uvedimo zamjenu 7 = x* — 2x. Tada zadani polinom postaje polinom u varijabli r:

p=F-2t-3
Ovaj kvadratni polinom rastavimo u faktore tako da najprije rijeSimo kvadratnu jednadzbu
£-2t-3=0,
dobijemo njezina rjeSenja t; = —1, #, = 3, pa zapiSemo:
p)y=@+1)-(-3)
Vrac¢anjem zamijenjenoga izraza dobivamo:
p)=(*=2x+1)- (" —2x-3)

Svaki od dobivenih dvaju faktora pokuSajmo dalje rastaviti na nain posve analogan onome koji smo rabili kod
rastava polinoma p(f) = #* — 3¢ — 8. RjeSavanjem kvadratne jednadzbe

X¥-2x+1=0
dobijemo x; = x, = 1, pa vrijedi rastav:
-2x+1=(x-17%
dok rjeSavanjem kvadratne jednadZbe
¥ -2x-3=0
dobijemo x; = -1, x4 = 3, pa vrijedi rastav:
F=2x-3=(x+1)(x=3).
Tako je konac¢no
P =" =2x+1)- (P =2x=3)=(x=3)- (x=1)*- (x+ 1).
236. Rijesite jednadzbu:
&+ 20— (x+ 1)* =5
RjeSenje: Umanjenik ostavimo nepromijenjen, a umanjitelj kvadriramo. Dobivamo:
(P +2x)—x*-2x-1-5=0,
a tu jednadZbu moZemo zapisati u obliku
o+ 207 = (x> +2x) -6 =0.
Uvedimo zamjenu
t=x"+2x

pa dobivamo kvadratnu jednadZbu
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F—t-6=0.
RjeSenja ove jednadzbe su t; = -2 i t, = 3. Iz #; = =2 vratanjem zamijenjenoga izraza dobivamo novu kvadratnu
jednadzbu

X +2x=-2

koja je ekvivalentna jednadzbi
X +2x+2=0.

RjeSenja te jednadZzbe su x; = -1 —ii x, = —1 + i. Nadalje, iz , = 3 vraanjem zamijenjenoga izraza dobivamo
kvadratnu jednadzbu

¥ +2x=3
koja je ekvivalentna kvadratnoj jednadzbi
X +2x-3=0.
Rjesenja te jednadzbe su x; = -3 i x, = 1. Stoga polazna jednadZba ima to¢no Cetiri rjeSenja:
xi==l1—-i, x,==1+1i, x3=-31 x4=1.

237. Za koje je vrijednosti realnoga parametra p € R jedno rjesenje jednadibe

(p—x)"=px(p +x)
Jednako nuli?
Rjesenje: Uvrstimo li x = 0 u zadanu jednadzbu, dobijemo:
=0y =p-0-(p+0),
odnosno
p =0,
a odatle je p = 0. Dakle, jedno rjeSenje zadane jednadzbge je jednako nuli ako i samo ako je p = 0.

238. Za koju su vrijednost realnoga parametra p € R rjesSenja jednadzbe

P+ =x(p-w)
medusobno suprotni brojevi?
RjeSenje: Najprije svedimo zadanu jednadZzbu na standardni oblik
X +ax+b=0.
Kvadriranjem na lijevoj strani i mnoZenjem na desnoj strani polazne jednadzbe dobivamo:
PP+ 2+ 1) =px—x°,
pa je sredivanjem
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P*+ Dx* + (2p* - px+p* =0,
odnosno dijeljenjem s (p* + 1)

2 2
2,20 7P P

X
p2+1 p2+1

U zadatku se trazi da rjeSenja jednadZbe budu medusobno suprotni brojevi. Taj je uvjet ekvivalentan uvjetu da zbroj
rjeSenja zadane kvadratne jednadZbe bude jednak nuli. Prema Vieteovim formulama, zbroj rjesSenja jednadZbe

2 2
S b S

X
p2+1 p2+1

2 2
jednak je —2172—117 , odnosno % . Budu¢i da Zelimo da taj zbroj bude jednak nuli, mora vrijediti jednakost:
p -+ p -+
r-2p" _,
> =
p-+1

Vrijednost nekoga razlomka jednaka je nuli ako i samo ako je brojnika toga razlomka jednak nuli, a nazivnik razlicit

p-2p°
2

od nule. Izjednacavanjem brojnika razlomka "
p-+

s nulom dobivamo kvadratnu jednadzbu:
p-2p=0
Cijasurjesenjap; =01ip, = % . Kako nema nikakvih dodatnih uvjeta na parametar p, to su p; =01 p, = % ujedno i
rjeSenja postavljenoga zadatka.
239. Odredite sva realna rjesenja jednadzbe
x-IxI-5x+4=0.
Rjesenje: Razlikovat ¢emo dva slucaja:
1)x=0
U ovome je slu€aju Ixl = x pa dobivamo kvadratnu jednadZbu
X —5x+4=0
Njezina su rjeSenja x; = 1 i x, = 4. Kako oba zadovoljavaju uvjet x > 0, to su ujedno i rjeSenja polazne jednadzbe.
2)x<0
U ovome je slu¢aju lxl = —x pa dobivamo kvadratnu jednadzbu

A —5x+4=0
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5 41, 5\/_1

¢ija su rjesenja x5 = _E_T X4 = —E —— . No, uvjet x < 0 zadovoljava jedino rjeSenje x; jer je realan broj x,

strogo veci od nule.

5 41

Zaklju¢imo: Sva realna rjeSenja polazne jednadzbe sux; =1, x, =41 x;3 = T

240. Skratite razlomak:

4x* -9
6x>+5x—6

RjeSenje: I brojnik i nazivnik moZemo rastaviti u faktore na isti nacin kao i kvadratne polinome u zadatku 235., no,
postoji brZi i jednostavniji nacin. Brojnik rastavimo primjenom formule za razliku kvadrata:

4x* -9 = (2%)* = 37 = (2x - 3)(2x + 3),
a nazivnik na sljede¢i nacin:
66X +5x—6=6x"+9x—4x-6=3x-2x+3)-2-2x+3)=2x+3) - Bx-2).

Stoga je

4x* -9 (2x-3)2x+3) 2x-3
6x>+5x—6 (2x+3)(3x—-2) 3x-2°

241. Odredite sva realna rjesenja jednadzbe
X+ 3x+ I+ 31=0.
RjeSenje: Razlikovat ¢emo dva slucaja:
1)x+3=0
U ovome je slucaju lx + 31 = x + 3 pa dobivamo jednadzbu:

X +3x+x+3=0,

odnosno jednadZbu
X +4x+3=0.
Rjesenja ove jednadzbe su x; = -3 i x, = —1. Kako oba zadovoljavaju uvjet x + 3 = 0, to su ujedno i rjeSenja polazne
jednadzbe.
2) x+3<0

U ovome je slucaju Ix + 31 = —(x + 3) = —x — 3 pa dobivamo jednadzbu:
X +3x-x-3=0,
odnosno jednadZzbu
X +2x-3=0.
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Rjesenja ove jednadzbe su x; = -3 i x, = 1. No, uvjet x + 3 < 0 zadovoljava jedino rjeSenje x; jer za rjeSenje x4 = 1
vrijedi nejednakost x, +3=1+3=4>0.

Zaklju¢imo: Sva realna rjeSenja polazne jednadzbe su x; =-3ix, = 1.

242. Skratite razlomak:

6x>-5x-6
9x% -4

Rjesenje: I brojnik i nazivnik moZemo rastaviti u faktore na isti nacin kao i kvadratne polinome u zadatku 235., no,
postoji brZi i jednostavniji nacin. Nazivnik rastavimo primjenom formule za razliku kvadrata:

0’ —4=03x)?-22=Bx-2)(3x + 2),
a brojnik na sljede¢i nacin:
6 —5x—6=6X"-9x+4x-6=3x-2x-3)+2-2x-3)=2x-3) - Bx +2).

Stoga je

6x* —5x—6 (2x—-3)(3x+2) 2x-3
9x> -4  (3x-2)(3x+2) 3x-2°

243. Zadana je kvadratna jednadzba
2 +x+1=0.

Napisite neku kvadratnu jednadZbu cije je jedno rjesSenje jednako zbroju kvadrata, a drugo zbroju kubova
rjeSenja zadane jednadZbe.

Rjesenje: Odredimo najprije zbroj i umnozak rjeSenja zadane jednadzbe. Podijelimo je s 2:

x2+lx+l=0
2 2

pa ocitajmo:

1

XX, = !
=5
Oznacimo rjeSenja traZzene kvadratne jednadzbe s y, i y,. Tada imamo:

2
2 2 2 1 1 1 3
=x+x =0 +x) =20 xp)=|-=| -2-—=—-1=——
yi=x Xy =+ x)" =2(x - xp) ( 5 573 2

3
1 1 1 1 3 —-1+46 5
Y2 :x13+x§ =(x1+x2)3—3-(x1~x2)-(xl+x2)=(—5] —3~—~(—5]:——+—: =
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Zbroj i umnoZak rjeSenja y; i y, jednaki su

sl 3.5 645 _ 1
NFR= Ty R 8

o [3)3 15
NNRETY R T T

Stoga kvadratna jednadzba (s nepoznanicom y) kojoj su rjeSenja y; i y,, a koeficijent uz y* jednak 1, glasi:

, 115
+—y—-——=0.
YTV Ty

MnoZenjem s 32 dobivamo kvadratnu jednadzbu s cjelobrojnim koeficijentima:
32y* +4y—15=0.
244. Rijesite sljedeci sustav jednadZbi u skupu R:

x3+y3=1
xy-(x+y)=2

Rjesenje: Kako je
X4y = (e+y) =30y -3t = (b y) = 3ay - (4 ),
to je polazni sustav ekvivalentan sustavu

(x+yP =3xy-(x+y)=2
xy-(x+y)=2

Uvrstavanjem druge jednadZzbe sustava u prvu dobivamo:
(x+y)P-3-2=2,
otkuda je

(x+y)’=8

x+y=2

(ostala dva treca korijena iz 8 su kompleksni brojevi koje zanemarujemo jer traZimo realna rjeSenja polaznoga
sustava). Dobivenu jednakost uvrstimo u drugu jednadZbu polaznoga sustava pa dobijemo

xy-2=2,
odnosno
xy=1.
Tako smo dobili sljede¢i sustav jednadzbi ekvivalentan polaznom:

x+y=2
xy=1
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Prema Vieteovim formulama slijedi da su x i y rjeSenja kvadratne jednadZzbe

£-2t+1=0,
odnosno jednadZbe
(t-17°=0,
odnosno jednadZbe
t—-1=0.

Jedino rjeSenje posljednje jednadzbe jest r = 1. Odatle zakljucujemo da je jedino realno rjeSenje polaznoga sustava
x=y=1, tj. uredeni par (1, 1).

245, Rijesite jednadZbu:
@ -x+1) (*-x+3)=15
RjeSenje: Uvedimo zamjenu
r=x"—x+1.
Tada je
F—x+3=(-x+D+2=1+2.

IzvrSimo te zamjene u polaznoj jednadzbi pa dobijemo:

t-(t+2)=15,
a ta jednadzba, nakon provedena mnozenja i sredivanja, prelazi u ekvivalentnu jednadzbu

£+2t-15=0.

RjeSenja ove jednadzbe su t; = =5 i t, = 3. Iz #; = -5 vra¢anjem zamijenjenoga izraza dobivamo novu kvadratnu
jednadzbu

X-x+1=-5

koja je ekvivalentna jednadzbi

X-x+6=0.

J23 |

11 X, =—++
2 )

S . Y 1 . o _ . .
Rjesenja te jednadZbe su x; =§— i.lIz t, = 3 vratanjem zamijenjenoga izraza dobivamo

kvadratnu jednadZbu
¥-x+1=3
koja je ekvivalentna jednadzbi

X-x-2=0.
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RjeSenja ove jednadzbe su x; = —1 i x4, = 2. Kako nema nikakvih uvjeta na rjeSenje x polazne jednadZbe,
zakljucujemo da polazna jednadZba ima to¢no Cetiri rjeSenja:

246. Rijesite jednadzbu:
(@ - b —dabx=a’ - b’
RjeSenje: Zapisimo zadanu jednadzbu u standardnom obliku:
(@ = bHx* = dabx — (@* = b*) = 0.
Njezina je diskriminanta jednaka

D = 16a°b* + 4(a” — b*)* = 4[4d°b* + (d* — b*)*] = 4[4d*D* + a* - 2a°D” + b*] = 4[a* + 24°b” + b*] = 4(d* + b*),

pa imamo:
. _dab—\4@’ +b")’ dab-2(a’+b) 2ab-a’ b’ _ a’-2ab+b’ _ (a=b)’ _ a-b_b-a
: 2a* -b?) 2a® -b?) a’—b? a’ - b (a—b)Ya+b) a+b a+b
L _dab+4a+b*)  dab+2a’+b%) _2ab+a’+b? _a’+2ab+b _ (a+b)’ _a+b
: 2a®-b?) 2a® -b?) a’—p? > —p>  (a-b)a+b) a-b

247. Rijesite sljedeci sustav jednadZbi:

X4y =65
x+y=3

RjeSenje: Izrazimo npr. y iz druge jednadzbe zadanoga sustava:
y=3-x

pa uvrstimo dobiveni izraz umjesto y u prvu jednadZbu sustava:

F¥+(3-x7=6.5.
Kvadriranjem i sredivanjem dobivamo kvadratnu jednadZbu

2x° —6x+25=0.
Njezina su rjeSenja x; = 0.5 i x, = 2.5. Pripadne vrijednosti nepoznanice y su:

y1=3-x=3-05=251 y,=3-x=3-25=05

Stoga zadani sustav ima dva rjeSenja: (0.5, 2.5) 1 (2.5, 0.5).

248. Rijesite jednadzbu:

(o —4x)’ +(x-2) =16
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Rjesenje: Umanjenik ostavimo nepromijenjen, a umanjitelj kvadriramo. Dobivamo:
(P =)’ +xX—4x+4-16=0,
a tu jednadZbu moZemo zapisati u obliku
(F—4x)’ + (*—4x)-12=0.
Uvedimo zamjenu
t=x —dx

pa dobivamo kvadratnu jednadZbu
£+t-12=0.

RjeSenja ove jednadzbe su t;, = -4 it, = 3. Iz #;, = —4 vratanjem zamijenjenoga izraza dobivamo novu kvadratnu
jednadzbu

X —dx=-4
koja je ekvivalentna jednadzbi
X —4dx+4=0.

Jedino rjeSenje te jednadzbe je x; = 2. Nadalje, iz , = 3 vra¢anjem zamijenjenoga izraza dobivamo kvadratnu
jednadzbu

X —dx=3
koja je ekvivalentna kvadratnoj jednadzbi

¥ —4x-3=0.

Rjesenja te jednadZbe su x, =2 — V7 X3 =2+ V7. Stoga polazna jednadzba ima toc¢no tri razlicita rjeSenja:

x1:2, Xy :2_\/7 1 X3 :2"1‘\/7.
249. Rijesite sljedeci sustav jednadzbi:

X +y =625
xy =73

RjeSenje: Zbog xy = 3, vrijednost niti jedne od nepoznanica ne moZe biti jednaka nuli (u suprotnom bi vrijednost

umnoska xy morala biti jednaka nuli). Izrazimo npr. y iz druge jednadZbe zadanoga sustava podijelivsi tu jednadzbu
s X

y==
X

pa uvrstimo dobiveni izraz umjesto y u prvu jednadZbu sustava:

2
Pt [ij — 6.5,
X
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X+ %: 6.25
X

MnoZenjem ove jednadzbe s x> dobivamo bikvadratnu jednadZbu
X' -6.257 +9=0.

Rijesimo je uvodenjem standardne zamjene

pa dobivamo:
£-625t+9=0.
Rjesenja ove kvadratne jednadzbe su ¢, =2.25 i t, = 4. Iz t; = 2.25 vra¢anjem zamijenjenoga izraza dobivamo:
X’ =2.25,

otkuda slijedi x; =—1.5 i x, = 1.5. Pripadne vrijednosti nepoznanice y su:

3 3
e — —2
N T o5 1s
3 3 3
y2 —_—— = 2
x, 15 15
Nadalje, iz ¢ = 4 vra¢anjem zamijenjenoga izraza dobivamo:
= 4,
otkuda slijedi x3 = -2 i x4, = 2. Pripadne vrijednosti nepoznanice y su:
o3 3 3
3 3
—===15
Ya x, 2

Dakle, zadani sustav ima ukupno cetiri rjesenja: (—1.5, -2), (1.5, 2), (-2, 1.5)1 (2, 1.5).
250. Odredite nultocke kvadratne funkcije f(x) = ax* + bx + ¢ ako je fi=2) =4, (1) =2 i A0)=-2.
Rjesenje: U izraz f{x) = ax’ + bx + ¢ uvrstimo redom x = —2,x=01x=1. Dobivamo:
f2)=a - (=2*+b- () +c
f0)=a- 0V +b-(0)+c
fMy=a- 1Y +b- (1) +c
Kako je (-2) =4, f(1) =-21 f(0) = -2, uvrstavanjem dobivamo:
4a-2b+c=4

c=-2
a+b+c=-2
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Iz druge jednadZbe je ¢ = -2, $to uvrSteno u prvu i tre¢u jednadzbu sustava daje:

4a-2b-2=4
a+b-2=-2
otkuda se sredivanjem dobiva
2a-b=3
a+b=0
Zbrajanjem tih jednadzbi dobije se
3a=3

pajea=1.Potomiz a + b =0slijedi b =—a =-1. Prema tome, kvadratna funkcija glasi:
f)=1-x+(=1) x+(-2),
odnosno
fx)=x"—x-2.
Njezine nultocke dobijemo tako da izraz po kojemu racunamo funkciju f(x) izjedna¢imo s nulom:
X¥-x-2=0
RjeSenja te kvadratne jednadzbe su x; = —1 i x, = 2, i to su traZene nultocke.

251. Rijesite nejednadZbu:

x5
¥ +2x+1

RjeSenje: Zadanu nejednadZbu najprije transformirajmo na sljede¢i nacin:

_x+3
X2 +2x+1
x+3

x+3-(x*+2x+1)

>0
X2 +2x+1

2
x+3—-x"-2x-1 >0

¥ +2x+1

2
—x"=x+2 >0
2 +2x+1
—xP—x+2

>0
(x+1)?

Primijetimo da je nazivnik posljednjega razlomka uvijek nenegativan (jednak nuli ili strogo ve¢i od nje), pa je jedini
zahtjev na izraz u njemu taj da navedeni izraz ne smije biti jednak nuli. Da bi vrijednost cijeloga razlomka bila
nenegativna, i brojnik mora biti nenegativan. Stoga dobivamo sustav:
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X —x+220
(x+1*%0

Prva nejednadZba je kvadratna nejednadZba Cije je rjeSenje x € [-2, 1] (nultocke pripadne kvadratne funkcije su
x; =-21x, =1, anjezin je graf parabola okrenuta prema dolje, pa funkcija poprima nenegativne vrijednosti za x —
eve koji se nalaze izmedu njezinih nultocaka). Iz druge nejednakosti slijedi x # —1. Presjek dobivenih skupova jest
skup [-2, 1]\ {1}, i to je skup svih rjeSenja zadane nejednadzbe.

252. Rijesite nejednadZbu:

2
X
>
2_1

2x—x

RjeSenje: Zadanu nejednadZbu najprije transformirajmo na sljedeci nacin:

Razlikujemo dva slucaja:

1) X-x20
2% —x*>0

Rjesavanjem prve kvadratne nejednadzbe dobivamo x € (—eo, 0] U [1, +o0), a druge x € (0, 2). Presjek tih skupova
jest poluzatvoreni interval [1, 2).

2) X¥-x<0
2x—x*<0

Rjesavanjem prve kvadratne nejednadzbe dobivamo x € [0, 1], a druge x € (—eo, 0) U (2, +0). Presjek tih skupova
jest prazan skup <.

Stoga je skup svih rjeSenja zadane jednadzbe poluzatvoreni interval [1, 2).

253. Rijesite nejednadZbu:

Lzzl
x2 +3x+2

RjeSenje: Zadanu nejednadZbu najprije transformirajmo na sljede¢i nacin:
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Lzzl
X2 +3x+2
o x+2
X2 +3x+2
2
x+2—-(x"+3x+2) >0
¥ +3x+2
2
x+2—x —3x—220
22 +3x+2

120

—x?-2x
x> +3x+2
X +2x
X 43x+2

>0  /:(-1)

Razlikujemo dva slucaja:

1) X+2x <0
X +3x+2>0

RjeSavanjem prve kvadratne nejednadzbe dobivamo x € [-2, 0], a druge x € (—oo, —2) U (1, +o0). Presjek tih
skupova jest skup (-1, 0].

2) X4+2x 20
X +3x+2<0

RjeSavanjem prve kvadratne nejednadzbe dobivamo x € (oo, —2] U [0, +o0), a druge x € (-2, —1). Presjek tih
skupova jest prazan skup <.

Stoga je skup svih rjeSenja zadane jednadzbe poluotvoreni interval (—1, 0].

254. Broj -2 dvostruki je korijen polinoma drugoga stupnja, a vrijednost polinoma u tocki x = 0 iznosi 2.
Odredite taj polinom.

RjeSenje: To Sto je (—2) dvostruki korijen polinoma drugoga stupnja znaci da taj polinom moZemo zapisati u obliku
p)=a-(x+2),

gdje je a € R realni parametar. Vrijednost parametra a odredit ¢emo iz ¢injenice da vrijednost polinoma u toc¢ki x =0
iznosi 2, §to znaci da je p(0) = 2. Uvrstimo li x = 0 u jednakost

p)=a- (x+2),
dobit ¢emo:
p(0)=a-(0+2),

otkuda je, zbog p(0) =2,

tejea= % . Tako kona¢no imamo:
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p) = — - (x+2)°,

p(X)= — - (X7 +4x+4),

_ N = N =

p(x) =5 24 2x+2.

255. Opseg pravokutnoga trokuta jednak je 20 cm, a jedan je njegov Siljasti kut 5 puta veci od drugoga.
Izracunajte povrsinu toga trokuta.

Rjesenje: Neka su standardno a i b duljine kateta toga trokuta, ot i § redom tim katetama nasuprotni kutovi, a ¢
duljina hipotenuze toga trokuta. Zbroj dvaju $iljastih kutova u pravokutnom trokutu jednak je 90°, §to znaci da
vrijedi jednakost

o+ =90°.

No, u zadatku je navedeno da je jedan Siljasti kut 5 puta ve¢i od drugoga. Bez smanjenja opcenitosti moZemo
pretpostaviti da je kut a 5 puta veci od kuta 3, §to moZemo zapisati kao:

oa=5-B
Kad tu jednakost uvrstimo u jednakost
o+ p=90°,
dobivamo linearnu jednadZbu s jednom nepoznanicom:
5-B+B =90°,

otkuda je = 15°. Nadalje, iz

sin/)’zé, cosﬂzﬂ
c c
slijedi

b=c-sinp,
a=c-cosP

Uvrstimo te izraze u izraz za opseg O zadanoga trokuta:
O=a+b+c
pa dobijemo:
O=c-cosP+c-sinf+ec,
otkuda je

C_#
1+sin f+cos S

Tako sada imamo:
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leab
2
1
E (c-cos B)-(c-sin )
P= % -(cos B -sin )
P= l 2 .sin(28)
4
2
P:l 0 5 -sin(2 %)
4 (1+sin B +cos f)
2
P=l 5 5 0 -sin(2 )
4 1+4sin” S+cos” S+ 2sin f+2cos f+2sin Scos [
2
- 9 —_sin(2f)
4 1+1+2sin f+2cos f+sin(2f)
2
Pt O g
4 2+2sin f+2cos f+sin(2f)
2
O inep)
4 2+2-(sin f+cos f)+sin(2f)
2
P=l- 0 -sin(2 )
4 2+2-42-cos(45°— B) +sin(2B)
U taj izraz uvrstimo O = 20 cm i = 15°, pa dobijemo:
p=l. 400 sin(2-15°)
4 24242 cos(45° —15°) +sin(2-15°%)
pP= L 400 -sin(30°)
4 242-4/2-c0s(30°) +sin(30°)
P:% 400\/_ l
24223412
2
pl w0
8 2+\/g+E
_1 800
8 4+26+1
100 100-(5-26) _ 100-(5-246)

T5+206 G+2de)s+2fe)  25-24
P=100-(5-26)= [10-(6—\/5)]2 cm?
ili priblizno
P = 10.1020514433643803605431850588217 cm’.
256. Zbroj duljina kateta pravokutnoga trokuta iznosi 13 cm, a povrsina trokuta 20 cm’. Izracunajte

kutove toga trokuta.
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Rjesenje: Standardno pretpostavimo da su duljine kateta trokuta a i b, te da su njima nasuprotni kutovi redom o i f.
Podatake iskazane u zadatku moZemo zapisati u obliku sljedec¢ih jednakosti:
a+b=13

ab _

=20
2

odnosno,

a+b=13
ab =40

Prema Vieteovim formulama slijedi da su duljine kateta rjeSenja kvadratne jednadZbe
£~ 13t+40=0.

RjeSavanjem dobijemo #; =5, 1, =8 paje a =5 cm i b = 8 cm (ili obrnuto). Koriste¢i funkciju tangens izraCunavamo
veli¢inu kuta o

ga=2

b

wa=2

8
a=arctg§
8

o =32.0053832080834955607906457504047°

o =32°19"
Tako je
B=90°-aq,
B =90°-32°19"
B =57°59'41".

Prema tome, kutovi zadanoga trokuta su 90°, 57°59'41" 1 32°18".

257. U kruznicu polumjera 30 cm upisan je jednakokracan trokut Ciji je kut uz osnovicu jednak 50°.
Kolika je povrsina toga trokuta?

RjeSenje: Zadanu kruznicu mozemo shvatiti kao kruznicu opisanu jednakokraénom trokutu ¢iju povrSinu trazimo.
Njezin je polumjer, dakle, R = 30 cm. Kut koji zatvaraju krakovi trokuta jednak je

o= 180° - (50° + 50°) = 80°

Tako iz relacije

2R =

sin o
dobijemo

a=2Rsin o,
a = 60 sin 80°
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Povucimo iz vrha A nasuprot osnovici a visinu na osnovicu BC i neka je N noZiste te osnovice. Trokut BNA (ili CAN,
svejedno) je pravokutan. Vrh N je vrh pravoga kuta, kut kod vrha B jednak je 50°, a duljina stranice BN jednaka je

| BN |=%=30 sin 80°

Stoga je duljina v visine AN jednaka

v =IANI=BNI tg 50°
v =30 sin 80° tg 50°

pa je traZena povrsina trokuta jednaka

P=—av
2

P= % -60sin 80° - 30sin 80°tg50°
P =900-sin* 80°- tg50°
P =1040,23604220753818329991354873759 cm?
258. Odpredite kutove pravokutnoga trokuta kojemu je hipotenuza trostruko dulja od jedne katete.

RjeSenje: Podatak da je hipotenuza ¢ pravokutnoga trokuta trostruko dulja od jedne katete (bez smanjenja
opcenitosti moZemo pretpostaviti da je to kateta a) zapiSimo u obliku jednakosti:

c=3a.
1z te je jednakosti

a—

1

3

No, prema definiciji trigonometrijskih funkcija pravokutnoga trokuta, omjer a jednak je sinusu kuta nasuprot kateti
¢

a. Oznacimo li taj kut s o, posljednju jednakost moZemo zapisati u obliku:

. 1
sina=—
3
Odavde je
o =19.4712206344906913692459993399624°,
odnosno
o =19°28'16".
Drugi $iljasti kut toga trokuta iznosi
B=90°-a
B =90°-19°28'16"
B =60°31'44"
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Dakle, trazeni kutovi su 90°, 60°31'44" i 19°28'16".
259. Obodni kut nad tetivom kruZnice Ciji je polumjer 3 cm iznosi 40°. Izracunajte duljinu te tetive.
Rjesenje: Neka je S srediSte kruznice. Oznacimo tu tetivu s AB, njezin sredi$nji kut s o, a njezin obodni kut s f.

Trokut ABS je jednakokracan. Duljine njegovih krakova jednake su polumjeru kruznice, a traZena duljina tetive
jednaka je duljini njegove osnovice. Iz srediSta S povucimo okomicu na tetivu i neka je N noZiste te okomice. Trokut

ANS (ili NBS, svejedno) je pravokutan. Kut pri vrhu S toga trokuta jednak je %, duljina njegove katete AN jednaka

je polovici traZene duljine tetive, a duljina njegove hipotenuze AS jednaka je polumjeru kruZnice. Kako je
IANI = 1ASI sin <
2
slijedi da je

IABI =2 - 1ANI
IABI =2 - IAS! - sin %

No, prema poucku o obodnom i sredisnjem kutu nad istom tetivom, obodni je kut jednak polovici srediSnjega, Sto
znaci da vrijedi

=
1
R

Tako konaéno imamo:
|ABI=2 - 1AS] - sin B,
pa uvrStavanjem lAS| = » =3 cm, § = 40°, dobivamo:

|ABI = 3,85672565811923595793586045944358 cm.

260. Zadana je kruznica sa sredistem u tocki S i polumjerom r =9 cm. Njezina tetiva AB duljine 92 cm
podijeljena je tockama M i N na tri sukladna dijela. Izracunajte kut ZMSN.

Rjesenje: Bez smanjenja opcenitosti moZzemo pretpostaviti da je M tocka na tetivi AB bliza tocki A, a N toc¢ka na toj
tetivi bliza toc¢ki B. Uocimo da je trokut ABS jednakokraCan pravokutan trokut s pravim kutom pri vrhu S. Naime,
vrijedi:

IASF + IBSP = 9° + 9° = 81 + 81 = 162 = |ABF".

Zbog toga su kutovi pri vrhovima A i B jednaki 45°. Promotrimo trokute MAS i BNS. Budu¢i da tocke M i N dijele
tetivu AB na tri sukladna dijela, vrijedi:

IAMI = IMN| = INBI = %-9\/5 =342 cm.

Nadalje, IASI = IBSI = r =9 cm, te ZSAM = ZSBN = 45°. ZakljuCujemo da se trokutovi MAS i BNS podudaraju u
dvije stranice i kutu izmedu njih, pa su, prema puoc¢ku S — K — S, oni sukladni. Odavde zakljuCujemo i da je

ISM1 = ISNI.
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Izra¢unajmo duljinu duZine SM. Primijenit ¢emo kosinusov puocak na trokut MAS:

ISMI* = IASFP + IAMI* — 2 - IAS! - lAMI - cos ZSAM,
SMP=9%+ (W2 =29 3y2 - cos 45°,

ISMP=81+18-2-9- 3&-%,

ISMI> =81 + 18 - 54,
ISMP* = 45.

TraZeni ¢emo kut izracunati primijenjujuéi kosinusov poucak na trokut MNS. Oznacimo li ga s o, imamo:

IMNF = ISMP* + ISNV — 2 - ISMI - ISNI - cos o,
Sto, zbog ISMI = ISNI, moZemo zapisati u obliku

IMNF = ISMP + ISMP* =2 - ISM1 - ISM] - cos a,
odnosno

IMNP = 2ISMF -2 - ISMF* - cos o,

otkuda je

2 1SM I —IMN I?

cosa 5
2-1SM |
2
2-45
2-45-18
cosg =————
2-45
cosa =—
90
4
cosax =—
5

Tako je konacno
o = 36.8698976458440212968556125590934°,
odnosno
o =36°52'12".

261. Omjer duljina kateta pravokutnoga trokuta jednak je 3 : 8. Duljina visine na hipotenuzu iznosi 12
cm. Izracunajte duljinu hipotenuze.

RjeSenje: Bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da je a : b = 3 : 8. Prema definiciji omjera, tada postoji
realan broj k > 0 takav da je @ = 3k, b = 8k. Izrazimo i duljinu hipotenuze ¢ pomoc¢u k primijenjujuci Pitagorin
teorem:

¢ =a +b" =3k’ + 8k =9k + 64k = 7312,
paje
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c=«/7_3-k.

Oznacimo li s P povrsinu trokuta, moZemo je izracunati na dva nac¢ina: kao poluumnoZak duljina kateta a i b:
1
P=—ab
2
ili kao poluumnozak duljine hipotenuze c i visine v na hipotenuzu:
1
P=—cv

Lijeve strane tih jednakosti su jednake, pa moraju biti i desne. Odatle slijedi:

ab = cv.
U tu jednakost uvrstimo a = 3k, b =8k, c = «/7_3 kiv =12 cm, pa dobijemo:

3k 8k=~73 k- 12

Bududi da je k > 0, tu jednakost podijelimo s k i dobijemo:

24k = 1273 ,

otkuda je
12 1
k=—A73==—+73
24 2

Konacno je

c=«/7_3-k,

c= \/7_%\/7_:%-73:7—23:36.50m

262. Na kruZnici polumjera r = 5 cm povucena je tetiva duljine | =3 cm. Izracunajte obodni kut nad tom
tetivom.

RjeSenje: Neka je S srediste kruznice, a AB povucena tetiva. Trokut ABS je jednakokracan. Duljine njegovih krakova
jednake su polumjeru kruZnice, a duljina njegove osnovice jednaka je duljini tetive. Oznac¢imo s o kut pri vchu S u
tom trokutu. o je srediS$nji kut nad tetivom AB, a moZemo ga izracunati rabec¢i kosinusov poucak:
IABF® = IASF + IBS”* -2 - IASI - IBSI - cos a,
Sto, zbog IAS| = IBS| = r i IAB| = [, moZemo zapisati u obliku
P=r+r-2 cos Q,

a odavde je
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2r =12
cosa = 5
2r
UvrStavanjem r =51/ = 3 dobivamo:
2-5°-3°
cos=————
2-5
2-25-9
cosoy =————
2-25
cosor = —
50

Odatle slijedi
o = 34.9152062474441845804920915848899°.

TraZeni je obodni kut jednak polovici srediSnjega kuta, odnosno polovici kuta o::

B= %=17.4576031237220922902460457924449°,
odnosno
B =17°2727".
263. Duljina dijagonale pravilnoga peterokuta jednaka je 5 cm. Izracunajte povrsinu peterokuta.

RjeSenje: Budu¢i da je rije¢ o pravilnomu peterokutu, broj njegovih stranica jednak je n = 5. Duljina njegove
dijagonale jednaka je promjeru opisane kruzZnice:

2r=>5,

otkuda slijedi da je polumjer r peterokutu opisane kruZnice jednak

r=2.5cm.
Nadalje, sredi$nji kut peterokuta jednak je
o = 360° _ 360 _ 790
n

Tako je povrsina zadanoga peterokuta jednaka

P:lnrzsina'

2

1 2.
P:E-S-Z.S sin 72°

P =~14,8602580671117745643193645840528 cm”

264. Dvije se kruznice diraju izvana. Njihove se zajednicke vanjske tangente sijeku pod kutom od 42°. Ako
Jje polumjer veée kruZnice jednak 10 cm, izracunajte polumjer manje kruZnice.
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RjesSenje: Neka su S; i R srediste, odnosno polumjer vece kruZnice, a S, i r srediSte, odnosno polumjer manje
kruznice. Neka su ¢, i #, njihove zajedniCke vanjske tangente i neka je S njihovo sjeciste. Oznacimo jo§ s D, diraliste
tangente #; i ve¢e kruznice, D, diraliSte tangente 7, i ve¢e kruZnice, D; diraliSte tangente #; i manje kruznice, Dy
diraliSte tangente #, i manje kruZnice, te D diraliSte zadanih kruznica. (Nacrtajte sliku!) Tada je

ZDISDZ = ZD';SD4 = 420.

Pokazimo najprije da su tocke S, S;, D i S, kolinearne (leZe na jednom pravcu). Da tocke S;, D i S, leZe na jednom
pravcu slijedi izravno iz definicije vanjskoga diraliSta dviju kruZnica. Treba jo§ vidjeti da i tocka S leZi na tom
pravcu.

U tu svrhu uo¢imo trokute D155 i S1D,S. Ti trokuti su pravokutni (pravi kutovi su im kod vrhova D; i D,, a ti kutovi
su pravi jer spojnica sredista s diraliStem kruZnice sijece tangentu pod pravim kutom), imaju zajedni¢ku hipotenuzu
SS1, dvije katete su im jednake: 1DS;| = ID,S|| = R, pa sukladnost slijedi izravno iz Pitagorina poucka i poucka
S — S - S. No, to znaci da je kut kod vrha S u trokutu D,S,S jednak kutu kod vrha S u trokutu S,D,S (nalaze se
nasuprot jednakim katetama |D,S1 1 ID,S;1), a odatle slijedi da je pravac SS; simetrala kuta ZD;SD,.

Na potpuno isti nacin (promatrajuci trokute D3S,S i S,D,S) pokazuje se da je pravac SS, simetrala kuta £D;SD,. No,
ve¢ smo zakljucili da su kutovi £DSD, i ZD;SD, sukladni, pa zbog jedinstvenosti simetrale kuta slijedi da tocke S,
S119;, leze na jednom pravcu i taj pravac je simetrala kuta kojega zatvaraju zajednicke vanjske tangente.

Iz netom dokazanoga izravno slijedi da su trokuti D|S\S i D3S,S sli¢ni (prema poucku K — K — K: imaju zajednicki
kut kod S, oba su pravokutna pa su im i preostali Siljasti kutovi jednaki). U pravokutnom trokutu D;S,S duljina
hipotenuze SS, jednaka je

|D3S2| _ r

|SS2|: N =
sin21°  sin21°

dok je u pravokutnom trokutu D,S,S duljina hipotenuze jednaka

55,1 = I.DlSll _ R
sin21°  sin21°

No, zbog kolinearnosti tocaka S, Sy, D i S, vrijedi jednakost:
ISS11 = IS5l + 1S,D1 + 1DS),

a kako je IS,Dl = ri1DS,| = R, uvrstavanjem dobivamo:

R r
= +r+R
sin21° sin21°

odnosno, mnoZenjem sa sin 21°,

R=r+rsin21°+ R sin 21°,
r-(1+sin21°)=R- (1 —sin21°)

1 odatle konac¢no

_ 1—sin21°
1+sin21°

Uvrstimo li u ovu jednakost R = 10, dobivamo:
r=4.72355116056352381256532144515051 cm

(ili priblizno r = 4.72 cm.)
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265. Polumjer kruZnice jednak je 8 cm. Izracunajte Siljasti obodni kut nad tetivom udaljenom 5 cm od
sredista kruznice.
RjeSenje: Neka je S srediste kruznice, a AB njezina tetiva. Trokut SAB je jednakokracan. Duljine njegovih krakova
jednake su polumjeru kruznice, a duljina njegove osnovice duljini tetive. Duljina visine na osnovicu AB jednaka je
udaljenosti tetive AB od sredista kruznice. Ako s N ozna¢imo noZiSte te visine na osnovici AB, onda je trokut SAN

pravokutan i duljine dviju njegovih stranica su:

ISNI =5 cm,
[ASI=r=8 cm.

Kut kod vrha S u navedenom pravokutnom trokutu upravo je trazeni obodni kut. Naime, on je polovica kuta ASB (jer
je SN i simetrala kuta pri vrhu S u jednakokracnom trokutu SAB), a taj je kut srediSnji kut za tetivu AB. Stoga tvrdnja

izlazi izravno iz poucka o obodnom i sredi$njem kutu.

Oznacimo li traZeni kut s @, iz pravokutnoga trokuta SAN slijedi:

pa je trazeni kut
o =51.3178125465105600090612516256756°,
odnosno
o=51°19'4".

266. Razlika Siljastih kutova pravokutnoga trokuta jednaka je 22°, a razlika duljina kateta 3 cm.
Izracunajte duljinu hipotenuze toga trokuta.

RjeSenje: Standardno oznacimo duljine kateta pravokutnoga trokuta s a i b, njima nasuprotne §iljaste kutove redom s
o i B, a duljinu hipotenuze s c. Bez smanjenja opéenitosti moZemo pretpostaviti da je

o— B =220

Kako se nasuprot ve¢em kutu nalazi dulja stranica, iz gornje pretpostavke slijedi da je o > B, $to povladi a > b. Stoga
podatak o razlici kateta moZemo zapisati jedino u obliku

a-b=3.
Iskoristimo Cinjenicu da je u pravokutnom trokutu zbroj §iljastih kutova jednak 90°:
o+ P =90°.

Tako imamo sustav od dvije linearne jednadZbe s dvije nepoznanice:

o—p=22°

o+ P =90°
Zbrajanjem tih jednadzbi dobivamo

200=112°,
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paje o= 56°. Izrazimo duljine kateta a i b pomocu duljine hipotenuze ¢ i neke trigonometrijske funkcije kuta o

a=c-sin o
b=c-cosd

UvrStavanjem tih izraza u jednakost

a-b=3
dobivamo:
c-sin0—c-coso=3,
c-(sinot—cosa)=3
i kona¢no
3
c=—+—.
sin @ —cos &

U ovu jednakost uvrstimo o = 56° i dobijemo traZenu duljinu hipotenuze:
¢ =11.1175070094227108209789795131007 cm
ili priblizno
c=11.12 cm.

267. Kut nasuprot osnovici jednakokracnoga trokuta iznosi 35°. Ako je opseg trokuta jednak 17 cm,
izracunajte povrsinu toga trokuta.

Rjesenje: Oznacimo zadani trokut s ABC tako da je A vrh nasuprot osnovici BC i neka je o kut pri vrhu A. U zadatku
je navedeno da je

o= 35°.
Povucimo visinu v iz vrha A na osnovicu BC i neka je N njezino noZiSte na osnovici. Trokut BNA je pravokutan.
Njegove katete su visina v, duzina BN ¢ija je duljina jednaka polovici osnovice BC, a hipotenuza krak AB. Kut pri

vrhu A toga trokuta jednak je polovici kuta o jer je visina iz vrha A na osnovicu BC jednakokracnoga trokuta ujedno
i simetrala kuta pri vchu A Iz navedenoga trokuta proizlazi:

| ABl= AN _ v

o
COS— COS—
2 2
o o
IBNI=H AN Itg—=vtg—
g 2 & 2
|BC|=2|BN|:2vtg%
Bududi da je opseg O trokuta ABC jednak

O =IBCl + ICAl + 1ABI,

Sto zbog ICA| = |ABI (duljine krakova jednakokra¢noga trokuta su jednake) moZemo zapisati u obliku
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O =1BCl +2 ABI,
uvrStavanjem
| AB = —
cos—
2

IBCI=2IBNI=2vtg%

u tu jednakost dobivamo:

O=2vtg—+2
coS—
sin —
O=v.2—2 12
a o
COS— COS—
2 2
O -cos—
y=
2sin—+2
PovrSina trokuta ABC dana je izrazom
1
P=—I|BClwv
2
P= L 2v tgz Y
2 2
o
P=v?tg=
£
Uvrstimo u ovu formulu dobiveni izraz za v, pa imamo:
o 2
O -cos— o
25in S +2 2

Preostaje nam uvrstiti O = 17 cm i o = 35° u gornju formulu i izracunati vrijednost dobivenoga izraza. Dobiva se
P =12.247318265755182705400384382106 cm’.

268. Izracunajte povrsinu pravilnoga deveterokuta kojemu je polumjer upisane kruznice jednak 3 cm.

RjeSenje: Pravilan deveterokut ima n = 9 stranica. To znaci da je njegov srediSnji kut jednak

360°  360°
f=—=—=
n 9

40°
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pa, bududi znamo veli¢inu polumjera upisane kruZnice

p=3cm,
njegovu povrSinu racunamo prema formuli

a
P=np’te—
P g2

U tu formulu uvrstimo n =9, p = 3 i o = 40°, pa nakon kratkoga racuna konac¢no dobijemo
P =29.4815889755623912694348785049236 cm’.

269. Izracunajte duljinu hipotenuze pravokutnoga trokuta ako je duljina visine na nju 11 cm, a Siljasti kut
B =48°50".

Rjesenje: Oznadimo s ¢ trazenu duljinu hipotenuze, a s a i b duljine kateta kojima su nasuprotni kutovi redom o i .
U svakom pravokutnom trokutu vrijedi:

a=c-cosP
b=c-sinf

U rjesenju zadatka 261. pokazali smo i da u svakom pravokutnom trokutu vrijedi jednakost:
ab = cv,
gdje je v duljina visine na hipotenuzu. U tu jednakost uvrstimo

a=c-cosP
b=c-sinp

pa dobijemo:
¢ cosP-sinB=cv,

pa dijeljenjem cijele jednadZbe s ¢ - cos [ - sin § dobivamo:

v
c=——m78—
cos Bsin S

Sto je zbog
. l .
cosP-sinP = 5 sin(2p)

ekvivalentno s

2v
Cc =
sin(2/)

Preostaje nam u tu formulu uvrstiti v=11 cm i

© Bojan Kovaci¢ 148 Tehnicko veleuciliSte — Elektrotehnicki odjel, Zagreb



Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike
B =48°50'=48°+ (%) =48°+0,833333333333333333333333333333333°

B =48,8333333333333333333333333333333°

te konac¢no dobiti:
¢ =22,1984321847066321617941554220515 cm

ili priblizno
c=222cm.

270. Kut nasuprot osnovici jednakokracnoga trokuta iznosi 44°20'. Ako je krak toga trokuta za 3 cm dulji
od osnovice, izracunajte povrsinu trokuta.

Rjesenje: Oznacimo zadani trokut s ABC tako da je A vrh nasuprot osnovici BC i neka je o kut pri vrhu A. U zadatku
je navedeno da je

o =44°20'.

Povucimo visinu v iz vrha A na osnovicu BC i neka je N njezino noZiSte na osnovici. Trokut BNA je pravokutan.
Njegove katete su visina v, duZina BN ¢ija je duljina jednaka polovici osnovice BC i krak AB. Kut pri vrhu A toga
trokuta jednak je polovici kuta ¢ jer je visina iz vrha A na osnovicu BC jednakokra¢noga trokuta ujedno i simetrala
kuta pri vrthu A 1z navedenoga trokuta proizlazi:

IABI=|AN|= v

o o
COS— COS—
2 2

a a
IBN = AN g =v1gZ
£277E,

|BC|=2|BN|:2vtg%

Podatak da je krak za 3 cm dulji od osnovice moZemo zapisati u obliku jednakosti
IABI - IBCl=3
pa uvrStavanjem

IABI=|AN|= v

o o

COS— COS —

2 2
|BC|=2|BNI=2vtg%

u tu jednakost dobivamo:
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o
-2vtg—=3
)

cos—
2

o
cos—
2

o
cOs —
2

?acosg
V= 2(;(
1-2sin —

2

U rjeSenju zadatka 267. izveli smo formulu za povrsSinu jednakokracnoga trokuta ako su zadani duljina visine na
osnovicu i kut nasuprot osnovici:

a
P=v>tg =
)

U tu formulu uvrstimo dobiveni izraz za v, pa dobijemo

2

3cos —
P= tg Ll
1—2sin — 2
Preostaje nam u tu formulu uvrstiti
% = 44220 =22°10'=22°+ [%) =22,1666666666666666666666666666667°

1 kona¢no dobiti

P =52.2216477787566819455740350594427 cm’.

271. Polumjer kruznice iznosi 5 cm. Odredite duljinu tetive te kruZnice kojoj pripada obodni kut od 112°.

Rjesenje: Odredenosti radi, oznac¢imo sa S srediste kruznice, a sa AB promatranu tetivu. Neka je C tocka na kruznici
takva da je ZACB = 112°. Primijetimo najprije da tocka C i srediSte S leZe na razli¢itim stranama tetive AB. Naime, u

o

suprotnom bi, prema poucku o obodnom i srediSnjem kutu, obodni kut iznosio najvise =90° (taj slu¢aj nastupa

ukoliko se tetiva AB podudara s promjerom kruznice). Zato povucimo promjer zadane kruznice kojemu je jedan kraj
u tocki C i neka je D njegov drugi kraj. Cetverokut ACBD je tetivni Cetverokut i znamo tri kuta toga &etverokuta:
kutovi kod vrhova A i B su pravi prema Talesovu poucku (kutovi nad promjerom CD), a kut kod vrha C jednak je
112°. To znaci da je kut kod vrha D jednak
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8 =360°-(90° + 90° + 112°)
d=068°

No, kut kod vrha D je takoder obodni kut nad tetivom AB, i to s iste strane tetive kao i srediste kruznice S. Stoga je
pripadni srediSnji kut ZASB jednak

o =2-68°
oy =136°

Preostaje primijeniti kosinusov poucak na trokut ABS:

IABI* = IASF + IBSF* — 2 - IASI - IBSI - cos o
IABI2=r2+r2—2-r-r-cos0L1
IABPF=5*+5%-2-5-5-cos 136°,

pa se dobije
|ASI = 9.27183854566787400806474451136957 cm
ili priblizno
|ASI = 9.27 cm.

272. U jednakostranican trokut cija je visina duga 18 cm upisana je kruZnica. Izracunajte duljinu
kruZnoga luka te kruznice koji se vidi iz jednoga vrha toga trokuta.

RjeSenje: Odredenosti radi, neka je ABC jednakostraniCan trokut, a S srediste tom trokutu upisane kruZnice. Bez
smanjenja opc¢enitosti odaberimo vrh C trokuta ABC i izraCunajmo duljinu kruZnoga luka upisane kruZnice koji se
vidi iz vrha C. Primijetimo da ta kruZnica dira stranice trokuta u njihovim poloviStima: P, na stranici AB, P, na
stranici BC 1 P; na stranici AC, pa spojimo svako od njih s to¢kom S.

Iz vrha C vidi se luk P;P,P,. Njegovu duljinu dobijemo ukoliko od opsega kruZnice oduzmemo duljinu kruZnoga
luka P,P;. Polumjer toga kruZnoga luka jednak je polumjeru kruznice, pa nam jos treba njegov srediSnji kut. U tu
svrhu promotrimo cetverokut SP,CP;. Kutovi kod vrhova P, i P; toga Cetverokuta su pravi (jer su pravci CP, i CP;
tangente upisane kruZnice, pa s njezinim polumjerima SP,, odnosno SP; tvore prave kutove), a kut kod vrha C jednak
je kutu kod vrha C u jednakostrani¢nom trokutu ABC. Kako sva tri kuta u jednakostrani¢nom trokutu iznose 60°, to
je ikut kod vrha C jednak 60°. Tako je kut kod vrha S jednak

o = 360° — (90° + 90° + 60°)
o, = 120°

Stoga je trazena duljina luka jednaka

1=2rr-" .,
180

1=2rm—"" 120
180

i
3
1 konacno
L2
3
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Polumjer jednakostrani¢nom trokutu upisane kruZnice jednak je jednoj trecini visine:

pa uvrStavanjem toga izraza u

dobijemo

Preostaje u posljednje dobiveni izraz uvrstiti v = 18 cm i kona¢no dobiti

[=8mcm.

273. Duljina tetive neke kruznice jednaka je %njezina promjera. Izracunajte obodni kut koji pripada toj

tetivi.

RjeSenje: Odredenosti radi, neka je S srediSte kruZnice, a AB promatrana tetiva. Povucimo iz S okomicu na AB i
neka ta okomica sijece tetivu AB u toCki N. Trokut ABS je jednakokracan (jer je IAS| = IBS| = r = polumjer kruZnice),
pa je N poloviste tetive AB. Istodobno, spojnica SN je simetrala kuta kod vrha § trokuta ABS, a to je upravo srediS$nji
kut koji pripada tetivi AB. Stoga je kut kod vrha S u trokutu ANS (ili BNS, svejedno) jednak polovici srediSnjega
kuta, a prema poucku o obodnom i srediSnjem kutu, ta polovica upravo je traZeni obodni kut. Dakle, zapravo
racunamo veli¢inu kuta pri vrhu S trokuta ANS. Njegov je sinus jednak

1
_1ant_ 4Bl 4

sin = = =
[AS | [AS | 21AS|

No, IASI = r pa je 2 - |AS| = 2r duljina promjera kruZnice. Stoga je sinus obodnoga kuta jednak omjeru duljine tetive
IABl i promjera kruZnice, a u zadatku je navedeno da je taj omjer jednak % Preostaje nam, dakle, rijesiti

trigonometrijsku jednadzbu

sin B =
i dobiti
B =36.8698976458440212968556125590934°,

odnosno
B =36°52'12".
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(RjeSenje trigonometrijske jednadZbe sin f§ = % koje se nalazi u drugom kvadrantu ne dolazi u obzir jer je taj kut

tup, pa bi srediSnji kut — kao dvostruko veéi kut od obodnoga — bio veci od 180°, pa tocke A, B i S ne bi mogle tvoriti
trokut.)

274. Duljine dijagonala romba su 11 cm i 16 cm. Izracunajte kutove toga romba.
Rjesenje: Odredenosti radi, neka je ABCD zadani romb i neka je S sjeciSte njegovih dijagonala. Romb je Cetverokut
s okomitim dijagonalama, i te se dijagonale raspolavljaju. Zbog toga je trokut ABS pravokutan. Duljine njegovih

kateta su

IASlleACI=1-16=8
2 2

IBSlzllBDlzl-U:S.S
2 2

a duljina njegove hipotenuze jednaka je duljini stranice romba. Prema Pitagorinu poucku slijedi
|ABF = 1ASF + IBSI*
IABF = 8 +5.57
IABF® = 94.25

Kako bismo odredili kutove romba, primijenit ¢emo kosinusov poucak na trokut ABD. Kut pri vrhu A toga trokuta
upravo je Siljasti kut romba, pa primjenom kosinusova poucka dobivamo:

IBDI = |ABF* + 1ADI* - 2 - |ABI - |ADI - cos a,
Sto, zbog IABI = IADI (jer su sve stranice romba jednako duge), moZemo zapisati u obliku
IBDI” = 21ABF -2 - IABF* - cos @,

a otuda je

21ABI> -1 BD?

cosa = 5
2|1 AB|

U tu jednakost uvrstimo IABI* = 94.25 i IBDI* = 11* = 121, pa dobijemo:

_ 675 _ 675 135

cosg=——=——=—-
188.5 1885 377

te je
o =69.0170459753368026324592787027924°,

odnosno

o=69°1"1".
Sada je lako izracunati tupi kut romba:

B=180°-aq,

B =180°-69°1'1"

B =110°58'59".
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275. Polumjer jednakokracnom trokutu opisane kruZnice jednak je 5 cm, a kut uz osnovicu 65°.
Izracunajte polumjer tom trokutu upisane kruznice.

Rjesenje: Oznac¢imo s a duljinu osnovice promatranoga jednakokracnoga trokuta, a s b duljinu svakoga od njegovih
krakova. U skladu s tim, neka je  kut uz osnovicu trokuta i neka je v visina na osnovicu trokuta. Prema sinusovu
poucku je

2R = b
sin S
otkuda je
b =2R sin .
No, s druge je strane
h=—"
sin
pa uvrStavanjem
b=2Rsin P
u tu jednakost dobijemo:
- Y~ 2Rsin g,
sin
odnosno
v =2R sin’p.
Budu¢i da vrijedi jednakost
a
3= bcos 8
uvrStavanjem izraza
b=2Rsinf
dobivamo:
a
5= beos S
%= 2Rsin B cos S

Polumjer p trokutu upisane kruZnice raCunamo pomocu izraza:
_P

p g

s
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Budu¢i da vrijede formule

P—lav=£-v
2 2
_ a+b+b —£+b
2 2
to je
a
2"
pP= P
—+b
2
Uvrstimo u tu formulu
a .
— =2Rsin fcos B

2
v =2Rsin’ S
b=2Rsinf

pa dobijemo

_ 2Rsin 3 -cos 3-2Rsin* f3 JE 2Rsinf3
2Rsin - cos S+ 2Rsin B :2Rsinf3
B 2Rcos 3 -sin’
cosff+1
o= 2Rcos 3-(1—cos® )
cosff+1
2Rcos - (1—cos B)(1+cos )
p =
cosf+1

p =2Rcos B—2Rcos>

Preostaje nam uvrstiti R =5 cm i B = 65°, te dobiti:
p =2.44012066583969099348300194601362 cm
ili priblizno
p =244 cm.

276. Povrsina jednakokracnoga trokuta iznosi 30 cm®, a kut nasuprot osnovici 104°. Izracunajte opseg
ovoga trokuta.

RjeSenje: U rjesenju zadatka 267. izveli smo sljede¢u formulu koja odreduje povrSinu jednakokra¢noga trokuta ako
su zadani opseg toga trokuta i kut nasuprot osnovici trokuta:
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2

O'cosg o

P: —az .tg_
2sin Y +2 2

1z te formule lagano izrazimo opseg O pomoc¢u povrsine P i trigonometrijskih funkcija kuta o

- 2sin% 42
\ 2 @

COS

Preostaje nam u dobiveni izraz uvrstiti P = 30 cm® i o, = 104°, te dobiti:
0 =28.1205420613295354781084981036533 cm
ili priblizno
0 =128.12 cm.
2717. Koliki obodni kut pripada tetivi dugoj 7 cm u kruznici polumjera 10 cm?
Rjesenje: Odredenosti radi, neka je S srediSte kruznice, a AB promatrana tetiva. Promotrimo trokut SAB. On je

jednakokracan. Duljine krakova jednake su duljini polumjera kruZnice, a duljina osnovice jednaka je duljini tetive
AB. Kut kod vrha S toga trokuta je sredi$nji kut za tetivu AB. Odredimo ga primjenom kosinusova poucka:

2r2—1 AB?

cosa = —2
2r

2.10% =72

cosa = —2
210

cosa =——

200
o =40.9746302294453269335131633188756°
a = 40°5829"

Prema poucku o obodnom i srediSnjem kutu, obodni je kut dvostruko manji od sredi§njega. Stoga je traZeni obodni
kut jednak

B= %0{ =20°29'14"

278. U trokutu ABC zadani su sljedeci elementi: a = 13 cm, b = 7 cm, v, = 6 cm. Izracunajte duljinu
stranice c.

RjeSenje: Najprije izracunamo sinus kuta :

siny =

<o @ls

siny =
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Nakon toga ra¢unamo kosinus toga kuta:
cosy=14/1— sin” 14

;

<o

cosy=1 1—[

cosy== 1—3—

O [

cosy== 1—;

Vi3

1
cosy=*t—
4 7

Uzmimo najprije da je

cosy:;m

Prema kosinusovom poucku
cF=d*+b*=2ab - cos Y

tada je

c2=132+72—2-13-7%\/ﬁ

2 =218-26413
¢ =11.1470025943271529490232223226534 cm

c=11.15cm

Sada uzmimo da je
1
cosy = —7\/13

pa prema istom obliku kosinusova poucka dobivamo:

c2=132+72+2-13-7%\/ﬁ

2 =218+26413
¢ =17.6562831072132427342272531360621 cm
c¢=17.66cm

Stoga postavljeni zadatak ima dva rjeSenja: ¢; = 11.15 cm1i ¢, = 17.66 cm.

279. Razlika kuta uz osnovicu i kuta pri vrhu jednakokracnoga trokuta iznosi 12°. Krak je za 3 cm dulji od
osnovice trokuta. Izracunajte povrsinu ovoga trokuta.

Rjesenje: Neka je B kut uz osnovicu, a o kut nasuprot osnovici promatranoga jednakokra¢noga trokuta. Podatak da
je razlika tih dvaju kutova jednaka 12° moZemo zapisati kao:
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B-oa=12°
Buduc¢i da je zbroj svih kutova u trokutu jednak 180°, mora vrijediti i jednakost:
B+pP+o=180°
tj.
2B + o= 180°.

Tako smo dobili sustav od dvije linearne jednadZbe s dvije nepoznanice:

B-oa=12°
2B + a=180°
Njihovim zbrajanjem dobivamo
3B =192°,
pa je B = 64°. Sada je lako izraunati
oa=p-12°
o=64°-12°
o=>52°.

Tako smo zadatak sveli na zadatak 270. U njemu smo izveli sljede¢u formulu:
2

3cos a
2

o
pP=|—2 | &
1—2sin& | 2

(oprez s vrijednostima veli¢ina: ako je krak dulji od osnovice za d cm, u brojniku razlomka u zagradi broj 3 valja
zamijeniti s vrijednos¢u broja d!). U tu formulu uvrstimo o = 52° pa kona¢no dobijemo

P =233.408406506370955350529625224489 cm®
ili priblizno
P =233.41 cm’.
280. Rijesite jednadZbu:
L s
252" 2+l
— =(0.6) "
2" oo

RjeSenje: Zadanu jednadZzbu najprije transformirajmo na sljedec¢i nacin:
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t3jx2 -2 B (3)0”“
5 5
Izjednac¢avanjem eksponenata dobivamo jednadzbu:
X =2=2x+ 1l
Razlikujemo dva slucaja:
1)2x+120
U ovome je slucaju 12x + 11 = 2x + 1 pa dobivamo jednadZbu:
X¥-2=2x+1
koja je ekvivalentna jednadzbi
¥ —2x-3=0.

RjeSenja te jednadzbe su x; = —1 i x, = 3. Kako za x; = —1 ne vrijedi nejednakost 2x; + 1 > 0, x; = —1 nije rjeSenje
polazne jednadZbe. Za x, = 3 vrijedi nejednakost 2x, + 3 > 0, pa je taj broj rjeSenje polazne jednadZbe.

2)2x+1<0

U ovome je slucaju 2x + 11 = —(2x + 1) = —2x — 1 pa dobivamo jednadZbu:
X¥-2=-2x-1

koja je ekvivalentna jednadzbi

X +2x-1=0.

RjeSenja te jednadZbe su x; = —1 —\5 ixg=-1+ ﬁ .Kakozax, =-1+ ﬁ ne vrijedi nejednakost 2x, + 1 <0,
xy=-1+ \/5 nije rjeSenje polazne jednadzbe. Za x; = -1 — \/5 vrijedi nejednakost 2x, + 3 < 0, pa je taj broj
rjeSenje polazne jednadzbe.

Zaklju¢imo: Polazna jednadzba ima to¢no dva rjeSenja: x; = —1 —\5 ix=3.

281. Rijesite jednadZbu:

3 log x* — log*(—x) = 9.
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RjeSenje: Izraz 3 - log x”* ima smisla za sve x € R, ali izraz log*(—x) ima smisla ako i samo ako je
—x >0,
odnosno
x <0.
Zbog toga moramo uzeti da je x < 0. Za negativne x je
3. logx*=3-log (=x)*=3 -2 - log(-x) = 6 - log(—x).

Zbog toga uvedimo zamjenu

t =log(—x),
pa dobivamo kvadratnu jednadZbu
6t—1£=9
koja je ekvivalentna jednadzbi
£—6t+9=0,
odnosno jednadzbi
(1-3)"=0,
odnosno jednadZbi
t-3=0.
1z posljednje je jednadzbe izravno
t=3.

Iz t = 3 vracanjem zamijenjenoga izraza dobivamo logaritamsku jednadZbu
log(—x) =3
iz koje je
—x = 103,
odnosno
x=-10 =~ 1000.

282. Rijesite nejednadZbu:

3l (5132
Rjesenje: Zadanu nejednadzbu najprije transformiramo na sljede¢i nacin:

55-3.352.5.51_2.3.37

© Bojan Kovaci¢ 160 Tehnicko veleuciliSte — Elektrotehnicki odjel, Zagreb



Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike

52.5.5"'> 3.3 _2.3".37
55.(1-2-5"> 3°(3'-2.3?

1 1
5%.(1-2-=) >3- (3-2-—
( 5) ( 9)

O R
501-0)>3"6-0)

5"-§>3x-§ /:é
5 9 5
5x>3"-§:§ /3"
9 5
5% 255
_>_._
3 9 3
3

g
3 32 3
55
3) 33
5-(3)
J— > J—
3 3

Tako na objema stranama nejednadzbe imamo iste baze, i te baze su realni brojevi strogo ve¢i od 1. Usporedbom
eksponenata dobivamo nejednadZbu

x >3
pa je skup svih rjesenja polazne nejednadzbe otvoreni interval (3, +oo).

283. Izracunajte:

1 —%log 24+210og 0.5
0.01

Rjesenje: Koristit ¢cemo formulu
10°¢" = x

koja vrijedi za sve x > 0. Tako je zadani izraz jednak:

1 1
——log2+21log0.5 ——log2+21log0.5 1 1 1
1 2 100) 2 ——log2+2log0.5 —log 2+2log 0.5 2-(==log 2+21og 0.5)
(mj (T] =100 SOJE =102 =

4
1
0.5 4 (j
10 loe2+410g05 _ 1 g#log05-log2 _ | loa(0.5*)-log2 _ 101°gT _05 2

284. Izracunajte:

log45 +2log %
log75—-1og3
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Rjesenje: Imamo redom:

2
2 1
1 1" 1o 45-(] 1
2 logd5+log - g log| 45—~
log4s+2log . log Og@ ) [ 3] 17 9] 1og5  logs _ log5 _

log75—1og3 - log75—1og3 - logE - log 25 - log 25 - log(5%) - 2log5
3

1
2
285. Rijesite jednadZbu:
log(log x) + log(log x* — 2) = 0.
RjeSenje: Najprije postavimo sljedece uvjete na x:
x> 0 (da bi log x bio definiran)
log x > 0 (da bi log(log x) bio definiran)
log x* — 2 > 0 (da bi log(log x* — 2) bio definiran)
Uvazavajuci te uvjete, jednadzbu mozemo transformirati ovako:

log(log x) + log(3 -logx—-2)=0
log[(log x) -(3 - log x — 2)] = 0.

Antilogaritmiranjem dobijemo:
(log x) -(3 - log x — 2) = 10°,
$to mnoZenjem faktora na lijevoj strani prelazi u
3. log’x—2-logx=1,
odnosno
3. log’x—2-logx—1=0.

Uvedimo zamjenu ¢ = log x pa dobivamo kvadratnu jednadzbu

3¢ -2t-1=0.
e 1. 1 - . . .
Njezina rjeSenja su #; = -3 in=11zt = -3 vra¢anjem zamijenjenoga izraza dobivamo:
1
logx=—-——.
g 3
. 1 e
No, jednakost log x = -3 proturjeci uvjetu
logx>0

pa moguénost log x = — 3 odbacujemo. Iz 1, = 1 vraanjem zamijenjenoga izraza dobivamo:

logx=1,
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a odatle antilogaritmiranjem izravno nalazimo

x=10"=10.
x = 10 zadovoljava uvjete x > 0, log x > 0 i log x’ — 2 > 0, pa je to jedino rjeSenje polazne jednadzbe.
286. Rijesite nejednadibu:

4% -2+ 48

= <8

RjeSenje: Zadanu nejednadzbu pomnoZimo s 2' %, §to smijemo jer je svaka potencija broja 2 strogo veéa od nule.
Pri ovom se mnoZenju znak nejednakosti ne mijenja jer nejednadzbu mnoZimo sa strogo pozitivnim realnim brojem.
Dobivamo:

4°-2" 48 <8t 2!
Buduc¢i da vrijede jednakosti
4x — (22)x — 22):’
2x+1:2x‘21:2x‘2:2‘2x
Sx — (23)x — 23x
217.7(:21 . 27)(:2 . 27){
to dobivenu nejednadZzbu moZemo zapisati u sljede¢em obliku:
2% _2.2"48<2¥.2.27,
odnosno
2% -2.2"48<2-2%,
otkuda sredivanjem dobijemo
2% +2.2°-8>0.
Uvedimo zamjenu 7 = 2*. Tada je
22x — (22)x — (Z.x)Z — t2’
pa dobivamo kvadratnu nejednadZbu
£ +2t-8>0.
Nulto¢ke pripadne kvadratne funkcije su £, = —4 i 1, = 2. Buduéi da je koeficijent uz x* jednak 1, taj je koeficijent
strogo pozitivan, pa graf funkcije (parabola) ima oblik U. Stoga funkcija poprima strogo pozitivne vrijednosti svuda
osim za realne brojeve koji se nalaze izmedu njezinih nultoCaka. To znaci da je rjeSenje gornje kvadratne

nejednadzbe

te <_°°9 _4> o <29 +°°>
(nultocke iskljuCujemo iz toga skupa zbog znaka stroge nejednakosti). Vracanjem zamijenjenoga izraza dobivamo:

2" € (=00, —4) U (2, +00),
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otkuda slijedi da mora vrijediti barem jedna od sljedecih relacija:

2" € (—o0, 4)
ili

2% € (2, +oo).
Relacija

2% € (—oo0, —4)
zapravo znaci da vrijedi nejednakost

—0 <2< 4.
No, kako za sve x € R vrijedi nejednakost

2°>0,

to ni za koji x € R ne moZe vrijediti nejednakost

—0 <2 <4,

Zato u ovom slucaju polazna nejednadZzba nema rjeSenja. Nadalje, relacija

2% € (2, +o0)
zapravo znaci da vrijedi nejednakosti
2 <2 < 400
koja je ekvivalentna nejednakosti
2">2,
odnosno
2'>2".
Odavde usporedbom eksponenata dobivamo
x>1,

pa je u ovom sluéaju rjeSenje nejednadzbe otvoreni interval (1, +o0). Kako slu¢aj 2* € (—eo, —4) nema rjesenja, to je
skup svih rjeSenja polazne nejednadzbe otvoreni interval (1, +oo).

287. Rijesite jednadzbu:
log(10x%) - log x = 1.
RjeSenje: Jedini uvjet na x je x > 0 (da bi log x bio definiran) jer za svaki x € R vrijedi nejednakost

10x* > 0,
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§to znati da je izraz log(10x) definiran za svaki x € R, pa iz njega ne dobivamo nikakav uvjet na x. Primjenom
pravila za logaritmiranje umnoska dobivamo:

[log 10 + log(x?)] - log x =1,
(1+2-logx)-logx=1,
logx+2-logx=1
2-log’x +logx—1=0

Uvedimo zamjenu ¢ = log x, pa dobivamo kvadratnu jednadZbu:

27 +1-1=0.
Njezina surjeSenjaty=-11it, = % . Iz t; = -1 vra¢anjem zamijenjenoga izraza dobivamo logaritamsku jednadzbu

log x=-1
iz koje antilogaritmiranjem slijedi

1

x=10"=—.

Kako x = % zadovoljava uvjet x > 0, to je ujedno i rjeSenje polazne jednadzbe. Nadalje, iz f, = % vra¢anjem

zamijenjenoga izraza dobivamo logaritamsku jednadzbu
1
logx=—
573

iz koje antilogaritmiranjem slijedi

Kako x = «/E zadovoljava uvjet x > 0, to je ujedno i rjeSenje polazne jednadzbe.
Stoga moZemo zakljuciti da polazna jednadzba ima to¢no dva rjeSenja:

1 . .
X1 = E 1 Xp= 10 .
288. Izracunajte:

( \/ETZ log 2+log9

RjeSenje: Imamo redom:

—2log 2+log9 —2log 2+log(3?) 1
2log 2+log9 1 —\~2log2+log9 Rt —1-=(~2log 2+2log 3)
(VO-IT R {‘/EJ =( 10 1) =|[10)2 =10 ? -

2
— 1010g2—10g3 — 1010g§ _ 2

3

© Bojan Kovaci¢ 165 Tehnicko veleuciliSte — Elektrotehnicki odjel, Zagreb



Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike

289. Izracunajte:

log2+1log3
1+log3.6

RjeSenje: Sjetimo se da je 1 =log 10, pa imamo redom:

log2+log3  log2+log3  log(2-3) log6b  log6 _ log6
1+log3.6  logl0+log3.6 log(10-3.6) log36 log(6®) 2log6

1
2
290. Rijesite jednadzbu:

16
0.75 xlx—11 P
(0.75) 9

RjeSenje: Najprije uoc¢imo da vrijede jednakosti:

075=12-3
100 4

T T

Stoga polaznu jednadZbu moZemo zapisati u obliku:

36

Izjednac¢avanjem eksponenata dobivamo jednadzbu:

x-x=11=-2.
Razlikujemo dva slucaja:
1) x-120
U ovom je slu€aju lx — 11 = x — 1 pa dobivamo:
x-(x-1)=-2,
XY -x+2=0.

RjeSenja ove kvadratne jednadZbe su kompleksni brojevi, a za njih eksponencijalna funkcija nije definirana. Stoga u
ovom slucaju polazna eksponencijalna jednadzba nema rjesenja.

2)x-1<0
U ovom je slucaju Ix — 11 =—(x — 1) = 1 —x pa dobivamo:
x-(1-x)=-2,
x—x'=-2
X¥-x-2=0
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Rjesenja ove kvadratne jednadzbe su x; = —1 i x, = 2. RjeSenje x; = —1 zadovoljava uvjet x — 1 < 0 pa je to ujedno i
rjeSenja polazne jednadzbe. No, rjeSenje x, = 2 ne zadovoljava uvjet x — 1 <0 pa to nije rjeSenje polazne jednadZzbe.

Zakljucujemo da polazna jednadZba ima jedinstveno rjeSenje x = —1.

291. Izracunajte:

10

2-(log3-1)
[m] |

Rjesenje: Najprije uo¢imo da je 1 = log 10. Tako redom imamo:

log3—log10
2-(log 3-1) 2 log 3-log 10 B B
/10 g ~ (10 _ ( (10)2 g g _[ 10 ]log3 log 10 _[ 1 jlog3 log 10 _
10 10 10° 100 10

(O ST 105 _10
3

292. Rijesite jednadZbu:

log(2x=5) _ 1
log(x*—8) 2

RjeSenje: Najprije postavimo uvjete na vrijednost nepoznanice x:
2x —5 >0 (da bi izraz log(2x — 5) bio definiran)

x* — 8> 0 (da bi log(x* — 8) bio definiran)
log(2x—-5)

log(x* — 8) # 0 (da bi razlomak
¢ log(x* —8)

bio definiran)

Uvazavajuc¢i te uvjete, zadanu jednadZbu smijemo pomnoZiti s najmanjim zajednickim viSekratnikom svih razlomaka
koji se u njoj pojavljuju. Taj najmanji zajednicki viSekratnik je izraz 2 - log(x* — 8), pa mnoZenjem cijele jednadzbe
tim izrazom dobivamo:
2 - log(2x — 5) = log(x* - 8),
$to moZemo zapisati u obliku
log(2x — 5)* = log(x* — 8).
Izjednacavanjem logaritmanada slijedi:

(2x-57%=x"-38,

odnosno
4 —20x +25=x" -8,

odnosno

3x* - 20x + 33 =0.
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Rjesenja ove kvadratne jednadzbe su x;, =31 x, :% . x; = 3 zadovoljava uvjete 2x — 5 >0 ix* — 8 > 0, ali ne

zadovoljava uvjet log(x* — 8) # 0, pa to nije rjeSenje polazne jednadzbe. X, =1—31 zadovoljava sva tri postavljena
uvjeta na nepoznanicu x, pa to jest rjeSenje polazne jednadzbe.

Zaklju¢imo: Polazna jednadZba ima jedinstveno rjesenje x = % .

293. Rijesite nejednadZbu:
—2x—x*

log(—x)

RjeSenje: Vrijednost nekoga razlomka je nenegativna ako i samo ako su brojnik i nazivnik toga razlomka istoga
predznaka, a nazivnik razlomka razli¢it od nule. Stoga razlikujemo dva slucaja:

1) 2x-x*20
log(—x) >0
—x > 0 (kako bi log(—x) uopce bio definiran)

Rjesavanjem prve (kvadratne) nejednadzbe dobiva se x € [-2, 0], druge (logaritamske) —x > 10°, odnosno x < -1, a
tre¢e x < 0. Presjek svih tih rjeSenja je poluzatvoreni interval [-2, —1).

1) 2x-x*<0
log(—x) <0
—x > 0 (kako bi log(—x) uopce bio definiran)

Rjesavanjem prve (kvadratne) nejednadzbe dobiva se x € (oo, —2] U [0, +oo), druge (logaritamske) —x < 10°,
odnosno x > -1, a tree x < 0. Presjek svih tih rjesenja je prazan skup &.

Stoga je skup svih rjeSenja zadane nejednadzbe poluzatvoreni interval [-2, —1).
294. [zracunajte:

0. 11—210g3

Rjesenje: Sjetimo se da je 1 = log 10, te uo¢imo da vrijede jednakosti:

01=— =10
10

2log3 =log(3%) =log9
Tako je zadani izraz jednak
)10g10—10g9 log —

(10—1 :10—1-(log10—log9) :1010g9—10g10 =10 10 -~

295. Rijesite jednadZbu:
34343 =5

Rjesenje: Transformirajmo zadanu jednadzbu na sljedeci nacin:
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3.3 4+3°+3".3'=5
3. 3'+1+3h)=5

3*-(%+1+3)=5

3" B 5 /: 13
3 3
3'=5. 3
13
s
13
Odavde logaritmiranjem po bazi 3 izravno slijedi:
x=lo 5
g3 3’

Sto (radi lakSega racunanja pomocu dZepnoga racunara) moZemo dalje transformirati ovako:

1 15
x=log,— = Og13_log15—log13_
=108~ = = =
13 log3 log3

_ 1.17609125905568124208128900853062 - 1.11394335230683676920650515794233
0.477121254719662437295027903255115
=0.130256001245134473817438000434112

ili priblizno
x = 0.1303.
296. Izracunajte:

logﬁ 7-2log, 7
3 3

RjeSenje: Primijenit ¢emo formulu
log..a= llo a
gbk k gb
koja vrijedi za sve cijele brojeve k € Z, k # 0, i sve strogo pozitivne realne brojeve b # 1 i a. Prema toj je formuli

log\B T=log ,7 :%log3 7T=2log;7 :10g3(72) =log; 49
32 -

2

2log, 7=2log,. 7= 2-%log3 7T=-2log;7= 10g3(7_2) =log; 7% =log; %
3 -

Tako sada imamo:

49
log ~ 7-2log, 7 logs -

V3 TeEL logs 49-log; — — 2
3 3o=3 49 =3 49 =38 492 = 2401
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297. Rijesite jednadZbu:

log(10x) - log(0.1 - x) = log X = 3.
RjeSenje: Najprije postavimo uvjete na vrijednost nepoznanice x:
10x > 0 (da bi log(10x) bio definiran)
0.1 - x>0 (dabilog(0.1 - x) bio definiran)
x* >0 (da bi log x° bio definiran)
Primijetimo da ta tri uvjeta moZemo objediniti u jedan uvjet

x>0

jer se dijeljenjem prve jednadzbe s 10, druge s 0.1 i korjenovanjem trece dobiva jedan te isti uvjet: x > 0. Uz
uvazavanje toga uvjeta, primjenom pravila za logaritmiranje umnoska dobivamo:

(log 10 + log x) - (log 0.1 +logx) =3 - logx -3,
(1 +1logx)- (-1 +logx)=3"-logx-3,
log’x—1=3-logx-3,
a odavde slijedi
log’x— 3 -logx+2=0.
Uvedimo zamjenu ¢ = log x. Tada dobivamo kvadratnu jednadzbu
£-3t+2=0
CijasurjeSenjaty =1, 1, =2. 1z #; = 1 vraanjem zamijenjenoga izraza dobivamo logaritamsku jednadzbu
logx=1

&ije je rjeenje x = 10" = 10. Kako x = 10 zadovoljava uvjet x > 0, to je ujedno i rjeSenje polazne jednadzbe. Nadalje,
iz t, = 2 vracanjem zamijenjenoga izraza dobivamo logaritamsku jednadZbu

logx=2

&ije je rjesenje x = 10° = 100. Kako x = 100 zadovoljava uvjet x > 0, to je ujedno i rjeSenje polazne jednadzbe.
Stoga polazna jednadZba ima to¢no dva realna rjeSenja: x; = 10 i x, = 100.

298. Izracunajte:
log, (log, 3-log; 4)

4
Rjesenje: Primijenit ¢emo formule
log.a
Io =—=¢
& log, b
log, a= !
504 og, b

a

Tako redom dobivamo:
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log, (log, 3-log; 4) =log, 1 log;4 |= log1
- —\ log; 2

J = log1 (log, 4) =log, [log2(22)]— log, [2 log, 2] =
4 4

4 4

=log,(2-)=log, 2=log ; 2=log,- 2— ! 10g22——

I,
4 4 22 2

299. Rijesite jednadZbu:
logz(3*-8) =2 —x.
RjeSenje: Jedini uvjet na vrijednost nepoznanice x jest
3" -~ 8 >0 (da bi log;(3* - 8) bio definiran)
Uvazavajuci taj uvjet zadanu jednadzbu moZemo zapisati u obliku
3*-8=3"7"
pa mnoZenjem lijeve i desne strane sa strogo pozitivnim brojem 3* dobivamo:
3°.3°-8.3"=3""". 3

odnosno

3%-8.3"=3%
odnosno

3%-8.3"-9=0.

Uvedimo zamjenu 7 = 3". Tada vrijedi

pa dobivamo kvadratnu jednadZbu
£-8-9=0
CijasurjeSenjaty =11t =9.1zt; = -1 vraanjem zamijenjenoga izraza dobivamo eksponencijalnu jednadzbu
3'=-1

koja nema rjeSenja u skupu R (sve potencije broja 3 su strogo pozitivni brojevi). 1z #, = 9 vracanjem zamijenjenoga
izraza dobivamo eksponencijalnu jednadzbu

3'=9
koju moZemo zapisati u obliku
3'=3%

a odavde izjednacavanjem eksponenata izravno slijedi
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x=2.
Kako x = 2 zadovoljava uvjet 3" — 8 > 0, zaklju¢ujemo da je to jedino rjeSenje polazne jednadzbe.
300. Rijesite nejednadZbu:

Il (0023) 1og 20-3)
1ng+1 3 ’

RjeSenje: Najprije postavimo uvjete na vrijednost nepoznanice x:

x + 1> 0 (baza logaritma mora biti strogo veca od nule)

x + 1 # 1 (baza logaritma mora biti razlicita od 1)
x—3>0(dabilog,, (x —3) bio definiran)
2x —3 >0 (da bi logz(2x — 3) bio definiran)

Ta tri uvjeta mogu se objediniti u uvjet
x >3

jer rjesavanjem prve nejednadzbe dobijemo x > —1, druge x # 0, trece x > 3, a Cetvrte x > 1.5. Presjek svih tih rjeSenja
je upravo uvjet x > 3.
Uvazavajuci taj uvjet i jednakosti

I=log, s i(x+1)
log,.a
log.b

c

log, a=
zadanu nejednadZbu transformiramo ovako:

1108, (X73) 100 (26-3)
log, ;3
log, . (x+1D)+log, (x—3)
log,,;3
log ., [(x + D(x=3)]
log,,;3

log;[(x+1)(x —3)] < log,(2x—3)

<log;(2x-3)

<log;(2x-3)

Budu¢i da je baza logaritma realan broj strogo ve¢i od 1 (tj. 3), usporedbom logaritmanada dobijemo:
x+1)-(x-3)<2x-3.
MnoZenjem faktora na lijevoj strani te nejednakosti dobivamo:
X -2x-3<2x-3,
a odavde sredivanjem i reduciranjem dobivamo kvadratnu nejednadZbu
¥ —4x<0

¢ije je rjeSenje otvoreni interval (0, 4). Zbog uvjeta x > 3, skup svih rjeSenja polazne nejednadzbe jest otvoreni
interval (3, 4).
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301. Izracunajte:

10g0'2525 + 10g0_51.6
Rjesenje: Uocimo da vrijedi jednakost
0.25=0.5"

Prlm] enom formule
lo a —1 log, a
g bk P b

dobivamo:

1
1 —
log),525+10gy51.6 =log ., 25+10g,51.6 = Elogo_5 25+1og,s1.6 =1og,5(25%) +1og,51.6=

=logys v/25 +10gy51.6 =log s 5+log5 1.6 =logy 5 (5-1.6) = log, s 8 = log, (2*) =3log, ., 2 =
2

=3'L1-10g22=—3'1=—3

302. Rijesite jednadZbu:

2logyx slogsx _ 40
RjeSenje: Jedini uvjet na x jest
x> 0 (da bi logzx bio definiran)
Uocimo da vrijede jednakosti
p2logs ¥ _ (n2ylogs x _ glogs x
400 = 20”
Tako zadanu jednadZbu moZemo napisati u obliku
4lozs ¥ _glogsx _ 52

(4-5)l°8s % =202
2010g3 X _ 202

otkuda izjednacavanjem eksponenata dobivamo logaritamsku jednadZbu
logzx =2
iz koje je antilogaritmiranjem izravno
x=3"=9.

Kako x = 9 zadovoljava uvjet x > 0, to je x = 9 ujedno i jedino rjeSenje polazne jednadzbe.
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303. Rijesite jednadZbu:

0 410g2 x+l _ 6 252710{;)(3
RjeSenje: Jedini uvjet na x jest
x> 0 (da bi log’x i log x” bili definirani).
Nadalje, uo¢imo da vrijede sljedece jednakosti:
4_2

04=—=
10 5
2

2 2 -1
6.25:@:2:5—:(§j - (Z] _
100 4 22 (2 5

Stoga polaznu jednadZbu moZemo zapisati u obliku:

(zjlogz)ﬁ—l ~ (2]—2 2-3log x
5 5

(zjlogz x+1 ~ (2]6logx—4

5 5

log’x+ 1 =6 logx — 4,

IzjednaCavanjem eksponenata slijedi:

odnosno
log’x—6logx+5=0.
Uvedimo zamjenu ¢ = log x, pa dobivamo kvadratnu jednadZbu:
£ —6t+5=0.
Njezina surjeSenjaty =11, =5.1z ¢, = 1 vraanjem zamijenjenoga izraza dobivamo logaritamsku jednadzbu
logx=1

iz koje antilogaritmiranjem izravno slijedi x = 10" = 10. Kako x = 10 zadovoljava uvjet x > 0, to je ujedno i rjeSenje
polazne jednadZbe. Nadalje, iz #, = 5 vraanjem zamijenjenoga izraza dobivamo logaritamsku jednadzbu

logx=35
iz koje antilogaritmiranjem izravno slijedi x = 10° = 100 000. Kako x = 100 000 zadovoljava uvjet x > 0, to je ujedno
i rjeSenje polazne jednadZbe.

Stoga polazna jednadZba ima to¢no dva rjeSenja: x; = 10 i x, = 100 000.

304. Rijesite jednadzbu:
logs{3 + logy[1 + logs(11 — 3logyx)]} =§
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RjeSenje: Antilogaritmiranjem polazne jednadzbe (po bazi 8) dobivamo:

2
3 +logy[1 + logs(11 — 3logyx)] = 83

Kako je

to dalje imamo:

3 +logy[1 +logs(11 — 3logox)] = 4
logy[1 + logs(11 - 3log,x)] =4 -3
logy[1 + logs(11 — 3logyx)] = 1.

Antilogaritmiranjem po bazi 2 dobijemo:
1 +1logs(11 = 3logyx) =2,
1 +logs(11 — 3logyx) =2,
logs(11 — 3logx) =2 -1
logs(11 — 3log,x) = 1.

Antilogaritmiranjem po bazi 5 slijedi:

11 —3logx = 5",

11 -3logyx =5,
otkuda je
3logpx=11-5,
3logox =6

pa dijeljenjem s 3 dobivamo logaritamsku jednadZbu
logox =2.

Antilogaritmiranjem po bazi 2 odavde izravno slijedi x = 2> = 4. Izravnim uvritavanjem x = 4 u polaznu jednadZbu
dobiva se identitet

2_2
3 3
pa je x = 4 jedino rjesenje polazne jednadzbe.
305. Rijesite jednadZbu:
logr(9 -2 =3 —x.
Rjesenje: Jedini uvjet na x jest
9 — 2> 0 (da bi log,(9 — 2" bio definiran)

Antilogaritmiranjem dobivamo:
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9-2"=2"""
Pomnozimo ovu jednadzbu s 2" pa dobijemo:
9.2"— (2% =2’
otkuda slijedi
(29 -9-2"+2°=0,
odnosno
(2% -9-2°+8=0.
Uvedimo zamjenu 7 = 2%, pa dobivamo kvadratnu jednadzbu
£-9-8=0
CijasurjeSenjaty =111 =8. 1z # =1 vraanjem zamijenjenoga izraza dobivamo eksponencijalnu jednadzbu
2'=1
koju moZemo zapisati u obliku
2°=2",

a odavde izjednacavanjem eksponenata izravno slijedi x = 0. Kako x = 0 zadovoljava uvjet 9 — 2* > 0, to je jedno
rjeSenje polazne jednadzbe. Nadalje, iz 7, = 8 vraanjem zamijenjenoga izraza dobivamo eksponencijalnu jednadzbu

2'=8
koju moZemo zapisati u obliku

2"=2,
a odavde izjednaGavanjem eksponenata izravno slijedi x = 3. Kako x = 3 zadovoljava uvjet 9 — 2" > 0, to je jedno
rjeSenje polazne jednadZbe.

Stoga moZemo zakljuciti da polazna jednadZba ima to¢no dva rjeSenja: x; =01 x, = 3.

306. Izracunajte:

1
log /3 (log, 5-log, g)

RjeSenje: Drugi faktor u zagradi transformirajmo ovako:

1 1 3 1 1 3
lo —=log;, —=log.,.(277)=-3-—-log:2=3-———=
fo2g gg 73 - logsn 20 _1 0% log,5 log,5

Tako dalje imamo:
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1 3 1
logﬁ(logZS-logo'zg)zlogﬁ(logz5-@)zlogﬁ3zlog3% 3:Tlog33:2-1:2

2

307. Rijesite jednadZbu:

log,s [élog3(2 —log, x)] =-0.5
2

RjeSenje: Imamo redom:

log s [110g3(2 —log, x)] =-0.5
> 2
l1og3(2 —log, x) =259
5 —
2
1 .
—logs(2-1log,; x)=(5*)"
> 2

Slog;(2-log, ) = 5>

2

l1og3(2—1ogl x)=5"
5 -
2
log;(2—1log, x)=57"-5
2
log;(2—log, x)=5°
2
log;(2—-1log, x) =1
2
2—-log, x=3
2
2—-log, x=3
2
log, x=2-3
2
log, x=-1

Izravnim uvrsStavanjem x = 2 u polaznu jednadzbu dobiva se identitet
-0.5=-0.5,
pa je x = 2 jedino rjeSenje polazne jednadzbe.
308. Rijesite jednadzbu:
logox + logao(x + 1) =1
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RjeSenje: Najprije postavimo uvjete na vrijednost nepoznanice x:

x>0 (da bi log,x bio definiran)
x+ 1 >0 (da bi log,(x + 1) bio definiran)

Uvazavajuci te uvjete, polaznu jednadZbu moZemo zapisati u obliku
logo[x - (x+ D] =1,

a otuda antilogaritmiranjem dobivamo

x-(x+1)=2"
odnosno
X +x-2=0.
RjeSenja ove kvadratne jednadZbe su x; = -2 1 x, = 1. RjeSenje x; = -2 ne zadovoljava niti jedan od uvjeta na

vrijednost nepoznanice x, pa to nije rjeSenje polazne jednadZbe. x, = 1 zadovoljava oba uvjeta, pa to jest rjeSenje
polazne jednadZbe. Stoga polazna jednadZba ima to¢no jedno rjeSenje: x = 1.

1
10g2\/g~10g25 2.

Rjesenje: Transformirajmo zasebno svaki od faktora na sljedeci nacin:

309. Izracunajte:

1
1og2\ﬁ=10g2 I —logz[(S P =log,(5 2)_—llog25
5 5 2
1

3 1
log,5 /2 = log. (2%) =

L
6 log,5

1
—-log:2=
2 gs

wl»—

Tako je vrijednost zadanoga izraza jednaka:

logz\/g-logzsﬁ——%logZS-l-;——L.

6 log,5 12
310. Rijesite jednadzbu:

3 - logax = 2 - loge(x?).
RjeSenje: Najprije postavimo sljedece uvjete na vrijednost nepoznanice x:

3x > 0 (baza logaritma mora biti strogo pozitivan realan broj)
3x # 1 (baza logaritma ne smije biti jednaka 1)

x> 0 (da bi log;.x bio definiran)
9x > 0 (baza logaritma mora biti strogo pozitivan realan broj)
9x # 1 (baza logaritma ne smije biti jednaka 1)

Tih pet uvjeta moZemo objediniti u dva:
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Nadalje, primijettimo da vrijede sljedece jednakosti:

logs x log; x _ logyx

logs, x = = =
log;(3x) logz3+log;x 1+logyx

logyx  2logyx logs x _ 2log; x _ 2logy x

logy, x> =2logy, x=2- = = 5 = =
log;(9x) logz9+logsx log;(3°)+1logyx 2logz3+logzx  2+logsx

Stoga polaznu jednadZbu moZemo zapisati u obliku:

logzx 5. 2logs x

.1+10g3x_ 2+logs x

odnosno, u obliku

3logyx  4logy x

1+logs x B 2+logs x

PomnoZimo tu jednadzbu s najmanjim zajednic¢kim nazivnikom svih razlomaka koji se pojavljuju u njoj. Taj

11
nazivnik je izraz (1 + logzx) - (2 + logzx), a njegovu razli¢itost od nule osigurava nam uvjet x ¢ {E, 5} . Tako

dobivamo:
3 logsx - (2 +logzx) =4 logsx - (1 + logsx),
odnosno
6 logsx +3 log§ x=4logx + 4log§ X,
a odavde je

logg x—2logzx =0.
Uvedimo zamjenu ¢ = logzx, pa dobivamo kvadratnu jednadZbu:
£ -2t=0.
Njezina su rjeSenja f; =01 t, = 2. Iz t; = 0 vraanjem zamijenjenoga izraza dobivamo logaritamsku jednadzbu
logsax =0

iz koje antilogaritmiranjem izravno slijedi
0
x=3"=1.
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Kako x = 1 zadovoljava uvjete x > 01 x ¢ {%, %} , to je rjeSenje polazne jednadZbe. Nadalje, iz #, = 2 vraanjem
zamijenjenoga izraza dobivamo logaritamsku jednadZbu

logsx =2
iz koje antilogaritmiranjem izravno slijedi

x=3>=9

. . . 11 . . . g
Kako x = 1 zadovoljava uvjete x > 01 x ¢ {5, 5} , to je rjeSenje polazne jednadZbe. Stoga moZemo zakljuciti da
polazna jednadZba ima to¢no dva rjeSenja: x; = 1ix, =9.
311. Rijesite sustav jednadZbi:

2'+y=5
x—2=logy

Rjesenje: Jedini uvjet na vrijednosti nepoznanica x iy jest
y > 0 (da bi log,y bio definiran)
Uvazavajuci taj uvjet, iz druge jednadZbe zadanoga sustava antilogaritmiranjem dobivamo:
y=2""7

pa uvrsStavanjem toga izraza u prvu jednadzbu sustava dobivamo eksponencijalnu jednadZbu

2 42°%=5
koju rijeSimo na sljedeci nacin:
2" 4272 =5
2" 42727 =5
2. (14272 =5

N 1
2+ 5) =5
2 1+ =5
4

2)‘-2:5 /:
4

Al

2% =5:

O N NN R
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Prema tome je
y= 2)(72: 2272= 20= 1.
Kako y = 1 zadovoljava uvjet y > 0, to je rjeSenje polaznoga sustava uredeni par (2, 1).

312. Rijesite sustav jednadZbi:

5713+l =135
1 + logyx = logyy

Rjesenje: Uvjeti na vrijednosti nepoznanica x i y su:

x> 0 (da bi logyx bio definiran)
y >0 (da bi log,y bio definiran)

Uvazavajuc¢i te uvjete, drugu jednadzbu zadanoga sustava transformiramo ovako:

1+log, x=1log, y
log, y—log, x=1

10g21=1
X

UvrSetenjem toga izraza u prvu jednadzbu zadanoga sustava dobivamo:
52x— L 32x+ 1 =135
a tu jednadZbu dalje rijeSimo na sljede¢i nacin:
52)(—1 . 32X+l — 135

52X—1 . (32.}(—1 . 32) = 135
5271.327.9=135

201 _ 135
(5-3) =9
15271 =15
152x—l=151
2x—1=1
2x=2
x=1

Sada je lako izracunati
y=2x=2-1=2.
Kako x =11y =2 zadovoljavaju uvjete x > 0, y > 0, to je rjeSenje polaznoga sustava uredeni par (1, 2).
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313. Rijesite sustav jednadZbi:
5%.2Y =320
log ﬁ(y -x)=2
RjeSenje: Jedini uvjet na vrijednosti nepoznanica x iy jest

y—x>0
koji je ekvivalentan uvjetu

y>X.

Uvazavajuci taj uvjet, antilogaritmiranjem druge jednadzbe dobijemo:

odnosno

odnosno
y=x+5.
Uvrstavanjem toga izraza u prvu jednadZbu zadanoga sustava dobivamo:
5% 2% =320,
a tu eksponencijalnu jednadZbu rijeSimo na sljede¢i nacin:
5°.27=320

5. (27-2°) =320
5°.2°.32=320 /:32

5-2=10
10°=10
10°= 10"
i kona¢no
x=1

Sada je lako izracunati
y=x+5=1+5=6.
Kako x =11y = 6 zadovoljavaju uvjet y — x > 0, to je jedino rjeSenje polaznoga sustava uredeni par (1, 6).

314. Osnovka uspravne prizme je romb. Prikloni kut jedne prostorne dijagonale prizme prema osnovki
prizme jednak je 60°, a prikloni kut druge prostorne dijagonale prizme prema osnovki prizme iznosi 45°.
Ako je visina prizme 5 cm, izracunajte obujam te prizme.

© Bojan Kovaci¢ 182 Tehnicko veleuciliSte — Elektrotehnicki odjel, Zagreb



Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike

Rjesenje: Prikloni kut prostorne dijagonale prizme prema osnovki prizme jest kut koji ta prostorna dijagonala tvori s
jednom od dijagonala osnovke. Pritom su veli¢ina kuta i duljina dijagonale osnovke obrnuto razmjerni: duljoj
dijagonali osnovke odgovara manji prikloni kut, a kracoj veéi. Stoga uo¢imo dva pravokutna trokuta:

1.) pravokutan trokut kojega tvore prostorna dijagonala prizme (kao hipotenuza), dulja dijagonala romba i visina
prizme (kao katete). Kut izmedu prostorne dijagonale prizme i dulje dijagonale romba u takvom trokutu mora biti
45° (manji od dva zadana priklona kuta). Oznacimo li s v visinu prizme, a s e dulju dijagonalu romba, vrijedi
jednakost:

tgds5° =2
e
Odatle slijedi
v v
e = = —=
tgd5° 1

2.) pravokutan trokut kojega tvore prostorna dijagonala prizme (kao hipotenuza), kraca dijagonala romba i visina
prizme (kao katete). Kut izmedu prostorne dijagonale prizme i krace dijagonale romba u takvom trokutu mora biti
60° (ve¢i od dva zadana priklona kuta). Oznacimo li s v visinu prizme, a s f kra¢u dijagonalu romba, vrijedi jednakost

1%
tg60° = —
f

Odatle slijedi

1% 1% V\/g

T A

Bududi da je povrS§ina romba — kao Cetverokuta s okomitim dijagonalama — jednaka polovici umnoska njegovih
dijagonala, povrSina osnovke prizme jednaka je

|
B=—.¢.
2ol

U tu formulu uvrstimo e =vif= % , pa dobijemo:

1 w3 V3
B=— v —=
2 3 6
Stoga je obujam prizme
V=B-v
2
v=_ \/g-v
6
y 23

6

Preostaje nam uvrstiti v = 5 cm u gornju formulu i izraunati
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125V3

6

3
V= cm’.

315. Osnovni bridovi pravilne uspravne krnje trostrane piramide dugi su 2 cm i 6 cm. Pobocke s vecom
osnovkom zatvaraju kut od 60°. Izracunajte duljinu visine ove piramide.

Rjesenje: Neka je S; srediSte donje (vece), a S, srediSte gornje (manje) osnovke. Iz tih vrhova povucimo dvije
usporedne okomice na bilo koja dva usporedna brida jedne pobocke i neka te okomice sijeku te bridove redom u
tockama T i T,. Promotrimo Cetverokut 775,5,75. Taj Cetverokut je pravokutan trapez (pravi kut je kod vrha S, jer je
spojnica S5, visina zadane piramide koja je okomita i na donju i na gornju osnovicu) kojemu je kut izmedu kraka i
osnovice jednak kutu izmedu pobocke i vece osnovke, dakle, 60°. Visina toga trapeza jednaka je upravo traZenoj
visini piramide. Iz vrha 7, povucimo okomicu na stranicu 73S, i neka je N noZiSte te okomice. Promotrimo trokut
T\NT,. Taj trokut je pravokutan (s pravim kutom kod vrha N), jedan njegov Siljasti kut (kod vrha T;) iznosi 60°, a
katete su mu 7N i NT,. Duljina duZine N7, jednaka je duljini visine piramide. Odredimo duljinu duZzine 7' N:

IT'\NI =TS, - INS, .
Budu¢i da je piramida pravilna trostrana, obje osnovke su jednakostranic¢ni trokuti. Stoga je duljina duzZine TS,
jednaka duljini polumjera kruZznice upisane donjoj osnovki. Analogno, iz INS|| = IT,S,! (jer je cetverokut NSS,7T,

pravokutnik) slijedi da je duljina duZine NS, (odnosno, duljina duZine 7,S,) jednaka duljini polumjera kruZnice
upisane gornjoj osnovki. Taj se polumjer racuna prema formuli

<3
=—4/3
P 6
Tako dobivamo:

mw:%fé%ﬁ=ﬁ,

INS1I=IT252I=%\/_:%\/_:%\/§.

Stoga je

IT\Nl =TS - INS, |

IT\NI = \/_—%\/5

TN = 243
3
Sada iz pravokutnoga trokuta 7\NT, nalazimo:
| NT, |
tg60° = 2
ITyN |

otkuda slijedi

v =INT,l = IT,NI - tg 60°,

pa uvrstavanjem |7, Nl = %x/g konacno dobivamo:
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2
==—4/3-tg60°
v 3 g

2
VZE\/E'\/E
v=g'3

3
v=2cm

Dakle, traZena duljina visine piramide jednaka je 2 cm.

316. Duljine dijagonala strana kvadra jednake su 10 cm, 17 cm i 3J29 cm. Izracunajte duljinu prostorne
dijagonale toga kvadra.

RjeSenje: Oznacimo duljine bridove kvadra redom s a, b i c¢. Strane kvadra su pravokutnici kojima su stranice duge

redomaib, bic,tecia. Odatle slijedi da su duljine dijagonala strana kvadra \/az +b*, x/b2 +c i x/c2 +a’  Mi
trazimo duljinu prostorne dijagonale kvadra, a nju odredujemo prema formuli

D=\/az+bz+c2 .

1z podataka o duljinama dijagonala strana kvadra moZemo postaviti sljede¢i sustav jednadzbi:

Va* +b* =10
b*+c* =17
¢ +a* =329
Kvadriranjem svake jednadZbe dobivamo:
a+b> =100
b+ =289
¢ +a’=9-29=261
Zbrojimo sve tri dobivene jednadZbe:

A+ + b+ ++a =100+ 289 + 261,

pa reduciranjem slijedi
2. (a*+ b+ %) =650,

odnosno
a*+b* + ¢* =325.

Tako je konacno
D=va’+b*+c?
D =+/325
D=+25-13

D=5x/ch
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Dakle, duljina prostorne dijagonale kvadra iznosi D = 5«/§ cm.

317. Povrsine pobocaka uspravne trostrane prizme iznose 9 cm’, 10 cm® i 17 cm®, dok je povrsina
osnovke jednaka 4 cm?. Izracunajte obujam ove prizme.

RjeSenje: Za racunanje obujma trebamo dva podatka: povrSinu osnovke i duljinu visine prizme. PovrSina osnovke
nam je zadana:

B=4cm’.

Znaci, jo§ trebamo odrediti visinu prizme. Osnovka uspravne trostrane prizme je raznostranican trokut. Oznacimo
duljine njegovih stranica s a, b i ¢ 1 bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da vrijedi nejednakost

aslb<c

Pobocje prizme tvore pravokutnici. Jedna stranica svakoga od tih pravokutnika podudara se s jednom od stranica
osnovke, dok je visina svakoga od tih pravokutnika jednaka visini prizme. Ozna¢imo visinu prizme s v. Zbog
pretpostavke a < b < ¢, najmanju povrsinu ima bo¢na strana kojoj jedna stranica ima duljinu a (i Sirinu v), a najve¢u
povrsinu bocna strana kojoj jedna stranica ima duljinu ¢ (i Sirinu v). U skladu s tim, podatke o povrSini pobocaka
mozemo zapisati u obliku sljede¢ih jednakosti:

av=9
bv=10
cv=17
Iz tih jednakosti redom slijedi
9
a==
v
p=12
v
17
c=—
v

Nadalje, budu¢i da je osnovka trokut, njegova je povrsina dana Heronovom formulom

P=/s(s—a)(s—b)(s—c)
pri cemu je
s = i(at +b+c)
=5 .

U skladu s tim je

i na potpuno isti nacin
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s_b:a—i-c—b
2
a+b-c
Ss—C=
2
Sada u jednakosti
s—l(a+b+c)
2
b+c—a
s—a=——
2
s_b:a—i-c—b
2
a+b-c
S—c=
2
uvrstimo
9
a=—
%
p=10
v
17
C:_
v
pa dobijemo:
9+10+17
_atbtc_ ", 36 _18
2 2 2v v
10,17 9
s—a=b+c_a_ y __V V:ﬁ:%
2 2 2v v
9,17 _10
_b_a+c—b_v v v _E_§
2 2 2v v
9,10 17
S_C:a—i-b—c_v v v :221
2 2 v v

Dobivene izraze uvrstimo u formulu

P=s(s—a)(s—b)(s—c)

zajedno s P = B =4, pa slijedi:
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4= 18281
vV v v
1296
4= 2
v
36
4 = —2
v
1z posljednje jednadZbe slijedi
v =09,
Rjesenja ove kvadratne jednadzbe su v = =3 i v, = 3. Budu¢i da je v duljina visine prizme, v mora biti strogo

pozitivan realan broj. Zbog toga rjeSenje v, = —3 odbacujemo, pa slijedi da je duljina visine prizme v = v, = 3 cm.
Sada je lako izracunati traZeni obujam prizme:

V=B-v
V=4.3

B
4
2

— |l
54)

\% C

Dakle, traZeni je obujam jednak 12 cm’.

318. Odredite kut izmedu dviju strana pravilnoga tetraedra.

RjeSenje: Pretpostavimo da je a > 0 duljina osnovnoga brida tetraedra. Postavimo tetraedar tako da leZi na jednoj od
strana i tu stranu nazovimo osnovkom tetraedra. Tada je traZeni kut jednak kutu koji zatvara bo¢na visina s
polumjerom osnovki tetraedra upisane kruZnice. Drugim rije¢ima, promatramo pravokutan trokut kojemu je
hipotenuza jednaka boc¢noj visini (tj. visini jednoga od jednakostrani¢nih trokuta koji tvore pobocje), a jedna od
kateta polumjer osnovki tetraedra upisane kruZnice. Odredimo duljine ovih elemenata.

Kako smo ve¢ rekli, hipotenuza promatranoga pravokutnoga trokuta je zapravo visina jednoga od jednakostrani¢nih

trokuta koji tvore pobocje tetraedra. Buduci da sve strane toga jednakostrani¢noga trokuta imaju duljinu jednaku a,
to je duljina boc¢ne visine jednaka duljini visine jednakostrani¢noga trokuta ¢ija stranica ima duljinu a. Dakle,

b=445.

Nadalje, osnovka tetraedra je jednakostranican trokut ¢ije sve stranice imaju duljinu a. Polumjer tom trokutu upisane
kruZnice dan je formulom

a
p=243.
6
Vratimo se sada na promatrani pravokutan trokut. Oznac¢imo li traZeni kut s o, onda je

COS(ZZﬁ.

U tu formulu uvrstimo izraze

p=243

6

Vb =%\/§
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pa dobijemo:

cosa=£
Vb
a5
cosa=2—
—A/3
2
2
cosax ==
6
1
cosax=—
3

1z posljednje trigonometrijske jednadZzbe lako nalazimo
o =70.5287793655093086307540006600376°
ili priblizno
o =70°31'44".
Dakle, traZeni je kut jednak 70°31'44".

319. Oplosje pravilne uspravne cCetverostrane piramide iznosi 108 cm’. Kut izmedu pobocke i osnovke
iznosi 60°. Izracunajte obujam te piramide.

RjeSenje: Neka je a duljina osnovnoga brida te piramide, & duljina visine piramide, a v duljina bocne visine.
Promotrimo pravokutan trokut kojega tvore polovica osnovnoga brida i visina piramide (kao katete), te bo¢na visina
(kao hipotenuza). U tome je trokutu kut izmedu bocCne visine i polovice osnovnoga brida jednak kutu izmedu
pobocke i osnovke, dakle, 60°. Prema tome, vrijede sljedece jednakosti:

a
cos 60° =2
v
h
tg60° = —
260 a
2
1z prve od njih proizlazi
a a
y= 2 = l =a
cos60° 1
2

Oplosje pravilne uspravne Cetverostane piramide jednako je zbroju povrSina osnovke i povrSine pobocja:
O=B+P
Osnovka je kvadrat ¢ija je stranica a pa je njegova povrsina
B=d.
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Pobocje tvore Cetiri sukladna jednakokracna trokuta ¢iji je osnovni brid a, a visina v. Njihova je ukupna povrSina:

pP=4. % -a-v,
odnosno
P=2-a-v,
Dobivene izraze uvrstimo u formulu
O=B+P
pa dobijemo:
0=d +2av.

Ve¢ smo utvrdili da je v = a, pa slijedi:

otkuda je

U zadatku je naveden podatak da oplosje piramide iznosi 108 cm’. Stoga dobivamo jednadzbu:
3a®=108
koja je ekvivalentna jednadzbi
a’=36

Cije je strogo pozitivno rjeSenje a = 6 (rjeSenje a = —6 odbacujemo jer duljina osnovnoga brida ne moZe biti strogo
negativan realan broj). Nadalje, iz

o h
tg60° = a
2
slijedi
a
h=—tg 60°,
> g
pa kad ovamo uvrstimo a = 6, dobijemo:
h=3 ﬁ cm.

Tako kona¢no imamo:
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V=lB-v

3
Vzl-a2 \%

3
V:é.62.3\/§
V=36x/§ cm?®

Dakle, traZeni obujam piramide iznosi V = 36 \/5 cm’.

320. Osnovka uspravne prizme je romb cije su dijagonale duge 18 cm i 24 cm. Duljina dijagonale jedne
bocne strane iznosi 25 cm. Izracunajte oplosje ove prizme.

RjeSenje: Izracunajmo najprije duljinu osnovnoga brida prizme. Osnovni brid prizme, te polovice dijagonala

osnovke tvore pravokutan trokut kojemu su polovice dijagonala osnovke katete, a osnovni brid prizme hipotenuza.
Ozna¢imo osnovni brid prizme s a, a dijagonale s e i f, pri ¢emu bez smanjenja opéenitosti moZemo pretpostaviti da

je e >f. Dobivamo:
2 2
{59
2 2

24) (18Y
a= = 4| —=

2 2
a=+12%+9?

a=15cm

Sve bocne strane ove uspravne prizme su pravokutnici. Njihova je duljina jednaka duljini osnovnoga brida, a Sirina
visini prizme. Oznacimo visinu prizme s v. Tada je duljina dijagonale bo¢ne strane dana formulom:

Kvadriramo ovu jednakost i iz nje izrazimo v. Dobivamo:

v=+d?-a?

v=+25% -15>

v=20cm
Oplosje zadane prizme jednako je zbroju povrSina obiju osnovaka i povrSine pobocja. PovrSina jedne osnovke

(odnosno, povrSina romba) jednaka je polovici umnoska njezinih dijagonala, a povrSina pobocja jednaka je zbroju
povrsina Cetiriju sukladnih pravokutnika ¢ija je duljina a, a Sirina v. Stoga je

0=2-l'e'f+4-a-v,
2
tj.
O=e¢e-f+4-a-v.

Uvrstavanjem e = 24 cm, f = 18 cm (ili obrnuto), te @ = 15 cm i v = 20 cm, kona¢no dobivamo:
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0=24-18+4-15-20,
odnosno
0=1632 cm’.
321. PovrSine strana kvadra iznose 20 cm®, 28 cm® i 35 cm’. Izracunajte obujam toga kvadra.
RjesSenje: Oznacimo duljinu kvadra s a, Sirinu s b, a visinu s ¢. Bez smanjenja opcenitosti moZzemo pretpostaviti da
vrijedi nejednakost @ < b < ¢ jer kvadar uvijek moZemo postaviti tako da vrijedi navedena nejednakost. Strane kvadra

tvore ukupno 6 u parovima sukladnih pravokutnika (svake dvije nasuprotne strane su medusobno sukladne). Povrsine
medusobno nesukladnih strana raGunamo pomocu izraza

Plzab
Pzsz
P;=ac

Uvazavaju¢i pretpostavku a < b < ¢ podatke navedene u zadatku moZemo zapisati u obliku sljedecih jednakosti:

ab =20
ac =128
bc =35

MnozZenjem tih jednakosti dobivamo:

a-b-a-c-b-c=20-28-35,

odnosno
@b C=5-4-7-4-(75),
odnosno
(abc)* =4 -5 -7,
otkuda je
abc=4-5-17,
odnosno
abc = 140.

No, obujam kvadra jednak je umnosku njegove duljine, §irine i visine:
V =abc,
pa konacno zakljucujemo:
V=140 cm’.

322. Ako se obujmovi dviju kocaka odnose kao 125 : 343, u kojemu su omjeru njihova oplosja?
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Rjesenje: Oznac¢imo duljinu osnovnoga brida manje kocke s a;, a duljinu osnovnoga brida vece kocke s a,. Obujam
manje kocke jednak je

V1 =4a,
a obujam vece
V2 = Cl; .
Dijeljenjem tih dvaju izraza dobivamo:
Vi_a
V2 ag ’
odnosno
3
Vi_[a
v, a
U zadatku nam je naveden podatak:
V125
V, 343
pa slijedi:
3
@) 125
a, 343’
otkuda uzimanjem trecega korijena dobivamo:
a _ 5
a, 7
Oplosje manje kocke ra¢unamo prema formuli
01 =6 alz .
a oplosje vece prema formuli
02 =6 (,122 .
Dijeljenjem tih dvaju izraza dobivamo:
o _6a}
02 6(12 ’

odnosno nakon kracenja sa 6:
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U tu jednakost uvrstimo

pa konacno dobivamo:

odnosno

0 _35
0, 49°

Dakle, oplos§ja tih kocaka su u omjeru 35 : 49.

323. Osnovka uspravne prizme je trokut u kojemu je: a = 12 cm, b + ¢ = 20 cm i B = 60°. Ako je duljina
visine prizme trostruko manja od opsega osnovke, izracunajte obujam prizme.

Rjesenje: Utvrdimo najprije koji su nam podaci potrebni za raunanje traZzenoga obujma. Obujam prizme jednak je

umno$ku povrsine osnovke (B) i duljine visine prizme (v). Buduéi da su nam poznati duljina stranice a i kut B, to
¢emo povrsinu osnovke B racunati prema formuli

1
B=—acsin 5.
5 B

Dakle, za izraCunavanje povrSine osnovke nedostaje nam samo podatak o duljini stranice c¢. U tu svrhu zapi§imo
kosinusov poucak za odredivanje stranice b:

b’ =a* + ¢* = 2ac cos P.
1z jednakosti b + ¢ = 20 izrazimo b:
b=20-c¢
i, zajedno s @ = 121 B = 60°, uvrstimo u zapisani kosinusov poucak. Dobivamo:
(20-¢)?=12"+¢*=2-12- ¢ - cos 60°.

Kvadriranjem i uvaZavanjem jednakosti
cos 60° = 1
2
slijedi:

400 — 40c + ¢* = 144 + ¢* - 12c,
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a odavde se reduciranjem i sredivanjem dobiva linearna jednadzba

—28¢ =-256

c¢ije je rjesenje ¢ = 67—4 . Sada uvrstimo a = 12, ¢ = 67—4 i B =60° u formulu

1
B =—acsin
5 B

pa dobijemo:

B 21-12-ﬁ5in60°
2 7

B= E\@ cm?
7
Napokon, odredimo duljinu visine prizme. Kako je opseg osnovke prizme jednak

O=a+b+c=a+b+c)=12+20=32cm,

to je duljina visine prizme

0]
y=—,
3
odnosno
32
y=-—cm.
3
Tako kona¢no imamo:
V=B-v
192 32
V=—4J3 —
7 \/_ 3

V:%\E cm’.
7
324. Jedinicna kocka i pravilna uspravna Cetverostrana piramida imaju iste osnovke i jednake obujmove.
Izracunajte obujam onoga dijela piramide koji se nalazi izvan kocke.

RjeSenje: Oznacimo s a duljinu osnovnoga brida kocke (odnosno, piramide) i s v visinu piramide. Budu¢i da je
kocka jedinicna, to je

a=1.

Izraunajmo najprije visinu piramide. U tu svrhu iskoristimo podatak da kocka i piramida imaju jednake obujmove.
Obujamo kocke jednak je

3
Vi=a’,

dok je obujam piramide
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1
V =—B-v
L

1 5
szga 1%

Vi=V,
dobivamo:
a’= l a’-v s
3
a odavde dijeljenjem s ¢’ i mnoZenjem s 3 slijedi
v =3a.

Kako je a = 1, to je v = 3. Promotrimo presjek piramide i gornje osnovke kocke. To je ponovno kvadrat ¢iju povrSinu
oznacimo s B;. Taj je kvadrat udaljen od osnovke piramide za a = 1, a od vrha piramide za

v=v—a=2.

Prema Cavalierievu nacelu, za povrsinu osnovke B, povrsinu presjeka Bj, visinu piramide v i visinu dopunjka v,
vrijedi razmjer

B:Bl=v2:v12.

U ovom zadatku dio piramide koji se nalazi izvan kocke moZemo shvatiti kao dopunjak. No, to je zapravo jos jedna
pravilna Cetverostrana piramida ¢ija osnovka ima povrsinu By, a visina duljinu v;. Uvr§tavanjem B =1, v=3iv, =
2 u gornji razmjer dobivamo:

1:B;=9:4,
otkuda je
9B, =4,
te
B =2
9

Tako je obujam dijela piramide koji se nalazi izvan kocke jednak

1
Vi =§'Bl“’1
39
=
27
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325. Zadana je uspravna piramida cija je visina duga 2 cm. Na kojoj udaljenosti od vrha piramide treba
presjeci piramidu ravninom usporednom s ravninom osnovke tako da presijecanjem dobijemo tijela
Jjednakih obujmova?

RjeSenje: Presijecanjem zadane piramide ravninom usporednom s ravninom osnovke nastaju dva tijela: uspravna
piramida (istoga tipa kao i zadana piramida) i krnja piramida. Ozna¢imo sa B povrSinu osnovke zadane piramide, s v
visinu zadane piramide, s B; povrSinu presjeka, a s x traZzenu udaljenost. B, je osnovka uspravne piramide kojoj je
duljina visine jednaka x. Njezin obujam treba biti jednak polovici obujma zadane piramide, Sto moZemo zapisati u
obliku sljedecega uvjeta:

V:2‘V1,

gdje je V obujam zadane, a V| obujam presijecanjem dobivene uspravne piramide. Obujam zadane piramide V racuna
se prema formuli

V=le,
3

a na isti je nacin obujam presjecanjem dobivene piramide V| dan formulom

1
‘/1 = EBI.X .
Uvrstimo li te jednakosti u uvjet
V=2 Vl,

dobit ¢emo:

1 1
—Bv=2-(—Bjx),
3 (3 1)

odnosno (mnoZenjem s 3)

Bv =2Bx,
a odavde je
B _2x
B,
No, s druge je strane, prema Cavalierievu nacelu,
B_v
Bl _x2 ’

Lijeve strane posljednjih dviju jednakosti su jednake, pa takve moraju biti i desne strane. To znaci da mora vrijediti
jednakost:

koja je ekvivalentna jednakosti
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3_ .3
2x =V,
odnosno
3
v
X =
2
iz koje uzimanjem tre¢ega korijena dobivamo:
v
X=—=

U ovu jednakost uvrstimo v = 2, pa dobijemo:

o2 2322 _2-%/1_2-%/1_W

Dakle, piramidu treba presjec¢i na udaljenosti %/Z cm = 1.6 cm od njezina vrha.

326. Pravilnoj uspravnoj jednakobridnoj cetverostranoj piramidi opisana je i upisana kugla. Izracunajte
omjer obujmova tih kugala.

RjeSenje: Osnovka zadane piramide je kvadrat, pa neka je a > O duljina njegova osnovnoga brida. Izracunajmo

najprije duljinu visine piramide. U tu svrhu promotrimo pravokutan trokut kojemu su katete visina piramide i
polovica dijagonale osnovke, a hipotenuza boc¢ni brid piramide. Polovica dijagonale osnovke ima duljinu

4= @)=242,

a, budu¢i da je piramida jednakobridna, duljina njezina bo¢noga brida jednaka je a. Prema Pitagorinu poucku, duljina
visine piramide v jednaka je

Izracunajmo sada polumjere opisane, odnosno upisane kugle. Najprije izracunajmo polumjer opisane kugle. U tu
svrhu najprije odredimo njezino srediste. Srediste zadanoj piramidi opisane kugle jest tocka koja je jednako udaljena
od svih pet vrhova zadane piramide. U ovome je slucaju ta tocka sjeciSte dijagonala osnovke. Naime, budu¢i da je
osnovka kvadrat, udaljenost sjeciSta dijagonala od svakoga vrha osnovke jednaka je polovici dijagonale, odnosno
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a . VTR P P L
5\6 . Ali, upravo smo izracunali da je istu duljinu ima i visina piramide, §to znaci da je udaljenost vrha piramide od

sjecista dijagonala osnovke takoder jednaka %\E . Stoga je sjeciSte dijagonala osnovke ujedno i srediSte piramidi

opisane kugle, pa je polumjer te kugle jednak
a
R=242.
2

Odredimo sada polumjer piramidi upisane kugle. Taj se polumjer racuna prema formuli

k1%
r=—o
(0]

bl

gdje je V obujam, a O oplosje zadane piramide. Obujam zadane piramide jednak je

Vlev,
3

pa buduéi da je povriina osnovke B=a’i v :% 2, slijedi

a2

2

>

Vzlaz-
3

a otuda je

a*\2

2

V=

Izracunajmo sada oplosje piramide. Kako smo ve¢ uocili, osnovka zadane piramide je kvadrat Cija stranica ima
duljinu a, pa je povrSina osnovke

B=d

Pobocje piramide tvore Cetiri jednakostrani¢na trokuta (jer je piramida jednakobridna) ¢ija stranica ima duljinu a, pa
je njihova ukupna povrsina

2
p=4.2 ﬁzaQ\E

4

Stoga je oplosje zadane piramide jednako

O=B+P
0=a2+a2\/§,
O=d* (1+3).

Prema tome, polumjer upisane kugle jednak je
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)
a*(1+4/3)

r=—aﬁ
21+43)

. a2(3 -1
2(1+/3) W3 -1)

L_a2(f3-)

2(3-1)
L _a2(3-1)

4

Omjer obujmova opisane i upisane kugle jest

u tu jednakost dobivamo redom:

_a2(3-1)
4

pa uvrStavanjem R = %\/E ir
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3

a
|5
p %ﬁ-(ﬁ—l)

Vop _

=~

3
Vop (2
Vup \/5_1

3
Vi \GB3-DG3+D
3

Vop :[2(\/54'1)}
Vi 3-1
\%
L= (W3+1)
Vup
Vs
P =3\3+3-3-1+3-4/3 - 1+1
Vup
Vv
P —10+643
Vup

Dakle, traZeni je omjer jednak 10 + 6 ﬁ .

327. Zadana je pravilna uspravna trostrana prizma Ciji je osnovni brid dug 6 cm, a visina 4 cm.
Izracunajte polumjer sfere opisane toj prizmi.

RjeSenje: Sfera je krivulja sa svojstvom da je svaka njezina tocka jednako udaljena od fiksne toc¢ke (koju nazivamo
srediste sfere). Sfera opisana zadanoj prizmi mora prolaziti kroz svih njezinih 6 vrhova. Njezino srediste mora biti
jednako udaljeno od svih tih vrhova. Tocka koja je jednako udaljena od triju vrhova donje osnovke prizme jest
teZiSte jednakostrani¢noga trokuta (koji je osnovka prizme), a isti je slucaj i s vrthovima gornje osnovke prizme.
Bududi da je prizma uspravna, spojnica tih dvaju teZiSta okomita je i na donju i na gornju osnovku, a njezina je
duljina jednaka duljini visine prizme. Zbog toga se sredisSte prizmi opisane sfere mora na pravcu koji spaja teZista
dviju osnovki prizme, a jedina tocka toga pravca koja je jednako udaljena od svih Sest toCaka jest poloviste te
spojnice. Da odredimo njegovu udaljenost do bilo kojega vrha prizme (jer je to ba$ traZzeni polumjer), promotrimo
pravokutan trokut kojega tvore srediste sfere S, teZisSte bilo koje osnovke 7 i jedan vrh iste osnovke (radi odredenosti,
ozna¢imo ga s A). Duljine kateta toga trokuta su:

Voo e . . " . s .
IST1 = 2 (jer je S poloviste visine prizme, odnosno poloviSte duZine koja spaja teZiSta osnovki);
2 a a . . .y ey s .. Lo
ITAl = —-—\/_ = —\/g (Naime, u jednakostrani¢nom se trokutu teZi$nica podudara s visinom. Jedna od posljedica
32 3
" yix Y . . oy . . 2 ey
poucka o teZiStu trokuta kaZe da je udaljenost teZiSta trokuta od ma kojega vrha trokuta jednaka 3 duljine teZiSnice
« . " .. .. . . . . 2 . -
povulene iz toga vrha trokuta. U naSem slucaju to znali da je traZena udaljenost jednaka 3 duljine visine

jednakostrani¢noga trokuta, a otprije znamo da je duljina te visine jednaka %\/5 J)

a duljina hipotenuze jest
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ISAl = R (A je vrh osnovke prizme, pa, prema definiciji sfere opisane prizmi, njegova udaljenost od srediSta sfere
mora biti jednaka polumjeru sfere).

Pitagorin poucak primijenjen na trokut 7AS daje:

ISAI> = ISTV? + ITAP,

pa kad ovamo uvrstimo IS71 = % , ITAl = % 3 1lSAl = R, dobijemo:

Preostaje nam uvrstiti numericke podatke: a =6 cm i v =4 cm, te dobiti:

2 2

R: i +§
4 3

R=+4+12

R=4

Dakle, polumjer sfere opisane toj zadanoj prizmi jednak je 4 cm.

328. Izracunajte omjer obujmova pravilne uspravne Sesterostrane piramide i toj piramidi upisanoga
stoSca.

RjeSenje: Osnovka pravilne uspravne Sesterostrane piramide je pravilan Sesterokut. Broj njegovih stranica (ili
vrhova) jest n = 6. Stoga je njegov srediSnji kut jednak

360°  360°
o= ==
n
Nadalje, neka je a duljina stranice pravilnoga Sesterokuta (to je ujedno i duljina osnovoga broda piramide). Polumjer
osnovke upisanoga stosca jednak je polumjeru pravilnom Sesterokutu upisanoga kruga, a taj je

60°.

o

1
=—a-ct s
P 2 ¢ 2

odnosno
1 =
p = 5 a 3 .

Visina piramide (ozna¢imo je s v) jednaka je visini stoSca. Tako sada imamo:
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gdje su V, i B, obujam, odnosno povr§ina osnovke piramide, a V; i B; obujam, odnosno povrSina osnovke piramidi
upisanoga stoSca. Stoga je omjer obujmova jednak omjeru povrSine pravilnoga Sesterokuta i povrSine tome
Sesterokutu upisanoga kruga. PovrSina pravilnoga Sesterokuta ¢ija stranica ima duljinu a dana je formulom:

2
Bp=3a‘/§.
2

PovrSina kruga ¢iji je polumjer jednak p = %a\/g dana je formulom:
B, =p’m
1 2
Bs = (E a\/g\J V3

2
B =3L7r
4

s

Tako kona¢no dobivamo:

Dakle, traZeni je omjer 2 ﬁ T

329. Ako se plast uspravnoga kruZnoga stosca razvije u ravninu, dobije se Cetvrtina kruga ciji je polumjer

445 cm. Izracunajte obujam toga stosca.

RjeSenje: Razvijanjem plasta uspravnoga kruzZnoga stoSca u ravninu opcenito se dobije kruzni isjecak ciji je
polumjer (oznacimo ga s ry) jednak duljini izvodnice stoSca (s), a duljina luka opsegu osnovke stoSca (2rm, pri cemu

je r polumjer osnovke stosca). U ovom zadatku to znaci da je duljina s izvodnice stoSca jednaka s =r; = = 4«/3 cm.
Sredisnji kut dobivenoga kruznoga isjecka jednak je

_360°

a =90°

(cijeli krug ima srediSnji kut od 360°, pa njegova Cetvrtina ima Cetiri puta manji sredi$nji kut, tj. 90°). Duljina luka

dobivenoga isjecka jednaka je duljini Cetvrtine kruZnice polumjera 4\/5 ,ataje

4

=257
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No, kako smo ve¢ zabiljezili, s druge je strane / opseg osnovke stoSca €iji je polumjer jednak r. Tako iz

[=2rm
uvrStavanjem [ = 2 \/g 7 dobivamo jednadzbu:

2x/§n=2m,

iz koje je izravno

r=x/§cm.

Da bismo izracunali obujam stoSca, treba nam podatak o duljini njegove visine v. Visina v i polumjer osnovke r
katete su pravokutnoga trokuta ¢ija hipotenuza ima duljinu s. Zbog toga vrijedi jednakost:

iz koje je

U dobivenu formulu uvrstimo s = 4«/3 ir= JE pa dobijemo:

v=4/80-5
v=+75
v=5\/§ cm

Tako je konac¢no obujam stosca jednak:

V=lB'v

3
V=l-r27z-v

3
V=t W5)irs3
V=%-5m5\/§
V= 253\/§7rcm3

330. Osnovka uspravne piramide je trokut cCije su stranice duge redom 13 cm, 20 cm i 21 cm. Pobocke
piramide zatvaraju s ravninom osnovice kut od 30°. Izracunajte obujam te piramide.

RjeSenje: Za odredivanje obujma piramide trebaju nam podaci o vrijednostima dviju veli¢ina: povrsini osnovke
piramide i duljini visine piramide. U ovome je zadatku osnovka raznostrani¢an trokut kojemu su zadane duljine svih
triju stranica. Njegovu povrSinu moZemo izraCunati rabe¢i Heronovu formulu. Bez smanjenja opcenitosti moZemo
pretpostaviti da jea =13 cm, b =20 cmi ¢ =21 cm, pa imamo:
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B=\/s(s—a)(s—b)(s—c)
(a+b+cj.(b+c—aj(a+c—bj(a+b—cj
2 2 2 2
B (13+20+21j.(20+21—13)(13+21—20](13+20—21]
N 2 2 2 2

B=126cm?>

B

Nadalje, uo¢imo pravokutan trokut kojega tvore visina piramide i polumjer osnovki upisane kruznice (kao katete) i
jedna bocna visina piramide (kao hipotenuza). Kut izmedu te bocne visine i polumjera osnovki upisane kruznice
jednak je kutu kojega bilo koja pobocka zatvara s ravninom osnovice, a taj kut iznosi 30°. Kako je polumjer osnovki

upisane kruZnice jednak

B
P
)
B
p_a+b+c
2
126
P=13320+21
2
126
T 27
p=ﬂcm
3

to iz navedenoga pravokutnoga trokuta slijedi da je duljina visine piramide v jednaka

v=p-tg30°
pa je
L2143
3 3
V= E\/g cm
9
Prema tome, obujam zadane piramide jednak je
Vv :le
3
1 14
V=-0126243
3 9

\% =%\/§cm3

331. Duljina osnovice jednakokracnoga trokuta iznosi 10 cm, a duljina kraka 13 cm. Izracunajte oplosje
rotacijskoga tijela koje nastaje vrtnjom toga trokuta oko jednoga njegovoga kraka.
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RjeSenje: Vrtnjom zadanoga trokuta oko njegovoga kraka nastaju dva uspravna kruzna stoSca sa spojenim
osnovkama. Odredimo osnovne veli¢ine svakoga od njih:

1. stoZac: polumjer osnovke jednak je duljini visine na krak, a izvodnica kraku zadanoga trokuta.
2. stozac: polumjer osnovke jednak je duljini visine na krak , a izvodnica osnovici zadanoga trokuta.
Budu¢i da duljine kraka, odnosno osnovice zadanoga trokuta znamo, za racunanje oplosja treba nam jo§ duljina

visine na krak. U tu svrhu, izra¢unajmo najprije duljinu visine na osnovicu zadanoga trokuta. Duljina osnovice toga
trokuta jednaka je a = 10 cm, a duljina kraka b = 13 cm, pa je duljina visine na osnovicu jednaka

2
y, = 132 [ 19
“ 2

v,=12cm

PovrSinu jednakokra¢noga trokuta moZemo izraCunati na dva nacina: iz formule

P= 1 av,
2
ili iz formule
1
P=—by,,
5 Vb

gdje je v, duljina visine na krak. Lijeve strane tih formula su jednake, pa takve moraju biti i desne strane. To znaci da
mora vrijediti jednakost:

av, = by,
iz koje je
av
Vy, = u
b

pauvrSavanjema = 10 cm, v, = 12 cmi b = 13 cm dobivamo:

120
v, =——cm

13
ZapiSimo sada jos jednom pregledno vrijednosti osnovnih veli¢ina potrebnih za racunanje oplos§ja dobivenoga tijela:
1. stoZac: r =v, =%cm ,$1=b=13cm,

2. stozac: r=v, :%cm ,$=a=10cm.

Tako je trazeno oplosje jednako zbroju povrsina plasteva prvoga i drugoga stosca (jer su osnovke "spojene"):

0= r7t(s1 + S2)
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0:@ - (13 +10)
13
0=mncm2
13

Ili priblizno

0 =667 cm’.

332. Zadan je trokut ABC Ccije su stranice redom duge 13 cm, 14 cm i 15 cm. Odredite obujam
rotacijskoga tijela koje nastaje vrtnjom zadanoga trokuta oko njegove najdulje stranice.

Rjesenje: Odredenosti radi, ozna¢imo a = 13 cm, » = 14 cm i ¢ = 15 cm. Vrtnjom zadanoga trokuta oko njegove
najdulje stranice (c) nastaju dva uspravna kruzna stoSca sa spojenim osnovkama. Polumjer osnovke tih stoZaca
jednak je visini na najdulju stranice trokuta (c), a zbroj njihovih visina jednak je najduljoj stranici. Stoga
izraCunajmo najprije duljinu visine na stranicu c. Koristit ¢emo formulu

P= lcvc
2
iz koje je
2P
V. =—o0.
c

S druge strane, povrsinu P zadanoga trokuta moZemo izracunati rabe¢i Heronovu formulu:

P=s(s—a)(s—b)(s—c)

gdje je s = %(a + b+ ¢) . Tako dobivamo:

P= \/s(s —a)(s—b)(s—c)

e e

P

P 13+14+15) (14+15-13) (13+15-14) (13+14-15
2 2 2 2
P=84cm?
Stoga je
2P
v, =—
c
2-84
V,=——r
15
56
V., =—
5

pa je polumjer zajednicke osnovke dobivenih stoZaca jednak
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56

r=v,=—cm=112cm,
5

Prema tome, traZeni obujam stoSca jednak je:

V= %rzﬂ(vl +v,)

Vzlrzﬂ-c
3

v=li1221.15
3
V =627.27 cm’

333. Povrsina plasta uspravnoga kruznoga stoSca iznosi 47 cm’. Razvijanjem toga plasta u ravninu
dobiva se cetvrtina kruga. Izracunajte duljinu visine toga stosca.

RjeSenje:
Razvojem plasta uspravnoga kruznoga stoSca u ravninu opcenito se dobiva kruzni isjecak ¢iji je polumjer r; jednak
duljini izvodnice stoSca s:

r=s,
srediSnji kut jednak o, a duljina pripadnoga luka isjecka jednaka opsegu osnovke stoSca. U ovom zadatku je

navedeno da je taj kruzni isjeCak zapravo Cetvrtina kruga. To znaci da je sredis$nji kut isjecka jednak
360°

o= =90°
Stoga je duljina luka toga isjecka jednaka
| = [
180°

j=5 z-90°

180°
=57

2

No, ve¢ smo zabiljezili da je duljina luka jednaka opsegu osnovke stoSca, $to znaci da vrijedi jednakost:
[=2rm,

gdje je r polumjer osnovke stoSca. Lijeve strane posljednjih dviju jednakosti su jednake, pa takve moraju biti i desne
strane. To znaci da mora vrijediti jednakost:

©
3

=2rn

iz koje se mnoZenjem s 2 i dijeljenjem s 7 lako dobiva:
s=4r.

Sada se prisjetimo da se povrSina plasta stoSca ra¢una prema formuli:
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P=r-m-s.
U tu formulu uvrstimo P = 47 i s = 4r pa dobivamo jednadzbu:
4T =4n

iz koje odmah dobivamo r = 1 cm (rjeSenje r = —1 ne dolazi u obzir jer polumjer osnovke stoSca ne moZze biti strogo
negativan realan broj). Prema tome je

s=4r,
tj.
s=4cm,
pa je trazena duljina visine stoSca jednaka
v=1/s?—r?

v=v4>-1?
v=x/gcm

334. Dvije jednake sfere polumjera R smjestene su tako da se srediste prve sfere nalazi na drugoj i
obrnuto. Izracunajte duljinu presjecnice ovih sfera.

RjeSenje: Oznac¢imo sa S srediSte prve sfere, a sa S, srediSte druge sfere. Presjecnica tih sfera je kruZnica i neka je S
njezino srediste, a r njezin polumjer. Presijecimo obje sfere i presjeCnicu ravninom okomitom na presjecnicu.
Dobiveni presjek su dvije kruZnice (sa srediStima u S i S,) koje se sijeku u dvije tocke (oznacimo ih s A i B) ¢ija je
spojnica promjer presjecnice, a S poloviste te spojnice. Sada uoc¢imo cetverokut S;AS,B. Zbog Cinjenice da se srediste
prve sfere nalazi na drugoj i obrnuto, vrijedi jednakost:

|S1A| = |SIB| = |S2A| = |SzB| =R.
Stoga je Cetverokut S;AS,B romb. Njegove su dijagonale spojnica S15, i spojnica AB. Kako se dijagonale svakoga

romba sijeku pod pravim kutom i raspolavljaju, slijedi da je spojnica S5, okomita na spojnicu AB koju sijece u tocki
S (polovistu spojnice AB). Zbog toga je trokut S;SA (ili S1SB) pravokutan. Duljine njegovih kateta su:

1181 = % - 15,551 (jer S raspolavlja obje dijagonale romba S1AS,B) = — - R

!
2
ISAl =r

a duljina njegove hipotenuze je

1S,Al = R.

Pitagorin poucak primijenjen na trokut S;SA daje:

odnosno
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2

—+r’=R%
4
, 3R?
r —_— —
4

R =
:—3
"2

Duljina presjecnice jednaka je opsegu kruznice polumjera r:

[=2rm

1=2,§\/§,7;

l:R\/gft

33S. Polumjer osnovke, duljina visine i duljina izvodnice uspravnoga kruznoga stosca u danom su poretku
tri uzastopna clana istoga aritmetickoga niza. Izracunajte kut medu dvjema nasuprotnim izvodnicama
toga stosca.

Rjesenje: Oznac¢imo s r polumjer osnovke, s v duljinu visine, a sa s duljinu izvodnice zadanoga stosca. Promotrimo
poprecni presjek stoSca ravninom okomitom na ravninu osnovke stoSca. Budu¢i da je stoZac uspravan, taj je presjek
jednakokracan trokut. Duljina kraka toga trokuta jednaka je duljini izvodnice stoSca (s), a duljina osnovice trokuta

jednaka je duljini promjera osnovke (27). Visina na osnovicu toga trokuta jednaka je visini stoSca (v). Zbog toga
vrijedi jednakost:

odnosno

Oznacimo trazeni kut s . o je zapravo kut medu krakovima gore opisanoga jednakokracnoga trokuta. Prema
kosinusovu poucku, vrijedi:

Q2r=s*+s-2-5-5-cosQ,
odnosno
47 = 25* - 25* - cos o,
a odavde je

s2—2r?

2
N

cosa =

Da bismo mogli izraCunati cos 0., trebamo ili efektivno izracunati vrijednosti veli¢ina r i s ili odrediti omjer tih
veli¢ina (odnosno, izraziti s kao funkciju varijable r ili obrnuto). U tu ¢emo svrhu primijeniti ¢injenicu da brojevi r, v
i s u danom poretku tvore tri uzastopna ¢lana aritmeti¢koga niza. Prema osnovnome svojstvu aritmetickoga niza to
znaci da mora vrijediti sljedeca jednakost:

r+s
V=
2
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(jer je svaki €lan aritmetickoga niza artimeticka sredina njemu neporesredno susjednih ¢lanova toga niza). Tu
jednakost uvrstimo u jednakost

pa dobivamo redom:

2
r+s
+ri=5s’
2

2 2
r+2++s+rz_sz=o /.4

P2+ 2rs+ 52 +4r2 —4s* =0

512 +2rs =352 =0

Budu¢i da su r i s polumjer osnovke, odnosno duljina izvodnice zadanoga stoSca, to su strogo pozitivni realni
brojevi. Stoga posljednju jednakost smijemo podijeliti sa s*. Tako ¢emo dobiti:

2
55 +2.2-3=0
s N

2
5,(1] +2.7 3.0

N N

Uvedimo zamjenu 7 = L pa dobivamo kvadratnu jednadzbu:
N

5F+2t-3=0
CijasurjeSenjat; =11 t, = % Kako je omjer dvaju strogo pozitivnih realnih brojeva ponovno strogo pozitivan
realan broj, rjeSenje #; = —1 ne dolazi u obzir. Stoga preostaje
r.3
s 5
otkuda je
r==s

Taj izraz sada uvrstimo u formulu za racunanje kosinusa traZzenoga kuta

s2—2r?

s2

cosa =

pa dobivamo:
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s*—2r?
cosa =
2
s
2
52 —2-(3sj
_ 5
cosa = 5
s
52 —2'is2
cosa = 225
K
52 _ﬁsz
cosa = %5
S
18
-0
cosa = 5
K
18
cosx=1-—
25
7
cosay=—
2

Odatle slijedi:
o =73.7397952916880425937112251181868°,
odnosno priblizno
o = 73°44'23".
336. Povrsina osnovke, povrsina plasta i oplosje uspravnoga kruZnoga stosca u danom su poretku tri
uzastopna clana istoga aritmetickoga niza. Odredite kut medu dvjema nasuprotnim izvodnicama toga

stosca.

RjeSenje: Postupit ¢emo sli¢no kao i u prethodnom zadatku. Ozna¢imo polumjer osnovke stosca s r, a duljinu
izvodnice sa s. TraZeni kut ponovno ¢emo odrediti iz jednakosti

cosa = ’ —22r2
s

Povrsina osnovke stosca dana je izrazom

B=rm,
povrsina njegova plasta izrazom

P =rms,
a oplo§je izrazom

O =rn(r +5).

Prema pretpostavci, P, B i O su tri uzastopna ¢lana aritmetickoga niza, pa vrijedi jednakost
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P:B+0.
2

U tu jednakost uvrstimo B = r’w, P = rs i O = ri(r + s) pa dobijemo:

_ P+ r(r+s)
2
_ 2 2
2ras =rw+rT+ras

r7zs

s =217
otkuda dijeljenjem s rm slijedi:
s=2r.
Taj izraz uvrstimo u izraz
2 _5,2
cosa =
e
pa dobijemo:
2r)% —2r?
cosa = (2r) 5 4
(2r)
@r?-2r’
cosx 3
(2r)
r2—2r?
cosa = 3
4r
2r?
cosar=—
4r
1
cosa=—
2
Odatle slijedi
o =60°.

(To smo mogli zakljuciti i odmah jer ako su s, s i 2r duljine stranica trokuta i ako vrijedi jednakost s = 2r, onda su
duljine stranica trokuta 2r, 2r i 2r, pa je trokut jednakostrani¢an i svi kutovi su mu jednaki 60°.)

337. Duljina najdulje izvodnice kosoga kruZnoga stosca iznosi s, = 6x/§ , a duljina najkrace izvodnice
J jautj 8 8 ] 7

toga stoSca jednaka je s, = 6. Ako te izvodnice zatvaraju kut od 30°, izracunajte obujam stosca.

RjeSenje: Oznacimo s r polumjer osnovke zadanoga stoSca, a s v njegovu visinu. Promotrimo popre¢ni presjek

stoSca ravninom okomitom na ravninu osnovke stoSca. To je trokut kojemu je jedna stranica jednaka najduljoj

izvodnici stoSca (s;), druga najkracoj izvodnici (s;), a tre¢a promjeru osnovke stoSca (2r). Kut nasuprot stranici
duljine 2r jednak je o = 30°. Stoga, prema kosinusovu poucku, vrijedi jednakost:

(2r)? =s] +55 —2-5,-5,-cosc..
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UvrStavanjem vrijednosti s; = 6 ﬁ , 8 =61 0=30° dobivamo:

(2r)? = (633)2 + 6% —2-64/3 -6 c0s30°
NE)

4r2:36~3+36—2-6\/§-6-7

4r* =36

r?=9
1 kona¢no
r=3cm.

Duljina visine stoSca v jednaka je duljini visine trokuta v; povucene na stranicu duljine 2r. Duljinu visine v, odredit
¢emo rabedi izraze za povrSinu trokuta. S jedne je strane povrSina P dana izrazom:

P :%slsz sina,
a s druge
P= 1 2r)-v,
2
Izjednacavanjem tih dvaju izraza dobivamo:
518 sina = (2r)-v,

a odavde je

S8, sina
a2

Uvrstavanjem s; = 6x/§ , 8 =6,r=31i0=730°dobivamo:

, =6x/§'6'sin30°
a 2.3
v, =3\/§cm

Zbog toga je duljina visine sto$ca jednaka
v=v,=6 \/§
pa je traZeni obujam zadanoga stoSca jednak

% =lr27zv
3

V=%-32-7r-3\/§

V= 9@7[ cm’
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338. Polumjer osnovke uspravnoga kruznoga stosca jednak je r = 3 cm, a duljina visine stosca v = 4 cm.
Izracunajte polumjer kugle upisane u taj stoZac.

RjeSenje: 1. nacin: Promotrimo poprecni presjek zadanoga stoSca i njemu upisane kugle ravninom okomitom na
osnovku stoSca. To je jednakokracan trokut. Duljina osnovice toga trokuta jednaka je

a=2r=6cm,
duljina visine na osnovicu
v,=v=4cm,
a duljina kraka trokuta jednaka je duljini izvodnice stoSca
b=s.

Kako je

s=r? +v?

s=v32+42
s=5cm
to je duljina kraka dobivenoga trokuta
b=5cm.

Presjek u stoZac upisane kugle ravninom okomitom na osnovku stoSca je krug. Polumjer p toga kruga jednak je
polumjeru kruZnice upisane u promatrani jednakokracan trokut. Taj se polumjer racuna iz formule

P
p==
N

Budu¢i da vrijede formule

1 1
=—(a+b+b)=—(a+2D),
s 2(a ) 2(61 )

uvrstavanjem tih jednakosti u formulu

hl"U

dobivamo:

__av,

a+2b’
Preostaje uvrstitia = 6 cm, v, =4 cmib =5 cm u ovaj izraz:
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64

P=6+25
24
P 16

p=§cm.
2

2. nacin: Oznacimo traZeni polumjer s p. Tada p moZemo izraCunati rabe¢i formulu

,_
09

gdje su V obujam i O oplos§je zadanoga stoSca. Budu¢i da je

Vzlr2ﬂ~v
3

0=r27t+r-TC-s,

Sto zbog

s=Nrt+v?

moZemo zapisati u obliku

O=rr+r-m-Nrr+v? |

uvrStavanjem tih izraza u formulu za p slijedi:

L
0
3-%}’271\/
p:
Prremr ey’
r’av
p:

r7r-(r+\/r2+v2)

ry

p=——
rNr? 402

Uvrstavanjem r = 3 cm i v = 4 cm dobivamo:
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3.4
g 3+4/3% +42

12

T 345

12

"8
pzicm

2

339. Suplja kugla ima vanjski promjer d = 18 cm, te stijenku cija je debljina d, = 3 mm. Izracunajte
obujam te stijenke.

Rjesenje: 1z podatka o vanjskom promjeru Suplje kugle slijedi da je njezin vanjski polumjer jednak

d
yr=—
2
18
r=—
2
r=9cm

Unutrasnji polumjer Suplje kugle jednak je razlici vanjskoga polumjera i debljine stijenke. Oznacimo li taj polumjer s
d,, vrijedi:

d2 =r—- dl
pauvrstavanjem » =9 cm i d, = 3 mm = 0.3 cm dobivamo:

d,=9-0.3
d,=8.7cm

Trazeni obujam stijenke jednak je razlici ukupnoga obujma Suplje kugle te unutras$njega obujma kugle (obujam
prostora od sredista kugle do stijenke):

Vr =V- Vu
Kako je ukupan obujam kugle
V= i rr s
3
a unutrasnji obujam kugle
V.= idfﬂ' R
3
to uvrStavanjem tih izraza u izraz
Vi=V-V,

dobivamo:
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V. =ir37r—id237r
3 3

4
V,=—(r’-d;)x
3
Preostaje nam uvrstiti ¥ =9 cm i d, = 8.7 cm u posljednji izraz, te konac¢no dobiti:

v, =§-(93—8.73)-7r

V, =94rx cm’

340. Tri jednake kugle polumjera R postavljene su tako da se u parovima dodiruju. Koliki je polumjer
kugle koja dodiruje sve tri zadane kugle?

RjeSenje: TraZena kugla smjeStena je u prostoru omedenom plohama triju zadanih kugala. Budu¢i da se kugle u
parovima dodiruju i da su jednakih polumjera, to su sredista S|, S, i S; zadanih kugala vrhovi jednakostrani¢noga
trokuta Cija stranica ima duljinu 2R. Oznac¢imo sa S srediSte traZzene kugle, a s r njezin polumjer. Budu¢i da ona
dodiruje sve tri zadane kugle i jer sve zadane kugle imaju isti polumjer, njezino srediSte mora leZati unutar trokuta
515,53, te biti jednako udaljeno od vrhova toga trokuta. Jedina tocka ma kojega trokuta koja je jednako udaljena od
svih njegovih vrhova jest srediste trokutu opisane kruznice. U ovom sluCaju, to znaci da je S srediSte kruZnice

opisane jednakostranicnom trokutu §15,53. Polumjer jednakostrani¢cnom trokutu opisane kruZnice opcéenito se racuna
prema formuli

a
R=23
3\/_

gdje je a duljina stranice jednakostrani¢noga trokuta. U nasem je slu€aju ta duljina jednaka
a=2R

pa je polumjer R, jednakostrani¢nom trokutu S,S5,S; opisane kruznice jednak
R = 2R V3.
3
Sada uoc¢imo sljedece: Neka je D npr. diraliste traZene kugle i kugle Cije je srediste S;. Upravo smo izracunali da je
ISS,1 = R, ZZTR\E'

ZapiSimo duljinu duzine SS; u obliku zbroja dviju duljina: duljine duZine SD i duljine duZine S,D:
1SS, = ISDI + 1S, DI.
Budu¢i da toc¢ka D pripada traZenoj kugli, to je
ISDI = r.
No, D pripada i kugli sa srediStem u S, pa je
IS1Dl = R.

Prema tome, u jednakost
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ISS41 = 1SDI + 1S, DI

uvrstimo
1SS1 = %R\/E,
ISDI =r,
IS\DI =R
pa dobivamo jednakost:
Z?R\/g =r+R.

Odatle izravno slijedi da je polumjer traZzene kugle jednak

r=2?R\/§—R

odnosno, nakon svodenja na zajednicki nazivnik,

2W/3-3

3

‘R.

341. U kuglu promjera 10 cm upisan je valjak cija osnovka ima promjer 6 cm. Koliki je obujam toga
valjka?

Rjesenje: Poprecni presjek kugle i njoj upisanoga valjka je krug u kojega je upisan pravokutnik. Promjer toga kruga
jednak je promjeru kugle:

d=10cm,
duljina upisanoga pravokutnika jednaka je promjeru osnovke valjka:
a=6cm,
a Sirina toga pravokutnika jednaka je visini upisanoga valjka:
b=v.
No, promjer pravokutniku opisanoga kruga jednak je duljini dijagonale toga pravokutnika, pa vrijedi jednakost:
& =d+ b
ger dvije susjedne stranice pravokutnika zajedno s jednom njegovom dijagonalom tvore pravokutan trokut). Odavde
je
b=Nd*-a’
pa uvrstavanjem d = 10, @ = 6 dobivamo:

b=410% -6

b=8cm
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Tako je onda i duljina visine valjka
v=b=8cm.

Prema tome, traZeni obujam valjka je jednak

2
2

V =24xcm’

342. Osni presjek uspravnoga kruznoga valjka je kvadrat. Ako oplosje kvadra iznosi 54w cm?, izracunajte
obujam valjka.

Rjesenje: Oznacimo sa r polumjer osnovke valjka, a s v njegovu visinu. Osni presjek uspravnoga kruznoga valjka
op¢enito je pravokutnik kojemu je duljina jednaka promjeru osnovke (2r), a Sirina visini valjka (v). U ovome je
zadatku taj presjek kvadrat Sto znaci da je promjer osnovke jednak visini valjka:
2r=v
Oplosje valjka racunamo prema formuli
O=2rn-(r+v).

U ovu formulu uvrstimo O = 54w i v = 2r pa dobivamo:

54 =2rm - (r+2r),

odnosno
61’1 = 54,
otkuda dijeljenjem s 97 slijedi
=09,
odnosno
r=3cm.
Tako je

v=2r=6c¢cm,

pa je trazeni obujam valjka jednak

V=rn-v,
V=376,
V=541 cm’.

343. U uspravni kruZni valjak upisana je pravilna cCetverostrana piramida. Izracunajte omjer njihovih
obujmova.
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Rjesenje: Oznacimo sa r polumjer osnovke valjka, a sa v njegovu visinu. Budu¢i da je osnovka valjka krug, to je
osnovka piramide kvadrat upisan u taj krug. Duljina njegove dijagonale jednaka je promjeru osnovke valjka, pa ako s
a ozna¢imo duljinu osnovnoga brida upisane ¢etverostrane piramide, vrijedi jednakost:

a\/g=2r

(jer se duljina dijagonale kvadrata odreduje prema formuli

d=ax/§,

gdje je a duljina stranice kvadrata). Iz te jednakosti proizlazi:
2r
a=—
J2
odnosno, nakon racionalizacije nazivnika brojem x/E s

a=r-\/§.

Visina piramide jednaka je visini valjka v. Tako je traZeni omjer obujmova jednak:

Vvaljak _ BVﬂlfak'v :3.7'2'7'[:3. rz.ﬂ. =3. - —~
Vpimmida 1 B ..y a2 (r\/E)z 2r2 g
3 piramida

345. Dijagonale osnoga presjeka uspravnoga kruznoga valjka zatvaraju kut od 60°. Ako je povrsina toga

presjeka 100+/3 cm?, izracunajte obujam valjka.

RjeSenje: Oznacimo s r polumjer osnovke valjka, a s v njegovu visinu. Osni presjek uspravnoga kruznoga valjka je
pravokutnik. Stranice toga pravokutnika su promjer osnovke valjka (2r) i visina valjka (v). Odredenosti radi, neka su
vrhovi toga pravokutnika na donjoj osnovki valjka A i B, a na gornjoj osnovki valjka C i D. Nadalje, neka je S
sjeciste dijagonala AC i BD pravokutnika ABCD. Budu¢i da je svaki pravokutnik usporednik, njegove se dijagonale
raspolavljaju. To znaci da je S poloviste i duzine AC i duZine CD. Nadalje, dijagonale pravokutnika imaju jednake
duljine, Sto znaci da je IACI = IBDI. Promotrimo trokut ABS. Budu¢i da je S zajednicko poloviste jednako dugih
dijagonala AC i BD, to je |ASI = IBSI, pa je trokut ABS jednakokracan. Njegov kut kod vrha S jednak je 60°. No, u
jednakokra¢nom trokutu su oba kuta na osnovici jednaka, Sto znaci da je kut kod vrha A jednak kutu kod vrha B.
Oznacimo li kut kod vrha A s o, onda je i kut kod vrha B takoder jednak «, pa zbroj kutova u trokutu ABS iznosi:

o+ o+ 60°.
Buduc¢i da je zbroj kutova u svakom trokutu jednak 180°, dobivamo jednadZbu:
o+ o+ 60° =180°,

iz koje je o = 60°. Tako zakljucujemo da svi kutovi trokuta ABS iznose 60°, pa je taj trokut jednakostrani¢an. To
znaci da vrijedi jednakost:

|ASI = 1BS| = |ABI = 2r.
Sada promotrimo pravokutan trokut ABC. Duljina jedne njegove katete je
|ABl =2r,
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duljina katete BC jednaka je visini valjka:
IBCl =v,

a duljina hipotenuze AC dvostruko je veca od duljine duzine AS (jer je S poloviste duZine AC). Ve¢ smo zakljucili da
je lASI=2rpaje

[ACI=2-1AS1=2 - 2r=4r.
Pitagorin poucak primijenjen na trokut ABC daje:

@r) +v* = @r),

odnosno
4+ =161
Odatle slijedi:
V=127,
te je

v=2 \/5 T

PovrSina osnoga presjeka jednaka je povrSini pravokutnika kojemu su duljine stranica 271 v:
P=2r-v.

U ovu jednakost uvrstimo P = 100\/5 iv=2 \/5 - r pa dobivamo jednadzbu:

10043 =2r- 243 - 7).

odnosno, nakon dijeljenja s 4 \/5 ,

Stoga je r = 5 pa je duljina visine valjka jednaka

v=2\/§-r,
v=243"5,

V= 10\/5 cm.
Kona¢no, obujam valjka jednak je:

V=r27t-v,
V=52.7-1043
V=2504/3 - wem’,
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346. Dijagonala u osnom presjeku valjka ima duljinu d = 4 cm i s ravninom osnovke valjka zatvara kut od
30°. Izracunajte obujam toga valjka.

RjeSenje: Postupit ¢emo analogno kao u rjesenju prethodnoga zadatka. Uz iste oznake kao u tome zadatku,
promotrimo pravokutan trokut ABC. Duljine stranica toga trokuta su:

IABl =2r,
IBCl =,
IACl=d =4 cm.

Kut kod vrha A toga trokuta jednak je kutu koji dijagonala osnoga presjeka tvori s ravninom osnovke valjka, dakle, o
= 30°. Koriste¢i trigonometrijske funkcije kuta o odredit ¢emo duljine kateta trokuta ABC:

2r = 1ABl = IACI - cos o= 4 - cos 30° = 4 - %:Zﬁcm,

v=IBCl=IACl-sino=4-sin30°=4 - % =2 cm.

1z tih jednakosti slijedi:

r= x@cm,v:Zcm,
pa je traZeni obujam valjka jednak

V=r27t-v,

V=(3)m-2
V=6 mem’.
347. Zadani su uspravni kruZni valjak i uspravni kruZni stoZac takvi da je promjer osnovke valjka jednak
visini stoSca, a visina valjka jednaka promjeru osnovke stosca. Ako je omjer promjera osnovke i visine

valjka jednak 3 : 2, izracunajte omjer obujmova valjka i stosca.

Rjesenje: Oznacimo s r, polumjer osnovke valjka, a s v, njegovu visinu. Tada je polumjer r, osnovke stosca jednak

(jer je duljina visine stoSca jednaka duljini promjera osnovke valjka). Obujam valjka je:

%

_.2
=TTV,

dok je obujam stosca jednak
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V, =lrs2 TV
3
2
1 (1
Vo==—-1—=v, | ‘&2,
s 3 (2 Vj ( V)
Vs :l.rv .vs /4
6
pa dijeljenjem izraza
V,= rv2 TV,
S izrazom
V =l-rv ~vf T
)
dobivamo:

Vi L2,
6

Vo _¢n

VY vv

Preostaje nam iskoristiti podatak da je omjer promjera osnovke i visine valjka jednak 3 : 2. To znaci da je

Q2r,):v,=3:2,
a odatle je
r,ov,=3:4,
odnosno
L3
v, 4
Uvrstavanjem te jednakosti u jednakost
Vi _eh
Vi v,
dobivamo:
Yo 6.3
V, 4
v _9
Ve 2

pa je trazeni omjer obujmova valjka i stoSca jednak 9 : 2.
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348. Izvodnica kosoga valjka duga je 6 cm, a s ravninom osnovke zatvara kut od 30°. Ako se duljine
promjera osnovke i visine toga valjka odnose kao 5 : 6, izracunajte obujam valjka.

Rjesenje: Oznacimo s r polumjer osnovke valjka, a s v njegovu visinu. Osni presjek kosoga valjka je usporednik
kojemu je jedna stranica jednaka promjeru osnovke kosoga valjka (2r), a druga izvodnici toga valjka (s). Visina toga
usporednika jednaka je visini valjka (v). Odredenosti radi, neka je ABCD osni presjek kosoga valjka takav da vrhovi
A i B leze na donjoj osnovki, a vrhovi C i D na gornjoj. Povucimo iz vrha C okomicu na stranicu AB i neka je N
noziste te visine. Trokut ANC je pravokutan, duljina njegove katete CN jednaka je v, duljina njegove hipotenuze AC
jednaka je duljini izvodnice valjka:

IACl =6 cm,

a kut o kod vrha A jednak je kutu koji izvodnica kosoga valjka zatvara s ravninom osnovke valjka:

o =30°.
Tako je
v:ICNI:IACI-sinoc:6-sin30°:6-%:3cm.
Sada iz
2r):v=5:6
slijedi
5
r=—-v,
12
pa uvrStavanjem v = 3 cm dobivamo:
r= S 3= 3 cm
12 4
Tako kona¢no imamo:
V=rizv
2
V= (éj -3
4
V="rem’.

349. Jednakostranican stoZac i jednakostranican valjak imaju jednaka oplosja. U kojemu su omjeru
njihovi obujmovi?

Rjesenje: Pojam jednakostranican stoZac znali da je rije¢ o uspravnom kruznom stoScu ¢iji je osni presjek
jednakostrani¢an trokut. Pojam jednakostranican valjak znaci da je rije¢ o uspravnom kruznom valjku ¢iji je osni
presjek kvadrat. Neka je r, polumjer osnovke stoSca, a r, polumjer osnovke valjka. Budu¢i da je stoZac

jednakostranican, duljina njegove izvodnice jednaka je promjeru osnovke stoSca:

§=2-7
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pa je oplosje stosca

0s=rs'n'(rs+s)v
Os=rs'n'(rs+2rs)7
0,=3r'm.

Nadalje, budu¢i da je valjak jednakostrani¢an, duljina njegove visine jednaka je duljini promjera osnovke:
v=2"r,.
Stoga je oplosje valjka jednako

0‘,=2rl,2n+2rv-7r-vv,
0,=2r’T+2r,-T-2r,
2 2
O0,=2r,n+4r, -m,

0,=6 rv2 T.
Prema uvjetu iskazanom u zadatku, oplosja valjka i stoSca moraju biti jednaka. Stoga iz
0,=0,
slijedi:
3 rsznz 6 rvzn,
a odatle dijeljenjem s 37 i uzimanjem drugoga korijena dobivamo:
r,=r, x/E .

IzraCunajmo sada obujam stoSca, odnosno obujam valjka. Odredimo najprije duljinu visine stoSca v,. Budu¢i da
vrijedi jednakost

sT=r.+v

uvrstavanjem
I, =", 2
i
s=2-r,= 2x/§-rv
dobivamo:
(21 =27+ 0,

odnosno

2 _5,2 2
8ry =2r + vy,
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a odatle slijedi

vy =61,

Tako sada imamo:

1, 1 5
v, AL _ E(VV-\/E) 767, 22m6 -, :ﬁ

2 )
P2, 3r - 2r, 3

slijedi da se obujmovi stoSca i valjka odnose kao \/E : ﬁ .

pa zbog

350. Duljine kateta pravokutnoga trokuta su 12 i 16. Izracunajte obujam rotacijskoga tijela koje nastaje
vrtnjom toga trokuta oko njegove najdulje stranice.

Rjesenje: Radi odredenosti, pretpostavimo da je a = 12 i b = 16. Najdulja stranica pravokutnoga trokuta jest njegova
hipotenuza. Njezina je duljina

c=\a*+b*
c=+12% +16?

c=20
Duljinu visine na hipotenuzu dobijemo iz izraza
ab
v=—
&
pa uvrStavanjem a = 12, b = 16 1 ¢ = 20 dobijemo
v=9.6.

Vrtnjom zadanoga trokuta oko visine na njegovu najdulju stranicu nastaju dva uspravna kruzna stoSca koja imaju
zajednicku osnovku. Polumjer te osnovke jednak je visini na hipotenuzu zadanoga trokuta:

r=v=9.6cm

Visina jednoga od njih jednaka je ortogonalnoj projekciji jedne katete na hipotenuzu (p), a visina drugoga
ortogonalnoj projekciji druge katete na hipotenuzu (g). Trazeni obujam jednak je zbroju obujmova tih dvaju stoZaca:

V=V, +V,
1, 1 5
V==rz-p+-rrz:

M

V=irTp+g)
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Budu¢i da vrijedi jednakost

prq=c

kona¢no dobivamo:

Vzlrzir-c
3

V:§-9.62-75-20

V=6l44zcm’

351. Rijesite nejednadbu:
x+1 _ x+3
x+2 x+4

RjeSenje: Najprije postavimo uvjete na vrijednost nepoznanice x:

x + 2 # 0 (da bi prvi razlomak bio definiran)
x + 4 # 0 (da bi drugi razlomak bio definiran)

Sada zadanu nejednadzbu transformirajmo ovako:

x+1 _ x+3

x+2 x+4
x+D(x+4)—-(x+3)(x+2)

(x+2)(x+4)

X2 +5x+4— (x> +5x+6)
(x+2)(x+4)
_—2>0
(x+2)(x+4)

>0

>0

Budu¢i da je brojnik posljednjega razlomka strogo negativan, i njegov nazivnik mora biti takav (kako bi vrijednost
razlomka bila strogo pozitivna), pa dobivamo nejednadzbu:

x+2)(x+4)<0.

Uocimo da ¢e svi realni brojevi x koji budu zadovoljavali gornju nejednakost ujedno zadovoljavati i oba uvjeta na
vrijednost nepoznanice x:

x+2#0
x+4#0

pa ¢e skup svih rjeSenja polazne nejednadzbe biti skup svih rjeSenja nejednadzbe

x+2)(x+4)<0.
Tu nejednadZbu najbrze moZemo rijesiti uoc¢imo li da je zapravo rije¢ o kvadratnoj nejednadzbi, pri ¢emu pripadna
kvadratna funkcija ima nultocke x; = -4 i x, = 2, te graf okrenut prema gore. Stoga ta kvadratna funkcija poprima

negativne vrijednosti izmedu svojih nultocaka (nultocke se iskljucuju), te je skup svih rjesSenja polazne nejednadzbe
otvoreni interval (-4, -2).
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352. Odredite vrijednost realnoga parametra m € R tako da apsolutna vrijednost razlike rjeSenja
Jednadzbe

X =5x+m=0
bude jednaka 3.

RjeSenje: Najprije primijetimo da vrijedi jednakost:

[x, —x, 1= \/()c1 +x2)2 —4(x1x,)

Primjena Vieteovih formula na zadanu jednadzbu daje sljedece jednakosti:

X1 +x,=5,
X1Xy = m.
Uvrstavanjem tih jednakosti i jednakosti
x; —xl=3
u jednakost
[x, —x, 1= \/()c1 + x2)2 —4(x1x,)
dobivamo:

3=+5"—4m ,
a odavde kvadriranjem slijedi:
9=25—-4m,
te je konac¢no m = 4.
353. Rijesite nejednadzbu:
4x—x*2-2x+8
Rjesenje: Zadanu nejednadzbu moZemo zapisati u obliku:
X —2x—4x +8<0,
odnosno u obliku
X —6x+8<0.
Pripadna kvadratna funkcija je f(x) = x* — 6x + 8. Njezine su nultotke x, = 2, x, = 4, a graf parabola okrenuta prema
gore. Stoga ona poprima nepozitivne vrijednosti izmedu svojih nultocaka (nultocke se ukljucuju). Prema tome,

rjeSenje polazne nejednadzbe je segment [2, 4].

354. Graf kvadratne funkcije prolazi tockama A(-1, 0), B(0, 1) i C(2, 0). Zadajte analiticki tu kvadratnu
Sfunkciju.
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Rjesenje: Odmah uodimo da su x; = —1 i x, = 2 nultocke traZene funkcije (jer su nultocke sjeciSta grafa kvadratne
funkcije s osi Ox, a u ovom su slucaju to tocke A i C), pa koriste¢i oblik:

fx) =alx-x))(x—x),ae R,
dobivamo:
fx)=alx+ 1)(x-2).

Preostaje nam odrediti vrijednost realnoga parametra a. U tu svrhu iskoristimo podatak da graf traZzene funkcije
prolazi tockom B(0, 1). To znaci da je f{0) = 1 pa u jednakost

f@)=akx+1)(x-2)
uvrstimo x = 0:
f0)=a(0+1)(0-2),

apotomif(0)=1:

pajea= —% . Tako je konacno:

f(X)=—%-(x+ D0r-2),

odnosno nakon izvr§enoga mnoZenja:

flx) = —%xz + %x+ 1.
355. Odredite I2) ako je z = 1;_21,"
RjeSenje: Primijenit ¢emo formulu
A
| |

1 dobiti:

4201 12422 —£=1

lzl= = =
¢ [2—1i]l \/22+(_1)2 \/g

356. Odredite vrijednost realnoga parametra k tako da polinom p(x) = x* + X’ + kx’ — 1 bude djeljiv
polinomom q(x) = X - 1.

Rjesenje: Primijenit ¢emo sljedecu tvrdnju: Polinom p je djeljiv polinomom q ako i samo ako je polinom (p — q)
djeljiv polinomom q. U naSem slucaju to znaci da je djeljivost polinoma p i ¢ ekvivalentna djeljivosti polinoma
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p-q=CC+X+k’ -1 - - = +k’ =2 (X +k)

i polinoma ¢. Buduéi da ¢(x) o¢ito ne dijeli faktor x°, mora dijeliti faktor x° + k. To je moguée ako i samo ako je k = —
1.

357. Odredite vrijednosti realnoga parametra m € R tako da jednadzba

2
[l—4j +l=m
x x

ima dva razlicita realna rjesenja.
R . 1 . . Y
RjeSenje: Stavimo = —, pa dobivamo jednadZbu:
X

(-4’ +1=m,
odnosno, nakon kvadriranja i sredivanja, jednadZbu
£—Tt+16-m=0.

Da bi ova kvadratna jednadZba imala dva razlicita realna rjeSenja, nuZno je i dovoljno da njezina diskriminanta bude
nenegativna, odnosno da vrijedi nejednakost

7P—4-1-(16-m)=0,
odnosno nejednakost
4m > 15.

Odavde je m = 3.75 pa je skup svih vrijednosti realnoga parametra m za koje polazna jednadzba ima dva realna
rjeSenja poluzatvoreni interval [3.75, +oo).

358. Jedna cijev sama napuni bazen za 20 sati, a ako se otvori i druga cijev, bazen ce biti napunjen za 8
sati. Za koliko bi sati druga cijev sama napunila bazen?

R . . .. " .1 1 .
RjeSenje: Neka je f traZeno vrijeme. Za 1 sat prva cijev napuni %bazena, a druga — bazena, pa za 1 sat zajedno
t
1 1 , L . . L
napune B + — bazena. No, s druge strane, ako se bazen pomocu obje cijevi napuni za 8 sati, onda obje cijevi za 1
t

sat zajedno napune é bazena. Stoga mora vrijediti jednakost:

Tako smo dobili jednadZbu s nepoznanicom #. Budu¢i da je ¢ > 0, pomnoZimo tu jednadZzbu s najmanjim zajednickim
viSekratnikom nazivnika svih razlomaka koji se pojavljuju u njoj. Taj visekratnik je 40 - ¢, pa mnoZenjem tim
izrazom dobivamo:

2t +40 =51,

a odavde je
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t= 4—30 sati = (13 +%) sati = 13 sati + % sati = 13 sati + % 60 minuta = 13 sati i 20 minuta.

359. Dvije jednake vojnicke brigade treba smjestiti u vlak tako da svaki vojnik sjedne na tocno jedno
sjedace mjesto. Ako se postavi 15 jednakih vagona, 16 sjedacih mjesta ¢e ostati prazno, a ako se postavi

14 jednakih vagona, 20 vojnika ¢e morati stajati. Koliko je vojnika u svakoj brigadi?

Rjesenje: Oznac¢imo s v ukupan broj vojnika, a s m broj sjedac¢ih mjesta u jednom vagonu. U 15 vagona ima ukupno

15 - m sjedacih mjesta, a kako ¢e nakon smjestaja svih vojnika 16 mjesta ostati prazno, vrijedi jednakost:

15-m-16=v

Nadalje, u 14 vagona ima ukupno 14 - m sjedacih mjesta, a kako ¢e nakon smjestaja svih vojnika 20 vojnika morati

stajati, vrijedi jednakost:
14-m+20=v.
Tako smo dobili sustav od dvije jednadzbe s dvije nepoznanice:

15-m-16=v
14-m+20=v

Rijesimo ga metodom komparacije:

15-m-16=14-m+ 20
m = 36.

Tako je v =15 36 — 16 = 524 pa u svakoj brigadi ima 524 : 2 = 262 vojnika.

360. Racionalizirajte nazivnik razlomka:

1+2\/g

\/5 + \/5 2
Rjesenje: Pomnozimo brojnik i nazivnik zadanoga razlomka s ﬁ + x/g + 2. Dobivamo:

1+26 1+2V6) (V2 +43+2) _ (1+26) (2 +43+2) _(1+26)- (2 +43+2) _

2i3-2 (24 B-202+3+2) (243 -22 2+26+3-4

U+ 226) 243+ _ 5. = s
1+2V6

361. Ako je f(x+ l) =x’+ Lz , odredite f(l) .
X x x
Rjesenje: Uocimo da vrijedi jednakost
x? +i2= (x+l)2 -2,
X X

Sto znaci da je
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f(x+l)=(x+l)2—2.
X X

Zamjenom = x + 1 odmah dobivamo
X

fiy=7r-2.

. . 1 y .
U tu jednakost uvrstimo # = — pa kona¢no dobijemo:
X

F& =y -2
X X
Fly=—-2
X X
_ 2
fh=1=%
X X

362. Odredite inverznu funkciju za funkciju f{x) =27 — 1.
RjeSenje: Primijenimo standardni postupak:

1.) Zamijenimo f(x) s y:

y=2"-1
2.) Zamijenimo x1iy:

x=27-1
3.) Izrazimo y pomocu x:

27=x+1

-y =logy(x + 1)
y=-logy)(x + 1)

4.) Zamijenimoy s f )
7 (x0) = —logy(x + 1).
Dakle, traZena inverzna funkcija je f ) = —logy(x + 1).

363. Odredite realne brojeve a i b tako da polinom p(x) = x* + ax® + b bude djeljiv polinomom g(x) = x* +
2x + 5.

Rjesenje: Podijelimo zadane polinome prema pravilima za dijeljenje polinoma:

ot + a’+b): (P +2x+5)=x"-2x+(a-1)
=2 557
-2 + (a - 5)x*
2x° +4x" + 10x
(a—Dx? +10x  +b
—(a—1x*=2(a—1Dx—5@@-1)
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(12 = 2a)x + (b— 5a +5)

Zelimo li da zadani polinomi budu djeljivi, ostatak pri njihovu dijeljenju mora biti nulpolinom. Prema poucku o
nulpolinomu slijedi da moraju vrijediti sljedece jednakosti:

12-2a=0
b-5a+5=0.

1z prve jednakosti se odmah dobiva a = 6, pa kad tu vrijednost uvrstimo u drugu jednakost, dobivamo b = 25. Dakle,
trazeni realni brojevisua =61b =25.

364. Rijesite sljedecu jednadzbu u skupu C:
lzZl—z=1+2i.

RjeSenje: Stavimo z = a + bi, pri ¢emu su a, b € R. Tada je
| zl=va? +b?

pa dobivamo:

Na?+b> —(a+bi)=1+2i,

odnosno

Va*+b% —a—bi=1+2i.

Odatle izjednacavanjem realnih i imaginarnih dijelova dobivamo sustav:

va*+b* —a=1

-b=2

Iz druge jednadZbe toga sustava je izravno b = -2 pa kad to uvrstimo u prvu jednadZbu dobivamo:

Ja?+(=2)% —a=1
\/a2+4=a+1.

Lijeva strana posljednje jednakosti je uvijek nenegativna, pa takva mora biti i desna strana, $to znaci da realan broj a
mora zadovoljavati nejednakost:

a+120.
Uz uvaZavanje te nejednakosti kvadriranjem slijedi
A +4=a*+2a+ 1,

3

otkuda je a = 5 a= % zadovoljava nejednakost a + 1 = 0 pa je taj broj rjeSenje jednadZbe Va* +4 =a+ 1. Prema

tome, traZzeni kompleksni broj je z :% —2i.
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365. Rijesite nejednadZbu:

x+2 <0.

Pt rx+l
Rjesenje: Kako je
3, .2 _ 2 _ 2
X+x +x+1=x(x+D)+x+1)=x+ D" +1),
to mnoZenjem polazne nejednadzbe sa strogo pozitivnim izrazom x> + 1 dobivamo ekvivalentnu nejednadzbu:

x+2£0
x+1

Razlikujemo dva slucaja:

1.) x+2<0
x+1>0

Iz prve se nejednadzbe dobiva x < -2, a iz druge x > —1. Presjek tih rjeSenja je prazan skup ¢.

2) x+220
x+1<0

Iz prve se nejednadzbe dobiva x > -2, a iz druge x < —1. Presjek tih rjeSenja je poluzatvoreni interval [-2, 1).
Stoga je skup svih rjeSenja polazne nejednadzbe poluzatvoreni interval [-2, 1).
366. Rijesite nejednadZbu:
1<x-21<2.
RjeSenje: Razlikovat ¢emo dva slucaja:
1)x-220

U ovome je slu¢aju lx — 2| = x — 2 pa dobivamo nejednadzbu:

a odatle je

odnosno x € [3, 4]. Budud¢i da svaki x iz segmenta [3, 4] zadovoljava nejednakost x — 2 > 0, to je segment [3, 4] skup
rjeSenja polazne nejednadzbe.

2)x-2<0
U ovome je slucaju lx — 2| = —(x — 2) = 2 — x pa dobivamo nejednadzbu:
1£2-x<2,

a odatle je
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odnosno

odnosno x € [0, 1]. Budué¢i da svaki x € [0, 1] zadovoljava nejednakost x — 2 < 0, to je [0, 1] skup rjeSenja polazne
nejednadzbe.

Stoga je skup svih rjeSenja polazne nejednadzbe unija segmenata [0, 1] U [3, 4].

367. Odredite vrijednost realnoga parametra k € R tako da zbroj reciprocnih vrijednosti rjeSenja
Jjednadzbe

k= (k+ Dx—1=0
bude strogo veci od 1.
RjeSenje: Ako je k =0, dobivamo linearnu jednadzbu
—x-1=0
¢ije je jedino rjeSenje x = 1. Tada je zbroj recipro¢nih vrijednosti rjeSenja polazne jednadzbe jednak 1, §to se protivi
zahtjevu da taj zbroj bude strogo veci od 1. Stoga mora biti k # 0, pa polaznu jednadzbu smijemo podijeliti s k. Tako

dobivamo ekvivalentnu jednadzbu:

xz—ﬂx—l=0.
k k

Zahtjev da zbroj recipro¢nih rjeSenja polazne jednadZzbe bude strogo veci od 1 zapi§imo u sljede¢em obliku:

1 1
—+—>1,
X1 X
otkuda je
L Y
X1 X2
Primjenom Vieteovih formula na jednadZbu
2 k+l 1,
k k
dobivamo:
k+1
X tXy =——
xl.)(:2 = _;

UvrsStavanjem tih izraza u nejednadZbu
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X+ X
1 2>

1
XX
dobivamo:
k+1
Ll > 1,
k
tj.
—(k+1)>1,
odnosno
k<=2

368. Izracunajte vrijednost izraza

log,1.6 + logy25.

Rjesenje: Ponovno koristimo formulu
1
log, . a= ;logb a.
Primjenom navedene formule i pravila za logaritmiranje redom imamo:

log,1.6+1log, 25 = 10g2§+10g22 (5% = 10g2§+2~%~log2 S=log, %Jrlog2 5= logz(%S) =log, 8= 10g2(23) =
=3log,2=3-1=3

369. Odredite zbroj svih rjesenja jednadZbe:

1
2%.8% ~16=0

RjeSenje: Zadanu jednadZbu najprije transfomirajmo ovako:

1
2.8 -16=0
1
25.(2%)r =16
3
2%.2x =2*

3
x+=

2 x=2%

Izjednac¢avanjem eksponenata dobivamo jednadZbu:
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x4+ 3 =4

. .. ey .. . Y e . 1 .
koju smijemo pomnoZiti s x jer vrijednost te nepoznanice ne moze biti jednaka nuli (u suprotnom razlomak — ne bi
X

bio definiran). Slijedi:
2
x —4x+3=0,

a odavde je x; = 1 1 x, = 3. Ti brojevi su razli€iti od nule pa su to ujedno i sva rjeSenja polazne jednadzbe. Njihov je
zbroj jednak 4.

370. Rijesite jednadzbu:

logs[2 + logz(x + 3)] = 0.
RjeSenje: Antilogaritmiranjem po bazi 5 dobivamo:

2 + logs(x + 3) = 5,
2 +logy(x+3) =1,

a odavde je
logz(x + 3) =—1.

Antilogaritmiranjem po bazi 3 dalje slijedi:

x+3=3"
1
x+3=—
3
i kona¢no
8
x=—-=.
3
Izravnim uvrstavanjem u polaznu jednadzbu provjeravamo da je x = —% uistinu rjeSenje te jednadZzbe.

371. Broj stanovnika nekoga grada u 10 se godina poveéao na 21 008. Da se u istomu razdoblju broj
stanovnika umanjio za isti postotak, u gradu bi danas bilo ukupno 19 392 stanovnika. Izracunajte postotak
povecanja broja stanovnika.

Rjesenje: Oznacimo sa S broj stanovnika na pocetku promatranoga razdoblja, a sa p traZeni postotak povecanja.

Tada je broj stanovnika na kraju promatranoga razdoblja S + P (gdje je P broj novih stanovnika), pa primjenom
postotnoga racuna vise sto dobivamo:

g (8+P):100
100+p

Da se broj stanovnika umanjio za isti postotak, u gradu bi danas bilo § — P stanovnika, pa primjenom postotnoga
racuna niZe sto dobivamo:
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_(S-P)-100
100-p

Lijeve strane posljednjih dviju jednakosti su jednake, pa takve moraju biti i desne strane. To znaci da mora vrijediti
jednakost:

(S+P)-100 _(S—P)-100
100+ p 100-p

1z te je jednakosti redom:

(S+P) _(S—P)
100+ p 100—p
100—p (S —P)
100+ p (S+P)
_(S-P)

100 p (S+P)«um+p)
Mm—pz(S_PWMM+(S_PXp
(S+P) (S+P)
p{ufS_Pq=1mny_Pfum
(S+P) (S+P)
100-[1- 8 =P)
e (S+P)
1+ 8 =P)

(S+P)

Preostaje nam uvrstiti S — P =19 3921 § + P =21 008 u posljednju jednakost, te izracunati:

100, 19392
21008

p= 19392 °
+7
21008

p=4.
Dakle, traZeni postotak povecanja broja stanovnika iznosi 4%.

372. Na pismenom ispitu postavljeno je tocno 20 zadataka. Svaki tocno rijeSen zadatak donosi 4 boda,
svaki nerijesen ili netocno rijesen zadatak donosi gubitak od 3 boda. Koliko je zadataka tocno rijesio

ucenik koji je ostvario ukupno 38 bodova?

Rjesenje: Oznac¢imo s x broj tocno rijeSenih zadataka, a s y broj nerijeSenih ili neto¢no rijeSenih zadataka. Kako
svaki zadatak mora biti ili tocno rijeSen ili nerijeSen, odnosno netocno rijeSen, vrijedi jednakost:

x+y=20.

Nadalje, rijesivsi tocno x zadataka ucenik je ostvario ukupno x - 4 bodova, a nerijesivsi ili pogresno rijesivsi ukupno
y zadataka ucenik je izgubio ukupno y - 3 bodova. Kako je ukupan broj bodova jednak 38, mora vrijediti jednakost:

x-4-y-3=38.
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Tako smo dobili sustav od dvije jednadzbe s dvije nepoznanice:

x +y=20
4x —3y=38.

PomnoZimo prvu jednadZbu s 3 i dobivenu jednadZbu pribrojimo drugoj jednadzbi sustava. Dobivamo:
Tx =98,
odnosno x = 14. Dakle, ucenik je to¢no rijeSio ukupno 14 zadataka.

373. 21 radnik treba obaviti neki posao za 41 dan. Nakon 1 dana zajednickoga rada na bolovanje su
otisla 4 radnika. Za koliko cée se dana produljiti predvideno vrijeme obavljanja posla? (Pretpostavija se
da svi radnici rade jednakom brzinom u jednakim uvjetima.)

Rjesenje: Ako 21 radnik moZe obaviti predvideni posao za 41 dan, onda jedan radnik za jedan dan moZe obaviti

1 = L posla. 21 radnik radi ukupno 7 dana, pa se u tih 7 dana obavi ukupno 21 - 7 - . :l posla. Preostali
21-41 861 861 41

dio posla koji jos treba obaviti iznosi 1 — % = % . Taj dio posla radi ukupno 21 — 4 = 17 radnika, pa ¢e im trebati

34
41
1

17—
861

Kako je predvideno vrijeme trajanja posla 41 dan, ono ¢e se produljiti za 51 — 41 = 10 dana.

ukupno

=42 dana za njegovo obavljanje. Stoga ¢e cijeli posao biti gotov za ukupno 7 + + 42 =51 dan.

374. 24 kg kave cija je cijena 60 kn/kg mijesamo s kavom cija je cijena 70 kn/kg tako da dobijemo
mjesavinu cija ¢e cijena biti 64 kn/kg. Koliko kilograma kave cija je cijena 70 kn/kg trebamo uzeti?

RjeSenje: Koristit ¢emo jednostavni racun smjese, odnosno pravilo zvijezde:

pa zakljucujemo da kave treba mijeSati u omjeru 6 : 4, odnosno 3 : 2. Oznacimo li s x traZenu koli¢inu kave, onda iz
razmjera

24 :x=3:2
lako dobivamo x = 16. Dakle, treba uzeti 16 kg kave ¢ija je cijena 70 kn/kg.

375. Dva vrha usporednika ABCD su A(-3, —1) i B(2, 0). Tocka S(1, 2) sjeciste je njegovih dijagonala AC
i BD. Izracunajte povrsinu toga usporednika.

RjeSenje: Iskoristit ¢emo Cinjenicu da dijagonale usporednika dijele taj usporednik na Cetiri dijela jednakih povrsina

(oprez: to ne znaci da dijagonale dijele usporednik na Cetiri jednaka (odnosno, sukladna) dijela!). Stoga je povrSina
trokuta ABS jednaka Cetvrtini povrSine cijeloga usporednika. Kako je
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1
Pyps :EIXA(yB = ¥s)+xp(ys —ya)+xc(ya—yp)l

PABS=%l(_3)(0_2)+2(2+1)+1(—1—0)| ,

11
PABS:?

to je povrsina cijeloga usporednika
P=4 '1—21= 22 kv. jed.

376. Duljine stranica pravokutnika razlikuju se za 4 cm. Vrtnjom pravokutnika oko njegove dulje stranice
nastane rotacijsko tijelo cije je oplogje 192 cm’. Izracunajte obujam rotacijskoga tijela koje nastane
vrtnjom toga pravokutnika oko njegove krace stranice.

RjeSenje: Oznacimo duljine stranica pravokutnika s a i b. Bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da je a >
b (ako nije, jednostavno drugacije ozna¢imo stranice, Sto nimalo ne utjeCe na daljnja razmatranja). Budu¢i da se
duljine stranica pravokutnika razlikuju za 4 cm, vrijedi jednakost:

a-b=4.

Nadalje, vrtnjom pravokutnika oko njegove dulje stranice nastane uspravni kruZzni valjak €iji je polumjer osnovke
jednak duljini krace stranice (b), a visina duljini vece stranice (a). Stoga je oplosje toga valjka:

O0=2brn-(b+a).
Kako to oplogje mora biti jednako 1927 cm?, vrijedi jednakost:

192n=2bm - (b + a),

tj.
b(a + b) = 96.
Tako smo dobili sustav:
a-b=4
b(a + b) =96.
Izrazimo a iz prve jednadzbe toga sustava:
a=b+4

i uvrstimo u drugu:

b(b+4+b)=96,
otkuda je

20 +4b-96 =0,

odnosno
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b’ +2b-48 =0.

RjeSenja ove kvadratne jednadzbe su b; = -8 i b, = 6. Kako duljina niti jedne stranice bilo kojega geometrijskoga lika
ne moze biti strogo negativan broj, rjeSenje b; = —8 odbacujemo pa preostaje

b=b,=6cm.
Tada je
a=b+4=6+4=10cm.

Vrtnjom zadanoga pravokutnika oko njegove krace stranice nastane uspravni kruzni valjak ¢iji je polumjer osnovke
jednak duljini vece stranice (a), a visina duljini manje stranice (b). Njegov je obujam:

V=dn-b
V=10*1-6,
V = 600 cm®.

371. Zadan je skup S = {-3, -2, -1, 0, 4, 5}. Izracunajte vjerojatnost da slucajno odabrani element skupa
S bude strogo negativan cijeli broj.

RjeSenje: U ovome je zadatku slucajni pokus biranje elementa skupa S. Taj pokus ima ukupno 6 mogucih ishoda
(jer skup S sadrZi 6 razli¢itih elemenata), a od toga su svega 3 povoljna: -3, -2 i —1. Stoga je traZena vjerojatnost p
jednaka

0| —

_3_
P~
378. Zadan je skup S = {0, 1, 2, 3, 4}. Koliko ima razlicitih cetveroznamenkastih parnih prirodnih brojeva
koji pocinju znamenkom 2 i kojima su sve znamenke elementi skupa S?
RjeSenje: Prva znamenka svih tih brojeva jednoznacno je odredena — to je znamenka 2. Druga i treCa znamenka
moze biti bilo koji element skupa S, pa svaku od njih moZemo izabrati na ukupno 5 razlic¢itih nacina (jer skup S ima 5
razli¢itih elemenata). Da bismo osigurali parnost formiranoga broja, njegova posljednja znamenka mora biti ili O ili 2

ili 4, §to znaci da je moZemo izabrati na ukupno 3 razli¢ita nac¢ina. Prema nacelu umnoska, traZeni je broj jednak 5 - 5
-3=75.

379. Izracunajte zbroj svih rjesenja jednadZbe
log(2x — 1) —log(x — 2) = log(x + 2).
RjeSenje: Najprije postavimo uvjete na vrijednost nepoznanice x:
2x — 1> 0 (da bi log(2x — 1) bio definiran)
x —2>0 (dabi log(x — 2) bio definiran)
X+ 2 >0 (da bi log(x + 2) bio definiran)

RjeSavajuéi ovaj sustav nejednadzbi dobijemo x > 2. Sada zadanu jednadZbu transformirajmo ovako:

log(2x — 1) =log(x + 2) + log(x — 2),
log(2x — 1) =log[(x + 2)(x — 2)],

a odavde izjednacavanjem logaritmanada dobivamo:
2x—1=x+2)(x-2),
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odnosno

X —2x-3=0.
Rjesenja ove kvadratne jednadZbe su x; = —1 i x, = 3. x; = —1 ne zadovoljava uvjet x > 2 pa to nije rjeSenje polazne
jednadzbe. x, = 3 zadovoljava uvjet x > 2 pa to jest rjeSenje polazne jednadZbe. Stoga zakljucujemo da polazna

jednadZba ima to¢no jedno rjeSenje: x = 3, pa je zbroj svih njezinih rjeSenja jednak 3.

380. Proda li se neka roba po cijeni od 840 kn, zaradi se 12%. Kolika je zarada ako se roba proda za 885
kn?

RjeSenje: Neka je S cijena po kojoj je kupljena ta roba. Tada moZemo postaviti jednadZbu:
S+12% - S = 840,
odnosno

S+£~S =840.
100

MnoZenjem sa 100 dobivamo:
100S + 125 = 84 000,
a odavde je S = 750 kn. Ako se roba proda za 885 kn, zarada je
885 kn — 750 kn = 135 kn,
odnosno u postotcima

JE- I
750 50

381. Ako bi biciklist povecao svoju voznu brzinu za 4 km/h, za prelazak puta od 240 km trebalo bi mu 3
sata manje. Izracunajte sadasnju voznu brzinu biciklista.

Rjesenje: Neka je v sadasnja vozna brzina biciklista iskazana u km/h. Vozeci tom brzinom, put od 240 km biciklist
ée prijeci za

t = 240 sati.
v

Poveca li biciklist brzinu za 4 km/h, ona ¢e iznositi v + 4 km/h, pa ¢e put od 240 km biciklist prijec¢i za

sati.

I, =
T4

Prema uvjetu zadatka, razlika vremena ¢, i t, iznosi 3 sata:
t, — 1, = 3 sata,

pa uvrsStavanjem gore navedenih izraza za f, i #, u tu jednakost dobivamo:
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240 240 -3
v v+4

odnosno mnoZenjem sa stogo pozitivnim izrazom v(v + 4)
240(v + 4) - 240v = 3v(v + 4),
a odavde reduciranjem i sredivanjem dobivamo kvadratnu jednadZbu:

v+ 4y —320=0.

RjeSenja te jednadzbe su v; = -20 i v, = 16. Kako vozna brzina biciklista ne moZe biti strogo negativna, rjeSenje v, =
—20 odbacujemo, pa slijedi da je traZzena vozna brzina v = v, = 16 km/h.

382. Ako se polumjer osnovke jednakostranicnoga stosca uvecéa za 30%, za koliko ¢e se postotaka uvecati
njegov obujam?

RjeSenje: Povecanje polumjera r jednakostrani¢noga stoSca za 30% uzrokuje i povecanje duljine njegove visine v za
30%. Naime, visina jednakostrani¢noga stoSca ¢iji je polumjer osnovke jednak r dana je formulom

NE

y=—-:

2

iz koje izravno slijedi da su v i r upravno razmjerne veli¢ine.To znali da za koliko se posto uveca jedna od njih, za
toliko ¢e se posto uvecati i druga. Stoga su polumjer osnovke i visina novoga stoSca

rn=r+ ﬂ-r=r+0.3-r=1.3-r
100
vy = (naisti nac¢in kaoir)=1.3 - v.
Prema tome, obujam V| novoga stosSca jednak je
1
Vi =§r127z-v1
1 2
Vi 23(1.3-r) zT-(1.3-v)
1 2
V1=§-1.69'r T-13-v

\/1:2.197-(%-r2ﬂ'-v)

V,=2.197-V

pri ¢emu je V obujam polaznoga stoSca. TraZeno povecanje (u postotcima) iznosi:

© Bojan Kovaci¢ 244 Tehnicko veleuciliSte — Elektrotehnicki odjel, Zagreb



Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike

_ 100V, =V)

P —T
_100(2.197-V -V)
- 1%
_219.7-V 100V
_+
_119.7v
_T

p=119.7

pa slijedi da ¢e se obujam polaznoga stoSca povecati za 119.7%.
383. 32 radnika trebalo je obaviti neki posao za 36 dana. Nakon 6 dana zajednickoga rada poslu se

prikljucilo jos 8 radnika. Za koliko ¢e se dana smanjiti predvideno vrijeme obavljanja posla?
(Pretpostavlja se da svi radnici rade jednakom brzinom u jednakim uvjetima rada.)

Rjesenje: Ako 32 radnika moZe obaviti taj posao za 36 dana, onda jedan radnik za jedan dan obavi Tl%posla.

Zbog toga za 6 dana 32 radnika obave 32 - 6 - Tl%:% posla, pa za obaviti ostaje jo§ 1 — é = % posla. Taj dio

| W

posla obavlja ukupno 32 + 8 = 40 radnika, pa je vrijeme potrebno za obavljanje toga dijela posla =24

1

40—
32-36
dana. Tako ¢e cijeli posao biti obavljen za 6 + 24 = 30 dana umjesto za predvidenih 36 dana, pa ¢e se predvideno
vrijeme obavljanja posla smanjiti za 6 dana.
384. Izracunajte zbroj kubova koordinata sredista kruzZnice
2, .2
X +y +6x—4y-3=0.
RjeSenje: Zadanu jednadzbu kruznice najprije prevedimo iz razvijenoga u op¢i oblik:
(x+3°-9+(y-2-4-3=0,
otkuda je
(x+37+(-27"=16.
Srediste kruZnice je tocka S(-3, 2) pa je zbroj kubova njegovih koordinata

(37 +2 =27+8=-19.

385. Siljasti kut romba iznosi 60°, a duljina kraée dijagonale jednaka je 8 cm. Izracunajte povrsinu toga
romba.

RjeSenje: Odredenosti radi, neka je ABCD romb cije stranice imaju duljinu a. Iz podataka iskazanih u zadatku slijedi
da je kut kod vrha A jednak o = 60°, a duljina duZine BD jednaka 8 cm. Promotrimo trokut ABD. Taj je trokut
jednakokracan (jer je IABl = IAD| = a) i kut nasuprot osnovici BD jednak je 60°. U istom su trokutu kutovi kod
vrhova B i D jednaki jer se nalaze nasuprot jednakim stranicama. Ozna¢imo jedan od njih s . Buduéi da je zbroj
kutova u svakom trokutu jednak 180°, mora vrijediti jednakost:
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B+ B +60°=180°,
a odatle je B = 60°. Stoga su sva tri kuta trokuta ABD jednaka 60°, a kako se nasuprot jednakim kutovima moraju
nalaziti i jednake stranice, slijedi da je taj trokut jednakostrani¢an. No, to onda znaci da je a = IABl = IBDI = 8 cm.

Tako je povrSina zadanoga romba jednaka

2 .
P=a"-sinq,

P =8 sin 60°,
P=64-£
2

P=32x/§cm2.

386. Drustvo od 4 Zene i 6 muskaraca izmedu sebe mora odabrati troclano izaslanstvo u kojemu ce vecéina
biti muskarci. Na koliko se razlicitih nacina moZe izvrsiti taj izbor?

RjeSenje: Razlikovat ¢emo dva slucaja:

1.) Izaslanstvo ¢ine 3 muskarca:

6 .5.
Broj razlicitih nacina na koje se mogu izabrati 3 muskarca izmedu njih 6 jednak je (3] ==—"=—— =
20.

2.) Izaslanstvo ¢ine dva muskarca i jedna Zena:

6 . .
Broj razlicitih nacina na koje se mogu izabrati dva muskarca izmedu njih 6 jednak je [zj = % = ? = ? =15,a
broj razli¢itih nacina na koje se moZe izabrati jedna Zenu izmedu njih 4 o€ito je jednak 4. Prema nacelu umnoska,
ukupan broj razlic¢itih nacina na koje se mogu izabrati 2 muskarca i jedna Zena jednak je 15 - 4 = 60.

Prema nacelu zbroja, ukupan broj razli¢itih nacina na koji se moZze izvrsiti traZeni izbor jednak je 20 + 60 = 80.

387. Nepismeno dijete sastavlja 10-slovéanu rije¢ od slova A, A, A, E, I, K, M, M, T, T. Izracunajte
vjerojatnost da ée biti sastavijena rije¢ MATEMATIKA.

RjeSenje: Neka je S = {A, A, A,E, I, K, M, M, T, T}. S se oc€ito sastoji od ukupno 10 elemenata, medu kojima ima 3
jednaka slova A, dva jednaka slova M i dva jednaka slova 7. Stoga je ukupan broj mogucih ishoda promatranoga
slu¢ajnoga pokusa jednak ukupnom broju razli¢itih permutacija skupa od 10 elemenata medu kojima ima 3 elementa
jedne vrste, 2 elementa druge vrste i 3 elementa trece vrste, a taj je jednak:

10!
Pr22(10) = = 151200

Kako je broj povoljnih ishoda u ovom slucaju jednak 1 (rije¢ MATEMATIKA moZe se dobiti na jedan jedini nacin),
traZena je vjerojatnost jednaka

1

= =0,00000661375661375661375661375661375661,
151200

p

odnosno pribliZzno

p = 0,00066%.
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388. Zlatni predmet finoce 715% ima masu 4.5 kg. Izracunajte masu cistoga zlata u tom predmetu.

RjeSenje: Podatak da zlatni predmet ima finocu 75% znaci da 75% njegove mase tvori Cisto zlato. Stoga je traZena
masa Cistoga zlata jednaka 75% od 4.5 kg, a to je

=75 4523375 ke =337.5 dke.
100

m,

389. Darko prodaje sladoled po 5% niZoj cijeni od Ivana. Za koliko postotaka Ivan treba sniziti cijenu
svojega sladoleda da bi ga prodavao po 5% niZoj cijeni od Darka?

Rjesenje: 1. nacin: Neka je C cijena Ivanova sladoleda. Tada je cijena Darkova sladoleda

D=C-5%-C=C-0.05-C=095-C.
Cijena niZa za 5% od cijene Darkova sladoleda iznosi
Ci=D-5%-D=D-0.05-D=095-D,

pa kad ovamo uvrstimo D = 0.95 - C dobijemo:

C,=0.95C,
Odnosno
C,=0.9025 - C.
Stoga je traZeni postotak jednak
_100(C-C))
P C
_100(C -0.9025C)
C
_100C —-90.25C
C
_9.95¢C
C
p=9.75

Dakle, Ivan treba sniziti cijenu svojega sladoleda za 9.75%.
2. na¢in: UoCimo da je zadatak ekvivalentan zadatku: Cijena neke robe se smanji za 5%, a potom za jos 5%.

Izracunajte ukupno smanjenje cijene u postotcima. Taj zadatak rjeSava se primjenom formule za racunanje ukupne
promjene osnovne veli¢ine pri njezinim sukcesivnim promjenama:

R=100-{1+-LL |.[ 1422 | _100
100 100

u koju treba uvrstiti p; = p, = =5. Tako se dobije R =-9.75, pa je ukupno smanjenje polazne cijene 9.75%.

390. Izracunajte:
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log 5 - log 20 + log™2.
RjeSenje: Imamo redom:
log5-log20+1log®2 = log% -1og(10-2) +log? 2 = (log10 —log 2) - (log10 + log 2) + log* 2 =
(1—10g2)(1+log2)+log2 2 =1—log2 2+log2 2=1
391. Izracunajte:

160.5 log, 10+1 .

RjesSenje: Imamo redom:

160.510g4 10+1 — (42)0.510g4 10+1 — 42-(0.510g4 10+1) — 4log4 10+2 — 410g4 10+2:1 — 4log4 10+2-log, 4 — 4log4 10+log4(42) — 4log4(10-42) —

=10-42=10-16 =160

392. Izracunajte:

%mg3 36—2log; /54 .

RjeSenje: Imamo redom:

1
%log3 36—2log, /54 = 10g3£362 ] “logs (V54 =1og, % =log; % =log; é ~log,0™) =log, 3] =

=log;37% =(2)log;3=(-2)-1=-2

393. Ako je log x=_%’ izracunajte 10' 753V,
16

RjeSenje: Najprije izraCunajmo x. Iz log 4 x= —% antilogaritmiranjem slijedi:
16
3

T T

paje

10
10!~ 10g3x) _ | log10-log(3x) _ 101°g§ :ﬂ _ 10 :ﬁ.
3x 3_ﬁ 32
27

394. Rijesite jednadzbu:

log,s llog3 2-log, x :—l.
5 5 2

© Bojan Kovaci¢ 248 Tehnicko veleuciliSte — Elektrotehnicki odjel, Zagreb



Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike

Rjesenje: Imamo redom:

log,s llog3 2-log; x =—l
5 5 2

1
llog{Z—log1 x]:25 2
5 1
2
_L
log;| 2—1log, x |=5-(5%) 2
2

logs| 2—log, x|=5-5""
2

logs| 2-log; x [=1

2

2-log, x=3'
2

2-log; x=3
2

log, x=-1

Izravnim uvrStavanjem u polaznu jednadZbu lako se provjerava da je x = 2 uistinu rjeSenje te jednadzbe.

395. Rijesite jednadibu:

0.2'"*-25"""=20.
RjeSenje: Uocimo da je 0.2 = é: 57, te da je 25 = 5°. Tako polaznu jednadZbu moZemo zapisati u obliku:

52x—l_ 52x—2 =90.

Tako redom imamo:
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52 .(571=5%)=20

11
5% (2 ——)=20
(5 25)
5. 4 o s
25 25
52 = 0. 22
4
52 =125
52X=53
2x=3
3
X=—
2

396. Rijesite jednadZbu:

x—1
Rjesenje: Stavimo ¢ = (%) . Tada je

E 1-x ~ g —(x-1) ~ g x=11" ~ t_l _l
5 5 5 t
pa dobivamo jednadzbu:

t+ - =2.

x—1
Budué¢ida je r= (gj > 0, tu jednadZbu smijemo pomnoZiti s ¢£. Dobit ¢emo:

£-2t+1=0,

aodatlejet, =1, =1. Sada iz
slijedi

pa izjednaCavanje eksponenata daje
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odnosno x = 1.
397. Odredite zbroj rjesenja jednadzbe:
4°-12-2"+32=0.
Rjesenje: Uotimo da je 4* = (2%)" = (2')°. Stoga stavimo ¢ = 2" pa dobivamo kvadratnu jednadzbu:
£ —12t+32=0.
Njezina su rjeSenja r; =4 i t, = 8. Iz t; = 4 vraanjem zamijenjenoga izraza slijedi:

2°=4
2% =2?

ix =2.1z t, = 8 vra¢anjem zamijenjenoga izraza slijedi

=8
2 =73

ix = 3. Stoga su sva rjeSenja polazne jednadzbe x; = 2 i x, = 3. Njihov je zbroj jednak 5.
398. Duljine dijagonala romba su 6 cm i 8 cm. Izracunajte opseg toga romba.

RjeSenje: Radi odredenosti neka je d; = 6 cm i d, = 8 cm. Duljina stranice romba jednaka je

[

Tako je opseg romba jednak
O=4a=4-5=20cm.

399. Duljina osnovice jednakokracnoga trokuta iznosi 12 cm. Ako je opseg toga trokuta 32 cm, kolika mu
je povrsina?

Rjesenje: Neka je a duljina osnovice trokuta, b duljina njegova kraka, a v duljina visine na osnovicu. Opseg
jednakokra¢noga trokuta ra¢una se prema formuli

O=a+2b.
U tu formulu uvrstimo a = 12, O = 32 pa dobijemo:
32 =12+ 2b,

a odatle je b = 10 cm. Duljina visine na osnovicu jednaka je
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2
V= bz—(ZJ
2
2
y= 102 -[12
2

v =410 — 6>

y=8cm

pa je traZena povrSina trokuta jednaka

P=—av
2

P:l.lz.g
2

P =48cm’
400. Unutrasnji kutovi konveksnoga cetverokuta odnose se kao 1 :2 : 5 : 7. Odredite najveci od njih.
Rjesenje: Neka su o, B, 7i d unutrasnji kutovi toga ¢etverokuta. Bez smanjenja opéenitosti moZemo pretpostaviti da

jea:P:y:d=1:2:5:7.Prema definiciji produZenoga omjera, to zna¢i da postoji realan broj k # 0 takav da
vrijedi:

o

[eZE g o~ N ]
1]

I}
PSS I T NG QN
&

Kako zbroj svih unutrasnjih kutova u konveksnom cetverokutu mora iznositi 360°, vrijedi jednakost:
o+ P +7+06=360°.
Uvrstavanjem a=1-k, =2 -k y=5-k 8=7 - k u tu jednakost dobivamo:
k + 2k + S5k + Tk = 360°,
tj.
15k = 360°,
pa je k = 24°. Stoga je traZeni kut jednak
6=7-24=168".

401. Dva vrha trokuta ABC su A(-6, 2) i B(2, -2). Ako je ortocentar trokuta H(1, 2), odredite koordinate
vrha C.

RjeSenje: Pravac AH je jednadzba visine iz vrha A na stranicu a = BC. Koeficijent smjera toga pravca je

© Bojan Kovaci¢ 252 Tehnicko veleuciliSte — Elektrotehnicki odjel, Zagreb



Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike

Pravac BC je okomit na visinu AH, pa bi njegov koeficijent smjera trebao biti suprotan i recipro¢an od koeficijenta
smjera pravca AH. No, kako je koeficijent smjera pravca AH jednak 0, taj je pravac usporedan s osi Ox. Stoga pravac
BC - kao pravac okomit na AH — mora biti usporedan s osi Oy i prolaziti tockom B. Op¢i oblik jednadZbe pravca
usporednoga s osi Oy jest

x=d,

gdje je d € R realan parametar. Kako pravac BC usporedan s osi Oy prolazi tockom B ¢ija je apscisa 2, mora biti
d =2 pa je njegova jednadZzba

BC...x=2.
Nadalje, pravac BH je jednadZba visine iz vrha B na stranicu b = AC. Koeficijent smjera toga pravca je

ko=2¥2_ 4
v 12

Koeficijent smjera stranice b — kao pravca okomitoga na pravac BH — mora biti reciprocan i suprotan koeficijentu
smjera pravca BH. To znaci da je

JednadZbu stranice BC napisat ¢emo koristec¢i Cinjenicu da znamo njezin koeficijent smjera k,, te jednu tocku (B)
kroz koju prolazi:

AC..y—2= %(x-i— 6).

AC...y zlx—i-z
4 2

Sada kona¢no moZemo racunati koordinate vrha C. Taj je vrh presjek pravaca AC i BC. 1z sustava

lagano dobijemo x =2,y =4, pa je C(2, 4).

402. Izracunajte duljinu tetive koju pravac p... 3x + 4y + 24 = 0 odsijeca na kruznici k... x> + + y* + 8x +
6y = 0.

Rjesenje: Odredimo presjek zadanoga pravca i zadane kruznice. U tu svrhu rijeSimo sustav:

3x+4y+24=0
X+ +8x+6y=0

Izrazimo npr. y iz prve jednadzbe:

3
=——x-6
YTy

i dobiveni izraz uvrstimo u drugu jednadZbu. Dobivamo:
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x? +(—%x—6)2 +8x+6(—%x—6) =0

x2+2x2+9x+36+8x—2x—3620
16 2

EXZ_EXZO /.E
16 2 25
x?-8x=0

Rjesenja ove jednadZzbe su x; = 0 i x, = 8. Pripadni y su y, = —6 1y, =—12, pa su sjecista pravca i kruznice tocke S;(0,
—6) 1 S5(8, —12). Trazena duljina tetive jednaka je medusobnoj udaljenosti tih to¢aka:

d =800 +(-12+6)*

d =4/8% +(-6)’

d=10
403. Odredite poloZaj pravca p... x —y + 2 = 0 u odnosu na parabolu y* = 8x.

RjeSenje: Treba rijesiti sustav

x-y+2=0
y? = 8x

Izrazimo x iz prve jednadZbe:

x=y-2
pa uvrstavanjem u drugu dobivamo:

2
odnosno
Y =8y +16=0.

Jedino rjesenje ove jednadzbe jest y = 4, pa je pripadni x jednak
x=4-2=2.
Stoga pravac p sijece parabolu u tocno jednoj tocki (S(2, 4)), a to znaci da je taj pravac tangenta zadane parabole.

404. Kruznica prolazi ishodistem, a srediste joj je u sjecistu pravaca x —2y —-2=0ix+y— -5 =0.
Izracunajte njezin polumjer.

Rjesenje: Odredimo najprije srediste te kruznice. U tu svrhu rijesimo sustav

x-2y-2=0
x+y-5=0,

tj. sustav
x—-2y=2
x+y=5
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Oduzimanjem jednadzbi dobivamo
-3y =-3,
pajey = 1. Sada iz druge jednadZbe sustava slijedi
x=5-y=5-1=4.
Dakle, srediSte kruZnice je tocka S(4, 1). TraZeni polumjer kruznice jednak je udaljenosti tocke S od ishodiSta:

r=v42+12
r=7

405. Opseg osnovke pravilne uspravne Cetverostrane piramide jednak je 24 cm. Ako je povrsina

dijagonalnoga presjeka te piramide jednaka 3414 cm?, izracunajte oplosje piramide.

Rjesenje: Neka je a duljina osnovnoga brida, b duljina bo¢noga brida, a v duljina visine piramide. Osnovka te
piramide je kvadrat stranice a. Njegov je opseg jednak 4a. Tako iz jednadZzbe

4a =24
slijedi a = 6 cm. Nadalje, dijagonalni presjek piramide jest jednakokracan trokut ¢iji su krakovi boc¢ni bridovi

piramide, osnovica dijagonala osnovke piramide, a visina jednaka visini piramide. Budu¢i da je duljina dijagonale
osnovke piramide

d=a\/§=6\/§cm,

iz

slijedi

Za oplo§je nam jos treba duljina bo¢ne visine v,

Konacno, oplosje piramide jednako je:

0 =d* + 2av,
0=6"+2-6-4
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O =84 cm’.

406. Visina uspravnoga kruznoga stosca ima duljinu 3, a obujam stoSca je 27n. Izracunajte kut pri vrhu
osnoga presjeka toga stosca.

Rjesenje: Obujam stosca racunamo prema formuli

V=lr2ﬂ'-v.
3

U tu formulu uvrstimo V = 27w i v = 3, pa dobivamo:
|
21t =—r"m-3,
3
otkuda je
=217,

te je r = 3\/5 . Ozna¢imo trazeni kut s o. Osni presjek stoSca je jednakokracan trokut kojemu je krak jednak
izvodnici stoSca, osnovica jednaka promjeru osnovke stoSca, a visina na osnovicu jednaka visini stoSca. Kut nasuprot
osnovici toga trokuta jednak je upravo o. Bududi da je visina na osnovicu jednakokra¢noga trokuta ujedno i
simetrala kuta nasuprot osnovici, ali i teZiSnica na osnovicu, slijedi:

wl oI
g2 v’

UvrStavanjem r = 3 \/g i v =3 dobivamo:
g2 =43,
2
otkuda je
2 _60°
2
i kona¢no
o =120°.
407. Rijesite jednadibu:

4X2+5)C+6 — 2\/5.

RjeSenje: Prelaskom na bazu 2 dobivamo:

1
5 1
(22)){ +5x+6 — 2' 22
3
22x2+10x+12 92
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a odatle izjednacavanjem eksponenata dobivamo jednadzbu:
2 3
2x°+10x+ 12 = 5,

odnosno

4%’ +20x +21 =0.
RjeSenja ove kvadratne jednadZbe su x; = —% ix; = —% , 1to su sva rjeSenja polazne jednadZbe.

408. Zbroj 6 uzastopnih prirodnih brojeva jednak je 57. Odredite njihov najmanji zajednicki visekratnik.

RjeSenje: Neka je x najmanji od tih brojeva. Tada su ostali brojevix + 1, x + 2, x + 3, x + 4 i x + 5, pa dobivamo
jednadzbu:

X+x+14+x+24+x+3+x+4+x+5=57,
odnosno
6x+15=57,
a odavde je x = 7. Stoga su ti brojevi 7, 8, 9, 10, 11 i 12. Budu¢i da je svaki broj djeljivis 8 i s 9 nuzno djeljivis 12,
te da je svaki broj djeljivi s 5 i s 8 nuzno djeljiv i s 10, njihov najmanji zajednicki viSekratnik jednak je 5-7-

8-9-11=27720.

409. Cijena nekoga proizvoda se svaka tri mjeseca uveéava za 5%. Izracunajte godisnje povelanje te
cijene (u postotcima).

Rjesenje: Ukupno imamo 12 : 3 = 4 jednake godiSnje promjene cijene. Stoga ¢emo primijeniti formulu

R=100-[ 1+ 2L |.[ 1422 | |1+ |1+ 24 | “100
100 100 100 100
u koju ¢emo uvrstiti p; = p, = p3 = p4 = +5. Kratkim raCunom dobivamo:

R =21.550625

pa zakljucujemo da se cijena ukupno povecala za priblizno 21.55%.

410. Pojednostavnite izraz:

1 1 a’+1 ( 1)
+ - s +=1-
2420Ja 2-2Ja 1-a a

Rjesenje: Imamo redom:
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2-2Ja+2+2Ja  a*+1 ~

. _a2+1(1+lj_ ~ (1+1]_
2+2da 2-2Ja 1-4° a) \@+2da)2-2Ja) 1-d° a
4 3 a’+1 (a+1j_ 1_ a®+1 (a+1]_ l+a—a*-1 (a+1]_ a-a’ (a+1]_
d—4a (I-a)l+a)\ a ) \1-a (-a)+a)\ a ) |(-a)+a)\ a ) |(-a)1+a)\ a )
_ a(l—a) (a+1j=1

(I-a)l+a) \ a ’

411. Zbroj prvih 6 clanova geometrijskoga niza je trostruko veci od zbroja prva 3 clana toga niza.
Izracunajte kolicnik toga niza.

RjeSenje: Pretpostavimo da je a; prvi ¢lan, a g koli¢nik niza. Zbroj prvih n ¢lanova geometrijskoga niza dan je
formulom

q" -1
g-1"

Sn=a1'

U ovu formulu najprije uvrstimo n = 3, a potom n = 6. Dobivamo:

3
S3=a1'q 1
qg—1

6
-1

S6=al-q
qg-1

Sa_s
S3
Iz gornjih izraza proizlazi da je
q° -1
a- 6 3 3
Se_ q-1 _q-1_(¢g=Dlg +D — P+l
S; ¢-1 ¢ -1 g -1 '
al N
qg—1
pa dobivamo jednadzbu:
g +1=3.

Njezino jedino realno rjesenje je g = 2 , 1to je traZeni koli¢nik.

412. Zadani su vrhovi A(1, 2) i B(3, 1) jednakostranicnoga trokuta ABC. NapiSite jednadZbu visine trokuta
povucene iz vrha C.

Rjesenje: Koeficijent smjera traZene visine je suprotan i reciprocan koeficijentu smjera pravca AB, a sama visina
prolazi poloviStem stranice AB. Prema tome, koeficijent smjera visine v, jest
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_Xp—Xy 3-1
e Y~ Ya 1-2

a poloviste stranice AB

1+3 2+1
Pp=|——
w522

3
PAB =(2,Ej

Preostaje napisati jednadzbu pravca koji ima koeficijent smjera jednak 2, a prolazi toc¢kom (2, % ):

3
- ==2(x-2),
Y- 3 (x-2)
odnosno
5
Ve, V=2Xx— —
Y 2

ili u implicitnom obliku
Ve...4x=2y-5=0.

413. Duljine stranica pravokutnoga trokuta cine aritmeticki niz cija je razlika jednaka 2. Izracunajte
polumjer tome trokutu upisane kruZnice.

RjeSenje: Oznacimo duljine kateta trokuta s a i b, a duljinu hipotenuze s c¢. Bez smanjenja opcenitosti moZemo
pretpostaviti da je a < b (ne moZe biti a = b jer duljine kateta tvore aritmeticki podniz s razlikom 2). Stoga vrijede

jednakosti:

b=a+?2
c=b+2=(@+2)+2=a+4.

Primjena Pitagorina poucka daje
@+ @+2)’=(@+4)>
odnosno
@+d*+d4a+4=a"+8a+ 16,
odnosno
a—4a-12=0.

RjeSenja ove kvadratne jednadZbe su a; = -2 i a, = 6. Budu¢i da duljina katete ne moZe biti negativan broj, rjeSenje
a, = -2 se odbacuje, pa preostaje a = a, = 6. Tako je traZeni polumjer upisane kruZnice jednak
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ab
,0—5— 2 ab a(a+2) _a(a+2)_a(a+2)_£_§_2
s a+b+c a+b+c a+a+2+a+4  3a+6  3a+2) 3 3

2

414. Odredite realan broj b € R tako da polinom p(x) = x* — 8x* — bx — 1 bude djeljiv polinomom g(x) = x*
+ 1.

RjeSenje: ZapiSimo najprije p(x) na sljedeci nacin:

p() = (" = 1) = (8%’ + bx) = (" — D + 1) — 8x(x* + %).

Izraz(x* — 1)(x* + 1) je o&ito djeljiv s g(x), pa slijedi da i izraz 8x(8x* + g) mora biti djeljiv s g(x). Kako g(x) ne

dijeli 8x, to x* + g mora biti djeljiv s g(x). To ¢e ocito vrijediti ako i samo ako je

odnosno b = 8.

415. Skratite razlomak:

25" ~2.10" +4"
4n_o5"

RjeSenje: Rastavimo u faktore zasebno brojnik, a zasebno nazivnik. Imamo redom:

25n _2. 1On + 4n — (SZ)n _9. (5 . 2)n + (22)n — (Sn)Z _2. Sn . 2}1 + (211)2 — (Sn _ 2}1)2 — (2n _ Sn)Z;
411 _ 2511 — (22)11 _(52)11 =(2n)2 _ (Sn)Z — (2n _ 511)(211 + Sn)

Tako kona¢no dobivamo:

25" 210" +4"  (2"-5")* 2" -5"
4" —25" (2" =5")2" +5") 2" +5"

416. Ako je log 64 = a, izrazite log\/g kao funkciju varijable a.
Rjesenje: Bududi da vrijedi jednakost
64 =2°
logaritmiranjem njezine lijeve i desne strane po bazi 10 dobivamo:
log 64 =6 log 2,
odnosno
a=6log?2,

odnosno
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log?2 =

- a.

|~

Tako je

logv25 =log5= 10g%zlog10—log2:1—%-a.
417. Ako je (ab) : (ac) : (bc) =3 :2: 1, izracunajte i:i.
bc ac
Rjesenje: Produzeni razmjer (ab) : (ac) : (bc) =3 : 2 : 1 zapravo je kraci zapis dvaju razmjera:

(ab) : (ac)=3:2,
(ac) : (bc)=2:1.

Skradivanjem prvoga razmjera s a dobivamo:

b:c=3:2,
a skra¢ivanjem drugoga s ¢
a:b=2:1.
Odatle proizlazi a = 2b = 3¢, odnosno
=2
2
a
c=—
3

pa imamo:

418. Stranica jednoga kvadrata je dijagonala drugoga kvadrata. Izracunajte omjer povrsina krugova
upisanih tim kvadratima.

Rjesenje: Neka je a duljina stranice manjega kvadrata. Duljina dijagonale toga kvadrata jednaka je

d=ax/§,

a to je duljina stranice vec¢ega kvadrata:

a1=d=a\/§.

Polumjer kruZnice upisane manjem kvadratu jednak je
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a polumjer kruZnice upisane ve¢em kvadratu

R Rz o (a 2]2 2a 2

tj. P: Py =1:2 (povr§ina vec¢ega kruga dvostruko je veca od povrSine manjega kruga).
419. Pojednostavnite izraz:

a'p™! ) a?-2a"p 1+
(@2 +b2)" o _p

RjeSenje: Uocimo da je
a’-2-a" b+ bi=@"-b"),
te
at bt =@ - =@ -b N aP+b ) =@ - b Y a + b a+ 7).

Tako imamo:

a'p™! a?=2a""b"+b7 _a+b7 (@at=p? _
@2+b2" at-pt  ab @' b Ha b Y b2
1 1 b-a
al-p! a b_ ab _ b-a

T +b) bta bta abbta)

420. Izraéunajtef(\/g— 2) ako je flx) = \/x2 —2x+1 — \/x2 +2x+1.
Rjesenje: Uocimo da je

P-2x+1=(x-1)7

X+2x+1=(x+1>A

Zbog toga je
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fay = V=201 — A2 4201 = (=D =+ D2 =le— -+ 1.
Zax=+3-2je

x—11= Ix/g— 2-11= Ix/g— 31=3- \/5 (jer je izraz pod apsolutnom vrijednosti manji od nule)

x+ 1= I\/E— 2+ 1= Ix/g— 1= \/5_ 1 (jer je izraz pod apsolutnom vrijednosti veéi od nule).
Stoga je
F(W3-2)=G-3)-(B-1)=3-3-B3+1=4-243.

421. Odredite jednadibe tangenata na krivulju x* + 4y* =20 okomitih na pravac p... 2x — 2y = 13.

RjeSenje: Zadana krivulja je elipsa ¢iju jednadZbu najprije moramo napisati u kanonskom obliku:

X2 +4y* =20 /:20
2 2

20 20

2 2

R A

20 5

pa otitavamo: a* = 20, b* = 5. Koeficijent smjera traZene tangente mora biti reciprocan i suprotan koeficijentu smjera
pravca p. Kako je

poy=x—,
2
to je koeficijent smjera pravca p
k,=1,
pa je koeficijent smjera tangente jednak
k,=-1
Sad iskoristimo uvjet tangencijalnosti za elipsu:
A+ b =",

pa uvritavanjem a” = 20, k = k, = —1 i b* = 5 dobivamo kvadratnu jednadzbu:
=25
¢ija surjeSenja [y =51/, = 5. Stoga postoje dvije tangente koje su okomite na zadani pravac:
f...y=—=x-51it...y=—x+5.

422. Duljine stranica trokuta zadovoljavaju jednakosti:
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a=2b,
c=§b
2

Odredite najveci kut toga trokuta.

Rjesenje: 1z zadanih jednakosti izravno slijede nejednakosti a > b i ¢ > b. Nadalje, mnoZenjem ocite nejednakosti %

> 2 strogo pozitivnim brojem b dobivamo

éb >2b,
2

odnosno ¢ > a. Prema tome, duljine stranica trokuta zadovoljavaju nejednakost b < a < c¢. Budu¢i da se najveci kut
trokuta nalazi nasuprot najduljoj stranici trokuta, uz standardne oznake u trokutu zakljucujemo da je traZeni kut
upravo kut . Njegov je kosinus jednak
a’+b*-c?
cosy=———
2ab
" . . 5 .
pauvrstavanjema =2bic = 7 b dobivamo:

(2b)* +b* - (%b)2

T b
4b2+b2—%b2
cosy = e
16+j—25 L2
cosy = e
=3
cos}/=i
cos}/=¥

Budu¢i da je v kut trokuta, njegova je vrijednost manja od 180°, pa trazimo ono rjeSenje dobivene trigonometrijske
jednadzbe koje je u drugom kvadrantu (jer su vrijednosti funkcije kosinus negativne za kutove iz drugoga ili iz
trecega kvadranta). Pomoc¢u dZepnoga ra¢unara nalazimo:

v =108.209956864283011213728040549165°,
odnosno pribliZzno
v=108°1236".
423. Svaki je clan beskonacnoga konvergentnoga geometrijskoga reda jednak zbroju svih ¢lanova reda

iza njega. Ako je drugi clan reda za 3 veci od trecega, izracunajte zbroj toga reda.
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Rjesenje: Neka je a; prvi ¢lan toga reda, a ¢ njegov koli¢nik. Tada je a; jednak zbroju beskonacnoga
konvergentnoga geometrijskoga reda kojemu je prvi ¢lan jednak a,, a koli¢nik g. To znaci da vrijedi jednakost:

a
l-¢q

a1=

jer je zbroj beskonacnoga geometrijskoga reda kojemu je prvi ¢lan a,, a koli¢nik g dan formulom

a,

S, = .
1 1—¢

No, s druge je strane — prema definiciji geometrijskoga reda — drugi ¢lan a, jednak umnoSku prvoga ¢lana a; i
koli¢nika g. Dakle, vrijedi jednakost:

ar=4a;¢q
Kad tu jednakost uvrstimo u
a
al = 2
I-q
dobit ¢emo:
a .
a = 1°4q )
I-q

a odatle dijeljenjem s a; (taj je broj razlicit od nule jer u suprotnom slijedi da su svi ¢lanovi reda jednaki nuli, pa
drugi ¢lan ne moZe biti za 3 veci od tre¢ega) dobivamo:

1 _
I-¢q

a odatle je g = % . Nadalje, tre¢i ¢lan reda a; jednak je

2
az=da;-¢q,
pa je razlika drugoga i trecega ¢lana

2
ar—az=a|q—aq .

U tu jednakost uvrstimo a, —a; =31iq = % , pa dobivamo:

3=—ai——a,
2 4
odnosno mnoZenjem s 4

a = 12.

Stoga je traZeni zbroj zadanoga beskona¢noga konvergentnoga geometrijskoga reda jednak
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s=_4
I-¢q
. 121
l_i
2

S =24

424. Rijesite jednadibu:

1 [ (7 1 7. .10
6-{5-(;x—5j—5(22—6x)}—3(x H-

RjeSenje: Pomnozimo najprije zadanu jednadzbu s 18. Dobivamo:
7 1
2:15- Ex—S —5(22—6x) =42-(x—1)-30.

Provedimo sva naznacena mnoZenja:
35x =50 — 22 + 6x =42x — 42 - 30,
a odavde sredivanjem i reduciranjem izravno slijedi
x=0.

425. Zadan je trokut ABC. Tockom D na stranici BC povucena je usporednica sa stranicom AB. Ta
usporednica dijeli stranicu BC u omjeru 5 : 3 racunajuci od vrha C, a trokut ABC na dva dijela cije se
povrSine razlikuju za 56 co’®. Izracunajte povrsinu trokuta ABC.

RjeSenje: Neka je E sjeciSte povucene usporednice sa stranicom AC. Trokuti ABC i EDC su sli¢ni, pa vrijedi
jednakost:

|AB| : IDE| = |BCI : IDCI.

Iz podatka da tocka D dijeli stranicu BC u omjeru 5 : 3 ra¢unajuci od vrha C slijedi da postoji strogo pozitivan realan
broj k > 0 takav da je

ICDI=5 -k, IDBI=3 - k.
Zbog toga je
IBCl = IBDI + IDC| = 5k + 3k = 8k,
odnosno
|IAB|: IDE|l =8k : Sk=8: 5.

1z toga razmjera slijedi

IABI=§IDEI.
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Sada povucimo visinu iz vrha C na stranicu AB. Neka je F sjeciSte te stranice i usporednice DE, a N noZiSte te visine
na stranici AB. Tada su trokuti CNB i CFD sli¢ni, pa vrijedi jednakost:

ICNI: ICFI=IBCl: IDCl=8: 5.
Odavde je

|CN I=§I CFI.
5
Usporednica DE dijeli zadani trokut ABC na dva dijela: trokut CDE i trapez ABDE. Povr§ina trokuta CDE jednaka je

PCDE=%-IDEI~ICFI,

dok je povrSina trapeza ABDE

1
Pappg =~ (AB1+I DE- | FN |

PABDEZ%-(IABI—HDEI)-(ICNI—ICFI)

U posljednju jednakost uvrstimo | AB I=§ IDE|il|CN I=§I CF' | pa dobijemo:

Pyppe =

(

W | 00

IDEI+IDEI)-(§ICFI—ICFI)

—_ [\)|>—t

13 3
Paspe =~ (SADED-(C1CF )

PABDE:%-(%-IDEI-ICFI)

39
PyppE :E'PCDE

Bududi da je razlika povrSine trapeza P4ppg 1 povrSine trokuta Pcpr jednaka 56 cm’, moZzemo zapisati

Pyppe — Pepe = 56,

pa uvrStavanjem P,g,p = 3—2 - Popg dobivamo jednadzbu:

39
g'PCDE_PCDE=56‘

MnoZenjem te jednadzbe s 25 dobivamo

39'PCDE_25 'PCDE=56'257
odnosno

14 'PCDE=56 . 25,
pa je Pcpr = 100 cm’. Tako je povriina trapeza ABDE jednaka
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Pappe = Pcpe + 56,
PABDE = 100 + 56
PABDE =156 sz,

pa je trazena povrsina trokuta ABC

Papc = Pcpe + Pappe
PABC = 100 + 156
Papc =256 cm’.

426. Izracunajte vrijednost izraza

—_
—_
—_

—_

2 pr=q
AxP | 1+x P

1

2pq |p 2pq 29

1 2pg 2q
7 = atbl\e-p | _(atb\pa-p _(atbie-p
a->b a—>b a-b

p—a 2p4 | pq 2pq p=q -2 2
RTINS | (5 i I S A U Y (A R O (L)
a—>b a—>b a—>b a+b

- (a=b)* (a+b)*+(a—b)* a*+2ab+b*+a*—2ab+b> 24> +2b* 2a’ +b*)

(a+b)?  (a+b)? (a+b)? " (a+b)?  (a+b)?

pa je vrijednost zadanoga izraza za zadani x jednaka
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1 - 2q 2q

Sl 1 & (a+qu—p_2(a2+b2) :(a_b)(a+b)(a+b]q—p. 1

2 42 | 2
1 a“-b e |2 S d > =
2 a“+b a->b (a+b) a-b (a+b)

2 a’ b

29 29 -1 29 2q=q+p atp
a+b q—p'a—b_ a+b a-r a+b _ a+b)\g-p _ a+b 9-p a+b\g-p
a—b a+b a—b a—b a—b a—b a—b

427. Rijesite nejednadZbu:

log(2x —1) > log(x - 2) + 1.
RjeSenje: ZapisSimo najprije nejednadZbu u obliku:
log(2x - 1) —log(x —2) > 1.
Oba logaritma su definirana ako i samo ako istodobno vrijede nejednakosti:

2x-1>0
x-2>0

odnosno ako i samo ako istodobno vrijede nejednakosti

x> —

2
x>2

1z toga sustava nejednadzbi slijedi x > 2. Uvazavajuci taj uvjet, nejednadzbu dalje transformiramo ovako:

2x—1

x—2
2x-1 > 10’
x—2
2x—1

X —

log >1

> 10

Budu¢i da je x > 2, to je x — 2 > 0, pa nejednadZbu smijemo pomnoZiti s tim izrazom. Pritom se znak nejednakosti
nec¢e promijeniti. Dobivamo:

2x—1>10(x-2),
2x—1>10x-20

—8x>-19
19

xX<—.

Konacno, iz sustava nejednadzbi

x >2
19

slijedi da je skup svih rjeSenja polazne jednadzbe otvoreni interval (2, % ).
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428. Odredite realan broj a € R tako da temeljni period funkcije f(x) = cos(5ax + %) bude jednak 4.
RjeSenje: Temeljni period funkcije fix) = cos(Ax + b) dan je formulom

T=—.
A

U tu jednakost uvrstimo 7= 47 i A = 5a pa dobivamo jednadZzbu:

_2z
5a

4z
¢ije je rjeSenje a = —1

429. Odredite jednadibu pravca koji je simetrican pravcu p... 3x — 2y + 1 =0 u odnosu na tocku M(5, 1).

RjeSenje: Odaberimo proizvoljno neke dvije tocke zadanoga pravca, npr. A(1, 2) i B(-1, —1). (Odabrali smo to¢no
dvije tocke jer je pravac jednoznacno odreden zadavanjem bilo kojih dviju svojih tocaka.) Odredimo tocke A' i B'
simetri¢ne toCkama A i B s obzirom na to¢ku M. Zapravo traZimo tocke A' i B' takve da je M zajednicko poloviste
duZine AA'i BB'. Oznacimo 1i A'(x;, y1) i B'(x,, ¥,), onda xy, yy, X, i ¥, odredujemo iz sljedeéih jednakosti:

5=1+xl
2
2
s —1+x,
2
2

Iz tih jednadzbi se lako dobiva x; =9, y; =0, x, = 11 1 y, = 3. Dakle, A'(9, 0) 1 B'(11, 3). TraZeni pravac je pravac
kroz tocke A'i B":

3-0
= -9
y 11_9(x )
_3,..2
Y75 2

ilip...3x—2y-27=0.

430. Desno Zariste krivulje 25x* — 144y = 900 je srediste kruznice ¢iji je polumjer 6. Odredite kut izmedu
tih dviju krivulja.

RjeSenje: Zadana krivulja je hiperbola ¢iju jednadzbu najprije moramo zapisati u kanonskom obliku:
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25x% —144y? =900
25 144y

900 900
LA
36 25

4

Stoga je a’=36,b"= ? . Desno ZariSte hiperbole ima koordinate

Fz( a’+b* ,0) :
UvrStavanjem a*= 36, b= ? dobivamo:

F, 36+§,OJ
4

, /#p)

A @,OJ
4

13
FZ(?O]

Stoga je jednadZba kruZnice sa srediStem u F, i polumjerom 6

koot (x— %)2+y2:36.

Odredimo sada barem jedno sjeciste zadane hiperbole i dobivene kruZnice. U tu svrhu rije§imo sustav:

25x% — 144y* = 900
(x— %)2+y2: 36

Iz druge jednadZbe toga sustava je
2 13 5
=36-(x— —
y ==
S$to uvrsteno u prvu jednadZbu daje
2 13 5
25x" - 144 - [36 — (x — ?) 1-900=0,
odnosno

25x* — 5184 + 144x* —-1872x + 6084 — 900 = 0,
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odnosno
169x* — 1872x = 0,
odnosno

13x” - 144x = 0.
S . . . 144 .
Rjesenja ove kvadratne jednadzbe sux; =01 x, = ST Sada iz

2 13 2
=36—(x— —
y (x 2)

V10175

26

« . . ", L " . 144 .
uvrStavanjem x = O dobivamo d{isto imaginarne y, a uvrStavanjem x, :F dobivamo y, =—

V10175

26
¥2. Za odredivanjem kuta medu krivuljama dovoljno je odabrati samo jedno od njih, pa ¢emo se opredijeliti za

V10175

26

Yy = . Budu¢i da obje koordinate sjeciSta moraju biti realni brojevi, u obzir dolaze rjeSenje x; i pripadni y; i

. Dakle, kut medu zadanim krivuljama odredit ¢emo pomocu koeficijenata smjerova

144 /10175

tangenata na te krivulje u toc¢ki S(—,
13 26

rjeSenje  y, =

).

2 2
Koeficijent smjera tangente na hiperbolu x_2 - Z—z =1 u tocki T(x;, y;) dan je formulom
a

b’x
ki, =— l
a y
U tu formulu uvrstimo @ = 36, b= 2 , X :ﬂ iy = 10175 pa dobijemo:
4 13 26
25 144
-4 13 _ 50
fe V10175 410175
36-
26

Nadalje, koeficijent smjera tangente na kruznicu (x — p)2 +(y— q)2 = r* u to¢ki T(x,, y1) dan je formulom

k . B 4
Y1—4

Ty

144 13 V10175 .

U tu formulu uvrstimo x; =— ,p= —, y; = i g =0 pa dobijemo:
1 3 p 2 V1 2% q p i)
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144 13

(o 13 2 _ 119

‘ V10175 V10175
26

Stoga je tangens trazenoga kuta jednak

P
1+k, -k,
50, 119
g = V10175 /10175
L S0 119
V10175~ 410175
169
g p= V10175
1-9950
10175
169
_ 410175
4225
10175

- 16910175

4225

V10175

25

V407

tgp=—-
go 5

gy

gy =

Pomocu dZepnoga ra¢unara dobivamo:
¢ =76.0802514439044042663731022308711°,
odnosno pribliZzno
¢ =76°4'49".
431. Rijesite jednadibu:

2 2
| x—[log” xloge) o o3

RjeSenje: Primijetimo najprije da za sve x € R vrijedi nejednakost
x-11=0.
Ako je Ix — 11 = 0, onda je x = 1, pa izravnim uvrStavanjem dobivamo jednakost
0°=0’

odnosno
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1=1,
Sto je toc¢no. Stoga je x = 1 jedno rjeSenje polazne jednadZzbe. Za sve ostale x € R vrijedi
Ix—11>0

pa polaznu nejednadzbu smijemo podijeliti s bx — 1I°. Tako ¢emo dobiti:

2. 2y
|x_1|10g X log(x ) 3:|x_1|0

Zbog Ix — 11 > 0 baza potencije i na lijevoj i na desnoj strani je strogo pozitivan realan broj, pa smijemo provesti
izjednaCavanje eksponenata:

log’x — log(x*) =3 =0.
Bududi da je log’x = (log x)* definiran samo za x > 0, to je
log(x®) = 2 log Ixl = 2 log x
jer za svaki x > 0 vrijedi jednakost lx| = x. Tako dobivenu jednadZbu moZemo zapisati u obliku
log’x — 2logx — 3 =0,
pa uvodenjem zamjene ¢ = log x dobivamo kvadratnu jednadzbu
£-2t-3=0
CijasurjeSenjaty =—11t, =3.1z t;, = -1 vraanjem zamijenjenoga izraza dobivamo logaritamsku jednadzbu
log x=-1
iz koje antilogaritmiranjem slijedi x = 107! = % .1z t, = 3 vra¢anjem zamijenjenoga izraza dobivamo logaritamsku
jednadzbu
logx=3
iz koje antilogaritmiranjem slijedi x = 10° = 1000. Buduéi da % , 1 1 1000 zadovoljavaju uvjet x > 0, polazna
jednadZba ima ukupno tri realna rjeSenja:

1
XxX;= —,x,=11x3=1000.
=100 3

432. Za koje prirodne brojeve n € N jednadZba (po x)

x—38 _n
n—-10 «x

nema realnih rjesenja?
Rjesenje: Odmah uocavamo da je jedan takav broj n = 10 jer za n = 10 razlomak na lijevoj strani zadane jednadzbe

nije definiran ni za jedan x € R. Uz pretpostavke n # 10 i x # 0, polaznu jednadZbu smijemo pomnoZiti s x - (n — 10).
Nakon sredivanja se dobije jednadZba:
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X —8x—n*+10n=0.

Ocito je rije¢ o kvadratnoj jednadzbi (s nepoznanicom x) koja nece imati niti jedno realno rjeSenje ako i samo ako
njezina diskriminanta bude strogo negativna. Kako je diskriminranta te jednadZzbe

D=64—4-1-(-n*+ 10n) = 4n* — 40n + 64,
dobivamo sljedecu kvadratnu nejednadzbu:
4n” —40n + 64 <0,
odnosno

n*—10n + 16 <0.

Skup svih rjesenja te nejednadzbe je otvoreni interval (2, 8). U tom se intervalu nalaze prirodni brojevi 3,4, 5, 61 7.
Stoga moZemo zakljuciti da polazna jednaddZba nece imati realnih rjeSenjazan € {3, 4,5, 6,7, 10}.

433. Rijesite nejednadZbu:

Ix =21 < Ix +4l.

RjeSenje: Kriticne tocke dobivamo iz jednadzbi x —2 =0 i x + 4 = 0. Njihova su rjeSenja x; = —4 i x, = 2, pa zadanu
nejednadZbu razmatramo na tri intervala:

1.)—o<x<4
Na ovome je intervalu Ix — 2l =—(x = 2) =2 —x i lx + 4/ = —(x + 4) = — x — 4, pa dobivamo nejednadZbu:
2—-x<-—x-4
koja je ekvivalentna s nejednakosti
2<4,
a ta nejednakost nije istinita. Stoga na ovom intervalu polazna nejednadZba nema rjeSenja.
2)4<x<2
Na ovome je intervalu Ix — 2l = —(x —2) =2 — x 1 Ix + 4l = x + 4 pa dobivamo nejednadzbu:
2-x<x+4
iz koje je
x=-1.
Stoga je u ovom slucaju skup rjeSenja polazne nejednadzbe segment [-1, 2].
3)2< x <400
Na ovome je intervalu Ix — 21 = x — 2 i Ix + 4l = x + 4 pa dobivamo nejednadzbu:

x—2<x+4
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koja je ekvivalentna s istinitom nejednakos¢u
-2<4.
Stoga je u ovom slucaju skup rjesenja polazne nejednadzbe poluzatvoreni interval [2, +oo).

Prema tome, skup svih rjesenja polazne nejednadZbe je unija skupova [-1, 2] i [2, +o0), a to je poluzatvoreni interval
[_1’ +°°>'

434. Rijesite jednadibu:

NG

1 .
—cosx + —sinx = 1.
2 2

. T . Y N o .
= sin rE pa zadanu jednadZbu moZemo zapisati u obliku:

. . 3 .
Rjesenje: Uocimo da je 7: cos % i %

T ..
cos gcosx+sm gsmx: 1,

odnosno u obliku

Odavde slijedi

%—x:Zk-n,ke Z.

pa je kona¢no
x= (1—12k)%, ke Z.

435. Treci clan aritmetickoga niza jednak je 9, a razlika sedmoga i drugoga clana jednaka je 20. Koliko
uzastopnih clanova ovoga niza, pocevsi od prvoga, treba uzeti da njihov zbroj bude jednak 91?

RjeSenje: Neka je a; prvi ¢lan, a d razlika toga aritmetickoga niza. Tada n—ti ¢lan niza raCunamo prema formuli
a,=a;+m-1)-d.
To znaci da je drugi ¢lan niza jednak
a=a1+Q2-1)-d=a;+d,
tre¢i
az=a1+(B-1)-d=a, +2d,

a sedmi
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a=a1+(T-1)-d=a; +6-d.
Kako je a3 =9, vrijedi jednakost:
a+2d=9,
a kako je razlika sedmoga i drugoga ¢lana jednaka 20, vrijedi jednakost
(a1 + 6d) — (a; + d) = 20.

1z ove jednakosti slijedi

5d =20,
odnosno
d=4,
pa uvrsStavanjem te vrijednosti u
a;+2d=9
odmah dobivamo
a =1.

Nadalje, znamo da se zbroj n uastopnih ¢lanova aritmeti¢koga niza (pocevsi do prvoga) racuna prema formuli
Sn:%bq+0r4ydl
U tu formulu uvrstimo S, =91, a; = 1 1 d = 4 pa dobivamo:

m=§p+m—n4]
9l =n+2n-(n-1),

2n* —n-91=0.
RjeSenja ove kvadratne jednadzbe su n; = —6.5 1 n, = 7. Kako je n ukupan broj ¢lanova niza koji treba uzeti, taj broj
mora biti prirodan. To znaci da rjeSenje n; = —6.5 zanemarujemo, pa zakljucujemo da trebamo uzeti ukupno 7

¢lanova zadanoga niza.

436. Zadan je usporednik ABCD takav da je kut kod vrha A jednak o = 60°, a duljina stranice AB jednaka

3. Simetrala kuta o sijece stranicu BC u tocki E. Izracunajte povrsinu trokuta ABE.

RjeSenje: Odredimo najprije poznate elemente trokuta ABE. Duljina njegove stranice AB iznosi 3, kut kod vrha A

1Znosi

o = -oc=l-60°=30°,
2

N | =

a kut kod vrha B

B =180°- o =180°-60°=120°
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(jer je zbroj bilo kojih dvaju susjednih kutova u usporedniku ABCD jednak 180°). Stoga je kut kod vrha E jednak
©=180- (o + B) = 180° — (120° + 30°) = 30°,
pa je trokut ABE jednakokracan (jer ima to¢no dva jednaka kuta: o, o ¢). Budu¢i da se nasuprot jednakim kutovima

moraju nalaziti i stranice jednake duljine, slijedi da stranica nasuprot kuta o, 1 stranica nasuprot kuta ¢ imaju jednake
duljine. Kako je nasuprot kuta o, stranica BE, a nasuprot kuta @ stranica AB, to je

IBEl = ABI = 3.
Stoga je povrSina trokuta ABE jednaka

PABE:%-IABI-IBEI-sin,B

PABE=%'3'3-sin120°

9
P=243
4f

437. Prodajna cijena neke robe najprije je uvecana za 15%, a potom smanjena za 8%. IskaZite u
postotcima ukupnu promjenu cijene te robe.

Rjesenje: U formulu

R:loo.(nﬂ)(nﬁ)—loo

100 100
uvrstimo p; = + 15 (jer je rije¢ o povecanju cijene) i p, = —8 (jer je rije¢ o sniZenju cijene). Kratkim raCunom
dobijemo:

R=+538,

pa zakljucujemo da se cijena ukupno uvecala za 5.8%.

438. Odredite skup svih tocaka Gaussove ravnine za koje je valjana nejednakost

lz—1lI
|z+11

<1.

RjeSenje: Pretpostavimo da je z = x + yi, pri cemu su x, y € R. Budu¢i da je

lz— =10 — 1) +yil = (x=1)> + 2

lZ+ =1+ D) +yil= y(x+D? +y?,

polaznu nejednakost moZemo zapisati u obliku
@-D’+y*
(x+1)7+y?
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Kvadriranjem te nejednakosti (to smijemo uciniti jer su i na lijevoj i na desnoj strani nenegativni brojevi, pa se znak
nejednakosti nece promijeniti), mnoZenjem s nazivnikom razlomka na njezinoj lijevoj strani i provedbom kvadriranja
izraza u zagradi dobivamo:

Xo2x+1+y < +2x+1+)%
odnosno nakon reduciranja

x>0.

Dakle, jedini uvjet na brojeve x i y jest x > 0. Stoga je traZeni skup toaka poluravnina desno od imaginarne osi
(imaginarna os se iskljucuje):

439. Napisite jednadibu kruznice kojoj je srediste na pravcu p... 2x —y + 5 = 0 i koja dira pravce p,... 6x
—4y—-4=0ip;...3x-2y-24=0.

RjesSenje: Uocimo odmah da su pravci p; i p, usporedni. Naime, podijelimo li jednadZzbu pravca p; s 2 (to smijemo
jer mnoZenjem ili dijeljenjem jednadZzbe nekoga pravca nekim realnim brojem razli¢itim od nule taj pravac ostaje
nepromijenjen), dobijemo:

pr...3x-2y-2=0,

pa su koeficijenti uz varijable x, odnosno y u oba pravca jednaki, a to bas znaci da su ti pravci usporedni. SrediSte
traZzene kruZnice jest sjeciSte simetrale para pravaca p; i p, s pravcem p. Buduéi da jednadzba simetrale para
usporednih pravaca g;.. Ax + By + C; =01 q,.. Ax + By + C, =0 glasi

s=Ax+ By + GG =0,
2
to je jednadZzba simetrale para pravaca p; i p,:
s=3x-2y+ %=0,

odnosno

s=3x-2y-13=0
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Sjeciste pravca s s pravcem p je rjesenje sustava

3x-2y-13=0
2x— y+5=0.

Njegovim rjeSavanjem dobivamo x = —23, y = —41, pa je srediSte kruZnice toc¢ka S(-23, —41). Njezin je polumjer

jednak udaljenosti tocke S od bilo kojega od pravaca p; ili p,, a nama za jednadZzbu kruZnice treba kvadrat toga
polumjera. Izra¢unajmo zato kvadrat udaljenosti tocke S od pravca p;:

r2:|3-(—23)—2'(—41)—2|2

3% 427
13
Prema tome, traZena jednadZba kruZnice glasi:
(x+23)°+(y+41)Y= %

440. Zbroj duljina dviju stranica trokuta iznosi 15 cm. Duljine visina na te stranice iznose 4 cm, odnosno
6 cm. Izracunajte povrsinu toga trokuta.

Rjesenje: Oznacimo duljine tih dviju stranica trokuta s a i b. Bez smanjenja opcéenitosti moZemo pretpostaviti da je
v,=4cmi v, =6 cm. Buduéi da je zbroj duljina tih dviju stranica jednak 15 cm, vrijedi jednakost:

a+b=15.
Nadalje, iz
P=—av,
i
1
P=—bv
2 Vb

(dvije razlicite formule za racunanje iste veli€ine) slijedi da vrijedi jednakost:

av, = bvy,
Uvrstavanjem v, = 4 i v, = 6 dobivamo:
4a = 6b,
odnosno nakon dijeljenja s 4 i skra¢ivanja
a=%b
Uvrstavanjem te jednakosti u jednakost
a+b=15
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dobivamo:
ib +b=15,
2

a iz te je jednadzbe b = 6 cm. Tako je povrSina trokuta jednaka

1
P=—bv
2V
P=l'6'6
2
P =18cm?

441. Kut izmedu dviju susjednih stranica usporednika iznosi o. = 60°. Duljina jedne stranice usporednika
je 5, a duljina krace dijagonale 7. Izracunajte duljinu dulje dijagonale toga usporednika.

RjeSenje: Radi odredenosti, ozna¢imo s ABCD zadani usporednik, te neka je |IADI = 5, IBD| = 7. Za izraCunavanje
duljine dulje dijagonale (AC) treba nam podatak o duljini druge stranice usporednika. U tu svrhu primijenimo
kosinusov poucak na trokut ABD:
IBD> = |AB* + IADI* = 2 - 1ABI - IADI - cos o,
pauvrstavanjem |IBDI =7, IADI = 5 i o = 60° dobivamo:
49 = IABP +25-2-1ABI-5-0.5,
odnosno
IAB* =5 - IABI - 24 = 0.

Tako smo dobili kvadratnu jednadZbu (s nepoznanicom IABI) ¢ija su rjeSenja (IABl); = -3 i (IABI), = 8. Kako duljina
stranice usporednika ne moZe biti negativan realan broj, prvo rjeSenje se odbacuje, pa slijedi:

|ABI = 8.

Duljinu dulje dijagonale odredit ¢emo iz trokuta ABC. Znamo duljine dviju stranica toga trokuta:
IABI =8, IBCI = |ADI (jer je rije¢ o usporedniku) =5,
te kut kod vrha B
B =180° — a (jer je zbroj dvaju susjednih kutova u usporedniku jednak 180°)
B =180° - 60°

B =120°.

pa primjenom kosinusova poucka dobivamo:
IAC* = |ABI* + IBCI* = 2 - IABI - IBC| - cos P,
JACP=64+25-2-8-5-(=0.5),
IACP =129,

te kona¢no

IACI = 4129 .
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442. Izracunajte povrsinu trokuta kojemu je duljina jedne stranice jednaka 4, a kutovi uz tu stranicu 45° i
60°.

RjeSenje: Bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da je @ = 4. Uz standardne oznake u trokutu, kutovi uz tu
stranicu su B i Y, pa ponovno bez smanjenja opéenitosti moZzemo pretpostaviti da je § = 45° i y = 60°. Tada kut o
nasuprot stranici a iznosi

oa=180°- B +7v)
o= 180° - (45° + 60°)
o="75°

Primjenom sinusova pou¢ka moZemo izracunati duljinu stranice b nasuprot kuta . Iz

a b
sinad sin
slijedi
b=——:-:sinf8
sino
=— -sin45°
sin75°
Bududi da je
sin 75° = sin(45° + 30°) = sin 45° cos 30° + cos 45° sin 30° = —2—3+—21 = M,
2 2 2 2 4
to je
=— -sin 45°
sin 75°

4 42

b= =
Jo+v2 2
4
po 82

V6 +42
o 82 (o2

W6 ++2)- (/6 -2)
_8V2-(J6-+2)

6-2

b=242-(J6-+2)
b=212-4
b=2.243-4
b=4J3-4
b=4(3-1)

b
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Prema tome, povrSina zadanoga trokuta jednaka je

1
P =—absin
> 4

P:%-4-4(\/§—1)-Sin60°

P=8(\/§—1)'§
P=4J3-(3-1)
P=12-4y3

443. Duljine dviju stranica raznostranicnoga trokuta su 4 i 6. Tim stranicama nasuprotni kutovi se odnose
kao 1 : 2. Izracunajte duljinu treée stranice ovoga trokuta.

RjeSenje: Bez smanjenja opcéenitosti moZemo pretpostaviti da je @ = 4 i b = 6. Tim stranicama nasuprotni kutovi su
o i B, pa vrijedi razmjer:

a:p=1:2
iz kojega je
B =20
Nadalje, iz sinusova poucka
a b
sinad sin
slijedi
sinf _ b
sind  a
pa uvritavanjem B =20, @ =4 i b = 6 dobivamo:
sin(2a) g
sing 47

odnosno zbog sin(2a) = 2 sin oL cos o

2sinacosa 3

sin & 2
3
cosa=—
4
Trazenu duljinu trece stranice izracunat ¢emo rabeci kosinusov poucak:
¢ =a* +b* = 2ab cos .
Zbog toga izrazimo cos Yy pomocu cos o. 1z
v=180°- (o + PB)
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uvrStavanjem 3 = 2a dobivamo

v=180°-3aq,
pa slijedi
cos Y =cos (180° — 3a) = cos 180° cos 3o + sin 180° sin 3o = —cos 300 =3 cos oL — 4 cos’a =3 - %—
2
16~

Prema tome je

> =a* +b*—2ab cos Y,
9

F=4+6"-2-4-6- —,
16
¢* =25,
a odavde je c =5.
444. Izracunajte opseg pravokutnoga trokuta cija je povrsina 1 m*, a duljina hipotenuze 2 m.

RjeSenje: Zadane su nam sljedece veliine:

P=1nm’
c=2m.

Oznagimo katete toga trokuta s a i b. Buduéi da je povrsina trokuta P = 1 m?, vrijedi jednakost:

a odavde je
ab=2.

Nadalje, uvrStavanjem c = 2 u Pitagorin poucak

a+b=c
dobivamo

a+b=2%
odnosno

a+b =4

Dodavanjem 2ab ovoj jednakosti dobit ¢emo
a’+ b’ +2ab =4 + 2ab,

odnosno, zbog ab =2,

33
4:())==
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(a+b)=4+4,
tj.
(a+b)*=8.
Odavde je
a+b= x/g,
tj.

a+b=2+2,

pa je traZeni opseg trokuta jednak

O=a+b+c,
0=2+2+2,
0=2(42 +)m.

445. Zbroj duljina svih dijagonala pravilnoga peterokuta iznosi 800. Odredite najmanji cijeli broj koji je
veci od duljine stranice toga peterokuta.

Rjesenje: Oznac¢imo duljinu stranice toga peterokuta s a, duljinu jedne njegove dijagonale s d, a s a njegov sredisnji
kut. Broj stranica peterokuta je n = 5, pa je ukupan broj njegovih dijagonala jednak

N= n(n-73)
2

N= 5(5-3)
2

N=5

Ukupan zbroj duljina svih dijagonala jednak je N - d, pa iz

N-d=2800
uvrStavanjem N = 5 dobivamo jednadZbu

5-d=800

iz koje je d = 160. Nadalje, duljina dijagonale pravilnoga peterokuta jednaka je promjeru tome peterokutu opisane
kruZnice:

d=—2_,
sin —
a odavde je
a=d sing .
2
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Kako je
360°
o=
n
360°
o=
5
a=72°
uvrStavanjem d = 1601 o =72°u
a=d sing
2

dobivamo:
a =94,0456403667957006669929527422516.
Stoga je najmanji cijeli broj ve¢i od duljine stranice toga peterokuta jednak 95.

446. Iz jednoga vrha kvadrata stranice 3 opisan je krug polumjera 4. Izracunajte koliki dio (u postotcima)
kvadrata se nalazi izvan kruga.

RjeSenje: Neka je ABCD zadani kvadrat ¢ija je stranica a = 3. Bez smanjenja opéenitosti moZemo pretpostaviti da je
srediSte kruga tocka A i neka je r = 4 njegov polumjer. Pripadna kruZnica sijece to¢no dvije stranice kvadrata (BC i
CD) u po jednoj tocki, pa neka su E € BC i F € CD sjeci$ta kruZnice 1 stranica kvadrata. Izvan opisanoga kruga se
nalazi kruzni sijecak CEF. Njegov je sredisnji kut jednak o = 90°, a polumjer

r1 =|BCl - |BE|

r =IBCl— I AE1> =1 ABI* ,

Sto je zbog IBCl = |AB| = a i |AE| = r dalje jednako:

rno=a-\rt-a®,
pa je povrsina isjecka CEF jednaka
o o
3600
P _(a—\/rz—az)zﬂ-90°
B 360°
(a2 —2av rP—at+ - az)n'
Fegr = 4
(r2 —2aVr? —a? T
Fegr = 4

pa je postotni udio kruzZnoga isje¢ka CEF u odnosu na povr§inu kvadrata P4pcp jednak
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_ 100 Pegp.

PABCD

p_100~(r2—2aVr2—a2)
- 2
a

Uvrstavanjem a = 3 i r =4 konacno dobivamo
p =1.39435704013840507767006086849375%
ili priblizno

p=1.4%.

447. U Cetvrtinu kruga polumjera R upisana je kruZnica. Izrazite njezin polumjer kao funkciju varijable R.

RjeSenje: Najprije primijetimo da je Cetvrtina kruga zapravo kruzni isjecak ¢iji je polumjer jednak R, a srediSnji kut
90°. Oznacimo s V vrh zadanoga kruZnoga isjecka, s D, diraliste isjecku upisane kruZnice i kraka isjecka, s D,
diraliste upisane kruZnice i luka isjecka, S srediste isjecku upisane kruZnice, a s r traZzeni polumjer. Srediste S isjecku
upisane kruZnice mora biti na simetrali sredi§njega kuta toga isjecka (jer je od svakoga kraka isjecka udaljeno za r).
Budu¢i da je pravac VD, tangenta isjecku upisane kruZnice, on mora biti okomit na pravac SD; (polumjer upisane

kruZnice). Zato je trokut VDS pravokutan (s pravim kutom kod vrha D,) i kut kod vrha V jednak

njegove katete SD; jednaka je r, pa je duljina hipotenuze VS jednaka

VSl= — =42,

sin 45°

S druge je strane
IVSI=IVD,| = ISDyl =R — 1,
pa izjednacavanjem desnih strana posljednjih dviju jednakosti dobivamo jednadzbu:
r\/E =R-r
iz koje je
r=R-(2-1),

ito je traZeni izraz.

9(2) =45°. Duljina

448. Zbroj 30 uzastopnih parnih prirodnih brojeva iznosi 1230. Odredite najveci od njih.

Rjesenje: Oznacimo traZeni broj s x. Tada su tih 30 uzastopnih parnih prirodnih brojeva tvore aritmeticki niz koji
ima ukupno n = 30 ¢lanova, a €iji su prvi ¢lan x i razlika (-2). Posljednji (30.) ¢lan toga niza dobijemo tako da u

formulu za odredivanje n — toga ¢lana aritmeti¢koga niza
a,=ar+m-1)-d
uvrstimo a; =x,n=30id =-2:

asg =X+ (30 — 1) . (—2),

a30=x—58.
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Tako je zbroj svih 30 ¢lanova niza jednak
30
S30 = 5 (a1 + azo),

odnosno
S30=15(x + x — 58),
odnosno
S30 =30x - 870.
U zadatku je navedeno da je Sz = 1230, pa dobivamo jednadZzbu:
30x - 870 =1230
iz koje je x = 70. Dakle, najveci od tih 30 brojeva jednak je 70.

449. Tri su broja, od kojih srednji iznosi 24, uzastopni ¢lanovi istoga rastucega geometrijskoga niza. Ako
njihov zbroj iznosi 126, odredite najmanji od njih.

Rjesenje: Neka su preostala dva broja a i b. Bez smanjenja opcCenitosti pretpostavimo da je a < 24 < b. Bududéi da
zbroj tih triju brojeva mora biti jednak 126, vrijedi jednakost:

a+24+b=126,
odnosno
a+b=102.

Budu¢i da su ta tri broja uzastopni ¢lanovi istoga rastucega geometrijskoga niza, kvadrat srednjega od njih mora biti
jednak umnosku najmanjega i najvecega:

24% = ab,
odnosno
ab = 576.
Tako smo dobili sustav
a+b=102
ab =126.

1z prve je jednadZbe b = 102 — a pa uvrStavanjem u drugu dobijemo:
a- (102 -a) =576,
odnosno
a’—102a + 576 = 0.

RjeSenja ove kvadratne jednadZzbe su a; = 6 i a, = 96. Budu¢i da za a, = 96 ne vrijedi nejednakost

© Bojan Kovaci¢ 288 Tehnicko veleuciliSte — Elektrotehnicki odjel, Zagreb



Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike

a, < 24,
to rjeSenje odbacujemo, pa preostaje a = a; = 6. Dakle, najmanji od tih triju brojeva iznosi 6.

450. Prvi, drugi i Ccetvrti clan rastucega aritmetickoga niza su tri uzastopna clana rastucega
geometrijskoga niza. Ako je treci clan aritmetickoga niza jednak 12, odredite cetvrti ¢lan toga niza.

RjesSenje: Neka je a; prvi Clan aritmetiCkoga niza, a d razlika toga niza. Tada su drugi, treci i Cetvrti ¢lan
aritmetickoga niza dani formulama

Clz:Cl1+d,
a3:a1+2d,
as=a, + 3d.

Iz podatka da su brojevi ay, a, i a4 tri uzastopna ¢lana geometrijskoga niza i definicije geometrijskoga niza proizlazi
da mora vrijediti jednakost

2 _
UvrStavanjem
a, =a; + d
i
a,=a+ 3d

u tu jednakost dobivamo:

(a1 +d) =a - (a, +3d),

odnosno
a12+ 2a\d +d* = a12 +3ad,
otkuda je
&’ —a,d=0,
odnosno
d(d-a;)=0.

Ako bi bilo d = 0, onda bi slijedilo a; = a, = a; = a4, a taj aritmeticki niz nije rastu¢i. Zbog toga mora biti d # 0, pa
dijeljenjem posljednje jednadzbe s d dobivamo:

a=d
Tu jednakost zajedno s a3 = 12 uvrstimo u izraz
az=a, +2d
pa dobijemo:
12=d +2d,
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otkuda je
d=4.
Prema tome je i a; = d = 4, pa je Cetvrti €lan zadanoga niza jednak

a=4+@E-1)-4,
a4=16.

451. Realni brojevi a, x, b i 2x su prva Cetiri clana istoga aritmetickoga niza. Izracunajte kolicnik brojeva
aib.

RjeSenje: Koristit ¢emo osnovno svojstvo aritmetickoga niza, a to je da je svaki njegov ¢lan (osim prvoga)
aritmetic¢ka sredina njegovih neposrednih susjeda. Zbog toga moraju vrijediti sljedece jednakosti:

a+b
xX=
2
pX +2x
2
Drugu jednakost moZemo zapisati u obliku
b=
2
pa kad ovamo uvrstimo prvu jednakost dobijemo:
3.4 +b
b=—232
2
b= 3-(a+b)
4
3a+3b=4b
3a=b
a1
b 3

Dakle, koli¢nik brojeva a i b jednak je % .

452. Cetiri realna broja tvore padajuci aritmeticki niz. Izbacimo li drugi od njih, preostala tri broja u
danom poretku tvore padajuci geometrijski niz. Ako je najveci od tih Cetiriju brojeva jednak 1, izracunajte
njihov zbroj.

RjeSenje: Bududi da ta Cetiri broja tvore padajuci aritmeticki niz i da je najveci od njih jednak 1, prvi ¢lan niza mora
biti jednak 1:

a) = 1.
Oznacimo li s d razliku aritmeti¢koga niza, slijedi da su drugi, tre¢i i Cetvrti ¢lan aritmetickoga niza dani izrazima:
an=1+Q2-1)-d=d+1,
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az=1+0GB-1)-d=2d+1,
as=1+@4-1)-d=3d+1.

Izbacimo li broj a,, brojevi a; = 1, a3 i a4 tvore geometrijski niz, §to znaci da vrijedi jednakost:
ag =a, - a.
UvrStavanjem a; = 1, a3 =2d + 1 i a, = 3d + 1 dobivamo:
Qd+1P%=1-3Bd+1),
odnosno
4d*+d=0.

Ako bi bilo d = 0, onda bi slijedilo a; = a, = a; = a4 = 1, a to nije padajuci aritmetic¢ki niz. Zbog toga mora biti d #
0, pa dijeljenjem posljednje jednadZzbe s d dobivamo

4d+1=0,

odnosno d = —i . Zbroj tih Cetiriju brojeva izraCunat ¢emo tako da u formulu
n
Sn = 5 [zal + (I’L - 1)d]
. . 1 .
uvrstimon=4,a,=11id= —Z . Konacno je

5
S4 = E .
453. Cijena nekoga proizvoda najprije poskupi za 20%, a potom jos za 10%. Za koliko bi postotaka trebao
pojeftiniti taj proizvod da bi se mogao prodavati po pocetnoj cijeni?

RjeSenje: Koristit ¢emo formulu za izracunavanje ukupne promjene cijene uslijed njezinih sukcesivnih promjena:

P1 P2 P3
R=100-0+—)-1+—=)-1+—)-100.
( 100) ( 100) ( 100)

Promjena p; jednaka je +20 (jer se radi o povecanju od 20%), promjena p, +10 (jer se radi o povecanju od 10%),
promjena p; je traZzeno sniZenje, a R je ukupna promjena cijene. Kako je krajnja cijena jednaka pocetnoj, toje R =0

pa dobivamo jednadzbu:

0=100-1+-22). 4+ 1% 1+ 23100,
100 100 100

iz koje je
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132-(1+23y~100=0
100

132p3 _ 4,
100
py = =210 o4 0404040424242424042424242424040

Dakle, traZeno pojeftinjenje iznosi 24.24% (predznak — oznacava da se radi o pojeftinjenju, odnosno smanjenju
cijene).

454. Koji uvjet moraju zadovoljavati realni brojevi a i b tako da pravci p,... x + by=3i p,...ax+y=4
budu usporedni?

RjeSenje: Zapisimo najprije jednadZbe obaju pravaca u eksplicitnomu obliku:

1
LYy=——x+=
py--y b b
py..y=—ax+4

Ti pravci ¢e biti usporedni ako njihovi koeficijenti smjerova budu jednaki. To znaci da mora vrijediti jednakost

1
——=-a,

b
a odavde je ab = 1, i to je traZeni uvjet.

455. Odredite podrucje definicije realne funkcije

Fx)=vx>—15x+54 .

RjeSenje: Zadana funkcija je definirana za one vrijednosti varijable x za koje je izraz pod drugim korijenom
nenegativan (jer je drugi korijen definiran samo za nenegativne realne brojeve). To zna¢i da mora vrijediti
nejednakost:

¥ —15x+54>0.

Tako smo dobili kvadratnu nejednadZbu s nepoznanicom x. Pripadna kvadratna funkcija je f(x) = x* — 15x + 54.
Njezine nultocke dobijemo rjeSavajuéi jednadzbu f(x) = 0, odnosno jednadZbu

X~ 15x+54=0.
Rjesenja te jednadzbe su x; = 6 i x, = 9. Kako je vodeéi koeficijent (tj. koeficijent uz x*) funkcije f(x) jednak 1, graf te
funkcije je parabola oblika U (okrenuta prema gore). Ona poprima nenegativne vrijednosti svuda osim na intervalu
izmedu svojih nultoc¢aka. Stoga je rjeSenje dobivene nejednadzbe
x € (=00, 6] U [9, +00),
Sto kra¢e moZemo zapisati kao

xe R\(6,9).

Prema tome, traZzeno podrucje definicije je skup R\ (6, 9).
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456. Rijesite jednadibu:
3¥+9=6-3"
RjeSenje: Zapisimo najprije zadanu jednadzbu na sljedeci nacin:
(3 -6-3"+9=0.
Uvedimo zamjenu 7 = 3" pa dobivamo kvadratnu jednadZbu:
F—6t+9=0
koju moZemo zapisati u obliku
(t-3)*=0.

Odavde je t = 3, pa vracanjem zamijenjenoga izraza dobivamo eksponencijalnu jednadzbu

3'=3,
odnosno

3*=3!
iz koje izjednaC¢avanjem eksponenata izravno dobivamo x = 1, i to je jedino rjeSenje polazne jednadZbe.

457. Na intervalu (0, 3) rijesite jednadZbu:

25in(ﬂéx) = \/g

Rjesenje: Uvedimo zamjenu ¢ = % pa dobivamo trigonometrijsku jednadZbu
2sint = \/5 s

odnosno
sinf =—.
2
Njezina su rjeSenja:

t1:§+k-27[,kez

t2=2T”+k'27r,keZ

z - — . . . .
Izt = 3 + k - 21 vracanjem zamijenjenoga izraza dobivamo jednadZbu:

X 2k
6 3
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koju smijemo podijeliti s T 1 pomnoZiti s 6. Tako ¢emo dobiti:
x=2+ 12k, ke Z.

U intervalu (0, 3) ocito se nalazi jedino x = 2 kojega dobijemo za k = 0 (za sve ostale k € Z dobivamo cijele brojeve
koji su ili veéi od 3 ili manji od 0). Nadalje, iz 1, = 2%+ k - 2m vraanjem zamijenjenoga izraza dobivamo

jednadZbu:

TX_27 oo
6 3

koju smijemo podijeliti s T 1 pomnoZiti s 6. Tako ¢emo dobiti:
x=4+ 12k, ke Z.

U intervalu (0, 3) nema niti jednoga x iz ove skupine rjeSenja (jer za svaki k € Z dobivamo rjesenje koje je ili vece
od 3 ili manje od 0). Prema tome, jedino rjeSenje polazne jednadZbe u zadanom intervalu jest x = 2.

458. Izracunajte:

e2v2 —y3-242 .
RjeSenje: Uocimo da je

3422 =2+1+242=2+22 +1=(V2 )2 +22 +17= (V2 + 1)?

i analogno

3-242=241-2V2=2-2V2+1=(2 =22 +1>=(V2 - 1)~

Kako je x/E > 1, to vrijede nejednakosti x/E +1>0, x/E— 1 >0, pa imamo:

V34272 =322 A2 +11=12 =12+ 1= (2 = 1) =2 +1-42 +1=2.

459. Odredite broj razlicitih cjelobrojnih rjeSenja nejednadzbe

Vo 420414422 —8x+16 <7.
RjeSenje: Uocimo da je

CH2x+1=(x+1)7

X —8x+16=(x—4)>%

Tako polaznu nejednadZbu moZemo zapisati u obliku:

Ja+D? +y(x-4)? <7,
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odnosno, zbog jednakosti x* =l x|, u obliku

x+ 11+ k-41<7.
Kriti¢ne tocke funkcije fix) = Ix + 1| + lx — 4] dobivamo rjeSavajuci jednadzbe

x+1=0

x—4=0.
RjeSenja tih jednadzbi su x = —1 i x = 4, pa dobivenu nejednadzbu rjeSavamo na ukupno tri intervala:
1) o< x -1
Na ovome je intervalu Ix + 1l =—(x + 1) =—x — 1 i Ix — 4l = —(x — 4) = —x + 4 pa dobivamo nejednadzbu:
x-1+(==x+4)<7,
odnosno
x=-2.

Svi cijeli brojevi koji zadovoljavaju uvjete —co < x < —11x 2=-2 su-21i-1, pa u ovom slucaju imamo 2 razlicita
cjelobrojna rjeSenja.

2)-1<x< 4
Na ovome je intervalu Ix + 1l =x + 1 i Ix — 4/ = —(x — 4) = —x + 4 pa dobivamo nejednadZbu:
x+1+(=x+4)<7,
odnosno
5<7.

Ta nejednakost je istinita za svaki x takav da je —1 < x < 4, pa u ovom slu¢aju imamo 5 razli¢itih rjeSenja: 0, 1, 2, 3 i
4 (rjeSenje x = —1 ne uzimamo jer smo ga ve¢ uzeli u prethodnom slucaju).

3) 4< x< +oo
Na ovome je intervalu Ix + 1l =x + 1 i Ix — 4/ = x — 4 pa dobivamo nejednadzbu:
x+1+x+4<7,
odnosno
x<1.
Ta nejednakost nije istinita niti za jedan x >4, pa u ovom slu¢aju nejednadzba nema rjesenja.

Prema tome, polazna jednadzba ima ukupno 2 + 5 = 7 razlicitih cjelobrojnih rjeSenja.
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460. Izracunajte:

10g32 . 10g43 . 10g54 et 10g2()042003 . 10g20052004.

RjeSenje: Koristit ¢cemo formulu:

Tako redom imamo:

log2 log3 log4  1og2003 log2004
log3 log4 log5 =~ log2004 log2005

logy3 - logz4 - log,S - ... - 10220032004 - 10270042005 = = (svi faktori, osim

log?2

log 2 i log 2005, se medusobno pokrate) = ————
log 2005

= logy0052.

461. U kakvome su odnosu varijable x i 7 ako vrijede nejednakosti:

x>0,y>0,z>0,

te jednakosti
2 _,
x+y 9
2 _3
y—x
RjeSenje: 1z prve od zadanih jednakosti dobivamo
7=2x+2y,
a iz druge
z=3y-3x.

PomnoZimo prvu od dviju dobivenih jednakosti s (-3), a drugu s 2. Tako dobivamo:

-3z7=-6x-06y
2z =—-6x + 6y.
Zbrajanjem tih jednakosti dobivamo:
—z=-12x,
odnosno
z=12x.

Budud¢i da smo pretpostavili da je x > 0, to je z > x (ili ekvivalentno x < z).

462. Odredite zbroj svih realnih rjeSenja jednadzbe
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logx(x + 1)* + logylx + 11— 6 = 0.

RjeSenje: Buduéi da su za svaki x € R izrazi (x + 1)*i lx + 1] nenegativni, jedini uvjet na vrijednost nepoznanice x
jest

X+1=0,
odnosno x # 1. Bududi da za svaki realan broj x € R vrijedi jednakost
Log(x + 1)* = 2log,lx + 11,
to uvodenjem zamjene
t=logylx + 11
dobivamo jednadzbu
2t+1t-6=0

iz koje je t = 2. Sada iz t = 2 vraanjem zamijenjenoga izraza dobivamo logaritamsku jednadZbu

logolx + 11=2
iz koje je
b+ 11=27%
odnosno
x + 11=4.

Ovo je jednadzba s jednom apsolutnom vrijednosti koja se razlaze na dvije jednadZbe bez apsolutnih vrijednosti:

1.) x + 1 =4, iz koje je x; =3,
2.)x+ 1 =-4, iz koje je x, =-5.

Stoga je zbroj svih realnih rjeSenja polazne jednadZbe jednak
X1+ x=3+(5)=-2.
463. Rijesite jednadZbu:
2sin? x—(2—+/2)sinx—+2 =0.
RjeSenje: Stavimo ¢ = sin x, pa dobivamo jednadzbu:

22— (2-42)-t-42=0.

_ D 2 . 2 . — . . . ..
Njezina su rjeSenja f, == in=11z 4 == vrac¢anjem zamijenjenoga izraza dobivamo trigonometrijsku

jednadzbu
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2

sinx= ——.

2
. L Sz . 7 o . L .
Njezina su rjeSenja x, =T+ k-2 1 x, =T+k 27, k € Z. Nadalje, iz t, = 1 vra¢anjem zamijenjenoga izraza
dobivamo trigonometrijsku jednadZbu

sinx=1.
Njezino je rjeSenje x; = % +1-27m,le Z. x,, x, 1 x5 su sva rjeSenja polazne jednadZbe.

464. Odredite vrijednost realnoga parametra a € R tako da pravac p... ax + y = 4 bude tangenta kruZnice
Ax—1Y+4(y -4 =1.

RjeSenje: Zapisimo najprije jednadzbu zadanoga pravca u eksplicitnom, a jednadzbu zadane kruznice u kanonskom
obliku:

p...y=—-ax+4,
k...(x—1)2+(y—4)2=i.

.. 1 .. . . . .. . .
Tako oCitavamo: k, = —a, [ =4, p =1, q = 4, P =Z. Te vrijednosti uvrstimo u uvjet tangencijalnosti pravca i

kruZnice
P+ =(g-kp—1)7°

pa dobivamo:

%(1+a2)=(4+a—4)2,

odnosno
l+d®= 4a2,
odnosno
1
a==.
3
o 3. 3 . Y .. .
Odatle slijedi a; = 3 ia,= 3 i to su traZene vrijednosti realnoga parametra a.

465. Kompleksan broj z; = 2 + 2i je jedno rjeSenje jednadzbe x* + ax® + bx — 16 = 0. Odredite vrijednost a
+b.

RjeSenje: Primijenit ¢emo Vieteove formule i Cinjenicu da su dva komplesksna rjeSenja bilo koje jednadzbe s
realnim koeficijentima uvijek medusobno konjugirano-kompleksni brojevi. Pretpostavka je da je z; = 2 + 2i rjeSenje
zadane jednadZbe. No, tada je i z, = 2 — 2i takoder rjeSenje zadane jednadZbe (prema navedenoj ¢injenici). Ozna¢imo
li s z3 trece rjeSenje zadane jednadZzbe (ona je 3. stupnja pa mora imati 3 rjeSenja), prema Vieteovim formulama
vrijedi
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712 zz3=-16.
Ovamo uvrstimo z; =2 + 2i i z, = 2 — 2i, pa dobivamo:
2+2i)-(2-2i) - z3=-16,
odnosno
8z3=-16,
pa je zz = —2. Ponovnom primjenom Vieteovih formula dobivamo:

a=—(21+2+723)=—Q+2i+2-2i-2)=2,
b=2100+2123 +2023= 2 =22 + 2D+ 2 + 2))(-2) + 2 -2i)(-2)=8 -4 -4i-4 +4i=0.

Stogajea+b=2+0=2.
466. U kakvom su odnosu nejednakosti x <4 i x* — 15x + 54 > 0?
Rjesenje: Mi trebamo provjeriti slijedi li iz prve nejednakosti druga, iz druge prva, i jedno i drugo ili niSta od
navedenoga. U tu svrhu rije§imo kvadratnu nejednadzbu x* — 15x + 54 > 0. Postupkom opisanim u rjesenju zadatka
455. dobivamo da je x € (—oo, 6) U (9, +00), §to moZemo zapisati kao (x < 6 ili x > 9). OCcito je svako rjesenje prve
nejednadzbe ujedno i rjeSenje druge, odnosno iz prve nejednakosti slijedi druga. Obrat ne vrijedi jer npr. svaki realan
broj x > 9 zadovoljava drugu nejednakost, ali ne i prvu. Zaklju¢imo:

(x<4) = (> - 15x+ 54> 0)
467. Odredite skup svih realnih rjesenja jednadzbe

> — 9l + x> — 4] = 5.

RjeSenje: Kriti¢ne tocke su rjefenja jednadzbi x* — 9 = 01 x* — 4 = 0. RjeSenja tih jednadzbi sux; = -3, x, =3, x3=
—2 1 x4 = 2 pa zadanu jednadZbu rjeSavamo na ukupno 5 intervala:

1)—c0< x £-3
Na ovome je intervalu x* — 91 = x* — 9 i x* — 4| = x* — 4 pa sredivanjem dobivamo jednadzbu
X =9.

Njezina su rjeSenja x; = -3 i x, = 3. No, nejednakost — < x < -3 zadovoljava samo x; = -3, pa u ovom slucaju
polazna jednadZba ima samo jedno rjeSenje: x = —3.

2)-3<x <2
Na ovome je intervalu x> — 91 = —(x* — 9) =9 — x* i x” — 4| = x* — 4 pa sredivanjem dobivamo
5=5
$to je valjana jednakost. Stoga su u ovom slucaju rjeSenja svi realni brojevi izmedu -3 i -2, dakle, x € [-3, -2].
3)2<x<2

Na ovome je intervalu -9l = —()c2 -9)=9- Filk—4l= —()c2 —-4)=4- X pa sredivanjem dobivamo
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¥=4

RjeSenja te jednadZbe su x; = -2 i x, = 2. Oba ta rjeSenja zadovoljavaju nejednakost -2 < x < 2 pa u ovom slucaju
jednadzba ima dva rjeSenja: x; = -2 1ix, = 2.

4)2<x <3
Na ovome je intervalu x> — 91 = —(x* = 9) =9 — x* i x” — 4| = x* — 4 pa sredivanjem dobivamo
5=5

Sto je valjana jednakost. Stoga su u ovom slucaju rjeSenja polazne jednadzbe svi realni brojevi izmedu 2 i 3, dakle: x
€ [2, 3].

5)3< x <+

Na ovome je intervalu x* — 91 = x* — 9 i x* — 4| = x* — 4 pa sredivanjem dobivamo

K =9.

RjeSenja ove jednadZbe su x; = -3 i x, = 3. No, nejednakost 3 < x < +oo zadovoljava samo rjeSenje x, = 3, pa u ovom
slu¢aju jednadzba ima samo jedno rjeSenje: x = 3.
Skup svih rjeSenja polazne jednadZbe je unija skupova {-3}, [-3, 2], {-2, 2}, [2, 3] 1 {3}, a to je skup [-3,
2] U [2,3] (erje {-3} < [-3,-2]i {3} < [2,3D.
468. Rijesite sustav jednadZbi:

x23v2+1 _

2205

RjeSenje: Kvadrirajmo drugu jednadzbu ovoga sustava:

(xy2+2)2 _ (25)2
L2 (52)2
x2372+4 — 5

pa dobivenu jednadZbu podijelimo s prvom jednadZbom sustava:

2
(20 g4

R

K277 +-2y7+D) _ 53
x2y2+4—2y2—1 -5
=5

x=5

UvrStavanjem x = 5 u prvu jednadzbu sustava dobivamo:
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52)72+1=5
52y2+1=51
2y*+1=1
y? =0
y=0

Dakle, rjeSenje polaznoga sustava jest x = 5, y = 0, odnosno uredeni par (5, 0).

469. Postotak vlaznosti psenice prije suSenja iznosi 16%. Ako se nakon susenja masa od 3 t psenice
smanjila za ukupno 200 kg, izracunajte postotak vlazZnosti pSenice nakon susenja.

RjeSenje: U 3 tone nesusene pSenice ima ukupno 16% - 3 = 0.48 tona vode. SuSenjem je pSenica izgubila 200 kg =
0.2 tone vode (masa suhe tvari je ostala nepromijenjena), pa je masa vode u pSenici nakon suSenja 0.48 —

0.2 = 0.28 tona, a ukupna masa pSenice 3 — 0.2 = 2.8 tona. Stoga je postotak vlaznosti pSenice nakon susenja

100-0.28

=10,
2.8

odnosno 10%.

470. Pojednostavnite izraz:

(hﬁ)ﬁﬁ.

\/af) _wmwl

Rjesenje: Imamo redom:

<1J_>\/ \/af)

N o

471. Rijesite nejednadZbu:

—2x2 +3x-1

> > 0.
x“+x+1

RjeSenje: Uo¢imo odmah da je x* + x + 1 = (x + %)2 + % > 0 za svaki realan broj x € R. Da bi vrijednost lijeve

strane zadane nejednadZbe bila strogo pozitivna, mora vrijediti i nejednakost:
~2x% +3x-1>0,
odnosno nejednakost

2 -3x+1<0.

Nultocke pripadne kvadratne funkcije su x; = % i x, = 1, pa je rjeSenje gornje nejednadzbe otvoreni interval (%,
1). Taj je skup ujedno i skup svih rjeSenja polazne nejednadzbe.
472. Izracunajte log s8.
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Rjesenje: Imamo redom:

log0'58:log1(23):3log24 2:3-%-log22:3-%-1:—3
3 - -

473. Odredite podrucje definicije funkcije

Rjesenje: Uvjeti na nepoznanicu x su:

1.) 1—x*>0 (izraz pod drugim korijenom mora biti nenegativan);
2.) x*+x# 0 (nazivnik razlomka mora biti razli¢it od nule)

Prvi je uvjet kvadratna nejednadzba Cije je rjeSenje x € [-1, 1]. Drugi uvjet moZemo zapisati u obliku
x-(x+1)=0,

otkuda izravno slijedi x € R\ {-1, 0} (za x = -1 ili x = 0 vrijednost nazivnika jednaka je nuli). TraZeno podrucje
definicije je presjek skupova [-1, 1]i R\ {-1, 0}, ato je skup {-1, 0) LU (0, 1].

474. Koliko je cetveroznamenkastih cijelih brojeva u dekadskom brojevnom sustavu zapisano iskljucivo
pomocu parnih znamenaka?

RjeSenje: Parne znamenke u dekadskom brojevnom sustavu su 0, 2, 4, 6 i 8. Na mjesto znamenke tisucica (tj. prve
znamenke) moZemo izabrati njih Cetiri: 2, 4, 6 1 8, a na sva ostala mjesta svih 5. Budu¢i da zadatak trazi broj cijelih
brojeva, u obzir valja uzeti i predznak broja kojega moZemo izabrati na 2 nacina (+ ili —). Prema nacelu umnoska,
trazeni je broj2 -4 -5-5-5=1000.

475. Neka su a, x i y realni brojevi takvi da vrijedi jednakost:
X
a=x+y=xy=—.
y
Izracunajte vrijednost broja a.

Rjesenje: Najprije je ocito da y ne moze biti jednak O jer tada razlomak X nije definiran. Zato jednakost
Yy

Xy = —
smijemo pomnoZiti s y, pa ¢emo dobiti:
xy =x,
odnosno
x-(*=1)=0.
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Ako bi x bio jednak nuli, onda bi umnoZak xy takoder bio jednak nuli, pa uvr§tavanjem x = 0 i xy = 0 u jednakost
X+y=xy

dobivamo:
0+y=0,

odnosno y = 0, a ve¢ smo vidjeli da je to nemoguce. Zbog toga mora biti x # 0, odnosno
y2 -1=0

teye{-1,1}. Zay=-1izx +y=xyslijedi

x—1=—-x,

odnosno x = % ,pajea=xy= % (-1 = —% , te u ovom slucaju dobivamo:

a=——,x= l,y:—l.
2 2
Akojey=1,ondaiz x +y = xy slijedi
x+1=x-1,
odnosno
x+1=ux,
odnosno

0=1,
a to je nemoguce. Stoga je jedina vrijednost broja a jednaka —% .

476. Rijesite jednadZbu:
logy(x* — 4x + 12) = 3.

Rjesenje: Uvjet na vrijednost nepoznanice x jest

X —4x+12>0.
Uvazavajuci taj uvjet antilogaritmiranjem polazne jednadZbe dobivamo:

K —dx+12=2
odnosno

K —4x+12=38,

odnosno
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X —4x+4=0.

Jedino rjesenje ove kvadratne jednadzbe jest x = 2. Kako x = 2 zadovoljava nejednakost x* — 4x + 12 > 0, taj je broj
ujedno i jedino rjeSenje polazne jednadzbe.

477. Rijesite nejednadZbu:
logos(13x — x> — 40) < logys(13x — x> — 42).
RjeSenje: Najprije postavimo uvjete na vrijednost nepoznanice x:

13x — x> — 40 > 0 (da bi logy 5(13x — x* — 40) bio definiran)
13x — x> — 42 > 0 (da bi logy 5(13x — x* — 42) bio definiran)

Uogimo odmah da uvjet 13x — x* — 42 > 0 povla¢i uvjet 13x — x* — 40 > 0 pa je zato dovoljno rijesiti drugu
nejednadzbu. Zapravo je rije¢ o kvadratnoj nejednadzbi

X - 13x +42<0.
Nultocke pripadne kvadratne funkcije su x; = 6 1 x, = 7, pa je skup svih rjeSenja te nejednadzbe otvoreni interval (6,
7). Za x € (6, 7) usporedbom logaritmanada (paze¢i na to da se znak nejednakosti mijenja jer je baza logaritma broj
strogo manji od 1) dobivamo:
13x - %"~ 40 > 13x —x* - 42,
odnosno
-40 > -42,

Sto je valjana nejednakost. Zbog toga je skup svih rjesenja polazne nejednadzbe otvoreni interval (6, 7).
478. Odredite sva rjesSenja nejednadzbe
sin’x —4 sinx+3<0
na segmentu [0, 21].
RjeSenje: Stavimo li 7 = sin x, dobit ¢emo kvadratnu nejednadzbu
£—4t+3<0

¢iji je skup svih rjesenja [1, 3]. To znaci da mora vrijediti nejednakost

1<t<3,
odnosno vra¢anjem zamijenjenoga izraza
1 <sinx<3.
Medutim, za svaki x € R je valjana nejednakost
sinx <1,

Sto zajedno s nejednakosti 1 <sin x < 3 daje
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sinx=1.

Jedino rjeSenje ove trigonometrijske jednadzbe na segmentu [0, 27] jest x = % Stoga je skup svih rjeSenja polazne

nejednadzbe na segmentu [0, 27] jednak { % }.

479. Rijesite jednadZbu:
2% +42=13 2%
Rjesenje: Stavimo ¢ = 2" pa dobivamo jednadzbu:
£+42=13t,
odnosno
£ —13t+42=0.

Njezina su rjeSenja t;, = 6 i t, = 7. Sada iz #; = 6 vratanjem zamijenjenoga izraza dobivamo eksponencijalnu
jednadzbu

2'=6
¢ije je rjeSenje

x=log, 6= % =2.58496250072115618145373894394782
og

Sli¢no, iz t, = 7 vratanjem zamijenjenoga izraza dobivamo eksponencijalnu jednadzbu
2'=17

cije je rjeSenje

=2.80735492205760410744196931723183

Stoga su sva rjesenja polazne jednadzbe x; = 2.585 i x, = 2.807.
480. U kakvom su odnosu uvjeti x* > 13x — 42 i x > 8?2
RjeSenje: Prvi je uvjet zapravo kvadratna nejednadzba
X —13x+4220.

Njezino je rjeSenje x € R\ (6, 7), §to znaci da vrijedi ili nejednakost x < 6 ili nejednakost x > 7. Kako nejednakost x
> 8 ocito povlaci nejednakost x = 7 (ako je neki broj veéi ili jednak 8, onda je sigurno veéi ili jednak 7),
zakljudujemo da iz x > 8 slijedi x> — 13x + 42 > 0. Stoga druga nejednakost povlagi prvu, tj. nejednakost x > 8 je
dovoljan uvjet za nejednakost x* — 13x + 42 > 0:

(x28)= (x* = 13x+42 >0).
481. Srediste kruznice je u tocki S(-1, 3). Ako kruZnica dodiruje os Oy, odredite njezinu jednadzbu.
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Rjesenje: To Sto kruznica dodiruje os y znaci da je njezin polumjer jednak apsolutnoj vrijednosti apscise njezina
sredista, tj.

r=lpl,

gdje je S(p, q) srediste kruznice. U ovome je slucaju p = -1 pa je

r=I-1l=1.
Stoga traZena jednadzba kruZnice glasi:

(x+1D?+(y-37=1.
482. Odredite srediste i polumjer kruZnice k... x* — 4x + 4y +y*=0.
RjeSenje: Transformirajmo zadanu jednadZbu kruZnice iz razvijenoga u kanonski oblik:
(& -4x)+ (" +4y) =0

(x=2=2"+(y+2)"-2"=0
(x=2y+(y+2)°=8.

Odatle slijedi da je srediSte kruznice S(2, —2), a njezin polumjer r = x/g = 2\/5 .
483. Odredite ukupan broj razlicitih realnih rjeSenja jednadZbe

IWx® —2x+1-3=1.
Rjesenje: Uocimo najprije da je

Po2x+1= (x— 1)2,

Sto znaci da je

Va2 =2x+1 =y/(x—1)? = k1.

Tako polaznu jednadZbu moZemo zapisati u obliku
lIx—11-31=1.

Tu jednadZbu najlakse je rijeSiti graficki, i to na sljedeci nacin: Najprije nacrtamo pravac y = x — 1.
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Tako smo dobili graf funkcije f5(x) = Ix — 11— 3. Preostaje onaj dio gornjega grafa koji se nalazi ispod osi Ox zrcaliti s
obzirom na os Ox:
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Tako smo dobili graf funkcije f3(x) = llx — 11 — 3I, a to je bas lijeva strana polazne jednadZzbe. Broj rjeSenja polazne
jednadZzbe odredit ¢emo tako da najprije presjecemo gornji graf pravcem y = 1:

a potom ocitamo broj sjeciSta tih dviju krivulja. Taj je broj jednak 4, pa polazna jednadzba ima to¢no 4 razlicita
realna rjeSenja (ta rjeSenja je ¢ak lako i ocitati: x; =3, x, =1, x3 =3 1x4=5).

484. Ako je 3 ctg x =4 i 0 £ 2x < T, izracunajte 5sin x + Scosx.

RjeSenje: 1z 0 < 2x < w dijeljenjem s 2 slijedi

0sx<Z
2
Budu¢i da vrijednost njegova kotangensa nije niti 0 niti oo, taj kut nije jednak niti O niti % , pa zakljuCujemo da je
0<x<Z ,
2

tj. x je kut iz prvoga kvadranta. Vrijednosti njegova sinusa, odnosno njegova kosinusa su strogo pozitivne, a
racunamo ih pomocu formula:
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sinx:;
1[1+ctg2x
\Il+ctg2x
. 4 .
Ovamo uvrstimo ctg x = 3 pa dobivamo:
. 1 1 1 1 3
sinx = = = =—==
1) \/1 16 [25 5 5
I+ — o
(3) o 7
4 4 4 4
cosx = 3 -3 _.3 _3.4%
4V Jpule 25505
1+(3] 9 9 3

485. Izracunajte vrijednost izraza:

7
log——
Ji0-10 #0

Rjesenje: Budu¢i da je 10"°* = a, za svaki a > 0, vrijednost zadanoga izraza je jednaka:

;
logi 7 7
Jio-10 410 =10 —— =2
Mo 4

+1

486. Akojef(x+ 1) = x—l , za koje x € Rvrijedi f (x —3) > 3?
X

RjeSenje: Zapisimo najprije

x+1
x+)=——
fla+l (x+)-2
pa stavljanjem ¢ = x + 1 dobivamo
t
f)=——0.
fi=—
Tako je
Flx—3)= x=3 :x—3.
(x=3)—-2 x-5
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Zbog toga je zahtjev fix — 3) > 3 ekvivalentan nejednadzbi

odnosno nejednadzbi

x=3

x—5

-3>0,

a odavde svodenjem na zajednicki nazivnik dobivamo nejednadzbu

12-2x
x—5

> 0.

Razlikujemo dva slucaja:

1)12-2x>0
x-5>0

Iz prve je nejednadzbe x < 6, a iz druge x > 5. Stoga je u ovom slucaju rjeSenje polazne nejednadzbe otvoreni interval
(5, 6).

2)12-2x<0
x-5<0

Iz prve je nejednadzbe x > 6, a iz druge x < 5. Taj sustav oc¢ito nema rjesenja.
Zakljucujemo da je traZeni skup otvoreni interval (5, 6).

487. Odredite zbroj svih rjesenja jednadZbe

2sin® x+1
sSin- x :3

sin x
u intervalu {0, 21).
Rjesenje: Pomnozimo zadanu jednadZbu sa sin x, pa sredivanjem dobijemo:
2sin’x — 3sinx + 1 =0
Uvodenjem zamjene ¢ = sin x dobivamo kvadratnu jednadzbu

22 -3t+1=0.

Njezina su rjeSenja t; = 1 =11z ¢ = 2 vra¢anjem zamijenjenoga izraza dobivamo trigonometrijsku

1
2
jednadzbu

. 1
sinx= —
2
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o . Sz L o . .
¢ija su rjesenja u intervalu (0, 27) x| = r3 ix :? . Nadalje, iz #, = 1 vratanjem zamijenjenoga izraza dobivamo

trigonometrijsku jednadzbu

sinx=1

¢ije je jedino rjesenje u intervalu (0, 27) x; = ER Buduéi da za sva tri dobivena rjeSenja vrijedi nejednakost sin x

# 0, to su ujedno i rjeSenja polazne jednadzbe. Njihov je zbroj jednak 37” .

488. Ako za kvadratnu funkciju f (x) = ax’* + bx + ¢ vrijedi (-2) =3, f(0) = 1if(2) =-3, izracunajte f (1).
RjesSenje: Uvrstimo li u izraz f{x) = ax’ + bx + ¢ redom x = -2, x = 0 i x = 2, dobit éemo:
f2)=a- (-2 +b-(2)+c¢
fO) =a-©’+b-0)+c
f@=a-QP+b-2)+c,

pa uvrStavanjem f (-2) = 3, £(0) = 1 i f(2) = -3 dobivamo sustav:

4a-2b+c=3
c=1
4a+2b+c=-3
Iz druge jednadzbe toga sustava je ¢ = 1, zbrajanjem prve i tre¢e (uz uvaZavanje ¢ = 1) dobivamo a = —i, a

oduzimanjem prve i tre¢e dobivamo b = —% . Stoga je

3
f(l)—a+b+c——z.

2

489. Zadane su funkcije f (x) =3x—1, gx) = X i h(x) = \/; . Izracunajte (fo g © h)( 33 ).
Rjesenje: Imamo redom:

2 2 2 1 1

h(3_§) — 3_5 — (3_5)5 :3_5
2 1 1
g(h3 3)=g(33)=3 3) =3"
2
fg(h@3 ) =f3H=33"-1=3"-1=1-1=0

Dakle, traZena je vrijednost jednaka 0.

490. Pojednostavnite izraz:

(@+3)°=(a+3)" (a+1)’=(a+))
(@+2)*—@+2)? (@+3° -(a+3)°"
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Rjesenje: Imamo redom:

@+3°—@+3* @+’=@+) _(@+3*[@+3’ -1 @+nla+1?-1]  @+3-@+n-jarn?-1|
@+ -(@+2)? @+3°-(@+3° @+2?*[a+2’-1] @+37-|a+3?-1]  (@+2?-[a+2>-1]
(@+3)-(@a+)-[a+1-D@+1+D)] (a+3)-(a+)-a-(a+2) a

@+ fa+2-D@+2+)]  @+2)? (a+@+3) a+2

491. Pravac t, je tangenta lijeve grane hiperbole x* — y* = 1, a pravac t, tangenta njezine desne grane.
Kolika je medusobna udaljenost tih pravaca ako oba sijeku os Ox pod kutom od 60°?

Rjesenje: To Sto oba pravca sijeku os x pod kutom od 60° znaci da su usporedni i da im je koeficijent smjera jednak

k=tg60°= 3.
Stoga jednadzbe tih tangenata imaju oblik
t...y= 3-x+l1,
t...y= 3-x+l2,

gdje su /; i I, odgovarajuéi odsjecci na osi Oy. Bududi da je rije¢ o tangentama, mora vrijediti uvjet tangencijalnosti
za hiperbolu:

ak -b ="
Uvr$tavanjem a” = b* = 1 i k* = 3 dobivamo kvadratnu jednadzbu za [:
F=3-1,
odnosno
r=2,
aodavde je [, = —\/5 il,= \/5 . Prema tome je

t... x/g'x—y—\/iz()
... \/g-x—y+\/5=0

Medusobna udaljenost tih pravaca jednaka je

_ 1201 1221 02
5 .

d= = =
JW3)2 (=2 3+

492. Majka je tri puta starija od svojega sina, Cetiri puta od svoje kéerke, a od svojega je supruga mlada 3
godine. Ako njezina djeca zajedno imaju 35 godina, izracunajte zbroj godina njezina supruga i njezina
sina.

Rjesenje: Neka je m broj majéinih godina. Tada je %m broj sinovljevih godina, a im broj kéerkinih godina.

Budu¢i da sin i kéerka zajedno imaju 35 godina, dobivamo jednadZbu:
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lm+ lm=35
3 4

¢ije je rjeSenje m = 60. Dakle, majka ima 60 godina, njezin sin % 60 = 20 godina, a suprug m + 3 = 63 godine.

Stoga je zbroj godina njezina supruga i njezina sina jednak 63 + 20 = 83.

493. Izracunajte modul kompleksnoga broja

3-4i 17+1L

TS 2

RjeSenje: Imamo redom:

N7+

3-4i 17411 _ 13-4l N7+10il VE+E? 1724112 5

IZI=|17—11i 2—i  NT=11il 12=il (722,412 22002 172,112
172+ (=112 22 +(=1) 172 +11

494. Izracunajte zbroj svih rjesenja jednadZbe

=1.
1+ i

—
1-x

RjeSenje: Transformirajmo najprije lijevu stranu polazne jednadzbe na sljede¢i nacin:

5

X _ X o x X _ X
1+—= - TEEEER e
X I—-x+x 1
1+
I-x I-x I-x
Tako sada iz jednadZbe
X
=1
l+x—x2
dobivamo jednadzbu
X¥-1=0
Rjesenja te jednadZbe su x; = -1 i x, = 1. No, x, = 1 nije rjeSenje polazne jednadZbe jer razlomak % nije definiran
- X

za x = 1. Prema tome, jedino rjeSenje polazne jednadZbe jest x = —1, §to znaci da je zbroj svih njezinih rjesenja

takoder jednak —1.

495. Odredite vrijednost realnoga parametra a € R tako da polinom p(x) = x* + x = 1x* + ax — 2 bude

djeljiv polinomom q(x) = x* = 2x + 1.

RjeSenje: Podijelimo zadane polinome prema pravilu za dijeljenje polinoma:
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P+ T +ax=-2) (P =2x+ 1) =x"+3x-2
4 3, .2
X =2x +x
3x° — 8x* + ax
3x° — 6x° + 3x
2 +(@-3)x-2
24" + 4x-2
(a-Tx

Buduc¢i da ostatak (a — 7)x treba biti jednak nuli za svaku vrijednost realnoga broja x, mora vrijediti jednakost:
a-T7=0.
Odatle je a =17, i to je traZena vrijednost realnoga parametra a.

496. Zadane su funkcije f (x) = X gx) = X, Odredite - gil(x)).

1
RjesSenje: Inverzna funkcija od h(x) = x" jest h'(x) = ¥x =x",1ito za svaki n € N. Posebno, za n = 3 je inverzna
1
funkcija od £ (x) = x° jednaka f '(x) =3/x =x3, a zan = 5 je inverzna funkcija od g(x) = x° jednaka g ') =
1

X x = x5 . Tako jednostavno imamo:

1+
=(x

| oy

W —
W | —

1
5

W=

1
e g') = (x-x%) )

497. Odredite skup svih rjesenja nejednadzbe
62.)C+3 < 2x+7 . 33/\?71
Rjesenje: Potenciju na lijevoj strani nejednadzbe napisimo ovako:
62x+3 — (2 . 3)2x+3 — 22x+3 . 32x+3.
Podijelimo sada cijelu nejednadzbu s tim izrazom:

2x+7 33)(—1

s>,
22x+3 32x+3

3)(—4

SING|

pa usporedbom eksponenata dobivamo nejednadzbu:

x—4>0.
Rjesenje te nejednadzbe, a ujedno i skup svih rjeSenja polazne nejednadzbe, jest otvoreni interval (4, +oo).

498. Katete pravokutnoga trokuta imaju duljine 11 i 17. Izracunajte duljinu simetrale pravoga kuta toga
trokuta.
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Rjesenje: Odredenosti radi, neka je ABC zadani pravokutan trokut s pravim kutom pri vrhu C, te neka su a i 8
Siljasti kutovi trokuta redom pri vrhovima A i B. Bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da je [ACl = 11 i
IBCl = 17. Povucimo simetralu pravoga kuta i neka ona sijece stranicu AB u tocki D. Mi trebamo izracunati duljinu

duZine CD. U tu svrhu promotrimo trokute ADC i BCD. U svakom je od njih kut kod vrha C jednak % - 90° = 45°.

Primjenom sinusova poucka na trokut ADC dobivamo:

ICDI _1AD|
sin@ sin45°°

a odatle je

IADIz@-sin45°.
sin

Primjenom sinusova poucka na trokut BCD dobivamo:

ICDI_ 1BDI
sin  sin45°’

a odatle je

ICDI

sSin

|BD|= -sin45°.

Bududi da je
|IADI + IBDI = 1AB| = c,
uvrStavanjem dobivenih jednakosti za IADI i IBDI slijedi:

(DL Ginase+ <D
simma S

-sin45°=c,

a odavde je

c-sina-sin S

|CD|=— - - .
sin45°- (sin +sin )

No, u pravokutnom trokutu ABC vrijede relacije

. a
sino=—
C
sinﬂzé
c
pa uvrStavanjem u formulu za ICDI dobivamo:
. a . b
Cplo_ csinasing e ab_ 2ab _A2ab
sin45°-(sina +sin f) sin45°-(g+é) Q.(a+b) V2a+e) atb
C C 2
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Uvrstavanjem a = IBCl = 17 1 b = IACl = 11 kona¢no dobivamo:
ICDI = 9.44492629156317050449699255097191
ili priblizno
ICDI = 9.445.
Prema tome, traZzena duljina simetrale pravoga kuta iznosi 9.445.

499. Zbroj duljina kateta pravokutnoga trokuta jednak je 17 cm. Produljimo li jednu katetu za 1 cm, a
drugu skratimo za 2 cm, povrsina trokuta se nece promijeniti. Izracunajte tu povrsinu.

Rjesenje: Oznacimo duljine kateta toga trokuta s a i b. Buduéi da je zbroj duljina kateta jednak 17 cm, vrijedi
jednakost:

a+b=17

Produljivanjem, odnosno skrac¢ivanjem kateta ne mijenja se oblik trokuta, tj. dobiveni trokut je ponovno pravokutan.
Njegova je povrsina jednaka

P (a+D(b-2) ,
2

dok je povrSina trokuta prije produljivanja, odnosno skraéivanja kateta

pP=—.
2

U zadatku je naveden podatak da su te dvije povrSine jednake, $to znaci da mora vrijediti jednakost:
(a+1)b-2)=ab,
odnosno
b-2a=2.

Tako smo dobili sustav od dvije linearne jednadZbe s dvije nepoznanice:

a+b=17
2a+b= 2
Oduzmemo li te jednadZbe, dobivamo
3a=15,

a odatle je a =5 cm. Sada je lako naci b = 12 cm, pa je traZena povrsina jednaka

P=£=&=300m2.
2 2

500. Duljine osnovica trapeza su 9 cm i 3 cm, a krakova 3 cm i 5 cm. Izracunajte velicinu manjega kuta
uz dulju osnovicu toga trapeza.
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RjeSenje: Radi odredenosti, neka je ABCD trapez takav da je IABI =9 cm, IBCl = ICDI =3 cm i IDAl = 5 cm. TraZeni
kut je kut o pri vrthu A jer krak DA ima manji nagib prema osnovici AB od kraka BC. Povucimo vrhom D
usporednicu s krakom BC i neka ta usporednica sijece osnovicu AB u tocki E. Cetverokut EBCD je usporednik pa
vrijedi:

|[EBI=ICDI= 3 cm,

IEDI=1BCl=3 cm.
Promotrimo sada trokut AED. Duljine njegovih stranica su:
IAE|=1ABl —IEBl=9cm—-3cm=6cm,

I[EDI =3 cm,
IDAl=5 cm,

a kut kod vrha A je upravo kut o.. Rabec¢i kosinusov pouc¢ak dobivamo:

|AE”> +|AD > =1 ED ?
cosa =

2.1AE1-1ADI
6% +5° —32
cosgg=———————
2.6-5
13
cosa =—
15

o =29.9264348666142437399938777694583°
ili priblizno
o =29°55'35".

501. S iste strane sredista nekoga kruga povucene su dvije usporedne tetive Cije su duljine 18 cm i 24 cm.
Ako udaljenost tih tetiva iznosi 3 cm, izracunajte opseg toga kruga.

RjeSenje: Radi odredenosti, neka je S srediSte kruga, neka je AB tetiva takva da je IABl = 24 cm, a CD tetiva takva da
je ICDI = 18 cm. Nadalje, neka je E poloviste tetive AB, a F poloviste tetive CD. Napokon, ozna¢imo s R polumjer
toga kruga. Uocimo najprije da su trokutovi SAB i SCD jednakokracni jer je ISAl = ISBl = ISCl = =ISDI = R.

Buduci da su E i F polovisSta osnovica tih trokutova, to su trokutovi SAE 1 SCF pravokutni (jer je spojnica polovista
osnovice i vrha nasuprot osnovice jednakokracnoga trokuta upravo visina na osnovicu). U trokutu SAE je ISAl =R i

|AEl = % IABl = 12 cm, a na isti je nacin u trokutu SCF ISCl = R i ICF :%' ICDI = 9 cm. Primjenom Pitagorina

poucka na trokut SAE dobivamo:
ISAP = |AEF + ISEP,
odnosno
R* =12 +ISEP,
odnosno
ISEP = R* — 144.
Na sli¢an nacin primjenom Pitagorina poucka na trokut SCF nalazimo:

ISCP* = ICF\* + IFSF,
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odnosno
IFSP = ISCF - ICFP,
odnosno
IFSP = R* - 9,
odnosno
IFSP* = R* - 81.

Budu¢i da su AB i CD usporedne tetive, a tocke E i F leZze na SF okomitom na obje tetive, to je medusobna
udaljenost tetiva jednaka udaljenosti tocaka E i F. Stoga mora vrijediti:

IEFI=3cm.
Tako je
ISFI = ISEl + |[EF],
tj.
ISF1 =ISEl + 3.
Uvrstimo tu jednakost u jednakost
IFSP = R* - 81

pa dobivamo:

(ISEl +3)*=R*- 81,
ISEI* + 6ISEl + 9 = R - 81.

U posljednju jednakost uvrstimo ISE* = R* — 144 pa dobijemo:

R*— 144 + 6ISEl + 9 = R*> - 81,

a odavde je
ISEl =9 cm.
Sada iz
ISEF = R* - 144
uvrStavanjem ISEl = 9 lako nalazimo
R =144 + 81,
R’ =225,
te je R = 15 cm. TraZeni opseg kruga jednak je
O=2R-m,
O =30mcm.
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502. U krnji stoZac cija je izvodnica duga 10 cm upisana je kugla polumjera 3 cm tako da dodiruje obje
osnovke i plast stosca. Izracunajte obujam toga stosca.

RjeSenje: Neka je R, polumjer vece osnovke, R, polumjer manje osnovke, v visina, s izvodnica knjega stosca, a r
polumjer tome stoscu upisane kugle. Znamo da je s = 10 cm i r = 3 cm. Promatrajmo poprecni presjek toga stoSca i
njemu upisane kugle. Poprecni presjek krnjega stoSca je jednakokraCan trapez, a poprecni presjek upisane kugle je
trapezu upisana kruzZnica. Zbog toga taj jednakokracan trapez mozZemo shvatiti kao tangencijalni ¢etverokut. Njegove
su osnovice 2R; i 2R, (promjeri osnovki), visina 2r (promjer upisane kruZnice), a krakovi s. Budu¢i da je u svakom
tangencijalnom Cetverokutu zbroj duljina osnovica jednak zbroju duljina krakova, vrijedi:

2R1+2R2:S+S,
pa uvrstavanjem s = 10 dobivamo:

R+ R, =10.

Buduc¢i da je trapez jednakokracan, vrijedi jednakost:

2
5? =[—2Rl ;ZRZJ +v?

pa uvrStavanjem s = 10, v = 2r = 6 dobivamo:

2
102 = (—ZRI —2R, ] +62

2
(R, —R,)* =100-36
(R —R,)* =64
te
Rl - Rz = 8

Tako smo dobili sustav od dvije linearne jednadZbe s dvije nepoznanice:

R1+R2:10
Rl—R2:8

Zbrajanjem jednadZzbi odmah nalazimo R; =9 cm, pa je R, = 1 cm. Tako je traZeni obujam krnjega stoSca jednak:

V=%(R12+R1'R2+R22)

%6(9%9-1“2)

V =1827 cm’

V=

503. Posuda oblika Supljega valjka polumjera R i visine H napunjena je vodom do 80% visine. Urone li se

u posudu tri jednake metalne kugle polumjera g, posuda ce biti do vrha napunjena vodom. Izrazite

visinu H kao funkciju varijable R. (Debljinu stijenki posude zanemarite.)
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Rjesenje: Obujam triju metalnih kugli polumjera g jednak je 100% — 80% = 20% obujma cijele posude. Kako je

obujam jedne kugle polumjera g jednak

3
4 (R
Vi=—v|=| 7
302
6
a obujam cijele posude
V,=B-H
V,=R*>z-H
uvrStavanjem tih jednakosti u jednakost
3-Ve=20%-V,
dobivamo:
3.1 3220 R>. 7 H,
6 100
a odavde je izravno
H=2 R,
2

i to je trazena funkcija.

504. Pojednostavnite izraz:

.2 T V4
sSin” &+ cos| —— -COS| —+ |.
[3 j [3 j

Rjesenje: Primjenom formule za pretvorbu umnoska trigonometrijskih funkcija u zbroj dobivamo:
) V.4 T . 2 1 T T V.4 V.4
sin“a+cos| ——a |-cos| —+a |=sin“a+—-|cos| ——a+—+a |+cos| ——ax———-a ||=
3 3 2 3 3 3 3
sin? a+l- cos 2z + cos(— Za) =sin’ a’+l- —l+ cos(2a') =sin’ a—l +lcos(2a)
2 3 2 2 4 2

§to je, prema identitetu
cos(2a) = 1 — 2 sin’a.

dalje jednako
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sin? ()t—l-i-l-(l—ZSin2 )= sin? ()t—l-i-l—sin2 a':l.
4 2 4 2 4
505. Odredite zbroj svih rjesenja jednadZbe
1
log;1g30)] =2

u segmentu [0, T].
RjeSenje: Najprije postavimo uvjete na vrijednost nepoznanice x:
tg(3x) > 0 (da bi log(tg(3x)) uopce bio definiran)

3x# %+ k-, k € Z (da bi tg(3x) bio definiran)

Uvazavajudi te uvjete, antilogaritmiranje polazne jednadZbe dobivamo:

1

tg(3x) =32
tg(3x) =3
Odavde je
sx="vk-x
3

=%k Z kez
9 3
Posljednju jednakost moZemo zapisati u obliku
x:%(1+3k), keZ.

Sada trebamo odrediti za koje je sve k € Z vrijednost nepoznanice x u intervalu [0, ]. U tu svrhu, rijeSimo
nejednadzbu:

0 < %(1+3k) <

Ona je ekvivalentna nejednadzbi
0<1+3k<9.

Cjelobrojna rjeSenja te nejednadzbe su k =0, k=11 k = 2. Za k = 0 vrijednost nepoznanice x je
b3 V3
=—0+3-00=—,
X0 9 ( ) 9

zak=1
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x1=%(1+3-1)=%”,

azak=2

x2=§(1+3-2)=7§.

Lako se provjeri da xy, x; i x, zadovoljavaju uvjete tg(3x) > 01 3x # %+ k- m, k € Z, pa su to ujedno i rjeSenja

polazne jednadZbe. Njihov je zbroj jednak IZTE = 4% .

506. Dvije stranice trokuta imaju duljine 8 cm i 10 cm, a duljina teZisnice na trecu stranicu iznosi 8 cm.
Izracunajte duljinu trece stranice toga trokuta.

Rjesenje: Radi odredenosti, neka je ABC zadani trokut. Bez smanjenja op¢enitosti moZzemo pretpostaviti da je a =
IBCl =8 cmi b =1ACI = 10 cm. Neka je P poloviste stranice ¢ = AB, te f. = ICPl = 8§ cm. Osnosimetri¢no zrcalimo
zadani trokut s obzirom na stranicu AB i neka je D slika to¢ke C pri tom zrcaljenju. Cetverokut ADBC je usporednik.
Duljine njegovih stranica su IADI = IBCl =8 cm i IDB| = 1ACl = 10 cm, a duljina jedne njegove dijagonale je ICDI = 2
- ICPI = 16 cm. Mi trazimo duljinu druge dijagonale AB toga usporednika. U tu ¢emo svrhu primijeniti poucak o
dijagonalama u usporedniku prema kojemu je poluzbroj kvadrata duljina dijagonala jednak zbroju kvadrata duljina
dviju susjednih stranica usporednika. To znaci da vrijedi jednakost

% - (IABP* + ICD1*) = IADFP + |DBP,

iz koje slijedi

| AB1 =42-(1 ADP +1 DB )~ 1CD P .

Uvrstavanjem podataka konacno dobivamo

| AB1 =42 (8% +10%) - 16>
|AB| =72

[AB| =642 cm

507. Zadane su tocke A(5, 3) i B(1, 7). Odredite udaljenost ishodista od simetrale duZine AB.

Rjesenje: Odredimo najprije jednadZzbu simetrale duZine AB. To je pravac koji prolazi polovi§tem P duZine AB
okomito na pravac kroz tocke A i B, $to znaci da je njegov koeficijent smjera k, reciprocan i suprotan koeficijentu
smjera pravca kroz tocke A i B:

k =_XB"*a
’ Y~ Ya
k, _1=5

) 7-3

k. =1

Poloviste duZine AB je tocka
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b}

2 2
pe 5+1’ 3+7
2 2
P(3,5)

P=(XA+XB )’A"‘)’Bj

Tako jednadzba pravca s kroz tocku P s koeficijentom smjera k; glasi:
y=5=1-(x-3),
odnosno
s... x+y-2=0.

Udaljenost ishodista od pravca s jednaka je

gol0+0-21_2 o

T 2

508. Vrhovi trokuta ABC su tocke A(3, 4), B(-5, 2) i C(-1, —6). Odredite sjeciste pravca koji prolazi
teZistem trokuta ABC i tockom A sa stranicom BC.

RjeSenje: Tockom A i tezistem trokuta ABC prolazi teZiSnica 7, na stranicu a = BC. Ona sijece stranicu BC u njezinu
polovistu. Stoga je traZena tocka poloviste stranice BC:

bl

P=(x3 +xc yB+ij

2 2
P:[—5+(—1)’ 2+(—6)j

2 2
P(-3,-2)

509. Kruznica prolazi tockom A(8, 8) i dira os Ox u tocki B(4, 0). Odredite udaljenost sjecista te kruznice
s osi Oy.

RjeSenje: Neka je S(p, g) srediste te kruznice, a r njezin polumjer. To $to kruZnica dira os Ox znaci da je njezin
polumjer jednak apsolutnoj vrijednosti ordinate njezina sredista

r=lql,
te da je apscisa diraliSta kruZnice s osi Ox jednaka apscisi srediSta kruZnice (p). Tako odmah zakljuujemo da je p =
4. Budu¢i da kruZnica prolazi tockom A koja leZi u prvom kvadrantu, njezino srediSte ne moZe biti ispod osi Ox (jer
bi u suprotnom morala sje¢i os Ox u to¢no dvije tocke), ve¢ mora biti iznad osi Ox. To znaci da je ordinata srediSta
kruZnice strogo pozitivan realan broj:

q>0,
pajeondai

r=lgl=gq.

Tako u kanonsku jednadZbu kruZnice

x-pP+G-g’=r

© Bojan Kovaci¢ 323 Tehnicko veleuciliSte — Elektrotehnicki odjel, Zagreb



Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike

uvrstimo p =41 r = g, pa dobijemo:
@-H+O-q’=q"

Kako tocka A lezi na kruZnici, njezine koordinate moraju zadovoljavati gornju jednadZbu. Stoga i umjesto x i
umjesto y uvrstimo 8 pa dobijemo:

B-4'+B8-q =4
odnosno nakon kvadriranja i reduciranja
16g = 80,
a odavde je g = 5. Dakle, srediste kruZnice je S(4, 5), a polumjer r = ¢ = 5, pa je njezina jednadzba
(x—4)+ (y-5)*=25.
Sjecista te kruZnice s osi Oy dobijemo ako u gornju jednadZbu uvrstimo x = 0:

(0—4)+(y-5)*=25,

otkuda je
(y-57=9,
odnosno korjenovanjem
ly—5I=3.
RjeSenja ove jednadZbe (s jednom apsolutnom vrijednosti) su y; =-3 +5 =21y, =3 + 5 = 8. Dakle, koordinate tih

sjeciSta su S1(0, 2) i S5(0, 8). Njihova medusobna udaljenost jednaka je ly, — y;1 =18 — 2| = |61 = 6.

510. Odredite vrijednost realnoga parametra b € R tako da pravac t... y = 2x + b bude tangenta parabole
2
y=x".

RjeSenje: Pravac ¢ Ce biti tangenta zadane parabole ako i samo ako sustav jednadzbi

bude imao tocno jedno realno rjesenje. Metodom usporedivanja dobivamo:
=2+ b,
odnosno kvadratnu jednadZbu
X =2x-b=0.

Ta jednadZba mora imati to¢no jedno realno rjesenje, a nuZan i dovoljan uvjet za to jest da njezina diskriminanta
bude jednaka nuli:

(-2)’—4-(-b) =0,

{j.
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4b +4=0.
Odatle je b =—1.

511. Zarista elipse b*x* + a’y” = a’b* su u tockama Fi(-1, 0) i F»(1, 0). Duljina poluosi a dvostruko je veéa
od duljine poluosi b. Ako je T bilo koja tocka na toj elipsi, izracunajte opseg trokuta FF,T.

Rjesenje: Odredimo najprije jednadzbu te elipse. Znamo da je
a=2b.

Nadalje, linearni ekscentricitet elipse jednak je apsolutnoj vrijednosti apscise bilo kojega Zarista elipse. U ovom je
slucaju:

e=I1l=1.
S druge strane, e odredujemo iz formule
e=a’-b.
U tu formulu uvrstimo a = 2b i e = 1, pa dobijemo:
1=2b)* -1,
1=4b"- 1,
1=3p
p=lL
3 b
paje
P=apr=4.1 = i,
3
odnosno
2 2
o= L2255,
V3 3

Prema definiciji elipse, zbroj udaljenosti bilo koje tocke T na elipsi od njezinih ZariSta jednak je 2a, Sto znali da
vrijedi jednakost:

|F1ﬂ+|F2ﬂ=2a=2.§f=§J§.

Nadalje je
IFiFol=11-(=DI=12I=2.
Prema tome, traZeni opseg trokuta F'1F,T jednak je

0= |F1F2| + |F1TI + |F2TI,
0=2+§\/§.
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512. Izracunajte zbroj

1+5+9+ ... +101.

RjeSenje: Brojevi 1, 5, 9, ..., 101 tvore aritmeticki niz. Njegov je prvi ¢lan jednak a; = 1, a razlika d = 4. Da bismo
izraCunali traZeni zbroj, treba nam podatak o tome koji je ¢lan toga niza jednak 101. Stoga u formulu

a,=a;+mn-1)-d
uvrstimo a, = 101, a; = 11d =4, pa dobijemo:
10l=1+(n-1)-4,

a odavde je n = 26. Napokon, u formulu za racunanje zbroja prvih n ¢lanova arimetickoga niza
n
S =—(a,+a
n 2 ( 1 n)

uvrstimo n =26, a; = 1 i a, = 101, te kona¢no dobijemo:
1+5+9+ ... +101 =1326.

513. U nekom je razredu ukupno 28 ucenika. U sportske je aktivnosti ukljuceno 15 ucenika, u pjevacki
zbor njih 16, a njih 7 nije ukljuceno niti u sportske aktivnosti niti u pjevacki zbor. Koliko je ucenika toga
razreda ukljuceno u obje aktivnosti?

RjeSenje: Od 28 ucenika njih 7 nije ukljuceno niti u jednu od aktivnosti, pa slijedi da je njih 28 — 7 = 21 ukljuceno u
barem jednu aktivnost. Oznacimo skup svih tih u¢enika s U. Njega dijelimo na dva skupa: na one koji su ukljuceni u
sportske aktivnosti (skup S) i na one koji su ukljuceni u pjevacki zbor (Z). Stoga u formulu
card(S U Z) = card(S) + card(Z) — card(S N Z)
uvrStavamo card(S U Z) = card(U) = 21, card(S) = 15 i card(Z) = 16, pa dobijemo:
cardlSNZ)=15+16-21=10.

Dakle, 10 ucenika je ukljuc¢eno u obje aktivnosti.

514. Pojednostavnite izraz:

Rjesenje: Imamo redom:

a_l b_l _1_ 1 1 _1_ b a _1'( 2 bz)—l_ bz—az - (2 bz)_ ab 2 b2 _ b
F—F . F—F = ;—; \a — = ab \a — —bz_az'(Cl - )——a .

515. Ako je polinom p(x) = x* + x* + x* + ax + b djeljiv polinomom q(x) = x* — x + 2, odredite a + b.

Rjesenje: Podijelimo zadane polinome prema pravilu za dijeljenje polinoma:
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G+l P rax+b) (P -x+2)=x+2x+1
=X+ 24
27 - P t+ax
2 - 2% + 4x
CHa-dHx+b
X = x+2
(a-3)x+b-2)

Budud¢i da je p(x) djeljiv s g(x), ostatak pri gornjem dijeljenju mora biti jednak nuli, i to za svaki x € R. To je
moguce ako i samo ako vrijede jednakosti

a-3=0
b-2=0
Zbrajanjem tih jednakosti dobivamo
a+b=>5.
516. Odredite skup svih realnih rjesenja nejednadzbe
2x <1
x+3

RjeSenje: Transformirajmo zadanu nejednadzbu na sljedeéi nacin:

2x

x+3

2x

x+3

2x—(x+3) <0
x+3

x-3

x+3

<1

-1<0

<0

Razlikujemo dva slucaja:

1)x-3>0
x+3<0

Iz prve nejednadZbe je x > 3, a iz druge x < —3. Stoga ovaj sustav nejednadzbi nema rjesSenja.

2)x-3<0
x+3>0

1z prve nejednadZbe je x < 3, a iz druge x > —3. Stoga je u ovom slucaju skup rjesenja otvoreni interval (-3, 3).
Prema tome, skup svih realnih rjeSenja polazne jednadZbe je otvoreni interval (-3, 3).

517. Tocke A(-3, =3), B(6, 2) i C(0, 8) vrhovi su trokuta ABC. Izracunajte duljinu teZisnice povucene iz
vrha A.

RjesSenje: TeZisnica trokuta povucena iz vrha A je spojnica vrha A i poloviSta tom vrhu nasuprotne stranice BC.
Stoga najprije odredimo koordinate toga polovista:
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6+0 2+8
(0

Stoga je traZena duljina teZiSnice iz vrha A jednaka

2 2
o =Gy = 540>+ (g, = ¥a)

t, =3 - (=3)2 +(5-(-3))°

1, =V6* +8?

t. =10

a

518. Srediste kruznice upisane jednakokracnom trokutu dijeli visinu na osnovicu u omjeru 12 : 5. Ako je
duljina kraka jednaka 60, izracunajte duljinu osnovice toga trokuta.

RjesSenje: Neka je a duljina osnovice toga trokuta, v duljina visine na osnovicu, b duljina kraka toga trokuta, a p
polumjer tome trokutu upisane kruZnice. SrediSte S te kruZnice dijeli visinu v na dijelove duge p i v — p, pri ¢emu je v
— p > p. Stoga moZemo postaviti razmjer:

v-p):p=12:5,

iz kojega lako dobivamo

VZ?',O.

Nadalje, polumjer p (bilo kojem) trokutu upisane kruZnice dan je formulom

b}

P
p=—
N

gdje je P povrsina, a s poluopseg trokuta. U nasem je slucaju

P= lav ,
2
Te
s = l-(a+2b)
5 .
Stoga je
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P
p==
S
1
Eav
p:
—-(a+2b
5 (a+2b)
p_ ay
a+2b

U posljednju jednakost uvrstimo v = % p 1b =60 pa dobivamo:

L
p=—>—
a+2-60
17
—d
1=—2
a+120
17a

l=———
5a+600

otkuda slijedi
17a = 5a + 600,
te konac¢no a = 50.

519. Sjeciste dijagonala trapeza ABCD dijeli dijagonalu BD u omjeru 5 : 3 racunajuci od vrha B. Ako je
razlika duljina osnovica toga trapeza jednaka 8 cm, izracunajte duljinu njegove srednjice.

Rjesenje: Neka je a = IABl i ¢ = ICDI. Uoc¢imo trokutove ABS i CDS. Ti trokuti su sli¢ni prema poucku K — K — K.
Naime, kut kod vrha B u trokutu ABS jednak je kutu kod vrha D prema poucku o kutovima uz presjecnicu, a na isti je
nacin kut kod vrha A u trokutu ABS jednak kutu kod vrha C u trokutu CDS. Budu¢i da je zbroj kutova u svakom
trokutu konstantan i iznosi 180°, jednaki moraju biti i kutovi kod vrha S u tim trokutima. Tako moZemo postaviti
razmjer:

|ABI : IBSI =ICDI : ISDI,
otkuda je

|AB|: ICDI = |BSI : I1SDI.

Prema pretpostavci je IBSI : ISDI =5 : 3, pa slijedi:

tj.

Budu¢i da je razlika duljina osnovica jednaka 8 cm, vrijedi jednakost:
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a-c=8.

y . 5 . .
UvrStavanjem a = 3 ¢ u tu jednakost dobivamo:

—-c—c=28,
3

a odavde je ¢ = 12 cm. Tako je a = 20 cm pa je traZena duljina srednjice

a+c
S =
2
20+12
s =
2
s=16cm

520. Povriina kruZnoga vijenca iznosi 12.5n cm’. Izracunajte duljinu one tetive vecega kruga koja
dodiruje manju kruZnicu toga vijenca.

RjeSenje: Neka je S srediste toga vijenca (zapravo, zajednicko srediSte vecega i manjega kruga), R polumjer vecega
kruga, r polumjer manjega kruga, AB tetiva vecega kruga koja dodiruje manju kruZnicu i D njezino diraliSte. Trokut
SAB je jednakokracan (jer je ISAl = ISBlI = R) i tocka D je poloviste njegove osnovice AB (jer je pravac AB — kao
tangenta manje kruZnice — okomit na pravac SD, $to znaci da je SD visina na osnovicu trokuta SAB, odnosno da je D
poloviste duZine AB). Iz pravokutnoga trokuta ASD dobivamo:

ISDI® + IDAF = ISAP,
a odavde uvrStavanjem |[DA| = % IABI slijedi

|ABI* = 4(ISAF - ISDP),
tj.

IABF = 4(R* - 1)

S druge strane, povrSina zadanoga kruznoga vijenca jednaka je

P=(R-n
pa uvrstavanjem P = 12.57 dobivamo:
R -r=125.
Stoga je
IABF =4(R*- ) =4-125=50
i kona¢no

IAB| = Sﬁcm.
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521. Izracunajte sredisnji kut kruZnoga isjecka cija je povrsina jednaka 16% povrsine odgovarajucega
kruga.

RjeSenje: Neka je r polumjer toga kruznoga isjecka, a o njegov srediSnji kut. Buduci da je povrsina isjecka dana
formulom

2

p-= e
360°
a povrsina kruga formulom
Pk = 7'2713,
uvrStavanjem tih formula u jednakost
P,' = 16% . Pk
dobivamo:
r27ra 16 2 2
=—- % |:r'zw
360° 100
@ _16
360° 100
paje o.=57.6°.

522. Dvije kruZnice polumjera R = 12 cm i r = 3 cm dodiruju se izvana. Izracunajte povrsinu trokuta
kojega omeduju tri zajednicke tangente tih kruznica.

RjesSenje: Radi odredenosti neka je S; srediSte vece kruznice, S, srediSte manje kruZnice, #, tangenta koja dira vecu
kruZnicu u to¢ki D;, a manju u tocki D,, t, tangenta koja dira vecu kruZnicu u tocki D3, a manju u tocki Dy, a t3
tangenta koja dodiruje i vecu i manju kruZnicu u njihovom dirali§tu D. Nadalje, neka je A sjeciSte pravaca ¢, i t3, B
sjeciSte pravaca t, i 3, a C sjeciSte pravaca t, i t,. (Nacrtajte sliku!) Pravac CS, prolazi tockama C, S,, D i S (to smo
dokazali u jednom od ranijih zadataka) i — kao spojnica to€aka S, i D — okomit je na tangentu #;, te je simetrala kuta

ACB. 1z toga zaklju€ujemo da je simetrala kuta pri vrhu C trokuta ABC ujedno i visina na osnovicu AB, §to znaci da
je ABC jednakokracan trokut i da je D poloviste osnovice AB. PovrSina trokuta ABC jednaka je

P= %IABI -1CD,

Sto zbog IADI = % IABl moZemo zapisati u obliku

P=I1ADI-ICDI.

Odredimo sada duljine duZina IADI i ICDI. 1z sli¢nosti pravokutnih trokutova CD,S, i CD,S) (sli¢ni su prema poucku
K — K— K jer su oba pravokutna i imaju zajednicki kut kod vrha C) slijedi razmjer:

ID,S51  ICS,l = ID Syl 2 ICS .
Kako je ID,Sl=r=3 cm, ID|S||=R=12cmi

ICS1I =1CS,l + 1Dl + IDS| | = ICSyl + r + R=1CS,l + 3 + 12 = ICS,l + 15,
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uvrStavanjem dobivamo:
3:1CS,l =12 : (ICS,l + 15),
a odavde je ICS,l = 5 cm. Tako je
ICDI=1CS,l +1S,DI=5 +3 =8 cm,
te prema Pitagorinu poucku
ICD,F* = ICS, — 1S,D,* = 57 - 3% = 16,

odnosno ICD,| = 4 cm. Nadalje, iz sli¢nosti pravokutnih trokutova CD,S, i ADC (sli¢ni su prema poucku K — K — K
jer su oba pravokutna i imaju zajednicki kut kod vrha C) slijedi:

IS2D,! : ICD,| = |ADI : |CDI,
pa uvrstavanjem 1S,D,l = r =3 cm, ICD,l =4 cm i1 ICDI = 8 cm dobivamo:
3:4=1ADI:8,
a odavde je IADI = 6 cm. Stoga je traZena povrSina trokuta ABC jednaka
P=IAD|-ICDI=6-8 =48 cm’.

523. Tocke A, B, C, D i E su pet uzastopnih vrhova pravilnoga dvanaesterokuta. Odredite kut izmedu
pravaca AB i DE.

RjesSenje: Zadatak ¢emo najlakse i najbrZe rijeSiti metodom koordinatizacije. Bez smanjenja opcenitosti moZzemo
pretpostaviti da je taj pravilan dvanaesterokut upisan u jedini¢nu kruZnicu (op¢i pravilni dvanaesterokut nekom
homotetijom uvijek moZemo preslikati na onaj upisan u jedini¢nu kruZnicu, pri ¢emu ta homotetija ne mijenja
veliinu traZenoga kuta). Stoga su apscisa, odnosno ordinata svakoga vrha toga dvanaesterokuta realni, odnosno
imaginarni dio to¢no jednoga rjeSenja jednadzbe

Z12:1‘

Prema Moivreovoj formuli rjeSenja te jednadZbe su
2 = cos(k - ) +isin(k-Z), k=0,1,2,..,11,
6 6
odnosno koordinate vrhova upisanoga pravilnoga dvanaesterokuta su
A, = (cos(k %), sin(k -%)), k=0,1,2,..,11.

Opet bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da su A, B, C, D i E prvih pet vrhova pravilnoga
dvanaesterokuta (jer rotacijom — koja ne mijenja veli¢inu traZenoga kuta — taj dvanaesterokut uvijek moZemo dovesti
u poloZaj takav da pet njegovih uzastopnih vrhova budu upravo vrhovi A;, A,, A;, A4 1 As). Dakle,

A= (cos(0- %), sin0 - %)) = (cos 0,sin 0) = (1, 0)

B= (cos(1~%), sin(1~%)) =(cos%, sin%) =(§,%
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 (cos2- 5, sin2-%) = cos. sin®y= (L¥3
C =(cos(2 6), sin(2 6))—(cos3, sm3)—(2, 5 )
T, . /4 T .7
D = (cos(3 -E), sin(3- g)) = (COSE’ sin E) =(0,1)
1 /3

V.4 V.4 2 2
E= 4-2), sin(4-2)) = = sin) = (——, 2
(cos( 6) sin( 6)) (cos 3 sin 3) ( 5 2)

Koeficijentsmjera pravca AB jednak je

a koeficijent smjera pravca DE

Ocito je
kag - kpp=—-1,
Sto znaci da su ti pravci okomiti. Stoga je traZeni kut jednak 90°.
524. Zadan je kompleksan broj z = (1 + i)(2 — i)(3 + i)(4 — i). Odredite z.

Rjesenje: Pomnozimo zasebno prva dva i zasebno druga dva faktora u zapisu broja z:

z=[1+D2-D]-[B+DHE4-D]
2=Q+2i—i—-(12+4i-3i- i)
z=G+i)(13 +1)
z=39+13i+3i+ i

z=38+ 16i

Stogaje z = 38— 16i.

525. Odredite sve vrijednosti realnoga parametra m € R tako da nultocke polinoma p(x) = mx* + (m
— Dx + 3 budu realne i suprotnoga predznaka.

Rjesenje: Nultocke zadanoga polinoma ¢e biti realne ako i samo ako diskriminanta kvadratne jednadzbe
mx*+(m-Dx+3=0

bude nenegativna. To znaci da mora vrijediti m # 0 1
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(m-1Y-4-m-320,
odnosno
m*—14dm+1>0.

Odatle slijedi
me <— 0,7 —4ﬁ> u<7 +4ﬁ,+w> .

Nadalje, uvjet da nultocke budu suprotnoga predznaka ekvivalentan je uvjetu da njihov umnozak bude strogo

. N . o . .3 . .
negativan. Prema Vieteovim formulama umnoZzak tih nulto¢aka jednak je —, pa iz uvjeta
m

— <0
m

lagano slijedi m < 0, odnosno m € (—oo, 0). Dakle, mora biti me <— 00,7—4x/5>u<7+4\/§,+00> im e (—oo, 0).

Presjek tih dvaju skupova jest otvoreni interval (—oo, 0) i to je trazeni skup.

. 4 . . .. . tga+ctga
526. Ako je cos a0 = —, izracunajte vrijednost izraza L Aaua. Ly
5 tga—ctgo
RjesSenje: Zadani izraz najprije transfomirajmo ovako:
. .2 2
sina _ cos sin” @ +cos” o
ga+clgd  cosy sing __ cosa-sina  _ 1 _ 1 - 1
tga—ctga sin& cos  sin? g—cos’a sin*a—cos’a (1-cos’@)—cos’a 1-2cos’a
cos sina cos-sina
y . 4 .
UvrStavanjem cos oL = 3 dobivamo:
tga+ctga 1 _ 1 _ 1 25
_ -7 2 .= 2 - 16 7
tga—ctgo 1-2cos“ 1. ﬂ 1—2.2% 7
5 25

527. Odredite zbroj svih rjesenja jednadZbe
log(xz) + log(x — 2)=2" log 8.
Rjesenje: Budu¢i da su logaritmandi nenegativni realni brojevi, uvjeti na vrijednost nepoznanice x su:

x#0
x-2#0

Uvazavajuci te uvjete i koristeci identitet

log(x*) =2 - log Il
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zadanu jednadZbu transformiramo ovako:
2-loglxl+2-loglx—2I=2-log8,
log Ixl + log Ix — 2| = log 8,
log(lx - (x —2)I) =1og 8,
* —2x1=8
Sada razlikujemo dva slucaja:
1) x¥*-2x=8
Odavde dobivamo kvadratnu jednadZbu
X¥-2x-8=0
¢ija su rjeSenja x; = -2 i x, = 4. Oba ta rjeSenja zadovoljavaju uvjete x # 0 i x — 2 # 0, pa su to ujedno i rjeSenja
polazne jednadZbe.
2) X -2x=-8
Odavde dobivamo kvadratnu jednadZbu

X -2x+8=0,

a ta jednadZba nema realnih rjeSenja (traZimo samo realna rjeSenja jer logaritamska funkcija nije definirana za
kompleksne brojeve).

Stoga su sva rjesenja polazne jednadZzbe x; = -2 i x, = 4. Njihov je zbroj jednak 2.

528. Opseg osnoga presjeka uspravnoga kruznoga valjka iznosi 20 cm, a povrsina toga presjeka 16 cm’.
Ako je polumjer osnovke valjka strogo manji od visine valjka, izracunajte oplosje toga valjka.

RjeSenje: Neka je r polumjer osnovke valjka, a v visina valjka. Osni presjek valjka je pravokutnik ¢ija je duZina
jednaka 2r, a Sirina v. Njegov je opseg 2 - (2r + v), a povr§ina 2r - v. Tako dobivamo sustav jednadZbi:

2-Q2r+v)=20
2r-v=16
Iz prve je jednadZbe
v=10-2r

pa kad to uvrstimo u drugu jednadZbu dobijemo

10r-2r7 =38,
odnosno
P =5r+4=0.
Rjesenja te jednadZbe su r; = 1 1 r, = 4, pa slijedi:
v =10-2r, =8
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V2:10—2}’2:2.

Prema pretpostavci, polumjer osnovke valjka je strogo manji od njegove visine, §to zna¢i da mora bitir=r; = =
cmiv =y, =8 cm. Stoga je oplo§je valjka jednako

O=2rn-(r+v)
O0=2-1-n-(1+8)
O =18t cm.

1- 2
x2

529. Ako je (f- g)(x) = i g(x) = 1 — X%, izracunajte f(% ).

Rjesenje: Uo¢imo da je

(f°g)(x)=f[g(x)]=1_x2= S 1))
o 1=(-ah) g

pa zamjenom ¢ = g(x) dobivamo:

1t
f)=—o0
==
. .. 1
Preostaje nam uvrstiti f = 5 .
1
I 2 _
fQ=—2=1.
1-=
2

Dakle,f(%): 1.

530. Odredite zbroj svih rjesenja jednadzbe
sin 2x = 2 sin’x
koja se nalaze u intervalu {0, 21).
Rjesenje: Zbog identiteta
sin 2x = 2sin xcos x

polaznu jednadZbu moZemo zapisati u obliku

2sinxcosx — 2sin’x = 0,
odnosno u obliku

sin x(cosx — sinx) = 0.
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Moguca su dva slucaja:
1)sinx=0
Jedino rjesenje ove jednadZbe u intervalu (0, 27) jest x = T.
2.) cosx —sinx =0
JednadZbu moZemo zapisati u obliku
sin x = cos x.

Ako bi bilo cosx = 0, onda bi zbog osnovnoga trigonometrijskoga identiteta sin’x + cos*x = 1 slijedilo Isinxl = 1, pa
ne bi mogla vrijediti jednakost sin x = cosx. Zato je cosx # 0 pa dijeljenjem gornje jednadZbe s cosx dobivamo:

tgx=1.

Rjesenja ove trigonometrijske jednadzbe u intervalu (0, 27) su x; = %i Xy = STE .

Stoga su sva rjeSenja polazne jednadzbe u intervalu (0, 27)

7. Sz
X1 =T, X, = ZIX3:—.

4
. . . Sn
Njihov je zbroj JednakT .

531. Odredite jednadibu pravca kojemu je odsjecak na osi Ox jednak 2, a koji prolazi tockom T(-1, —6).

Rjesenje: Koristit ¢emo segmentni oblik jednadZbe pravca:

_+l=1
m n

pri ¢emu je m odsjecak na osi Ox, a n odsjecak na osi Oy. U tu jednadZbu uvrstimo m = 2, x = -1 1y = -6 (jer
koordinate toc¢ke T moraju zadovoljavati jednadZbu traZzenoga pravca):

__1+__6:1’
2 n

a odatle lako dobijemo n = —4. Stoga je traZena jednadZba pravca

X .y

odnosno u implicitnom obliku
p...2x—y—-4=0.

532. Odredite povrsinu trokuta kojega zajedno s koordinatnim osima zatvara tangenta na krivulju y* = 6x
povucena u tocki T(6, y > 0) te krivulje.
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RjeSenje: Bilo koji pravac zajedno s koordinatnim osima tvori pravokutan trokut. Katete toga trokuta su duljine
odsjecaka toga pravca na osima Ox i Oy, a ti se odsjecci pojavljuju u segmentnom obliku jednadZbe pravca. Stoga
¢emo odrediti segmentni oblik jednadZbe zangente iz zadatka, o€itati odsjecak na osi Ox (m) i odsjecak na osi Oy (n),
te pomocu njihovih duljina izracunati traZzenu povrsinu.

Odredimo najprije drugu koordinatu toc¢ke 7. U jednadzbu krivulje uvrstimo x = 6 pa dobijemo:

y* =36,

a odavde zbog y > 0 slijedi y = 6. Dakle, T(6, 6). Uotimo nadalje da je zadana krivulja parabola oblika y* = 2px, pa
jednadZba tangente u njezinoj tocki A(x;, y;) glasi:

yy1 = plx +xp).

UvrStavanjem x; =y, =6ip = g = 3 u tu jednadzbu dobijemo:

6y =3(x + 6),
a odavde je
x=2y+6=0,
odnosno
XY
- 3

Sada ofitamo: m = —6, n = 3, pa je traZena povrsina jednaka:

P:llmnl
2
P—ll(—é)-3|
2
P=l'18
2
P=9

533. Odredite kut kojega zatvaraju spojnice jednoga Zarista elipse x* + 4y* = 8 s krajevima njezine male
osi.

RjesSenje: Zadanu jednadzbu elipse dijeljenjem s 8 prevedimo u kanonski oblik:

pa su koordinate njezinih Zarista F 1(—\/6 ,0)1 Fz(\/g , 0), a koordinate vrhova male osi B;(0, x/E ) 1 By(0, —\5 ).
Odaberimo ZariSte F,, pa izraCunajmo koeficijente smjerova pravaca p... BiF,1iq... BoFy:
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Y20 2 1
N R N O SN
""0J6 Y6 2B B
Oznacimo li traZeni kut s o, onda je njegov tangens jednak
ca= e~ kp
I+kk,
R
tga= 3 V3
1+L.(_L)
NN
2
3
tgar=
L
3
2
=33
tgar= 2
3
3
toa=——=4/3
S

1z te trigonometrijske jednadzbe je o = 60° i to je traZeni kut.
534. Pojednostavnite izraz:
100

(o) )

Rjesenje: Imamo redom:

100

_[ a j—0.0l-lOO ( b j0.0ZlOO _[ a j—l ( b ]2 ~ 001 . b2 ~
0.01 0.02 0.01 0.02 a (0.02)?*

()" G

_001  p* 001 K b b b 1006 _ 25h°
a (001-2° a 00172 @004 @004 4  da a
100

535. Kojemu od sljedecih brojeva nije jednak broj % (pri cemu je a > 0):
+

a \/— —a . AN2a
————, V3a—+2a, ) ?
e TN Ra 2 T i de
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RjeSenje: Broj;\/_ dobiven je prosirivanjem razlomka \/_i s \/; , a budu¢i da se proSirivanjem

2a ++/3a 2+43

razlomka ne mijenja njegova vrijednost, slijedi:

a _ a
V2a+3a  \2+43

Ja
V2+43

Broj +/3a —+/2a dobiven je pro$irivanjem razlomka S «/5 —\/5 , pa iz istoga razloga kao i za broj

— % lijedi:
2a + @ .

Ja
Ve —a =

\Na ee 1.
dobiven je proSirivanjem razlomka ——— s +/2 pa opet vrijedi:
V2 +4/3

V2a
2+\/g
V2a_ _ da
2+«/_ \/5+

Va . . —a . .
No, proSirivanjem razlomka ——— s brojem —+/a dobivamo razlomak —————, a taj razlomak nije jednak
\/2+\/§ —+2a —+3a

—a
razlomku —————. Zbog toga vrijedi nejednakost:
@_ @ g log ] ]

Ja
V2443 @ @

536. Cetvrtina neke ekipe radnika za treé¢inu dana obavi pola nekoga posla. Za koliko ¢e dana Cetiri ekipe
radnika obaviti 24 puta veci posao?

RjeSenje: Zadatak najlakse i najbrze moZemo rijesiti rabeci slozeno pravilo trojno:

1 1 1
— ekipe —dana — posla
4 P 3 2 P

4 ekipe x dana 24 posla

Budu¢i da su broj dana i broj ekipa obrnuto razmjerne, a broj dana i koli¢ina posla razmjerne veli¢ine, strelice

postavljamo ovako:
1 1 1
— ekipe —dana — posla
DN ¥ [
4 ekipe x dana 24 posla

Odavde slijede sljedeci razmjeri:
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X: 1 = 1 14
3 4
=24 :l ,
2
odnosno
1 1 1
xX:==(—-24):4-—),
3 (4 )i ( 2 )
odnosno
X: 1 =6:2
3
1z ovoga razmjera dobivamo jednadzbu
2x = L 6
3

iz koje je x = 1. Dakle, 4 ekipe ¢e obaviti 24 puta veéi posao za 1 dan.

537. Pravci2x —y—1=0i4x+y—5 =0 sijeku se u tocki A, a pravci 2x + y—-6=0ix—y =0 sijeku se u
tocki B. Odredite eksplicitni oblik jednadZbe pravca AB.

Rjesenje: Koordinate tocke A dobivamo iz sustava:

2x-y-1=0
4x+y-5=0

Zbrajanjem jednadZzbi odmah se dobije x = 1, paje iy = 1. Dakle, A(1, 1). Na isti nacin koordinate to¢ke B dobivamo
iz sustava

2x+y-6=0
xX—y =0

pa zbrojanjem jednadzbi slijedi x = 3, te je y = 3. Dakle, B(3, 3). Lako je uociti da je kod obiju tocaka apscisa jednaka
ordinati, §to znaci da je traZena jednadzba pravca AB

y=2x.
538. Neka je A = {0, 1, 2, 3,4} i B = {x: x je broj tocaka u kojima se mogu sjeci Cetiri razlicita pravca u
ravnini}. U kakvom su odnosu skupovi A i B?

Rjesenje: Cetiri razli¢ita pravca u ravnini se ne moraju sjeci (ako su sva &etiri pravca usporedna) i tada je broj
njihovih sjecista jednak 0. Nadalje, svi oni mogu prolaziti jednom tockom (takav je npr. slu¢aj s familijom pravaca
pi...y=1ix,i=1,2,3,4, Ciji svi pravci prolaze ishodiStem) i tada je broj njihovih sjecista jednak 1. Ti pravci mogu
odredivati Cetverokut, pa je tada broj njihovih sjeciSta jednak 4. Slucaj kada se ti pravci sijeku u tri tocke prikazan je
na donjoj slici:
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(tipraveisuy=0,x=0,x=51y=-x+5). No, Cetiri razli¢ita pravca u ravnini se ne mogu sjeci u dvije tocke.
Naime, svaki je pravac jednoznacno odreden s bilo koje dvije svoje zadane tocke. Ako se pravci p; i p, vec sijeku u
tocki A, onda povlacenjem novoga pravca p; dobivamo ili jo§ jedno novo sjeciste B (ako je p; usporedan bilo s p;,
bilo s p,) ili jo§ dva nova sjecista (u svim ostalim slu€ajevima). Tako bi Cetvrti pravac obavezno morao prolaziti
tockama A i B, a njima ve¢ prolazi jedan od pravaca p,, p, ili p;. Stoga tim tockama ne moZemo povuéi niti jedan
novi pravac, pa se Cetiri pravca u ravnini ne mogu sjeci u dvije tocke.

Prema tome, skup B sadrZi sljedece elemente: 0, 1, 3, 4, tj. B = {0, 1, 3, 4}, pa lako vidimo da je B pravi podskup
skupa A, tj. BC A.

539. Odredite skup svih realnih rjesenja nejednadzbe
12x — 31— 12 — 3xl < 3x - 2.

Rjesenje: 1z jednadzbi 2x — 3 = 0 i 2 — 3x = O slijedi da su kriti¢ne tocke x; = % 1x, = % Zbog toga zadanu

nejednadzbu razmatramo na sljede¢im intervalima:

1) —o<x< 2
3

Na ovome je intervalu 2x — 31 = —=(2x — 3) =3 — 2x 1 12 — 3xl = 2 — 3x pa dobivamo nejednadzbu:
3-2x-(2-3x)<3x-2,

odnosno
x> —.
2
e . . . . 3. 2 ..
Kako niti jedan realan broj istovremeno ne zadovoljava nejednakosti x > 3 i—o<x< 3’ u ovom slu¢aju polazna

nejednadZba nema rjesenja.

2.) SxSi
2

(SR

Na ovome je intervalu 2x — 31 = —(2x - 3) =3 — 2x 112 — 3xl = —(2 — 3x) = 3x — 2 pa dobivamo nejednadzbu:
3-2x-(3x-2)<3x-2,

© Bojan Kovaci¢ 342 Tehnicko veleuciliSte — Elektrotehnicki odjel, Zagreb



Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike

odnosno
7
x> —.
8
. . . 7 .2 3 . 7 3 . Y S
Tako iz nejednakosti x > — i = < x < — slijedi x € (—, —] pa je u ovom slucaju skup rjeSenja polazne
8 3 2 8 2
nejednadzbe poluotvoreni interval (% , % 1.
3) 3 < X< +oo
2

Na ovome je intervalu 2x — 31 = 2x — 3112 — 3xl = —(2 — 3x) = 3x — 2 pa dobivamo nejednadzbu:
2x -3 - (3x-2)<3x-2,

odnosno

x> —.

Tako iz nejednakosti x > i i % < X < +oo slijedi x € [% , +0) pa je u ovom slucaju skup rjeSenja polazne

nejednadZbe poluzatvoreni interval [% , +o0).

Napokon, skup svih rjeSenja polazne nejednadzbe je unija skupova (% , % ]i [% , +00), a to je skup (% , +o0).

540. Odredite broj razlicitih realnih rjeSenja nejednadzbe

—x2-1 >
x> =11

Rjesenje: Za sve realne brojeve x vrijedi nejednakost
X+ 1>0,
otkuda mnoZenjem s (1) slijedi
-’ - 1<0.
Nadalje, za sve realne brojeve x vrijedi nejednakost
b’ —11>0
(jer je apsolutna vrijednost realnoga broja uvijek nenegativna). Kako se taj izraz nalazi u nazivniku razlomka na
lijevoj strani nejednadZbe, njegova vrijednost ne smije biti jednaka nuli, Sto znai da svako rjeSenje polazne

nejednadzbe mora zadovoljavati nejednakost

e — 11> 0.

© Bojan Kovaci¢ 343 Tehnicko veleuciliSte — Elektrotehnicki odjel, Zagreb



Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike

Stoga je brojnik razlomka na lijevoj strani polazne nejednadzbe strogo negativan, a nazivnik strogo pozitivan, pa je
vrijednost lijeve strane polazne nejednadZbe je uvijek strogo negativna. Ali, za sve realne brojeve x vrijedi

x>0,

tj. vrijednost desne strane polazne nejednadzbe je uvijek nenegativna. Zbog toga za sve realne brojeve x (osim za x =
1 za koji razlomak na lijevoj strani polazne nejednadZbe nije definiran) vrijedi nejednakost

—Xz—l 2
3 < X,
[x” —11

pa polazna nejednadZba nema niti jedno realno rjesenje.

541. Neka je x broj razlicitih prirodnih djelitelja broja 180, a y broj razlicitih prirodnih djelitelja broja
252. Izracunajte x — y.

RjeSenje: Rastavom obaju brojeva na umnozak prostih faktora dobivamo:

Tipi¢ni djelitelj broja 180 je oblika 2 - 37 - 5, gdje sua € {0, 1,2}, b e {0,1,2}ic e {0, 1}. Kako broj @ mozemo
izabrati na 3 nacina, broj b takoder na 3, a broj ¢ na 2, ukupan broj razli¢itih prirodnih djelitelja broja 180 jednak je 3
-3 -2 =18. Dakle, x = 18. Na potpuno isti na¢in se dobije da je i ukupan broj djelitelja broja 252 jednak y = 18 (broj
5 se zamijeni brojem 7 i provede potpuno isti postupak). Stogajex —y =18 - 18 = 0.

542. Dvije kokosi u tri l[jetna dana snesu pet jaja, a u dva zimska dana dva jaja. Koliko ¢e jaja snijeti 20
kokosi tijekom 90 ljetnih i 90 zimskih dana?

RjeSenje: Dva puta ¢emo primijeniti slozeno pravilo trojno:

2 kokosi 3 ljetna dana 5 jaja
20 kokosi 90 Jjetnih dana X jaja

Kako je broj jaja razmjeran i broju kokosi i broju ljetnih dana, postavljamo shemu:
2 kokosi 3 ljetna dana 5 jaja
20 kokosi 90 Jjetnih dana X jaja
iz koje dobivamo razmjere:

x:5=90:3
=20:2

Odavdejex:5=(90-20):(3-2),tj.x:5=1800 : 6 pa iz toga razmjera slijedi x = 1500. Nadalje, iz sheme

4 kokosi 2 zimska dana 2 jaja
20 kokosi 90 zimskih dana yjaja
slijede razmjeri:
y:2=90:2
=20:4
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iz kojih se dobiva razmjer y : 2 = 1800 : 8, a odavde je y = 450. Prema tome, 20 kokosi u 90 Jjetnih i 90 zimskih dana
snesu ukupno x +y = 1500 + 450 = 1950 jaja.

543. Izmedu 5 muskaraca i 2 Zene treba izabrati troclanu ili cetveroclanu ekipu u kojoj ce biti barem 2
muskarca. Na koliko se razlicitih nacina to moZe uciniti?

Rjesenje: Razlikujemo ukupno 5 mogucih slucajeva:
1.) Biramo tro¢lanu ekipu u kojoj su to¢no 2 muskarca.

5 .
Tada ta dva muskarca mozemo izabrati na [ZJ = %

— na to¢no dva razli¢ita nacina. Stoga u ovom slucaju ekipu mozZemo izabrati na 10 - 2 = 20 nacina.

= 10 razli¢itih nacina, a preostaloga ¢lana ekipe — jednu Zenu

2.) Biramo tro¢lanu ekipu u kojoj su to¢no 3 muskarca.

5 5 5
Tada ta tri muskarca mozemo izabrati na (SJ = [5 3] = (2] = 10 razli¢itih nacina, a bududi da oni tvore cijelu

ekipu (tj. ne biramo niti jednu Zenu), u ovom slu¢aju imamo jo§ 10 razli¢itih nacina za izbor ekipe.

3.) Biramo ¢etveroc¢lanu ekipu u kojoj su to¢no 2 muskarca.

5 .
Tada ta dva muskarca opet moZemo izabrati na (Zj = % = 10 razli¢itih nacina, a preostale clanove ekipe — dvije

Zene — na jedan jedini nacin. Stoga u ovom slu¢aju ekipu moZemo izabrati na 10 - 1 = 10 razli¢itih nacina.

4.) Biramo cetveroclanu ekipu u kojoj su to¢no 3 muskarca.

5 5 5
Tada ta tri muskarca moZemo izabrati na [3) = [5 3) = (Zj = 10 razli¢itih nacina, a preostaloga ¢lana ekipe —

jednu Zenu — na to€no dva razli¢ita nacina. Stoga u ovom slucaju ekipu moZemo izabrati na 10 - 2 = 20 razli¢itih
nacina.

5.) Biramo cetveroc¢lanu ekipu u kojoj su tocno 4 muskarca.

5 5 5
Tada ta Cetiri muskarca mozemo izabrati na [4J = [5 4J = (J = 5 razli¢itih nacina, a budu¢i da oni tvore cijelu
ekipu (tj. ne biramo niti jednu Zenu), imamo jo§ 5 razli¢itih nacina za izbor ekipe.

Time smo iscrpili sve moguce slucajeve, pa je — prema nacelu umnosSka — ukupan broj razli¢itih nacina na koje
mozemo izvrSiti Zeljeni izbor ekipe jednak 20 + 10 + 10 + 20 + 5 = 65.

544. Odredite 7| ako je 7 rjesenje jednadZbe

z+l=1.
z

RjeSenje: Budu¢i da je ocito z # 0, mnoZenjem jednadzbe sa z dobivamo kvadratnu jednadZbu
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Z—z+1=0.
Bududi da vrijedi identitet
3 2
TH+1=+DE —-z+1),
zaklju€ujemo dasu sva rjeSenja polazne jednadZbe zapravo kompleksni treci korijeni iz (—1). U Gaussovoj ravnini oni
leZe na jedini¢noj kruznici x* + y* = 1, §to zna¢i da je njihova udaljenost od ishodiita jednaka 1. Stoga prema
geometrijskoj interpretacijiapsolutne vrijednosti kompleksnoga broja slijedi da je Izl = 1.
545. Koliko kompleksnih rjesenja moZe imati jednadiba ux* + v =0, gdje su u, v e Z\{0}?

RjesSenje: Ako su u i v razli¢itoga predznaka, onda dobivamo jednadZbu oblika

X =a,

gdje je a > 0. Ta jednadZba ima dva realna (i\/; ) i dva kompleksna rjeSenja (i\/; - 7). Ako su u i v istoga
predznaka, onda dobivamo jednadzbu oblika:

gdje je b < 0. Prema Moivreovim formulama, ta jednadZba ima sva Cetiri kompleksna rjeSenja:
x, =4fio1- | cos| Zk-Z | wisin Tk Z || k=0,1,2,3.
4 2 4 2

Stoga je traZeni broj jedan od elemenata skupa {2, 4}.

546. Odredite broj razlicitih realnih rjeSenja jednadZbe

Rjesenje: Ocito mora biti z # 0, pa mnoZenjem polazne jednadzbe sa z* dobivamo bikvadratnu jednadzbu:
-7 -1=0.
Stavimo ¢ = z* pa dobivamo kvadratnu jednadZbu:

P—t-1=0.

1445 . 1-45

5 == Odmah uogimo da je 1, > 0, a t, < 0. Zbog toga éemo iz jednadzbe z*

= 1, dobiti ukupno dva razli¢ita realna rjeSenja, a iz jednadzbe z* = t, dva konjugirano—kompleksna rjeSenja. Prema
tome, traZeni je broj jednak 2.

Njezina su rjeSenja t; =

547. Pomocu kojega se od dolje navedenih parova podataka pravokutan trokut ne moZze konstruirati na
Jjedinstven nacin (oznake u trokutu su standardne):

(a, b), B, b), (B, o) ili (at, B)?
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Rjesenje: Pravokutan trokut ne moZemo konstruirati na jedinstven na¢in ako su nam zadani kutovi a i B, $to slijedi
izravno iz poucka K — K — K o sli¢nosti trokutova (dva trokuta su slicna ako i samo ako se podudaraju u svim trima
kutovima, a za jedinstvenost konstrukcije trokutovi bi morali biti sukladni). U svim ostalim slucajevima trokut se
moze konstruirati na jedinstven nacin:

1) za zadane a i b, prema Pitagorinu poucku, jednoznacno je odredena i treca stranica c, a time i cijeli
pravokutan trokut (Sto znaci da ako bi neki drugi trokut takoder imao stranice a, b i ¢, on bi, prema poucku
S — 8 — § o skuladnosti trokutova, morao biti sukladan zadanom);

2) za zadane P i b izratunamo c = (Sto mozemo jer su kosinus i tangens zadanoga kuta

ia= b
cos B tg S
uvijek jedinstveni), pa se slu¢aj svodi na slucaj 1.);

3) za zadane B i c izraunamo a = ¢ - cos B i b = ¢ - sin B (§to moZemo jer su sinus i kosinus zadanoga kuta

uvijek jedinstveni), pa i ovaj slu¢aj svodimo na slucaj 1.)

548. Duljina teZiSnice na hipotenuzu jednakoracnoga pravokutnoga trokuta jednaka je 10 cm. Uz
standardne oznake u pravokutnom trokutu, izracunajte sin o.

RjeSenje: Oba Siljasta kuta jednakokracnoga pravokutnoga trokuta jednaka su 45°. Zbog toga je

a2,

sin =sin45° =

549. Odredite inverz funkcije f(x) = logg §+ al
- X
RjeSenje: Imamo redom:
1.) Zamijenimo f(x) s y:
2+x
y = logg 2
2.) Zamijenimo x 1 y:
x = logg *y
-y
3.) Izrazimo y pomo¢u x:
2+
Y _§*
2-y

24y=6"-(2-y)
y (1+69=2-(6"-1)

y= 2-(6"=1)
6" +1
4.) Zamijenimo y s f ' (x):
1 2-(6"=1)
)= —.
/ 6" +1
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550. Kosinusi kutova pravokutnoga trokuta tvore rastuci aritmeticki niz. Odredite najmanji kut toga
trokuta.

Rjesenje: Neka su o i B Siljasti kutovi toga trokuta, pri éemu bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da je o
< B, te neka je y=90° Bududi da je f(x) = cos x strogo padajuca funkcija na segmentu [0, %], to je najmanji ¢lan

aritmeti¢koga niza kojega tvore kosinusi kutova jednak cos 90° = 0, srednji cos P, a najveéi cos a. Tako imamo
aritmeti¢ki niz 0, cos P, cos o. Prema definiciji aritmeti¢koga niza, srednji je ¢lan aritmeti¢ka sredina svojih
neposrednih susjeda, Sto zna¢i da mora vrijediti jednakost:

0+cosa
cos B = —

a odavde je
cos a=2cos P.

Uvrstimo li ovamo

b
cosax=—
c
cos = a
c
dobit ¢emo
b=2a,
a odavde je
a1
b 2’
No, u pravokutnom je trokutu
—=tga
pa dobivamo trigonometrijsku jednadZbu:
o=t
5

Njezino je rjesenje o = 26.5650511770779893515721937204533° = 26°33'54", i to je veli¢ina traZenoga kuta.
551. Sinusi kutova pravokutnoga trokuta tvore geometrijski niz. Odredite najmanji kut toga trokuta.

Rjesenje: Neka su o i B Siljasti kutovi toga trokuta, pri éemu bez smanjenja opCenitosti moZemo pretpostaviti da je o
. ,e . . , .. T . R
< B, te neka je y = 90° Bududi da je fix) = sin x strogo rastu¢a funkcija na segmentu [0, E], to je najveci Clan

geometrijskoga niza kojega tvore sinusi kutova jednak sin 90° = 1, srednji sin B, a najmanji cos o. Tako imamo
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geometrijski niz sin @, sin B, 1 Prema definiciji geometrijskoga niza, srednji je ¢lan geometrijska sredina svojih
neposrednih susjeda, $to znaci da mora vrijediti jednakost:

sin B = vsinex-1,

a odavde je
.2 .
sinP = sin .
No, u pravokutnom je trokutu
sin’B = (sin B)* = (cos o)* = cos’at = 1 — sin’ot
pa uvrstavanjem u jednakost
.2 .
sin“P = sin o

dobivamo trigonometrijsku jednadzbu

sino, + sin ot — 1 = 0.
Stavimo li 7 = sin o, dobivamo kvadratnu jednadZbu

P+1-1=0

¢ija su rjesenja t; = ) . Uo¢imo odmah da je t; > 0, a £, < 0, pa kako sinusi Siljastih kutova

Ci S EE]
2 2
moraju biti strogo pozitivni, rjeSenje ¢, odbacujemo. Sada iz trigonometrijske jednadzbe

RER

2

sin o =

odredujemo veli¢inu traZenoga kuta:
o = 38.1727076270122474934683013328502° = 38°10'22".

552. Pojednostavnite izraz:

2a—-4 a-1 32  ab) 9

(2+3a +3a—1j_(15a—12 3 j.a\/b_3

Rjesenje: Imamo redom:

(2+3a+3a—1j.(15a—12 3 j.a\/bT_( 2+3a +3a—1j_(15a—12 3 j.ab\/z_

2a-4 a-2 3a°h  ab) 9 2a-2) a-2 3a°h  ab) 9
2+3a+2-(G3a-1) _(15a—12—9a)ab\/3_ 2+3a+6a-2 (661—12).6119\/3
2a-2) 3a%b 9 2(a-2) 3a’b 9
9a (6@—2))@@_\6

2(a-2) 3a’b 9

© Bojan Kovaci¢ 349 Tehnicko veleuciliSte — Elektrotehnicki odjel, Zagreb



Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike

553. Izracunajte:

Rjesenje: Imamo redom:

5 _1 - —1)-(—.
l . 2 i (1)(1) 23 _2—5. 2_1.3( v _2—5' 2_1_33_23 _2—5+1+3_
2 32 1 3< 2)-(-1) 3<—1)-<—3) - 32 3|7 32 -
3

37243 _ gl 31_1 _3
2

[\)

554. Odredite f (x) ako je f(z

+xj=2x.

RjeSenje: Stavimo ¢ = 2+4x . Odavde je x = 47 — 2 pa uvrStavanjem tih dvaju izraza u
2+x
=2x
1)

f=2-(4-2),

dobijemo:

odnosno
f(@®=8t—4.
Preostaje nam samo "preimenovati" nezavisnu varijablu:
fx)=8x-4.
555. Odredite jednadibu pravea koji prolazi sjecistima krivulja y = 2x* —4x+2 iy =x"+ x— 4.
RjeSenje: Najprije rijeSimo sustav jednadzbi

y=2x"—4x+2
y= X+ x-4

Metodom usporedbe dobijemo:
2x2—4x+2=x2+x—4,
otkuda je
X —5x+6=0.

Rjesenja ove kvadratne jednadzbe su x; = 2 i x, = 3. Pripadne vrijednosti y odredujemo iz bilo koje jednadzbe
polaznoga sustava pa je
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y=22+2-4=2
y,=3"+3-4=8

Dakle, sjecista su S1(2, 2) i S»(3, 8). JednadZba pravca kroz te dvije tocke jest:

8-2
-2= x=2
y 3,2
y—2=6(x—-2)
y=6x-10
odnosno u implicitnom obliku
6x—-y—-10=0.

x+i\/_

556. Odredite strogo pozitivan realan broj x € R takav da modul kompleksnoga broja z = .2 bude
1

Jjednak V2.

Rjesenje: Odredimo najprije modul zadanoga kompleksnoga broja kao funkciju varijable x. Imamo redom:

S N I O Y 0
T N AN

IzjednaCavanjem toga izraza s \/5 i kvadriranjem dobivamo jednadZbu:

x2+2_
2

2

¢ija su rjeSenja x; = —4/2 i x, = ﬁ . Budu¢i da se traZi da x bude strogo pozitivan broj, rjesenje x; se odbacuje, pa

preostaje: x =x; = \/5 .

557. Polinom p(x) = ax* + bx + ¢, a # 0, ima dvostruku nultocku. Odredite tu nultocku ako je p(-1)=
pQ2).

Rjesenje: Cinjenicu da p(x) ima dvostruku nulto¢ku analiti¢ki interpretiramo tako da ustvrdimo da p(x) ima oblik
p) = a(x—PB)’,
gdje su o i B realni parametri. Primijetimo odmah da je upravo P traZena dvostruka nulto¢ka polinoma p(x), pa nam

je cilj odrediti vrijednost toga parametra. Iskoristimo ¢injenicu da je da je p(-1) = p(2), pa u gornji izraz umjesto x
najprije uvrstimo —1, a potom 2, te dobivene izraze izjednac¢imo. Dobit ¢emo:

-1 -B) =a2-B).

Ako bi bilo a0 = 0, onda bi bilo p(x) = 0, Sto se protivi pretpostavci da je vodeci koeficijent polinoma p(x) razli¢it od
nule. Zato je o # 0, pa dijeljenjem gornje jednadZbe s o i kvadriranjem dobivamo jednadZbu:

6B =3,
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a odavde je p = % . Dakle, traZena nultocka je x = % .

558. Rijesite nejednadzZbu:

6-2x > 4x-3
1-2x 2x—1

Rjesenje: Zadanu nejednadzbu najprije transformirajmo ovako:

~(2x-6) _ 4x-3

-2x-1) 2x-1
2x—6 _ 4x-3
>
2x -1 2x -1
2x—6  4x-3
- >0
2x-1 2x-1
2x—6—-(4x-3) 50
2x -1
-3-2x >0
2x -1
2x+3 <0
2x—1
Tako razlikujemo dva slucaja:
1)2x+3>0
2x-1<0
. . 3 . 1 . .. S . 3
Iz prve nejednadzbe je x > 5 a iz druge x < 7 Stoga je u ovom slucaju skup rjeSenja otvoreni interval <_E ,
1
2"
2)2x+3<0
2x-1>0

Iz prve nejednadzbe je x < —% , aiz druge x > % . Budu¢i da ne postoji realan broj x koji bi istovremeno bio strogo

.. 3. . 1 .. . . S
manji od 2 1 strogo veci od 7 u ovom slu¢aju nejednadZba nema rjeSenja.

).

N | =

Stoga je skup svih rjeSenja polazne nejednadzbe otvoreni interval (—% ,
559. Koliko rjeSenja jednadZbe
14 —x — 2l =2 + Ixl

pripada skupu [2, +oo)?

RjeSenje: Rijesimo zadanu jednadZbu na zadanom poluzatvorenom intervalu. Za x > 2 je lx — 2l = x — 2, odnosno 14 —
Ix —2ll=14 —x+ 2l =16 —xl, te Ix| = x. Tako polaznu jednadZbu moZemo zapisati u obliku:
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6 —xI=2+x.
Za2<x<6jel6—xl=6-xpadobivamo jednadZbu
6-x=2+x

Cije je rjeSenje x = 2. Kako to rjeSenje pripada segmentu [2, 6], to je ujedno i rjeSenje polazne jednadZbe. Nadalje, za
x26jel6—xl=—(6-x)=x-6padobivamo jednadzbu

xX-6=2+x
koja prelazi u jednakost
—-6=2,

a ta jednakost nije valjana. Stoga na intervalu [6, +oo) polazna jednadZba nema niti jedno realno rjesenje. Prema
tome, jedino njezino rjeSenje koje pripada skupu [2 +eo) jest x = 2, pa je traZeni broj jednak 1.

560. Koliko znamenaka ima broj 2°°?

RjeSenje: Broj znamenki nekoga broja odredujemo tako da izra¢unamo koja je najveca potencija broja 10 manja ili
jednaka tom broju, ocitamo eksponent te potencije i dobiveni rezultat uve¢amo za 1. Naime, ako je a,a,_;..a,a,

dekadski zapis nekoga broja, to je zapravo skraéeni zapis raduna a, - 10" + a,; - 10" '+ ... +a;- - 10" + ay- 10°.
Stoga je 10" najveca potencija broja 10 manja ili jednaka zadanom broju i njezin je eksponent jednak n. Kako broj

a,a,_;...a;ay o€ito ima ukupno n + 1 znamenaka, slijedi tvrdnja.
Dakle, ozna¢imo
= 2005
pa logaritmiranjem te jednakosti po bazi 10 dobijemo:
log x =2005 - log 2 = 603.565141306282296403546483922609

Stoga je 10" najveéa potencija broja 10 manja ili jednaka zadanom broju. Njezin je eksponent jednak 603 pa zadani
broj ima ukupno 603 + 1 = 604 znamenke.

561. Izracunajte:

1
410gi10gﬁ§/§—logﬁlogiﬁ.
4 9

Rjesenje: Izracunajmo zasebno umanjenik, a zasebno umanjitelj. Imamo redom:

1
410g110gﬁ§/§=410g110g, 93 |=4log, l'i'10g39 =4log1(l-2'10g332j=4logl(l-2'210g33j=
J rEEE 3L \3 3
2
4 22 22 1 22 22 5
4log,| — |=4lo — |=4log, .| — |=4-—-log,| — |=(-2)-log,| — |=(-2)-(log, 2 —log, 3) =
gi(:)’j g;z(?)J gz{3J 5 gz(?)] (-2) gz(3 (=2)- (log, g,3)

=(-2)-(2log, 2 —log, 3) = (-2) - (2 —log, 3) = 2log, 3 — 4
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1 1 - 1 3 3 1 3

logﬁ loglﬁzlogﬁ logi3—3zlogﬁ log.» 3 3 =logw/§(—3-_—210g3 3):10g‘/5(5):10g2% E:Tlogzaz
9 32 —
2

=2(log, 3—1og, 2) =2log,3-2

Tako je vrijednost zadanoga izraza jednaka:

—=2log,3-4-(2log,3-2)=2log,3-4-2log,3+2=-2

1
410gl logﬁ%@—logﬁ logl >
9

4

561. Odredite vrijednost realnoga parametra p € R tako da zbroj kvadrata rjesenja jednadzbe
(x—1)*=2p(x—p)

bude jednak 0.

Rjesenje: Zadanu jednadZbu najprije svedimo na standardni oblik. Imamo:

X —2x+1=2px-2p°
X —Qp+2x+2p°+1=0

Odavde prema Vieteovim formulama slijedi:

X1+x=2p+2
x1x2:2p2+1

Tako sada u identitet
2,2 2
Xp x5 =(x +x,)" —2(x%,)

uvrstimo xl2 + x% =0, x1+x%=2p+21ixx, = 2p2 + 1, pa dobijemo:
Qp+2°-22p*+1)=0

4> +8p+4-4p*-2=0
8p=2

1
iodavde p= —.
P 4

562. Izracunajte sinx - cosx ako je sinx =3 - cosx.

Rjesenje: 1z zadane jednakosti zakljucujemo da je cos x # 0 jer bi u suprotnom slijedilo sin x = cos x = 0, pa ne bi
vrijedio identitet sin’x + cos’x = 1. Dijeljenjem zadane jednakosti s cos x dobivamo:

tgx=3
paje

tgx 1 _ tex 3 3
2 2, l+tg’x 143210
1+tg"x l+tg°x g

sin x-cosx =
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563. Jedna je kateta pravokutnoga trokuta dva puta kraca od njegove hipotenuze. Izracunajte velicinu
manjega od dvaju Siljastih kutova toga trokuta.

Rjesenje: Bez smanjenja opéenitosti moZemo pretpostaviti da je a kateta pravokutnoga trokuta koja je dvostruko
krac¢a od njegove hipotenuze c. To znaci da vrijedi jednakost

c=2a,

a odavde je

a
C

1
5
No, u pravokutnome je trokutu (uz standardne oznake)
a .
— =sino
C
pa dobivamo trigonometrijsku jednadZzbu:

. 1
sinol= —.
2

Njezino rjeSenje u intervalu (0, %) jest oo = 30° i to je trazena vrijednost manjega od dvaju Siljastih kutova toga

trokuta.

564. Citajuc¢i neku knjigu student je prvoga dana procitao 40% stranica knjige, drugoga dana %

preostaloga dijela knjige, a trecega dana preostale 22 stranice knjige. Odredite broj stranica te knjige.

RjeSenje: Neka je k traZeni broj stranica knjige. Prvoga je dana student procitao 40% - k = %

- k stranica knjige, pa
. oo . 2 3 . .. . .. 2 .
mu je za procitati preostalo joS k — 5 k= gk stranica knjige. Drugoga je dana student procitao 3 preostaloga dijela
.. 2 3 2 . .. . e .3 1 . ..
knjige, odnosno 3 -gk =§ k stranica knjige, pa mu je za procitati preostalo jo$ gk r k = gk stranica knjige.

Prema podacima iz zadatka, taj je broj jednak 22, pa dobivamo jednadZbu:

lk=22
5

Cije je rjeSenje k = 110. Dakle, knjiga ima ukupno 110 stranica.
565. Odredite ukupan broj cjelobrojnih rjesenja jednadzbe
(F—x-1*"*=1.
RjeSenje: Broj 1 kao rezultat potencije mozemo dobiti na tri na¢ina: kao a” (gdje je a bilo koji realan broj razligit od
nule), kao 1” (gdje je b bilo koji realan broj) i kao (—1)", gdje je n € N U {0} nenegativan cijeli broj. Razmotrimo

zasebno svaku od ovih triju moguénosti.

1.) Eksponent je jednak 0:
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To znaci da vrijedi x + 2 = 0, otkuda je x = 2. UvrStavanjem u polaznu jednadzbu dobivamo:
5'=1

Sto je istinita jednakost, pa je x = —2 rjeSenje polazne jednadZzbe. (UvrStavanje smo morali provesti kako bismo
utvrdili je li baza potencije strogo pozitivan realan broj.)

2.) Baza je jednaka 1:

To znadi da vrijedi x* — x — 1 = 1, otkuda je

¥ -x-2=0.
RjeSenja te jednadZbe su x; = —1 i x, = 2. Buduéi da nemamo nikakvih uvjeta na vrijednost eksponenta, ova dva
rjeSenja su takoder rjeSenja polazne jednadzbe.
3.) Baza je jednaka —1, a eksponent je paran broj:
Iz x* —x—1 =—1 slijedi
X -x=0,

odnosno x; = 0, x, = 1. No, za x, = 1 vrijednost eksponenta x + 2 jednaka je 3, a to nije paran broj. Stoga x = 1 nije
rjeSenje polazne jednadzbe. Prema tome, jedino rjeSenje u ovome slucaju jest x = 0 jer se uvrStavanjem x = 0 u
polaznu jednadZbu dobije istinita jednakost

=D*=1.
Stoga polazna jednadZba ima ukupno Cetiri cjelobrojna rjeSenja. x; = -2, x, =—1,x3=01x,=2.
566. Koja je tocka krivulje x* + 4y* = 20 najbliZa pravcu p... x+y—7=0?
RjeSenje: Ideja rjeSavanja zadatka je sljedeca: Odredit ¢emo jednadZzbe tangenata na zadanu krivulju usporednih sa
zadanim pravcem, te izracunati udaljenost svake od tih tangenata od zadanoga pravca. Potom ¢emo odabrati tangentu

s manjom udaljenos¢u i odrediti njezino sjeciSte sa zadanom krivuljom. To sjeciste je traZena tocka.
Uocimo najprije da je zadana krivulja elipsa. Zapi§imo njezinu jednadZbu u kanonskom obliku:

pa o¢itajmo: a® = 20, b* = 5. Nadalje, zapi§imo jednadZbu pravca p u eksplicitnom obliku
p...y=—x+17.

Koeficijent smjera pravca p jednak je —1, §to znaci da i koeficijent smjera tangente usporedne s pravcem p takoder
mora biti jednak —1:

k=-1.
Sada uvrstimo a” = 20, b* = 5 i k = —1 u uvjet tangencijalnosti za elipsu:
aK+b =1

pa dobijemo:
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P=20-1+5
P =25,

iodatle [, = -5, I, = 5. Dakle, tangente usporedne s pravcem p imaju jednadZzbe:

H.y==x-5&x+y+5=0
h..y==x+5&x+y-5=0

Udaljenosti tih tangenata od pravca p su

15— (=1 1121 12
P e 22

dipiy = SZCEDI_121_ 2 5

T v

pa je pravcu p bliZa tangenta f,. Preostaje nam odrediti njezino sjeciSte sa zadanom elipsom. U tu svrhu rijeSimo
sustav:

y=—x+5
X +4y* =20

UvrStavanjem prve jednadZzbe u drugu dobivamo:

x* + 4(=x + 5)* = 20,

odnosno
5x° —40x + 80 =0,
odnosno
X —8x+16=0,

odnosno

(x-4)*=0.
Odavde je x = 4, pa je pripadni y jednak

y=—4+5

y=1.

Stoga je trazena tocka 7(4, 1).
567. Kutija sadrZi 11 loptica koje su numerirane redom brojevima 1, 2, 3, ..., 10, 11. Istovremeno i

slucajno iz kutije izvlacimo tocno 6 loptica. Izracunajte vjerojatnost da je zbroj brojeva na izvucenim
lopticama neparan.

RjeSenje: Ukupan broj mogudih ishoda ovoga slu¢ajnoga pokusa jednak je ukupnom broju Sesteroclanih podskupova
skupa {1, 2, 3, ..., 10, 11} koji sadrzi to¢no 11 razlicitih elemenata, a taj je jednak

11 11 Iy 11-10-9-8-7 . ., N . . .
= = =—————=462. Razmotrimo u kojim ¢e sve slucajevima zbroj brojeva na tim
6 11-6 5 1-2-3-4-5
lopticama biti neparan, pri ¢emu odmah uoc¢imo da medu 11 loptica imamo njih 6 numerirane neparnim brojevima i
njih 5 numerirane parnim brojevima:
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1.) 5 izvucenih loptica su numerirane parnim brojevima, a jedna neparnim brojem:

Tada tih 5 loptica moZemo izabrati na jedan jedini nacin (jer ih ima to¢no 5), a jednu s neparnim brojem na ukupno

(1] = 6 razlicitih nacina. Stoga je ukupan broj razli¢itih moguénosti u ovom slucaju jednak 1 - 6 = 6.

2.) 3 izvucene loptice su numerirane parnim brojevima, a 3 neparnim brojevima:

5 5 .
Tada tri loptice numerirane parnim brojevima moZemo izabrati na (3] = (5 SJ = (2] = % = 10razli¢itih nacina, a
. . . . . 6) 654 s " . . iy
tri loptice numerirane neparnim brojevima na 3 =m =20 razli¢itih nac¢ina. Stoga je ukupan broj razli¢itih

moguénosti u ovom slucaju jednak 10 - 20 = 200.
3.) Jedna izvucena loptica je numerirana parnim brojem, a preostalih 5 neparnim brojevima:
Tada lopticu numeriranu parnim brojem moZemo izabrati na ukupno 5 razlicitih na¢ina, a 5 numeriranih neparnim

5 6-5
jednak 5 - 6 =30.

6 6 6
brojevima na ( ]:( ]: (Jz 6 razli¢itih naCina. Stoga je ukupan broj razli¢itih moguénosti u ovom slucaju

Time smo iscrpili sve povoljne slucajeve, pa, prema nacelu zbroja, zakljuujemo da promatrani slu¢ajni pokus ima
ukupno 6 + 200 + 30 = 236 povoljnih ishoda. Stoga je traZena vjerojatnost jednaka

p= 236 = 118 =(.510822510822510822510822510822511
462 231
p ~51.08%
568. Pojednostavnite izraz:
oy’ B P
x+y-— ) x—y+ il
X+ y X—Yy

Rjesenje: Iskoristit ¢emo identitet

Ayt =ty Fay+y?)

Tako redom imamo:
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-yt Py ey el —xyp+y?)
2 2

xry—2 y— vyt (x+y)" —xy (x=y)" +xy
Xty X=y x+y x=y

G NE=— N +xy+y7) =) +xy+y?)
(x+y)2—xy (x—y)2+xy

_ G-ty = e Py +y?)
x2+xy+y? X +xy+y?

=(x+y)(x=y)-(x=y)x+y)=0
569. Neka su o i B Siljasti kutovi pravokutnoga trokuta. Ako je sin o = % , izracunajte tg 3.

RjeSenje: Uz standardne oznake u pravokutnom trokutu, vrijedi jednakost:

tg P = b_ ctg o.
a
Tako je
2
e A 6
— Q1 2 Y o A
tgB=ctgo= ! S @ 3) 9=_9=i=£.
sin o 2 2 2 2 2
3 3 3 3
. N |
570. Ako je log;(logs(logyx)) = 0, izracunajte — .
Vx
Rjesenje: Uzastopnim antilogaritmiranjem dobivamo:
logs(logx) = 7°
log;(log,x) =1
logyx = 3'
log,x=3
x=2’
x=38
Prema tome je
111\
JroA8 22 4
571. Racionalizirajte nazivnik razlomka
2J/6
V2443445

Rjesenje: Brojnik i nazivnik zadanoga razlomka pomnoZzimo s J2+ x/g - x/g . Dobit ¢emo:
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26 o 2+v3-45) 26 (2+443-45) 26 (2 +43-45)
V2443445 (243450244345 (24437 -5 2+26+3-5

zﬁ.(ﬁ+ﬁ—ﬁ)=[+ﬁ_ﬁ
246

= 2

s

572. Tocka Ty(=2, 0) leZi na paraboli y = ax® + bx + ¢ cije je tjeme tocka T(4, 2). Izracunajte vrijednost
umnoska abc.

RjeSenje: 1z podatka da toc¢ka T leZi na paraboli slijedi da njezine koordinate moraju zadovoljavati jednadzbu te
parabole. Stoga u jednakost

y=ax’+bx+c
uvrstimo x =2 iy =0, pa dobijemo:
4a +2b+c=0.

Nadalje, tjeme parabole y = ax” + bx + ¢ je dano s

odnosno jednakosti

b=-8a
dac — b*=8a

Tako smo dobili sustav triju jednadzbi s tri nepoznanice:

4da+2b+c=0

b =-8a
4ac-b* =8a
Uvrstavanjem druge jednadzbe u prvu dobivamo:
4a+2-(8a)+c=0,
odnosno
c=12a.

Sada u trecu jednadZbu uvrstimo b = —8a i ¢ = 12a pa dobijemo:

4a - 12a - (-8a)* = 8a,
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odnosno
16a* + 8a = 0.

Ako bi bilo a = 0, ne bismo dobili parabolu (nego pravac), pa posljednju jednadZzbu smijemo podijeliti s 8a. Tako
¢emo dobiti

2a+1=0,

odnosno a = —% . Sada je lako izraCunati b = -8a = 4 i ¢ = 12a = -6, pa je umozak abc jednak —% -4 (-6)=12.

573. Neka je i € C imaginarna jedinica. Izracunajte vrijednost izraza:

1 1 1 1 1 1
St gttt ;2003 + ;2004 + ;2005

Rjesenje: Najprije zapiS§imo zadani zbroj u obliku:

—1 —2 —3 —2003 —2004 —2005
1 +1+1+.. +1 +1 +1 .

Sada primijetimo da za sve k € Z vrijedi jednakost
F e+ T =0

Naime,

Tako za k =—1 imamo

zak=-5
P+it+iT+i%=0

itd. Stoga ¢emo sve pribrojnike grupirati u grupe od po Cetiri uzastopna pribrojnika ¢iji je zbroj jednak nuli. Kako je

2005 : 4 = 501 i ostatak 1, zakljucujemo da ¢emo dobiti ukupno 501 grupu od po Cetiri uzastopna pribrojnika ¢iji je

zbroj jednak 0 i da ée nam preostati jedan jedini nerazvrstani pribrojnik: i >°”. Taj je broj jednak:

e MR A
Stoga je trazena vrijednost izraza jednaka

5010+ () =—i.
574. Odredite skup svih rjeSenja nejednadzbe

2x+4 2x-2
< .

3x X

Rjesenje: Najprije podijelimo zadanu nejednadzbu s 2. Dobit ¢emo:
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x+2 x-1
<

3x X
Odavde dalje slijedi:

x+2_x—1 <0
3x X
x+2-3(x-1 <
3x
5-2x
3x
5-2x

X

0

<0 /-3

<0

Razlikujemo dva slucaja:

1)5-2x>0
x<0

Iz prve nejednadzbe je x < % , Sto zajedno s x < 0 daje skup rjeSenja (—co, 0).

2)5-2x<0
x>0

Iz prve nejednadzbe je x > % , Sto zajedno s x > 0 daje skup rjeSenja (% , +o0).

Stoga je skup svih rjeSenja polazne nejednadzbe (—co, 0) U (% , +00), odnosno R\ [0, % 1.

575. U krug je upisan kvadrat. Izracunajte vjerojatnost da slucajno odabrana tocka kruga pripada i

upisanom kvadratu.

RjeSenje: Neka je R polumjer kruga. Tada je duljina dijagonale upisanoga kvadrata d jednaka promjeru kruga:
d=2R.

Stoga je povrSina toga kvadrata jednaka
P=La=L orr-or,
2 2

dok je povrSina kruga jednaka
P.=RT.

Stoga je trazena (geometrijska) vjerojatnost jednaka

P 2R* 2
u P, Rz =«
p ~0.636619772367581343075535053490057
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ili priblizno
p = 63.66%.

576. Zbroj kvadrata dvaju uzastopnih neparnih prirodnih brojeva iznosi 290. Odredite veli od tih dvaju
brojeva.

RjeSenje: Neka je x trazeni broj. Tada je x — 2 drugi od njih, pa dobivamo jednadzbu:
X+ (x = 2)* =290,

odnosno
¥ —2x—143=0.

RjeSenja ove kvadratne jednadZbe su x; = —11 i x, = 13. Kako je x prirodan broj, u obzir dolazi jedino x, = 13. Dakle,
traZeni je broj jednak 13.

5717. Koliko rjeSenja jednadZbe
- 3x+11=6-x

pripada skupu svih rjesenja nejednadzbe

xz—(ﬁ+ﬁ)x+£ >0?

Rjesenje: RijeSimo najprije zadanu jednadzbu. Razlikujemo dva slucaja:
L)X’ =3x+120
U ovome je sluéaju Ix* — 3x + 11 = x* — 3x + 1 pa dobivamo jednadzbu:

P-3x+1 :6—x2,
odnosno

2x*—3x-5=0.

RjeSenja ove kvadratne jednadzbe su x; =—-11x, = % .No, x; = % ne zadovoljava uvjet x> — 3x + 1 > 0, pa to nije
rjeSenje polazne jednadZbe. U ovome je slucaju, dakle, rjeSenje polazne jednadZbe samo x = —1.
2)x=3x+1<0
U ovome je slucaju Ix* — 3x + 11 = —(x* = 3x + 1) = —x* + 3x — 1 pa dobivamo jednadzbu:

—x2+3x—1:6—x2,

otkuda je x = % . Taj x zadovoljava nejednakost x* — 3x + 1 < 0 pa je to ujedno i rjeSenje polazne jednadzbe.

Stoga polazna jednadzba ima dva rjeSenja: x; = —1 i x, = % Uvrstimo zasebno svako od tih rjeSenja u zadanu

nejednadzbu
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=2 +3)x+6 >0

i provjerimo ho¢emo li dobiti istinite nejednakosti. Za x = —1 dobivamo nejednakost

1+«/§+\/§+ 6 >0

koja je o€ito to¢na jer su svi pribrojnici na njezinoj lijevoj strani strogo pozitivni brojevi. Za x = 3 primijenimo

rastav:

=2 +3)x+6 =(x=~2) - (x=+/3)

i nejednakost

%>2>\/§>ﬁ.

Zbog te su nejednakosti za x = % vrijednosti obaju faktorax—\/z i x—«/§ strogo pozitivni realni brojevi, pa i

njihov umnozak mora biti takav. Dakle, i x = % zadovoljava zadanu nejednadzbu, pa je ukupan broj rjeSenja zadane

jednadzbe koja zadovoljavaju zadanu nejednadZbu jednak 2.

578. Rijesite nejednadbu:

2—)(2 2 2—|X|

RjeSenje: Baza obiju potencija u zadanoj nejednadzbi je strogo pozitivan realan broj veéi od 1. Stoga moZemo
odmah usporediti eksponente, pri ¢emu se znak nejednakosti ne mijenja:

—x* > —Ixl.

Odavde mnoZenjem s —1 i promjenom znaka nejednakosti slijedi:

X < I,
odnosno
X —ll<0
Sada razlikujemo dva slucaja:
1)x=>0
U ovom slucaju je lxl = x pa dobivamo nejednadzbu
¥ -x<0

Njezino je rjeSenje segment [0, 1]. Svaki element toga skupa zadovoljava nejednakost x > 0, pa je to ujedno i skup
rjeSenja polazne nejednadZbe.

2)x<0

U ovome je slu¢aju Ixl = —x pa dobivamo nejednadzbu:
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X +x<0

Njezino je rjeSenje segment [—1, 0]. Kako svaki element toga skupa zadovoljava nejednakost x < 0, to je [-1, 0]
ujedno i skup rjesenja polazne nejednadzbe.

Tako zakljucujemo da je skup svih rjeSenja polazne nejednadzbe unija skupova [-1, 0] i [0, 1], a to je segment [-1,
1].

579. Odredite zbroj rjesenja jednadzbe

VA—x++45+x=3.

RjeSenje: Najprije odredimo za koje su x definirana gornja dva druga korijena. Izrazi pod tim korijenima istodobno
moraju biti nenegativni, pa moraju vrijediti nejednakosti,

Iz prve je nejednakosti x < 4, a iz druge x > —5. Stoga polaznu nejednadzbu ima smila rjeSavati jedino na segmentu [—
5, 4]. Buduc¢i da se tada i na lijevoj i na desnoj strani polazne jednadZbe nalaze nenegativni realni brojevi, tu
jednadZbu smijemo kvadrirati. Dobit ¢emo:

4—x+2-V4-x-5+x+5+x=9,

a odavde je

Vd—x-45+x=0.

Umnozak dvaju drugih korijena jednak je nuli ako i samo ako je barem jedan od tih korijena jednak nuli. Iz

V4d—x=0

odmah slijedi x =4, a kako taj broj pripada segmentu [-5, 4], on je i rjeSenje polazne jednadZbe. Nadalje, iz

V5+x=0

slijedi x = -5, a kako taj broj pripada segmentu [-5, 4], on je i rjeSenje polazne jednadzbe. Stoga su sva rjeSenja
polazne jednadZbe x; = -5 i x, = 4. Njihov je zbroj jednak —1.

580. Koliko rjeSenja jednadzbe

3sinx + sin 2x = 1 — 3cosx
pripada segmentu [-27, TT]?
RjeSenje: Transofmirajmo najprije zadanu jednadzbu koristeci identitete

sin’x + cos*x = 1
sin 2x = 28inxcosx

Imamo redom:
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3sinx + 3cosx = sin’x + cos*x — 2sinxcosx
3(sinx + cosx) = (sinx + cos x)*
(sinx + cosx)(sinx + cosx —3) =0
Zbog sinx < 1, cosx < 1 vrijednost drugoga faktora ne moZe biti jednaka nuli, pa nuli mora biti jednak prvi faktor:
sinx + cosx =0,
otkuda je

Sinx = —COSx.

Ako bi bilo cosx = 0, onda bi slijedilo sinx = cosx = 0 pa ne bi vrijedio osnovni trigonometrijski indetitet sin>x + +
cos’x = 1. Stoga mora biti cosx # 0, pa dijeljenjem gornje jednadzbe s cosx dobivamo:

tgx = -1.

Rjesenja ove jednadZbe su

Xy=— +k-m ke Z.
Iz zahtjeva x; € [-2m, 7] slijedi

-2n < 377[ +k-mT<T,

odnosno (mnoZenjem s 4 i dijeljenjem s T)
-8<4k+3<4,
odnosno (oduzimanjem broja 3 od svakoga ¢lana gornje nejednakosti)
—11<4k<1,
te konacno

e

<
4

—

ENI

Cijeli brojevi koji zadovoljavaju ovu nejednakost su: k = -2, k = —1 i k = 0. Stoga ukupno tri rjeSenja zadane
jednadzbe pripadaju zadanom intervalu.

581. Realni brojevi a, b, c i d zadovoljavaju jednakosti:
a-1=b+2=c-3=d+4.
Koji od njih je najmanji, a koji najveci?

RjesSenje: Svakom od tih Cetiriju brojeva dodajemo ili oduzimamo odredeni realan broj, pri ¢emu uvijek dobijemo
isti rezultat R. Dakle, neka je

R=a-1=b+2=c-3=d+4
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Najmanji od tih Cetiriju brojeva je onaj kojemu treba najvise dodati da se dobije broj R. To je ocito broj d jer njemu
treba dodati broj 4 da se dobije R (svima ostalima ili treba dodati broj manji od 4 ili ¢ak treba neSto oduzeti jer su
veci od R). Najvedi od tih Cetiriju brojeva je onaj od kojega treba najvise oduzeti da se dobije broj R. To je ocito broj
c jer od njega treba oduzeti broj 3 da se dobije broj R (svima ostalima ili treba oduzeti broj manji od 3 ili ¢ak treba
nesto dodati jer su manji od R). Zaklju¢imo:

min{a, b, ¢, d} =d
max{a, b, c,d} =c

582. Ako svaku stranicu pravokutnika produljimo za 10% njezine pocetne duljine, za koliko ce se
postotaka promijeniti povrsina toga pravokutnika?

Rjesenje: Oznac¢imo duljine stranica pravokutnika s a i b. Tada su duljine produljenih stranica pravokutnika

a =a+£-a=a-(l+£)=1.l-a
100 100

10

b=b+—
100

b=b-(1+0)=1.1.p
100

Stoga je povrSina tako dobivenoga pravokutnika

Pi=a,-by=(1.1-a)-(1.1-b)=11>-ab=121-P,
gdje je P povrSina polaznoga pravokutnika. Stoga je traZzena promjena (u postocima) jednaka

_100-(1.21P=P) _100-021-P _

21,
P P

tj. povrSina pravokutnika se uvecala za 21%.

583. Odredite realne brojeve o i B tako da polinom p(x) = o’ + Px* + 1 bude djeljiv polinomom g(x) = x*
-x-1.

RjeSenje: Podijelimo zadane polinome prema pravilu za dijeljenje polinoma:

(o’ +Bx + 1) : (X —x—1) =0 + (00 + B)
o’ — o’ — o
(o + P)x’ +ox + 1
(0 + B)a® — (o + Bhx — (o + B)
QRo+P)x+@+p+1)

Polinomi p(x) i g(x) ¢e biti djeljivi ako i samo ako svaki x € R vrijednost ostatka bude jednaka nuli, odnosno ako i
samo ako vrijedi:

200+ B=0
a+P+1=0

Oduzimanjem tih jednadZbi odmah dobivamo o = 1, pa je = -2.

584. Dvije stranice kvadrata leZe na pravcima p... 3x —4y — 12 =01i q... 3x — 4y + 3 = 0. Izracunajte
povrSinu toga kvadrata.

Rjesenje: Odmah uo¢imo da su zadani pravci usporedni, pa je udaljenost izmedu njih jednaka duljini stranice
kvadrata. Dakle,
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fede F12-3] _ |-15] 15,
\/324_(_4)2 Vo+16 5

Stoga je povrSina toga kvadrata jednaka

585. Rijesite nejednadZbu:

V1=-25x% >5x + 1.

Rjesenje: Razlikujemo dva slucaja:

1)1-25x*20
S5x+1<0

U ovom je slucaju lijeva strana polazne nejednakosti nenegativan, a desna strogo negativan broj, pa polazna
nejednakost vrijedi. Iz prve od dviju gornjih nejednakosti dobivamo:

a iz druge x < —% . Kako ne postoji realan broj x koji bi istovremeno bio barem jednak —% i strogo manji od —% ,u

ovom slucaju polazna nejednadZzba nema rjeSenja.

2)1-25x"20
5x+120

Iz ovih dviju nejednakosti dobivamo xe& [—%,%}, pa polaznu nejednadzbu dalje rjeSavamo na tome segmentu.

Kvadriranjem dobivamo:
1-25x*> (5x + 1)%,
odnosno
1-25x > 25 + 10x + 1,
odnosno

582 +x<0.

11
Odavde je x € (—%, 0) pa iz uvjeta xe [—g,g} ixe (—é, 0) slijedi x € (—é, 0). Stoga je skup rjeSenja polazne
nejednadzbe u ovom slucaju otvoreni interval (—%, 0).

Tako je skup svih rjeSenja polazne nejednadzbe otvoreni interval (—%, 0).
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586. Pojednostavnite izraz:

-1

a—+ax
(\/Z+1)2—\/;_&

(ﬁ+1f—aﬁ+2

’

pri cemu su a, x € R* razliciti strogo pozitivni realni brojevi.

RjeSenje: Primijenjujuéi formule za kvadrat i kub zbroja binoma imamo redom:

a—ax | Jatla—o T'
(\/;Jrl)z—M i a+2\/;+l—W :|:a+2\/;+1_\/;:|—1:
(Va+1) —ava +2 ava +3a+3Ja +1-ava +2 3a+3va +3

3a++a+1) 3

xX—

2 , odredite f(ij
x—1 x—1

587. Ako je f(x—‘1j=
X

X —

Rjesenje: Stavimo ¢ =

. - Lo -1 -2 .
! , odnosno x = L Uvrstavanjem tih jednakosti u jednakost f (x_) =2 dobit
X —t X xX—

¢emo:

L, 1200

_1-r _ 1-r 21
f(t)_i “1-d-n ¢
1-t 11—t
odnosno "preimenovanjem" varijabli
2x—1
f(x)= .
X
Preostaje nam u ovu jednakost umjesto x staviti razlomak 1
x—
X 2x 2x—(x—-1)
2 -1 1
f ¥ o7 x-1 _x-1 __ x-1 _x+1
x—1 X X X X ’
x—1 x—1 x—1
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588. Prvi ¢lan geometrijskoga niza s pozitivnim clanovima jednak je 3 — 242, a peti 3 + 242 . Odredite
zbroj prvih pet ¢lanova toga niza.

Rjesenje: Da bismo odredili zbroj prvih pet ¢lanova toga niza, najprije moramo izradunati koli¢nik toga niza. Kako
se peti ¢lan geometrijskoga niza racuna prema formuli

_ 4
as=a, - q,

gdje je a; prvi ¢lan geometrijskoga niza , a g koli¢nik niza, u tu formulu uvrstimo as = 3 + 2\/5 ia=3- 2\/5 pa
dobivamo:

3+242=3-22) 4"

Uocimo nadalje da vrijede jednakosti

34242 = (V2 +1)
3-242 =(\2-1)?

pa imamo:
3+242 (W2 +1)? \/ﬁﬂ W2 +1)2 \/(\/5+1)2 B
. _ _ - = =yW2+1)2 =42 +1.
! \/3—2J§ 1/6/5—1)2 V2-1 V(W2-nW2+) 21 VR '
Tako je traZeni zbroj jednak:
5 4
oo, Ol dta-l_ Cas-q-a;  (3+242)-(2+1)-(3-242)
5=4d;° =dap- =dap- = = =
g-1 q-1 g-1 g-1 W2+1)-1

_3ﬁ+4+3+2ﬁ—3+2ﬁ=4+7ﬁ=i+7ﬁ=4-ﬁ+7=2ﬁ+7=7+2ﬁ
V2 V2o 2 2 2

589. Odredite zbroj svih peteroznamenkastih prirodnih brojeva u cijem se dekadskom zapisu svaka od
znamenki 1, 2, 3, 4, 5 pojavljuje tocno jednom.

RjeSenje: Neka je asajaza,a, (asasaszaya; je kraci zapis izraza: as - 10 000 + a4 - 1000 + a3 - 100+ a, - 10+ + a4

- 1) jedan od tih brojeva. Pridruzimo mu broj (6—as)(6—a,)(6—as)(6—a,)(6—a;). To pridruZivanje je ocito
bijektivno, a zbroj svakoga takvoga para brojeva jednak je 66 666. Ukupan broj peteroznamenkastih prirodnih
brojeva u ¢ijem se zapisu svaka od znamenki 1, 2, 3, 4, 5 pojavljuje to¢no jednom jednak je ukupnom broju razlicitih
nacina na koji moZemo rasporediti znamenke 1, 2, 3, 4 1 5, a taj je 5! = 120. Stoga parova peteroznamenkastih

brojeva takvih da je njihov zbroj jednak 66 666 ima % 120 = 60, pa je zbroj svih takvih brojeva jednak je 60 - 66 666
=3999 960.

590. Odredite prirodno podrucje definicije (domenu) funkcije
f(x)= log(\/xz —5x-24 —x—2) )

RjeSenje: Uvjeti na vrijednost nepoznanice x su:
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x> — 5x — 24 > 0 (da bi drugi korijen bio definiran)
Vx2=5x-24-x-2>0 (da bi logaritam bio definiran)

1z prve se nejednadzbe dobiva
X € (—oo, =3] U [8, 4o0).

Stoga drugu nejednadZbu rjeSavamo upravo na tom skupu. Zapi§imo je u sljede¢em obliku:
Vx?—5x—24 >x+2

Za sve x € (—oo, —3] vrijednost izraza Vx?—5x-24 je nenegativan realan broj, a vrijednost izraza x + 2 strogo
negativan realan broj. Stoga je za sve x € (—oo, —3] valjana nejednakost

\/x2—5x—24 >x+2

pa svaka tocka toga intervala pripada podrucju definicije polazne funcije. Nadalje, za x € [8, +o0) su obje strane
nejednakosti

Nx2=5x—24 >x+2

nenegativne pa tu nejednakost smijemo kvadrirati. Tako ¢emo dobiti:
X = 5x—24> (x + 2)

X -5x-24>x +4x+4
9x <28

ix< % . Medutim, niti jedan x € [8, +e0) ne zadovoljava nejednakost x < ? pa na tom skupu nejednadzba

Nx2=5x—24 >x+2

nema rjeSenja. Stoga je prirodno podrucje definicije zadane funkcije
Df = <—°°, —3]
591. Odredite broj uredenih parova ( x, y) realnih brojeva koji su rjesenja sustava jednadzbi

log,y =x" - 2x°
(x* = 2x) - logax=1

Rjesenje: Odmah primijetimo da realni brojevi x i y moraju zadovoljavati uvjete:

x>0, x#1
y>0,y#1

(jer se oba pojavljuju kao baze logaritma). 1z druge jednadzbe sustava slijedi

1
log, x

x2—2x=
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No, kako je

=log, y
log, x

to je
log,y = x* — 2x.
Taj izraz sada uvrstimo u prvu jednadZbu sustava pa dobijemo:
X -2x=x- 2x2,
odnosno
X =37+ 2x=0.
Zbog uvjeta x > 0 tu jednadZbu smijemo podijeliti s x:
¥ =3x+2=0.

RjeSenja ove kvadratne jednadzbe su x; = 1 i x, = 2. Zbog uvjeta x # 1 rjeSenje x; = 1 ne dolazi u obzir, pa preostaje x
= x, = 2. UvrStavanjem te vrijednosti u prvu jednadZbu polaznoga sustava dobivamo:

logyy =0,

odnosno y = 2° = 1. No, zbog uvjeta y # 1, dobiveni y nije rjeSenje polaznoga sustava. To zna&i da polazni sustav
nema realnih rjeSenja, odnosno trazeni broj uredenih parova jednak je 0.

4sin(4x—7[j
2
2 3z 2 3
ctg?| 2x—— |—tg“| 2x+ —
£ ( 2) £ ( 2)

za svex za koje je taj izraz dobro definiran.

592. Pojednostavnite izraz

Rjesenje: Pojednostavnit ¢emo zasebno svaki ¢lan brojnika, a zasebno svaki ¢lan nazivnika. Koristimo adicione
formule za funkcije sinus i kosinus, te formule za trigonometrijske funkcije polovi¢nih kutova. Imamo:

4sin(4x—%):4sin4xcos§—4cos4xsin%:4sin4x-0—4cos4x-1:—4cos4x

© Bojan Kovaci¢ 372 Tehnicko veleuciliSte — Elektrotehnicki odjel, Zagreb



Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike

2
3 z
2 | cos|l 2x—— cos 2xcos3—ﬂ +sin 2xsin3—ﬂ
2 iz kY4 2 2 2
ctg 2x—7 =|ctg 2x—7 = = =

sin 2x—3—7z sin2xcos3—7[—cos2xsin3—7z
2 2
) ) 1—cos4x
cos2x-0+sin2x-(-1) | ([ —sin2x _sin22x_ 2 _1—cos4x
sin2x-0—cos2x-(=1) cos2x cos?2x l+cosdx 1+cosdx
2

2
. 3 :
2 sin| 2x +— sin 2xcos3—7z + cos 2xsin3—”
5 RY/4 kY4 2 2 2
tg 2X+7 = tg 2X+7 = = =

cos 2x+3—7[ costcosZ[—siansinE
2 2 2
5 5 14+ cos4x
sin2x-0+cos2x- (=) |7 (—cos2x)" _cos®2x _ 2 _ 1+cos4x
cos2x-0—sin2x- (-1) sin2x sin?2x l—cos4x 1—cosdx
2
Tako je zadani izraz jednak
asin| 4x- 72
2 _ —4cosdx _ —4cos4x _
Ctgz(ZX_M]_tgz(ZHMJ 1-cosdx 1+cos4x  (1—cosdx)® —(I+cosdx)>
2 l+cos4x 1—cosdx (1+ cos4x)(1 —4cos4x)
—4cos4x-(1+cos4x)-(1-cosdx) —4cosdx-(1+cosdx)-(1—cosdx) _
(1—cos4)c)2 -1+ cos4)c)2 1—2cos4x+cos?4x—1—2cos4x—cos> dx
_ —4cosdx-(1+cos4x) - (1—cos4x)

=(+cosdx)(1-cosdx)=1- cos?4x =sin?4x
—4cosdx

593. Odredite najmanju vrijednost realnoga parametra a za koju jednadzba
tgzx + ctgzx =a
ima barem jedno realno rjesenje.

RjeSenje: Lijevu stranu jednadzbe transformiramo koriste¢i formule za trigonometrijske funkcije polukutova.
Imamo:
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1-cos2x 1+cos2x

2 , _sin’x cos’x 2 2 I-cos2x 1+cos2x

tg"x+ctgx = st = + = + =
cos’x sin’x 1+cos2x 1-cos2x [+4cos2x 1-cos2x
2 2
_ (1—0052x)2 +(1+cos2)c)2 _ 1—2c0s2x+cos’ 2x+1+2cos 2x +cos” 2x _
(1+ cos 2x)(1 - cos 2.x) 1—cos? 2x
2_|_2.1+cos4x
_ 2+2c0s”2x _ 2 _ 2+1+cosdx 6+2cos4x
" gin?2x  l-cos4x  l1-cos4x = ]—cosdx
2 2

Tako dobivamo jednadzbu:

6+2cos4x —y
1—cos4x

iz koje je

6+2-cosdx=a—a-cosdx
cosdx-(a+2)=a-6
a—=6
a+?2

cosdx =

Ova jednadZba ima barem jedno realno rjeSenje ako i samo ako vrijedi nejednakost

a—6<1

-1< <
a+?2

(jer za svaki x € R vrijedi —1 < cos 4x < 1), odnosno ako i samo ako istovremeno vrijede nejednakosti
a—62
a+?2

—6 44
a+?2

-1

RijesSimo taj sustav nejednadZzbi. Iz prve nejednadzbe slijedi

a—=6

a+?2

a—6+a+22
a+?2

2a—420

a+?2
a_ZZO
a+2

+12>20

0

/:2

Razlikujemo dva slucaja:

1.)a-220
a+2>0

Iz prve nejednakosti je a = 2, a iz druge a > —2. Stoga je skup rjeSenja u ovom slucaju [2, +oo).
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2)a-2<0
a+2<0

1z prve nejednakosti je a < 2, a iz druge a < —2. Stoga je skup rjeSenja u ovom slucaju (—oo, —2).

Dakle, skup svih rjesenja nejednadzbe

jest unija skupova (—co, =2) U [2, +o0).

Na analogan nacin rjeSavamo i nejednadzbu

Imamo redom:

a—=6

a+?2

a—-6-—a-2 <
a+?2

-8

a+?2

! >0
a+?2

-1<0

0

<0 /:(=8)

Budu¢i da je brojnik strogo pozitivan realan broj, da bi vrijednost razlomka bila nenegativan realan broj, i nazivnik
mora biti strogo pozitivan realan broj. Dakle,

a+2>0,
a odavde je
a € (=2, +oo),
pa je skup svih rjesenja nejednadzbe
a—-6 <1
a+?2
otvoreni interval (-2, +oo).
Prema tome, skup svih rjeSenja sustava nejednadzbi
a—-6 >_1
a+?2
—0o
a+?2
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jest presjek skupova (—eco, —2) U [2, +00) i (-2, +o0). To je skup [2, +oo), §to znaci da polazna jednadZzba ima barem
jedno realno rjeSenje ako i samo ako je

a € [2, +oo).
Trazena je vrijednost realnoga parametra ¢ najmanji element skupa [2, +o), a taj je jednak 2.

594. Presjek kocke ravninom je pravilan Sesterokut. Ako je duljina brida kocke jednaka a, izrazite
povrSinu Sesterokuta kao funkciju varijable a.

RjeSenje: Neka je ABCDAB,CiD; zadana kocka. TraZeni Sesterokut dobije se tako da se kocka presijece

polovistima bridova AB, BC, CC,, C\D,, D|A; 1 AA,. Zato neka je je P poloviste brida AB, a P, poloviSte brida AA;.
Tada je trokut PP,A pravokutan s pravik kutom kod vrha A, te je

AP = APl = £
2

Stoga je duljina hipotenuze |PP,l, a time i duljina stranice a; dobivenoga Sesterokuta, jednaka

RERGES

pa je njegova povrSina jednaka

P 3a12 \/5
2
7 2
3-{“ } V3
2
P=
2
2
3443
p=_2
2
2
P 3-a x/g
4
595. Odredite povrsinu pravokutnoga trokuta ABC kojemu je vrh pravoga kuta u tocki C(-2, 1), a

hipotenuza AB duljine % leZi na pravcu p... 24x + 7y — 34 = 0.

RjeSenje: Udaljenost tocke C od pravca p jednaka je

124.(-2)+7-1-34]

d
V242 £ 72
L1751
J576+49
d :EI
25

To je ujedno i udaljenost vrha C od hipotenuze AB, $to znaci da je d zapravo duljina visine na hipotenuzu AB. Tako
je povrsina trokuta jednaka
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lefd

2
p_Ll. 2,

2 4
p=D

8

596. Tetiva krivulje 4x* — y* = 36 lezi na tangenti krivulje 4x* + 5y* = 20 cije je diraliste tocka D(—%, y>

0). Izracunajte duljinu te tetive.
Rjesenje: Odredimo najprije koordinate tocke D. Uvrstimo x = —% u jednadzbu 4x* + 5y* = 20 pa dobijemo:

5 2
4-[—§j +5y? =20

25

4- 224597 =20
5 T3V

100 +45y* =180

»_16

Y

pa zbog uvjeta y > 0 slijedi y = %, Dakle, D(—% ,% ). Sada odredimo jednadZbu tangente na krivulju 4x* + 5y* = =

20 u tocki D. Uo&imo da je ta krivulja elipsa &ija je osna jednadzba upravo 4x> + 5y* = 20, §to znadi daje ~ a*=51i
b* = 4. Stoga je jednadzba tangente u tocki D

5 4
4. -] x+5-—-y=20=0 /-(-3
( 3] 3 y (-3)

20x-20y+60=0 /:20
x—y+3=0

Preostaje odrediti sjecista tangente ... x — y + 3 = 0 i krivulje 4x* — y* = 36. U tu svrhu rije§imo sustav jednadbi:

x-y+3=0
4x* —y* =36

1z prve jednadZbe je
y=x+3
$to uvrSeno u drugu jednadZbu daje:
4 — (x+3)°-36=0
3 —6x-45=0
X —2x-15=0.

RjeSenja ove kvadratne jednadZbe su x; = -3 1 x, = 5. Pripadne vrijednosti nepoznanice y su:

y1=-3+3=0
y,=5+3=8
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pa su koordinate sjecista S;(-3, 0) i S5(5, 8). Udaljenost tih to¢aka jednaka je

d=\[5--3P +6-0)7
d=+8%+8>
d=+2-8

d=8J2

597. Tetiva krivulje 2x* + 9y* = 162 lezi na pravcu p... 2x + 3y — 18 = 0 i u svojemu polovistu dodiruje
kruZnicu cije se srediste nalazi na pravcu q... x — 2y — 6 = 0. Odredite koordinate sredista te kruZnice.

Rjesenje: Izra¢unajmo najprije koordinate krajnjih to¢aka zadane tetive. U tu svrhu rije$imo sustav:
2x+3y-18=0
2x° +9y* =162
Iz prve jednadzbe je
3y=-2x+ 18,
pa kvadriranjem te jednakosti dobijemo:
9y* = 4x* — 72x + 324
Tu jednakost uvrstimo u drugu jednadZbu sustava pa dobijemo:
6x" —72x + 162 =0,
odnosno

¥ —12x+27=0.

RjeSenja ove kvadratne jednadzbe su x; = 3 i x, = 9. Pripadne vrijednosti nepoznanice y su:

Y = %(—2x1+ 18)=%(—2-3+ 18) =4

yy = %(—2x2+ 18)=%(—2-9+ 18)=0

pa su koordinatte krajnjih tocaka tetive S;(3, 4) 1 S2(9, 0). Poloviste te tetive je tocka

P(xr"xz )’1+)’2j

2 2
p 3+9’ 4+0

2 2
P(6,2)

Sada to¢kom P povucimo pravac n okomit na pravac p. Bududi da je p tangenta traZene kruZnice, n je njezina
normala, pa prolazi srediStem S te kruZnice. Budud¢i da je koeficijent smjera pravca p jednak

© Bojan Kovaci¢ 378 Tehnicko veleuciliSte — Elektrotehnicki odjel, Zagreb



Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike

(dobijemo ga tako da jednadzbu pravca p zapiSemo u eksplicitnom obliku i ocitamo koeficijent uz x), koeficijent
smjera pravca n mora biti suprotan i reciprocan koeficijentu &, (jer su ti pravci medusobno okomiti):

-
k,
1
w2
3
=2
2

Prema tome, jednadZba pravca n kroz tocku P i s koeficijentom smjera k,, glasi:

n..y-2= %(x— 6),

odnosno

n..y=—x-17.
Y 2
TraZeno srediSte kruZnice je sjeciSte pravaca n i g, a dobijemo ga rjeSavajuci sustav:
3
=—x-7
Y 2
x-2y-6=0
Uvrstavanjem prve jednadZbe u drugu dobijemo:

x—3x+14-6=0,

a odavde je x = 4. Zbog toga je y =% -4-T7=-1,paje S4,-1).

598. Omjer duljina osnovice i kraka jednakokracnoga trokuta je \/2—\/5 . Izracunajte kut izmedu krakova
toga trokuta.

RjeSenje: Radi odredenosti, neka je ABC zadani jednakokracan trokut takav da je IACl = IBCI. Oznacimo trazeni kut
s o (to je kut kod vrha C). Povucimo iz vrha C visinu na osnovicu (ta visina je kod jednakokra¢noga trokuta ujendo 1
simetrala kuta o) 1 neka je D njezino noZiste na osnovici AB. U pravokutnom trokutu ADC kut kod vrha C jednak je

gte'e
SR
a |ADI
n—=——
2 1ACI
lIABI
sin— =
2 [AC|
a 1 |ABI
in—=—-——
2 2 [ACI
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Prema pretpostavci, omjer osnovice i kraka jednak je /2 — \/E , Sto znaci da je

|AB| 2_\/5

lAC|

Zbog toga je

pa je kosinus traZenoga kuta jednak

.o
cosa = 1—231n23

V2-2

cosa=1-2-
4
V2-2
cosax =1-—
2
2-(2-2)
cosg=——— -
2
odnosno
2
cosay=—.
2

Jedino rjesenje ove trigonometrijske jednadzbe u intervalu (0, m) (jer svi kutovi trokuta moraju pripadati tome

intervalu) jest o = % . Dakle, traZeni kut jednak je% (ili ekvivalentno 45°).

599. Sredisnji kutovi dvaju pravilnih poligona razlikuju se za 10°, a brojevi vrhova odnose se kao 2 : 3.
Izracunajte razliku brojeva vrhova tih poligona.

RjeSenje: Broj vrhova nekoga pravilnoga poligona uvijek je jednak broju njegovih stranica. Stoga neka je n; broj
stranica prvoga poligona, a n, broj stranica drugoga poligona. Bez smanjenja opcéenitosti moZemo pretpostaviti da je
n, < n,. Iz podatka o omjeru brojeva vrhova tih poligona slijedi da vrijedi razmjer:

nyinpg= 2:3
iz kojega je
ny= 3 n
2 ) 1-
SrediSnji kut poligona s n; stranica jednak je
360°
0!1 = N
n

a poligona s n, stranica
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_360°
2 - .
ny

Kako poligon s manje stranica ima vec¢i sredisnji kut, to je o; = o, pa iz podatka da se srediSnji kutovi razlikuju za
10° slijedi:

o — 0 = 10°,
odnosno
360° 360 —10°.
n )
Tako smo dobili sustav jednadZbi:
ny = 3 n
2=5m
360° 360 —10°
m )
Uvrstavanjem prve jednadZbe u drugu dobiva se:
360° 360 —10°
n, 3
“n
2
360°  240°
n n
120 —10°
n
a odavde je n; = 12. Sada je lako izraCunati
ny, = énlz i 12=18
2 2

pa je traZzena razlika jednaka
n,—np = 18-12=6.

600. Zadan je trapez ABCD cije su osnovice AB, 1ABI =12, i CD, |CD| = 8, duljina kraka AD |AD| =5 i kut
ZBAD = 60°. Neka je E sjeciste dijagonala AC i BD. Izracunajte povrsinu trokuta BCE.

Rjesenje: Povucimo iz vrha D visinu na osnovicu AB i neka je N njezino noiZiste. Trokut ADN je pravokutan, njegov
kut kod vrha A jednak je 60°, a njegova hipotenuza AD duga je 5. Stoga je duljina visine trapeza

v = 5sin 60°

5
=—+/3
v 2[

pa je njegova povrsina jednaka
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PABCD=%(IABI+ICDI)'V

1 5
Pisco =5(12+8)-§\/§
Pypcp =25\/§

Odredimo povrsine trokutova ACD i ABD. U trokutu ACD znamo duljine dviju stranica: IADI| = 5, ICDI = 8, te kut
izmedu njih:

ZCDA =180° — ZBAD (u svakome je trapezu zbroj kutova uz isti krak jednak 180°)

ZCDA =180° - 60°
ZCDA =120°

Zbog toga je povrsina trokuta ACD jednaka

Picp =%|AD|-|CD|-SinLCDA
1 . R

PACD =5-5-8-s1n120

PACD:10\/§

Nadalje, u trokutu ABD znamo duljine dviju stranica: IAD| = 5, |IABl = 12, te kut izmedu njih: ZBAD = 60°. Stoga je
povrsina toga trokuta jednaka

Pisp =%I ADI-1AB|-sin ZBAD
1 N
Pisp =E-5'12's1n60
Papp = 15\/5
Tockom E zadani je trapez podijeljen na sljedece trokutove: ABE, BCE, CDE i AED. Ocito je:

Pacp = Pepg + Paep,
te

Pagp = Pape + Paep.

Oduzmimo prvu jednakost od druge, pa dobijemo:
Pype— Pcpe = Pagp — Pacp-
U dobivenu jednakost uvrstimo Papp = 15 ﬁ 1Pycp= 10\/5 , pa dobijemo:

PABE_PCDE:5\/§~

Oznacimo s x visinu trokuta ABE povucenu iz vrha E na stranicu AB. Tada je visina trokuta CDE povucena iz vrha E
na stranicu CD jednaka v — x. Tako je povrS§ina trokuta ABE jednaka
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1
PABE :E | AB| VaB
1
PABE =§'12'x
Pygp =6-x

a povrsina trokuta CDE
1
1
Pepg =5-8~(V—x)
5
Fepe =4'(E\/§—X)
Pepp =103 —4x
Uvrstimo dobivene izraze u jednakost
PABE—PCDE=5\/§
pa dobijemo:

6x—1033 +4x =53 ,

a odavde je

Stoga je povrSina trokuta ABE jednaka
PABE:6'.X':9\/§.
Preostaje nam jo§ zapisati povrsinu trapeza ABCD kao zbroj povrSina trokutova ACD, ABE i BCE:

Pagcp = Pacp + Page + Psces

otkuda je

Pgce = Papcp — Pacp — Pase
U tu jednakost uvrstimo Papcp = 25 ﬁ , Pacp = 10\/5 1Papgr=9 ﬁ i konac¢no dobijemo:

PBCE:6\/§-

601. Izracunajte vrijednost sljedecega brojevnoga izraza:

\/(\/4+\/E +\/4—JE)2+(\/4+«/E—\/4—«/E)2 .
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Rjesenje: Koristimo formule za kvadrat zbroja i kvadrat razlike binoma. Imamo redom:

\/(\/4+\/E +\/4—JE)2+(\/4+\/E—\/4—\/E)2 =

\/(mrn-ﬂhﬁ-mﬂ/ﬁ +(\/4—\/E)2+(mr—2-J4+\/E-J4—\/E +(\/4—\/E)2 -
=\/4+x/E+4—x/E+4+\/E+4—\/E =JE=4.

602. Odredite realni dio kompleksnoga broja

Rjesenje: Koristimo formulu za kub razlike binoma, te potencije broja i:
P=—1,7 =i

Imamo redom:

Odatle izravno slijedi
Rez=Re (-1)=-1.
603. Odredite prirodno podrucje definicije (domenu) funkcije
flr)= (" —2x* = 3x)™".
Rjesenje: Najprije zapiS§imo zadanu funkciju bez negativnoga eksponenta —1:

1

¥ —2x2-3x

fx)=

Vidimo da je rije¢ o racionalnoj funkciji. Ona nije definirana jedino u tockama u kojima njezin nazivnik poprima
vrijednost nula. Da dobijemo te tocke, izjedna¢imo nazivnik s nulom:

X -2x"-3x=0,
$to moZemo pisati u obliku
x-(x*-2x-3)=0.

Ovaj ¢e umnoZzak biti jednak nuli ako i samo ako barem jedan od njegovih faktora bude jednak nuli. Izjednacavanjem
prvoga faktora s nulom dobivamo x = 0, a izjedna¢avanjem drugoga kvadratnu jednadzbu
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X-2x-3=0

¢ija su rjeSenja x; = —1 i x, = 3. Prema tome, nultocke nazivnika polazne funkcije su x; = -1, x, = 01 x;3 = 3, pa je
traZeno prirodno podrucje definicije te funkcije skup R\ {-1, 0, 3}.

604. Ako je 7 (x)=2=2)

. . 1
, izracunajte f [Ej

RjeSenje: Iz ' (x) =2(x—_12) slijedi:
X+

_ 2(x—2)
rlr l(x)]=f{ }
x+1
Prema definiciji inverzne funkcije je
fr@l=x,
pa gornja jednakost prelazi u
f{ 2(x— 2)} _,
x+1
L 1 .. o
Da izratunamo f (E] , odredit ¢emo x takav da vrijedi
2(x-2) 1
x+1 27
RjeSavanjem te jednadZbe dobijemo:
dx-8=x+1,

odnosno

Sad x = 3 uvrstimo u jednakost

f[ 2(x— 2)} _
x+1
Vrijednost izraza u uglatoj zagradi jednaka je % jer smo x i odredivali upravo tako da vrijednost toga izraza bude %

. Tako dobivamo Zeljeni rezultat:

605. Za koje vrijednosti realnoga parametra a najmanja vrijednost polinoma
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p(x) :%xz —ax+14

iznosi 6?

Rjesenje: Uocimo odmah da se radi o polinomu 2. stupnja, odnosno o kvadratnoj funkciji. Buduéi da je njezin
vodeéi koeficijent (uz x?) strogo veéi od nule, ta funkcija ima svoju najmanju vrijednost. Ona je jednaka ordinati

4AC-B’
tjemena pripadnoga grafa funkcije (parabole), a ta je dana formulom Z—A (za polinom p(x) =Ax* + Bx + +

C). Prema tome, da bi najmanja vrijednost polinoma bila jednaka 6, mora vrijediti jednakost

_p2
4AC-B -6
4A
U tu jednakost uvrstimo A = % ,B=-ai C =14 padobijemo:
4-1.14—(—a)2
—2 -6
0 =
4.~
2
_ 2
28—a —6
2
Odavde dobivamoi kvadratnu jednadzbu
a’=16

¢ija su rjeSenja a; =—41ia, =4, 1 to su traZene vrijednosti realnoga parametra a.

606. Odredite zbroj svih realnih rjeSenja jednadzbe
2 3
108} < (4l0g” x +5log x) =Zlog10000.

RjeSenje: Najprije postavimo uvjete na vrijednost nepoznanice x:

log x > 0 (baza logaritma mora biti strogo pozitivna)
log x # 1 (baza logaritma ne smije biti jednaka 1)
4 1log’x + 5 log x > 0 (da bi logaritam bio definiran)

Uotimo odmah da uvjet log x > 0 povlaéi uvjet 4 log’x + 5 log x > 0, pa treci uvjet mozemo izostaviti. Dakle, uvjeti
na vrijednost nepoznanice x su:

log x>0
logx#1

Prije nego S$to antilogaritmiramo polaznu jednadZbu uo¢imo da je na njezinoj desnoj strani konstanta (izraz koji ne
ovisi o vrijednosti nepoznanice x). Izra¢unajmo tu konstantu:

3

3 4 3
Z1og 10000 = =log(10*)==-4-1ogl0=3-1=3
208 4 0g(10™) 1 og
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Tako polaznu jednadZbu moZemo zapisati u ekvivalentnom obliku
10g)g « (4log” x +Slogx) =3

Antilogaritmiranjem dobijemo:
41log’x + 5 log x = logx,
odnosno
log’x — 4 log* — 5 log x = 0.

Stavimo li = log x, dobivamo jednadZbu

£—47-5t=0
koju moZemo zapisati u obliku

t-(F—4r-5)=0.

Uvjet log x > 0 ekvivalentan je uvjetu ¢ > 0, pa gornju jednadZbu smijemo podijeliti s ¢. Tako dobivamo:

F—4t-5=0

RjeSenja ove kvadratne jednadZbe su t; = -1 1 #, = 5. Zbog uvjeta ¢ > 0 rjeSenje ¢, ne dolazi u obzir. Sada iz t, = 5
vracanjem zamijenjenoga izraza dobijemo

logx=35
a odavde je
x =10’ = 100 000.

Prema tome, jedino realno rjeSenje polazne jednadZzbe jest x = 100 000 pa je zbroj svih njezinih realnih rjeSenja
jednak tome broju, odnosno 100 000.

607. Rijesite nejednadZbu:

(x_l)x2—6x+10 Sy—1

RjesSenje: Bududi da se izraz x — 1 na lijevoj strani javlja kao baza potencije, njegova vrijednost mora biti strogo
pozitivna. To znaci da cijelu nejednadZbu smijemo podijeliti s x — 1. Tako ¢emo dobiti:

(.X _ l)xz —6x+9 > (x _ 1)0’
odnosno
(=D s - 1),

Sada razlikujemo dva slucaja:

1)0<x-1<1
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U ovome slucaju usporedbom eksponenata dobivamo
(x-3)*<0,
a ta nejednakost ne vrijedi niti za jedan x € R. Stoga u ovom slu¢aju polazna nejednadzba nema rjeSenja.
2)x-1>1
U ovome slu¢aju usporedbom eksponenata dobivamo:
(x-3)°>0,
a ta nejednakost vrijedi za sve x € R razlicite od 3, tj. x € R\ {3}, tj. x € (—o0, 3) U (3, +o0). Tako smo dobili sustav:

x—1>1
X € <_°°’ 3>U <37 +°°>

Iz prve nejednadzbe je x > 2, odnosno x € (2, +o0). RjeSenje sustava je presjek skupova (2, +oo) i (—oo,
3) U (3, +o0), a to je skup (2, +o0) \ {3}.

Prema tome, skup svih rjesenja polazne nejednadzbe jest (2, +o0) \ {3}.
608. Cijena neke robe u 2004. se godini mijenjala tocno tri puta: 01.03. uveéana je za 15%, 01.06.
uvecana je za 20 kn, a 01.10. snizena je za 10%. Ako se u 2004. godini cijena te robe ukupno uvecala za

5%, izracunajte njezinu cijenu na dan 01.02.2004.

RjeSenje: Neka je ¢ trazena cijena. Tada moZemo sastaviti sljedecu tablicu:

Datum | Stara cijena | Promjena cijene Nova cijena
01.03. c +15% 15 15
c+——c=c-|1+—|=1.15-¢
100 100
01.06. 1.15-¢ + 20 kn 1.15-¢+20
01.10. | 1.15 - 20 -10%
or ’ (1.15-c+20)—£-(l.15-c+20):
100
=1.15-¢+20)- 1—£ =
100

=(1.15-¢+20)-0.9 =
=1.035-c+18

S druge strane, znamo da se cijena u 2004. godini ukupno uvecala za 5%. Kako je cijena na pocetku godine bila
takoder c, to je cijena na kraju godine

Tako smo dobili dva izraza za istu vrijednost: 1z tablice vidimo da je cijena na kraju godine jednaka 1.035 - ¢ + 18
kuna, a iz gornjega racuna da je ta ista cijena jednaka 1.05 - c. Izjednacavanjem tih dvaju izraza dobivamo jednadzbu

1.035-c+18=1.05-c.

Njezino je rjesenje ¢ = 1200 kn. Dakle, cijena te robe na dan 01.02.2004. iznosila je 1200 kn.
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609. Izmedu 5 muskaraca i 3 Zene bira se jednak broj muSkaraca i Zena za sastav Cetveroclanoga
izaslanstva. Na koliko se razlicitih nacina moZe izvrsiti taj izbor?

RjeSenje: Buduci da Cetveroclano izaslanstvo broji tocno Cetiri ¢lana, a u njemu treba biti jednak broj muskaraca i
Zena, slijedi da u izaslanstvu moraju biti to¢no dva muskarca i dvije Zene. Dva muskarca — od njih ukupno 5 —

5 . 3 .
mozemo izabrati na (2] =% =10 razli¢itih nacina, a dvije Zene — od njih ukupno 3 — na (2] =% =3razlicita

nacina. Prema nacelu umnoska, traZeni broj nacina jednak je 10 - 3 = 30.

610. Simetricnu igracu kocku nezavisno bacamo dva puta. Izracunajte vjerojatnost da u oba bacanja
padnu prosti prirodni brojevi.

Rjesenje: Simetri¢na igraca kocka je kocka ¢iji su svi bridovi jednako dugi, a plohe numerirane brojevima 1, 2, 3, 4,

51 6 pri ¢emu je svaka ploha numerirana tocno jednim od tih Sest brojeva i nikoje dvije plohe nisu numerirane istim
brojem. Stoga je prostor elementarnih dogadaja u ovom slucaju

Q={G):i=1,2,3,4,5,6;j=1,2,3,4,5, 6}

(imamo ukupno dva nezavisna bacanja i u svakom od njih mora pasti to¢no jedan od brojeva 1, 2, 3, 4, 5, 6). Prema
nacelu umnoska, ukupan broj mogucih ishoda ovoga slucajnoga pokusa, odnosno ukupan broj elemenata skupa €,
jednak je

card(Q) =6 - 6 =36.

Odredimo koji su nam ishodi povoljni. Medu brojevima 1, 2, 3, 4, 5 i 6 nalaze se tri prosta broja: 2, 3 i 5. Stoga je
skup povoljnih ishoda ovoga pokusa

A={G,j):i=2,3,5j=2,3,5).

Prema nacelu umnoska ukupan broj povoljnih ishoda promatranoga pokusa, odnosno ukupan broj elemenata skupa
A, jednak je

card(A)=3-3=09.
Stoga je traZena vjerojatnost jednaka

_card(Ad) 9

p=—"—"‘= =l=0.25=25%.
card(Q) 36 4

611. Kutovi trokuta odnose se kao 3 : 4 : 5. Ako je povrSina kruga opisanoga trokutu 367, izracunajte
povrsinu trokuta.

Rjesenje: Izra¢unajmo najprije veli¢inu kutova trokuta. Uz standardne oznake u trokutu, bez smanjenja opcenitosti
moZemo pretpostaviti da vrijedi proSireni razmjer

o:B:y=3:4:5.

Prema definiciji razmjera, to znaci da postoji realan broj k € R takav da vrijede jednakosti

1
n A~ w
Ll

o
B
Y
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Buduc¢i da je zbroj kutova u svakom trokutu jednak 180°, mora vrijediti i jednakost:
o+ p+y=180°.
UvrStavanjem izraza za o, B iy dobivamo:
3k + 4k + 5k = 180°,

a odavde je k = 15°. Prema tome, kutovi trokuta su

o=3k=3-15°=45°,

B=4k=4-15°=60°,

Y=5k=5-15°=75°
Podatak da je povrsina kruga opisanoga trokutu jednaka 361 moZemo zapisati u obliku jednadZbe:

R*m=36m

(R je polumjer trokutu opisane kruznice). Odavde je R = 6 (rjeSenje R = —6 ne dolazi u obzir jer duljina polumjera ne
moze biti strogo negativan realan broj), pa mozemo izracunati duljine dviju stranica trokuta:

a=2Rsin0c=2-6-sin30°=12-%=6

b=2Rsin|3=2'6'sin45°=12-%=6\5

Za izraCunavanje povrsine trokuta jo§ nam treba vrijednost sin y = sin 75°. Ona je jednaka:

V2B 51 Jer s
2 2

sin 75° = sin(45° + 30°) = sin 45° cos 30° + cos 45°sin 30° = 7 5" 4

Tako je traZzena povrSina jednaka

1
P =—absin
) 4

P:%-é-éﬁ-sin75°

P=18ﬁ-@

P=18J§+36
4
18-24/3 +36
p=-"=¥""-"
4
P=93+9
P=9-(3+1)

612. Tupi kut romba iznosi 150°, a duljina njegove krace dijagonale 4 cm. Izracunajte povrsinu toga
romba.
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RjeSenje: Radi odredenosti neka je ABCD zadani romb i neka je a duljina njegove stranice. Prema podacima
navedenima u zadatku je ZABC = 120° i IBDI = 3 cm. Promotrimo trokut ABD. Dvije njegove stranice — AB i AD —
imaju duljine jednake a, pa je taj trokut jednakokracan. Kut kod vrha A jednak je

ZBAD =180° — ZABD

(jer je zbroj dvaju susjednih kutova u svakom usporedniku jednak 180°), pa uvrStavanjem ZABD = 120° dobivamo:

ZBAD = 180° — 150°
ZBAD = 30°

Sada primijenimo kosinusov poucak na trokut ABD:

IBDF* = |ABI* + |IADF* = 2 - I1ABI - IADI - cos(ZBAD)
42=a2+a2—2-a-a-cos30°,
16 = 24> — 24> - £
2
16=d>-2-+3)

i kona¢no

, 16 16-(2++/3) 16-(2++/3)
Tl -2+ 4-3 @+43)

Prema tome, traZena povrSina romba jednaka je

P =a’sin(£BAD)
P=16-(2++/3)-sin30°

P:16-(2+\/§)-%

P =16+83 cm?

613. Ako je prikloni kut bocne strane prema osnovki pravilne uspravne Cetverostrane piramide jednak
60°, izracunajte kut koji zatvaraju dva susjedna bocna brida.

RjeSenje: Oznacimo duljinu osnovice te piramide s a, visinu s v, a bo¢ni brid s b. Promotrimo jedan od
karakteristicnih pravokutnih trokutova te piramide ¢ije su katete visina piramide i polovica dijagonale osnovke, a
hipotenuza bo¢ni brid piramide. Kut izmedu bo¢noga brida i polovice dijagonale osnovke u tom trokutu upravo je
zadani prikloni kut o = 60°. Tako imamo:

a
—2
2\/_

coso =-=——
b

aV2

2b

1_a\/5

cos60° =

2 2b

a odavde je
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Sada promotrimo jednu bo¢nu stranu. To je jednakokracan trokut kojemu su krakovi dva susjedna boc¢na brida
zadane piramide, osnovica osnovni brid piramide, a kut nasuprot osnovici upravo kut kojega traZimo. Oznacimo li
traZeni kut s 3, primjenom kosinusoba pou¢ka dobivamo:

a=b*+b"-2-b-b-cosP

U tu jednakost uvrstimo a = % pa dobijemo:

bz
7=2b? —2b%cos B,

a odavde je
2b* v
cos = % 2
cos B = 1
cosf==

Jedino rjeSenje ove trigonometrijske jednadZbe koje pripada intervalu (0, ) (B je kut trokuta, pa ne moZe biti manji
od 0 ili ve¢i od ) jest

B =41.4096221092708593384805021869257°,
odnosno pribliZzno
B =41°24"35".

614. Odredite vrijednost realnoga parametra a € R tako da se pravci

Pi-..

pr... Tx-4y+4=0

——zx-kl
p3 ...y 3

sijeku u istoj tocki.

RjeSenje: Odredimo najprije sjeciSte pravaca p, i p;. U tu svrhu rijeSimo sustav od dvije jednadzbe s dvije
nepoznanice:

Tx—4y+4=0

2
=——x+1
Y73
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Uvrstavanjem druge jednadzbe u prvu dobivamo:

7x—4'(—§x+1)+4=0 /-3
21x+8x—-12+12=0
i odavde x = 0. Stoga je pripadni y jednak

2
=——-0+1=1
Y773

pa je sjeciSte pravaca p, 1 p; tocka S(0, 1). Ta tocka mora leZati i na pravcu p; pa uvrStavanjem njezinih koordinata u
jednadZbu toga pravca dobivamo:

0 1
+2—:1,
I-a E
a
otkuda je
2 .
a

odnosno a = 1.
615. Napisite jednadzbe svih tangenata na krivulju 9x* — 4y* = 36 koje su usporedne s osi ordinata.

Rjesenje: Op¢i oblik jednadzbe tih tangenata jest x = a, gdje je a € R realan parametar. Stoga rjeSavamo sustav:

Ox? — 4y* =36

X=a

i zelimo da taj sustav ima to¢no jedno realno rjeSenje (jer tangenta sijeCe zadanu krivulju u to¢no jednoj tocki).
Uvrstavanjem druge jednadzbe u prvu dobivamo:

9a” — 4y* —36 =0,
odnosno
4y* - (9a* - 36) =0

To je nepotpuna kvadratna jednadzba (s nepoznanicom y) koja ima to¢no jedno realno rjeSenje ako i samo ako joj je
slobodni ¢lan jednak 0. To znaci da mora vrijediti jednakost

9a* -36=0
iz koje se dobiva a; = -2 i a, = 2. Dakle, traZene tangente su t;... x=-21if... x = 2.
616. Zadane su funkcije f(x)= Irx i g(x)= # Odredite funkciju f ° g.
X X

Rjesenje: Imamo redom:
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- 0= I-~x|_ X _ x __ 1 d+vx) T+4x
(-0 = flex)] f( T J -~ Y S gy i YT S et
Jx Vx

617. Pojednostavnite sljedeci brojevni izraz:

e

Rjesenje: Imamo redom:

[_ﬂﬂ‘@‘% 125)(\/5—1) 2 {‘/— +5\/—J W5-1)= (2*/— 1*5:5- 10[} W5-1)=

7)o 552 N
1(24-8/5 W5t 83-+/5) _(ﬁ_l):(s—ﬁ)(ﬁ—l):36—5—3+J§:—8+4J§_
8 ( V5-2 8 [ V5-2 V5-2 V5-2 V5-2
—45-2) _
52
618. Zadani su kompleksni brojevi z; = -1 + i i z, = 2 — i. Odredite imaginarni dio kompleksnoga broja
_2an-an
2+

Rjesenje: Zapisimo najprije z u algebarskom obliku. Imamo redom:

252 -0 _ 21402 =)= (C1+)Q2—i) _ 2A=1+)2+D)—(-1-)2-i) _

2+ 4D +Q-) (4D +Q2-i)
U242 —i+i*) = (2-2i+i+i%)  2A-3+i)—(-3—i) —6+2i+3+i —3+3i _
(1-2i+i%)+ (4 —-4i+i%) —2i+3-4i 3—6i 3-6i

-3(1-i) _ 1-i _ (A-D(=1-2) _—1+i-2i+2i> -3-i 3 1
=3(=1+2i) =142 (=1+2)(=1-2i))  (-1)>=(2i)> 1+4 55

Odavde sada izravno slijedi

Im z =Im| g—li =—l
55 5

619. Odredite prirodno podrucje definicije (domenu) funkcije

lol—x
x> —5x% +4x ’

fo)=

Rjesenje: Funkcija f (x) definirana je kao koli¢nik eksponencijalne funkcije i polinoma. Eksponencijalna funkcija
definirana je za svaki realan broj x € R, §to znaci da je brojnik gornjega razlomka definiran za svaki realan broj x €
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R. Prema tome, jedini je uvjet na vrijednost nepoznanice x taj da vrijednost polinoma u nazivniku ne smije biti
jednaka nuli. Zato ¢emo ispitati ima li tocaka u kojima je vrijednost polinoma u nazivniku jednaka nuli, pa ¢e traZeno
prirodno podrucje definicije zadane funkcije biti skup koji se dobije izbacivanjem tih tocaka iz skupa R.
IzjednaCavanjem nazivnika s nulom dobivamo jednadzbu

X =57 +4x=0
koju moZemo zapisati u sljede¢em obliku

x-(F=5x+4)=0.

UmnoZak na lijevoj strani te jednadZbe jednak je nuli ako i samo ako je barem jedan od faktora jednak nuli. Tako
odmah imamo x; = 0, a izjednacavanjem drugoga faktora s nulom dobivamo kvadratnu jednadZbu

X —-5x+4=0
¢ija su rjeSenja x, = 1 i x3 = 4. Dakle, polinom u nazivniku razlomka zadane funkcije poprima vrijednost O za to¢no

tri vrijednosti varijable x: x = 0, x = 1 i x = 4. Stoga je traZeno prirodno podrucje definicije zadane funkcije skup R\
{0’ 1’ 4}'

620. Zbroj svih koeficijenata polinoma p(x) = x* + ax + b jednak je vrijednosti toga polinoma za x, = 0, a
Jedna nultocka toga polinoma je x, = 2. Odredite drugu nultocku toga polinoma.

Rjesenje: Zbroj svih koeficijenata zadanoga polinoma jest S = 1 + a + b, a vrijednost toga polinoma za x = 0 jednaka
je b. Te dvije vrijednosti moraju biti jednake, pa dobivamo jednadZbu:

l+a+b=b
koja je ekvivalentna jednadzbi
l1+a=0
iz koje je a = —1. Dakle, koeficijent uz varijablu x jednak je —1. Prema Vieteovim formulama, nultocke x; i x,

polinoma p(x) moraju zadovoljavati jednakost
X+ X, =—a,
pa uvrStavanjem a = —1 1 x, = 2 u tu jednakost dobivamo:
x+2=1,

a odavde je x; = —1. Dakle, trazena nultocka je x; = —1.

5-2x

621. Akoje f'1-x)= 5 izracunajte f (1).

X+

Rjesenje: Iz f~'(1-x)= S-2x
x+2

slijedi:

_ 5-2x
rlr 1<1—x)]=f[ sz.

Prema definiciji inverzne funkcije je

© Bojan Kovaci¢ 395 Tehnicko veleuciliSte — Elektrotehnicki odjel, Zagreb



Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike

fIF'd-01=1-x,

pa gornja jednakost prelazi u

5-2x)_,
f[x+2j_1 *

Da izracunamo f (1), odredit ¢emo x takav da vrijedi

5—-2x _
x+2
RjeSavanjem te jednadZbe dobijemo:
5-2x=x+2,
odnosno
x=1

Sad x = 1 uvrstimo u jednakost

5—-2x
=1l-x.
f( x+2 j
Vrijednost izraza u zagradi jednaka je 1 jer smo x i odredivali upravo tako da vrijednost toga izraza bude 1. Tako
dobivamo Zeljeni rezultat:

fh=1-1,
odnosno
f=0.
622. Rijesite jednadzbu:
g Xy 2x

i'83 —42 49" +2:273 =0.

RjesSenje: Zapisimo sve ¢lanove zadane jednadZbe ili kao potenciju s bazom 2 ili kao potenciju s bazom 3. Imamo
redom:
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2x i

2x
2 i
%-83 —42 9¥ 42.273 =0
2 2x

RGO RNETCO LI CORRERE R
2x

2—2'22x+3_2x+2 374_2'32/{ =O
22x+l_2x+2'3x+2'32x =0
2122 _2%.2%.342.37 =0

227 —4.2%.3"+2.37 =0 /1:2
2% —2.2%.3" 3% =0

(2* =397 =0

2 -3 =0

2% =3" /:3"
i_j=1

2y _(2Y
3 3
Iz posljednje jednadZbe izjednacavanjem eksponenata izravno dobivamo

x=0.

623. Rijesite nejednadZbu:

2-x" <(2-x)".
Rjesenje: Razlikujemo dva slucaja:
1)0<2-x<1

Iz ove nejednakosti je 1 < x < 2, odnosno x € (1, 2). Nadalje, usporedbom eksponenata (pri ¢emu se znak
nejednakosti mijenja jer je baza potencije broj izmedu 0 i 1) dobivamo nejednadzbu:

x> x,
odnosno kvadratnu nejednadzbu

X —x>0.

Rjesenje te jednadzbe je skup (—eo, 0) U (1, +o0). Presjek skupova (1, 2) i (oo, 0) U (1, +o0) je skup (1, 2), i to je skup
rjeSenja polazne nejednadzbe.

2)2-x>1

1z ove nejednakosti je x < 1, odnosno x € (—eo, 1). Nadalje, usporedbom eksponenata (pri cemu se znak nejednakosti
ne mijenja) dobivamo:

2
x < x,
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odnosno
X -x<0.

Rjesenje ove kvadratne nejednadzbe je skup (0, 1). Presjek skupova (—eo, 1) i (0, 1) jest skup (0, 1), i to je skup
rjeSenja polazne nejednadzbe.

Stoga je skup svih rjeSenja polazne nejednadzbe unija skupova (0, 1) i (1, 2), a to je skup <0, 2) \ {1}.

624. Koliko se razlicitih parnih cijelih brojeva moZe napisati pomocu znamenaka broja 404 505 tako da se
svaka od znamenaka toga broja uporabi tocno jednom?

RjeSenje: Zbog zahtjeva da svaku od znamenaka navedenoga broja moramo uporabiti toéno jednom, svaki od
traZenih cijelih brojeva mora biti Sesteroznamenkast (jer je zadani broj Sesteroznamenkast). Pritom jednake
znamenke medusobno ne razlikujemo. Budué¢i da niti jedan od tih brojeva ne moZe poceti s nulom, razlikujemo dva
slucaja:

1.) TraZeni broj pocinje s 4 i zavrSava s 0.

Tada na preostala mjesta trebamo rasporediti jednu nulu, jednu Cetvorku i dvije petice, i to bez ikakvih dodatnih
4

4
uvjeta. Broj razlicitih nacina na koje to moZemo uciniti jednak je (1 | ZJ = o =12

2.) TraZeni broj pocinje s 4 i zavrSava s 4.

Tada na preostala mjesta trebamo rasporediti dvije nule i dvije petice, i to bez ikakvih dodatnih uvjeta. Broj razli¢itih

4 |

nacina na koje to moZemo uciniti jednak je = A =6.
2,2) 212!

3.) TraZeni broj pocinje s 5 i zavrSava s 0.

Tada na preostala mjesta trebamo rasporediti jednu nulu, jednu peticu i dvije Cetvorke, i to bez ikakvih dodatnih
4!

uvjeta. Broj razlicitih nacina na koje to moZemo uciniti jednak je [1 | 2) = 1 =12

4.) Trazeni broj poc€inje s 51 zavrSava s 4.

Tada na preostala mjesta trebamo rasporediti jednu cetvorku, jednu peticu i dvije nule, i to bez ikakvih dodatnih
4 4
uvjeta. Broj razlicitih nacina na koje to moZemo uciniti jednak je (1 | ZJ = o =12

Prema nacelu zbroja, ukupno imamo 12 + 6 + 12 + 12 = 42 razlidita Sesteroznamenkasta prirodna broja koja moZemo
napisati na Zeljeni nacin. Budu¢i da zadatak trazi ukupan broj cijelih brojeva, u obzir valja uzeti i predznak broja
kojega moZemo odabrati na dva razli¢ita nacina. Tako je kona¢no traZeni broj jednak 2 - 42 = 84.

625. Simetricnu igracu kocku nezavisno bacamo dva puta. Izracunajte vjerojatnost da ¢e prvi dobiveni
broj biti djeljiv drugim.

Rjesenje: Simetri¢na igraca kocka je kocka ¢iji su svi bridovi jednako dugi, a plohe numerirane brojevima 1, 2, 3, 4,
516, pri cemu je svaka ploha numerirana to¢no jednim od tih Sest brojeva i nikoje dvije plohe nisu numerirane istim
brojem. Stoga je prostor elementarnih dogadaja u ovom slucaju
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Q={G):i=1,2,3,4,5,6;j=1,2,3,4,5,6}

(imamo ukupno dva nezavisna bacanja i u svakom od njih mora pasti tocno jedan od brojeva 1, 2, 3, 4, 5, 6). Prema
nacelu umnoska, ukupan broj mogucih ishoda ovoga slucajnoga pokusa, odnosno ukupan broj elemenata skupa €,
jednak je

card(Q) =6 -6 =36.

Odredimo koji su nam ishodi povoljni. TraZimo sve uredene parove (i, j), i=1,2,3,4,5,6;j=1,2,3,4,5, 6, takve
daj|i. Skup svih takvih parova je:

A={(LD),(2,1),(2.2), (3,1, (3,3), (4.1), (4,2), (44), (5.1), (5,5), (6,1), (6,2), (6,3), (6,6)},
paje card(A) = 14. Stoga je traZena vjerojatnost jednaka

= M = ﬂ = A =10.388888888888888888888888888888889 ~ 38.89%
card(Q) 36 18

626. Tri prijatelja Antun, Branko i Cico dijele svotu od 14 950 kn tako da Branko dobije 10% vise od
Antuna, a 10% manje od Cice. Izracunajte svotu koju dobiva Cico.

RjesSenje: Oznacimo s A, B i C svotu koju su dobili redom Antun, Branko i Cico. Podatak da je Branko dobio 10%
vise od Antuna moZemo zapisati u obliku jednakosti

B:A+£-A,
100

odnosno
B=1.1"A.

Podatak da je Branko dobio 10% manje od Cice moZemo zapisati u obliku jednakosti

poc 10 o
100
odnosno
B=09-C.
Budu¢i da su lijeve strane jednakosti
B=11-A
B=09-C

jednake, takve moraju biti i desne strane. Tako iz jednakosti
1.1 -A=09-C

slijedi
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Zbroj A + B + C mora biti jednak ukupnom iznosu svote:
A+B+C =14950

pa kad u ovu jednakost uvrstimo

a=2.c
11
B=09-C
dobivamo:
%-C+0.9-C+C=14950 /-110
90C +99C +110C =1644500
a odavde je

C =5500.

Dakle, Cico ¢e dobiti 5 500 kn.

627. Duljine kateta pravokutnoga trokuta odnose se kao 3 : 4. Ako je promjer tom trokutu upisane
kruZnice 4 cm, izracunajte promjer tom trokutu opisane kruznice.

RjeSenje: Oznacimo duljine kateta toga pravokutnoga trokuta standardno s a i b, a duljinu hipotenuze s ¢. Odmah
primijetimo da je traZeni promjer pravokutnom trokutu opisane kruznice jednak duljini hipotenuze toga trokuta, pa
zapravo trebamo izracunati duljinu hipotenuze c.

Bez smanjenja opc¢enitosti moZemo pretpostaviti da je a < b. Podatak da su duljine kateta pravokutnoga trokuta u
omjeru 3 : 4 znaci da postoji realan broj k > 0 (jer su a i b — kao duljine stranica trokuta — strogo pozitivni realni
brojevi) takav da vrijedi

ST
I}

AW
=~

Prema Pitagorinu poucku tada je

c=\/a2+b2
c=13-k)* +(4-k)?
c=v9%k> +16k>

c =25k

c=5k
Polumjer p pravokutnom trokutu upisane kruZnice racunamo prema formuli
P
pP=—
s

gdje je P povrSina, a s poluopseg trokuta. Bududi da za pravokutan trokut vrijede formule
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P= lczb
2

1
s=—(a+b+c
2( )

uvrStavanjem tih izraza u formulu za p dobit ¢emo:

o= ab
a+b+c

U dobivenu jednakost uvrstimo p = % -4 =2,a=3k,b=4kic=5kpadobivamo:

o 3k-4k
3k + 4k + 5k
2
5 12
12k
k=2

Prema tome, duljina promjera tome trokutu opisane kruZnice, odnosno duljina hipotenuze c jednaka je

2R=c=5"k
2R=c=5"-2
2R=c=10cm

628. Dulja dijagonala romba sa stranicom romba zatvara kut od 30°. Ako je duljina krace dijagonale
romba jednaka 6, izracunajte povrsinu toga romba.

RjeSenje: Radi odredenosti neka je ABCD zadani romb kojemu se dijagonale sijeku u tocki S. Promotrimo trokut
ABS. Buduc¢i da je romb cetverokut s okomitim dijagonalama, kut ZBSA jednak je 90°. Nadalje, kut ZBAS jednak je
kutu izmedu dulje dijagonale romba i stranice romba, dakle,

ZBAS =30°.
1z pravokutnoga trokuta ABS slijedi
tg ZBAS = 1851
|AS'|
%- |BD |
tg30°==——
s |AS|
|AS |= ﬂ
2-tg 30°
[AS 1= | BDl |
2.

NG
NG

|AS |=——-1BDI
2

U posljednju jednakost uvrstimo IBD| = 6 pa dobijemo:
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B

IASI= —-6
2

ASI = 343

Prema tome, povrSina romba jednaka je

P =4S - IBDI
P=3/3.6
P=18/3

629. Prikloni kut pravilne uspravne Cetvrostrane piramide iznosi 45°. Ako obujam piramide iznosi %\/5

cm’, izracunajte duljinu njezina osnovnoga brida.

Rjesenje: Oznac¢imo s a traZenu duljinu osnovnoga brida piramide, s v visinu piramide, a s b duljinu njezina bo¢noga
brida. Promatrajmo jedan od karakteristicnih popre¢nih presjeka piramide, odnosno pravokutan trokut kojemu su

duljine kateta jednake v i %-a(polovica duljine dijagonale osnovke), a duljina hipotenuze b. Kut o izmedu

hipotenuze i katete Cija je duljina e a u tom trokutu jednak je upravo priklonom kutu:

o =45°.

Tako iz navedenoga pravokutnoga trokuta slijedi:

—a
2
2v
tg 45° =
V2-a
| = 2v

a odatle je

V= a.
Obujam zadane piramide ra¢unamo prema formuli
V= lB -V,
3
V= 1 a-v
3

U tu formulu uvrstimo V = %\5 iv= g -a pa dobijemo:

—a,

2

9 5 1 242
pV2=3a
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a odatle je
a’ = 27,
odnosno
a=3cm.
630. Dvije stranice kvadrata leZe na pravcima p;... %+%=1 i pr.. y= —%x+3. Izracunajte povrsinu
3 2

toga kvadrata.

RjeSenje: Zapisimo najprije jednadzbe zadanih pravaca u implicitnom obliku:

XY
Pi--. 24‘1 1
3 2
3x

o —+2y=1
D1 ) y
pr.-.3x+4y-2=0

pa...3x+4y—-12=0

Udaljenost izmedu pravaca p; i p, jednaka je duljini stranice kvadrata:
[-12—-(=2)|
a=——

V32 +42

_I-101
s
10
5

2

a=

a=

Stoga je traZena povrSina kvadrata jednaka

631. Odredite jednadzbe svih tangenata na krivulju x* + 2y* = 8 koje su usporedne s osi apscisa.
Rjesenje: Opca jednadZba familije pravaca usporednih s osi apscisa jest

y=a,ae R.
Pravac te familije je tangenta na zadanu krivulju ako i samo ako sustav jednadzbi (s nepoznanicama x i y)

K +2y" =8
y=a
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ima jedinstveno rjesenje. UvrStavanjem druge jednadzbe u prvu dobivamo:
¥ +2d°= 8,
a odavde je
X' =8-2d".
Ta jednadZzba (s nepoznanicom x) ¢e imati to¢no jedno realno rjeSenje ako i samo ako vrijednost izraza na njezinoj

desnoj strani bude jednaka nuli:

a odatle je

632. Zadan je kvadrat ABCD Ccija je stranica duga 6. Neka je E tocka koja dijeli stranicu AB u omjeru 2 :
1 racunajuci od vrha A, a F tocka koja dijeli stranicu BC u omjeru 1 : 2 racunajuci od vrha B. Izracunajte
povrsinu trokuta EFD.

Rjesenje: To Sto tocka E dijeli duZinu AB u omjeru 2 : 1 raunajuéi od vrha A znaci da vrijedi razmjer:

|AEI: |EBI=2:1,
iz kojega je
|AEI=2 - |[EBI.
Kako je
|AEl + IEBI = 6,

uvrStavanjem |AE| =2 - |[EBI u tu jednakost dobivamo:

2 -|EBI +|EBI =6,
a odavde je IEBI = 2. Stoga je

JAEI=2 - I[EBI =4.

Na potpuno analogan nacin, iz podatka da je F tocka koja dijeli stranicu BC u omjeru 1 : 2 racunajuéi od vrha B
slijedi razmjer

IBFI:IFCl=1:2
iz kojega je

IFCl=2 - |BFl,
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pa uvrsStavanjem te jednakosti u
IBFI+ IFCI=1BCl=6
dobivamo
3 - IBFl =6,
odnosno IBFl =2, te [IFCl =2 - IBF| = 4. Tako je traZena povrsina jednaka:

Prrp = Papep — (Pagp + Pegr + Prep)

Py = AB I _(IAEI-IADI+IBEI-IBFI+ICF|;CDIJ
46 22 46

Popp =67 —| — + ==+ ——

EFD [ ) ) B )

Pepp =36—-(12+1+12)

Pepp =11

633. Ako kvadrat ABCD rotira oko svoje stranice BC, dobiva se rotacijsko tijelo Ciji je obujam V.
Ukoliko, pak , taj kvadrat rotira oko svoje dijagonale AC, dobiva se rotacijsko tijelo ciji je obujam V,.
Izracunajte omjer V, : V.

RjeSenje: Neka je a duljina stranice zadanoga kvadrata. Rotacijom kvadrata oko njegove stranice BC nastaje
uspravni kruZni valjak €iji su i polumjer osnovke i visina jednaki a. Njegov je obujam

V1:B1'V1
Vlzaz-n-a,
V1=03'TC

Rotacijom kvadrata oko njegove dijagonale AC nastaju dva uspravna kruZna stoSca sa "slijepljenim" osnovkama.
Polumjer osnovke i visina svakoga od njih jednaki su polovici dijagonale kvadrata ABCD. Stoga je ukupni obujam
tih stoZaca

1
Vo= E'Bz'(V2+V3)

2
yoL[al2) () a2
3 2 2
1 a?
Vy==— 7-av2
73 2 V2
V2=£'Cl3'7[
6
Dijeljenjem posljednje jednakosti s jednako§¢u
VI—HS T

dobivamo traZeni omjer:
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634. Duljine kateta pravokutnoga trokuta ABC su 5 cm i 12 cm. Opseg trokutu ABC slicnoga trokuta
A'B'C' iznosi 30~/2 cm. Izracunajte povrsinu trokuta A'B'C'.

RjesSenje: Neka su @ =5 cm i b = 12 cm duljine kateta zadanoga pravokutnoga trokuta ABC. Duljina hipotenuze ¢
toga trokuta, prema Pitagorinu poucku, jednaka je

c=vVa’+b?
¢ =5 +12
c=+25+144

c=13cm
Tako je opseg trokuta ABC jednak
OABC =a+b+c
Oupc=5cm+12cm+ 13 cm

OABC =30 cm,

dok je njegova povrsina jednaka

1
PABC= Eab
Puc= 512
ABC )

PABC =30 sz.

Nadalje, neka su a', b' i ¢' duljine stranica trokuta A'B'C". To §to su trokuti ABC i A'B'C" sli¢ni znaci da postoji realan
broj k£ > 0 takav da je:

ST
I
>~ o
SIS

q
Il

Zbrajanjem tih jednakosti dobivamo:

a+b+c=k-(a+b+c).
Prema podacima iskazanima u zadatku, vrijedi:

a+b+c=0,p0= 3042 cm,

a netom smo izracunali da je

a+ b+ c=0upc=30cm.
Uvrstavanjem tih dviju jednakosti u jednakost

a+b+c=k-(a+b+c)

dobivamo jednadzbu:
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3072 =k-30,
a odavde je k = ﬁ . Dakle je
a'= x/E -a
b=+2 b
pa je traZena povrsina trokuta A'B'C' jednaka
Prpc = %‘l'b'

Pewe =3 W2-0)-(/2-b)

PA'B'C' =2'(%ab]

Pypc =2 Pyge

odnosno

PA'B'C' = 2 . 30
PA'B'C' =60 sz.

635. Izracunajte vrijednost izraza

6v1+ x>
x+\/1+x2

Rjesenje: Racionalizacijom nazivnika zadanoga izraza dobivamo:

2 2y 2 Vi+x% — 2
oVi+x o1+ x’ a—l+x?)  6xll4x 004X _6x® 61+ 22 +6

)c+\/1+x2 _(x+x/1+x2)-(x—\/1+x2)_ X —(1+x%)

Nadalje, zadani x moZemo napisati u obliku:

R I b i R e

Tako je vrijednost zadanoga izraza za zadani x jednaka:
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2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 25
6| —| -6 ——=|14+| — +6=6-——6-—-,/1+—+6=——6-—- = 4+6=
(zﬁj 26 (zﬁj 46 2J6 46 4 26 V24
1 1 5 1 5
=——6—=——=+6=—-"+6=5
4 26 26 4 4

636. Najveci dijagonalni presjek pravilne uspravne Sesterostrane piramide je jednakostranican trokut
stranice 12. Izracunajte obujam te piramide.

RjeSenje: Neka je a duljina osnovnoga brida te piramide, v njezina visina, a b duljina njezina bo¢noga brida.
Osnovka te piramide je pravilan Sesterokut. Broj njegovih stranica je n = 6, duljina jedne od njih a, a sredi$nji kut

360°
o=
n
360°
o=
6
o =60°

Najveci dijagonalni presjek te piramide opcenito je jednakokradan trokut ¢iji su krakovi bo¢ni bridovi piramide, a
osnovica promjer osnovki piramide opisane kruZnice. U ovom slucaju taj je trokut jednakostrani¢an, Sto znaci da
vrijedi jednakost:

b=2R=12

gdje je R polumjer pravilnom Sesterokutu opisane kruznice. Taj polumjer raCunamo prema formuli

rR=—2
2sin—
iz koje je
a=2R- sing.
2
U tu formulu uvrstimo 2R = 12 i & = 60°, pa dobivamo:
a=12-sin

a=6

Visina piramide jednaka je visini jednakostrani¢noga trokuta ¢ija je stranica 2R:

v=6x/§

Tako je trazeni obujam piramide jednak
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V=le
3
Vzl-(é-az-ﬁj-v
3
1 (3 »

i kona¢no
V=324
637. U kuglu je upisan pravilan tetraedar. Izracunajte:

a) omjer obujmova tetraedra i kugle;
b) koliki se dio (u postocima) te kugle nalazi izvan tetraedra.

RjeSenje: Zadanu kuglu shvatimo kao pravilnom tetraedru opisanu kuglu. Ako je a duljina brida tetraedra, onda je
polumjer R te kugle

R=_a\/g7
pa je obujam te kugle V; jednak
Vk:iR37r
3
4 1J_3
Vi=—+|—avb | 7
’ 3[4 j
4 1 ;4
R S I
K73 43
Vk=—a3-x/g'7l
Odavde je
a3: 8 'Vk

pa je obujam tetraedra V, jednak

1
Vr:Ea3\/E
1 8
V,=—- N2V
12 \/67[\/_ k
2
V. = -V
' 3x/§-7r ¢

a) Omjer obujmova tetraedra i kugle jednak je
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&_ 2

Vk 3\/5-7[

V.23

V,:V, =23:97
b) Iz

‘/2‘: 2 .Vk

3\/§~7r

slijedi da je obujam V, _, dijela kugle izvan tetraedra jednak

Vi =Vie =V,
2

3ﬁ-7z
2

Vi, =[1- -V

k—t ( 3\/5'7Z'j k

Vi =Vie = Vi

pa je traZeni postotni udio jednak

100V, _
p= k=t
Vk
2
100-[1—————— |-V,
_ ( 3@::] ‘
Vk

2
p=100-|1-
( 3\/5-7:]

200

3x/§-ﬂ'

638. Osnovka uspravne Cetverostrane prizme je romb. Ako su povrsine dijagonalnih presjeka te prizme

p=100- = 87.7482467684046211219705222597118

jednake 1 cm® i V3em?, izracunajte velicinu Siljastoga kuta osnovke prizme.

RjeSenje: Neka su e i f redom duljine dulje, odnosno krace dijagonale osnovke, a v visina te prizme. Dijagonalni
presjeci zadane prizme su pravokutnici sa stranicama e i v, odnosno f i v. Zbog pretpostavke f < e, povrSina

pravokutnika sa stranicama e i v jednaka je \/g cm’, a povr§ina pravokutnika sa stranicama f i v jednaka je 1 cm’. To
znaci da moraju vrijediti jednakosti:

Dijeljenjem tih jednakosti dobivamo:
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$to moZemo zapisati u obliku

-

SR ENISIEN

Ako s o, oznaCimo traZeni kut, onda iz karakteristicnoga pravokutnoga trokuta osnovke (Cije su katete polovice

dijagonala, a hipotenuza stranica romba) slijedi

ctgar =

SIENSIEN

ctgar =43,

paje

odnosno
o = 30°.

639. Izracunajte vrijednost izraza
2 2
(\/2+\/§ +\/2—\/§) +(\/2+\/§ —\/2—\/5)

Rjesenje: Koriste¢i formule za kvadrat zbroja, odnosno razlike binoma, te razliku kvadrata
(a+b)Y=d*+2ab+b*
(a-bY’=d*-2ab+b’

(a-b)a+b)=a*-b*

Vaf =a

i formulu

imamo redom:

(\/2+J§+\/2—J§)2+(\/Z+ﬁ—\/2—«/5)2
(JEI§§)2+2(J2+J§)(J2—J§)+(J2—J§)2+(J5:3§j2—2(%2+J§j(¢2—v§j+(J2—J§T

(korijeni i kvadrati se ''krate'', a drugi i peti pribrojnik zajedno daju 0) =

Q+V3)+2-V3)+Q2+3)+2-3)=2+2+2+2=8
640. Odredite imaginarni dio kompleksnoga broja z = (3 — 5i)’.

Tehnicko veleuciliSte — Elektrotehnicki odjel, Zagreb

Rjesenje: Koriste¢i formulu za kub razlike binoma
411
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(a-b)’=d*-3a’b +3ab* - b*
i potencije broja i
=i, it =—1, =i

dobivamo:

(3 =50 = 3° = 3-3%(5)+3-3:(5i)* = (5i)° = 27 — 135i + 45i* — 125i° =27 — 135i + 45-(=1) — 125-(—i) =
=27 — 135 — 45 + 125i =18 — 10i.

Odatle izravno slijedi:
Im z =Im (-18 — 107) = -10.
641. Odredite podrucje definicije realne funkcije

1

2 +3xr—x-3

f=

RjeSenje:

Zadana realna funkcija je racionalna funkcija. Ona nije definirana u tockama u kojima je vrijednost njezina nazivnika
jednaka 0. Stoga najprije moramo ispitati postoje li realni brojevi x za koje je vrijednost izraza x* + 3x* — x — 3
jednaka nuli. To zna¢i da moramo rijeSiti jednadZbu:

X+3%-x-3=0

To je kubna jednadZba koju, opéenito, ne znamo rijesiti. No, lijevu stranu te jednadZbe moZemo rastaviti na umnozak
dvaju jednostavnijih izraza, i to na sljedeci nacin:

P43 -x-3=x (x+3) -+ =@+ -1
Stoga je jednadZba
X +3x8°-x-3=0
ekvivalentna jednadzbi
(x+3)*-1)=0

Umnozak dvaju realnih brojeva jednak je 0 ako i samo ako je barem jedan od tih brojeva jednak 0. U nasem slucaju
to znadi da barem jedan od brojeva x + 3 i x* — 1 treba biti jednak 0. Iz

x +3=0
dobivamo
x=-3,
dok iz
¥-1=0
slijedi
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X1:—1,XZ: 1.

Dakle, vrijednost izraza x* + 3x* — x — 3 jednaka je nuli za ukupno tri realna broja x: x = -3, x = —1 i x = 1. Za sve
ostale realne brojeve x vrijednost toga izraza je razli¢ita od nule, pa je traZeno podrucje definicije

Dy = R\{-3,-1,1}.
642. Ako je

3x+6
1-x ~

T+ =

izracunajte f (1).
RjeSenje:
1. nacin (standardni): Da bismo izracunali f(1), najprije moramo odrediti formulu po kojoj se racuna f(x) za sve x iz

podrucja definicije funkcije f{x). Tu formulu moZemo odrediti i pomocu formule za funkciji f{x) inverznu funkciju
'(x), a ovu, pak, iz zadane jednakosti. Zato najprije odredimo formulu za f™'(x). Stavimo

t=x+1,
otkuda je
x=t-1.
Sada u jednakosti
f”u+D:?+6
svuda umjesto x pisimo ¢ — 1. Dobivamo:
f_l(t—1+1)=w
1-(t-1
1 3t-3+6
H=——"——
oo 1-t+1
- 3t+3
fo="—
2—t

"Preimenovanjem" nezavisne varijable ¢ u x (to smijemo napraviti jer je posve nebitno kojim slovom oznaavamo
nezavisnu varijablu: ¢, x, a, b, ...) dobivamo:

Time smo dobili formulu za funkciji f(x) inverznu funkciju f™(x). Iz te formule odredimo formulu za funkciju f(x)
sljede¢im postupkom:

1) Zamijenimofl(x) sa y.

2.) Zamijenimo x iy (gdje god piSe x, piSemo y i obrnuto)
3.) Izrazimo x pomocu y.
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4.) Zamijenimo y s f(x).
Imamo redom:

_3x+3

C2-x

_3y+3

= Y

3) x=3y+3
2-y

x-(2—=y)=3y+3

2x—xy=3y+3

L)y

2) x

—xy—-3y=3-2x
y-(—=x-3)=3-2x
_3-2x
C—x-3

2x-3

y

x+3

4 f0 =22

Dakle, vrijednost funkcije f{x) ratunamo prema formuli:

2x—3
x+3

f)=

Da bismo izracunali f(1), u tu formulu umjesto x uvrstimo 1. Kona¢no dobivamo:

2:1-3
=73
1
fy==7
f(1)=-0.25

2. nacin ("trik"): Prema definiciji inverzne funkcije, vrijedi sljedeca relacija:
flb)=a e fla)=b.

3x+6

Prema toj relaciji, da bismo izracunali f(1), moramo odrediti za koji je realan broj x vrijednost izraza jednaka

-X
1. U tu svrhu rijeSimo jednadZbu

3x+6
1—x

1

Imamo redom:

3x+6=1-(1-x)

3x+6=1-x
3x+x=1-6
4x=-5
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5
X=——
4
x=-1.25
Sada u polaznu jednakost
f_l(x-l-l) _ 3x+6
I-x
umjesto x uvrstimo — 1.25 pa dobijemo:
=125+ =1,
(=025 =1.

Napokon, u relaciju
flb)y=aeflay=b
umjesto b uvrstimo —0.25, a umjesto g uvrstimo 1 Dobivamo:
1025 =1 = f1)=-025
Stoga je f(1) =-0.25.
643. Koliko realnih rjesenja ima jednadZba

4

11 2 4 1
—+ —+= —+3
273 4+10-9% 2.83% 427

= % 167 ?

RjeSenje: Koristimo jednakosti 27 = 3°,9 = 3%, 8 =271 16 = 2*, te formulu za potenciranje potencije
@Y =d"¢

U skladu s njima, zadanu jednadzbu transformiramo ovako:

4 11 2 4+3_@

1
—+1 —t— — — —
(3%)3  +10-(3%)* 2-(2%)3x +2+ ; (24>

4 11 2 4 1

3-(—+1J 2 7+7j 3= —+3 4—

3 /4103 ( 2.2 3 42 =$-2 *
4 2 2 4 4

243 2 = Iy Z
30 410-3% 2% 427 =$-2x

Sada koristimo formulu za mnoZenje potencija istih baza zapisanu u sljede¢emu obliku:
b+ c b c

a =a - a

U skladu s tom formulom polaznu jednadZbu dalje transformiramo ovako:
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4 2

3¢.33 41037 .3 .20 42 .27 =

4 2

27.3% £30-3% .25 £8.2% =

4 2
108-3* +120-3~
4 2
108-3* +120-3~
4 2
108-3* +120-3~

4

2x

2 4 4
A5 5%
4

/-4
2 4 4

2% £32.2% =455.2%
2 4 4

2% 4$32.2% —455.2% =0
2 4

2% —423.2% =0

Dobivenu jednadZbu podijelimo s 2% (to smijemo jer je taj broj — kao potencija prirodnoga broja - uvijek razli¢it od
nule) i iskoristimo formulu za dijeljenje potencija istih eksponenata zapisanu u sljede¢emu obliku:

Tako dobivamo:

4 2 2
108-3—4+120-3 '42 —423=0
2x 2x
3N 2 24
108-(ij+120-3x 2% X —423=0
3 2 2
108-(ij+120-3x 2 ¥ —423=0
4 2
108-(3]"+120.3x —423=0
2 2
2x
4 2
108-[ 2 +120.[ 2 —423=0
2 2

Stavimo li

onda je

pa dobivamo kvadratnu jednadZbu
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108 - #+120 -t —423=0.

Njezina su rjeSenja

Budu¢i da vrijedi nejednakost

rjesenje #; ne dolazi u obzir. Sada iz

slijedi
2
3 _(3)
2 2
z=1 /-x
X
x=2

Zakljucujemo da polazna jednadZba ima samo jedno realno rjesenje x = 2.

644. Rijesite nejednadZbu:

(x+1) 2 > x4+ 1.

Rjesenje: Buduéi da se izraz x + 1 nalazi kao baza potencije, njegova vrijednost mora biti strogo pozitivna (jer je
opéa potencija a” definirana samo za a > 0 i a # 1). Tako dobivamo sljedece uvjete:

x+1>0
x+1=#1.

Uvazavajudi te uvjete, zakljucit ¢emo da su i lijeva i desna strana polazne nejednadzbe strogo pozitivni realni brojevi
pa nejednadzbu smijemo podijeliti s x + 1 (pri ¢emu se znak nejednakosti ne mijenja). Dobit ¢emo:

(x4 1) 2
x+1
—x*-2x
(x+1)

(x+D!

>+ 1)
>+ 1)°

(D)2 S (g 1)

(x+l)—(x2+2x+1) > (X + 1)0
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(X417 5 (x4 1)
Primijetimo da za sve realne brojeve x vrijedi nejednakost
—(x+ 1)*<0.
pa razlikujemo dva moguca slucaja:
1.) x + 1 > 1 = usporedbom eksponenata dobivamo nejednadzbu
~(x+1)’>0,
odnosno, zajedno s pocetnim uvjetima

x+1>0
x+1=#1.

i uvjetom
x+1>1
sustav

x+1>0

x+1#1.

x+1>1
—(x+1)’>0

Posljednja nejednadZba toga sustava, prema primije¢enoj nejednakosti, nema niti jedno realno rjeSenje, Sto znaci da
niti cijeli sustav nema rjesenja.

2.)0<x+ 1 <1 = usporedbom eksponenata dobivamo nejednadzbu
—(x+ 1)’ <0,

odnosno sustav
x+1>0
x+1=#1
O<x+1<1
—(x+1)’<0

RjeSavanjem pojedinih nejednadzbi toga sustava dobivamo sljedeca rjeSenja:
x >-1
x#0
-1<x<0
x#-1.

Presjek tih rjeSenja je skup (-1, 0), i taj je skup jedino rjesSenje zadane nejednadzbe.

645. Ispit se sastoji od 5 pitanja na koja se odgovara zaokruZivanjem tocno jednoga od odgovora A, B ili
C. Na koliko nacina moZete rijesiti ispit ako odgovorite na sva pitanja?
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RjeSenje: Na svako od pitanja imamo to¢no 3 razli¢ita moguéa odgovora, pa, prema nacelu umnoska, na svih 5
pitanja moZemo odgovoriti na ukupno 3 - 3 - 3 - 3 - 3 = 3° = 243 razli¢ita nadina. Stoga je traZeni broj na¢ina jednak
243.

646. Kolika je vjerojatnost da u dva bacanja kocke padnu brojevi ¢iji je zbroj 5 ili umnoZak 4?7

Rjesenje: U jednom bacanju kocke moZe pasti to¢no 6 razli¢itih brojeva: 1, 2, 3, 4, 5 ili 6. Stoga je pripadni
vjerojatnosni prostor

Q={(xy):1<x<6,1<y<6}.

Prema nacelu umnoska, on ima ukupno 6 - 6 = 36 razlicitih elemenata, §to znaci da imamo ukupno 36 razli¢itih
mogucih ishoda promatranoga slu¢ajnoga pokusa. Pogledajmo koji od njih su povoljni za ishod toga pokusa:

- zbroj 5: (1, 4), (2,3), (3,2), (4, 1);
- umnozak 4: (1, 4), (2, 2), (4, 1).

Stoga ukupno imamo 5 razli¢itih povoljnih ishoda. Prema Laplaceovoj definiciji vjerojatnosti, traZena je vjerojatnost
jednaka

_ ukupan brojpovoljnihishoda 5

ukupan brojmogucih ishoda 36

647. Duljine stranica strokuta odnose se kao 9 : 10 : 17. Ako je razlika najdulje i najkrace stranice 16 cm,
izracunajte polumjer tom trokutu upisane kruZnice.

Rjesenje: Ozna¢imo duljine stranica trokuta s a, b i ¢. Bez smanjenja opéenitosti moZzemo pretpostaviti da vrijedi
nejednakost a < b < ¢ jer iz zadanoga razmjera duljina stranica trokuta vidimo da medu njima nema jednakih. Stoga
moZemo zapisati:

a:b:c=9:10:17.

Ako s k oznac¢imo koeficijent razmjera, onda iz gornjega razmjera proizlazi:

a=9 -k,
10 - k,
c=17 -k

Podatak da je razlika najdulje stranice (c) i najkrace stranice (a) jednaka 16 cm moZemo zapisati kao jednakost

c—a=16.
U tu jednakost uvrstimo:
9 -k,
c=17 - k,
pa dobivamo:
17 - k-9 k=16,
8- k=16,
k=2.

Stoga su duljine stranica trokuta
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a=9-2=18 cm,
b=10-2=20cm,
c=17-2=34cm.

Polumjer trokutu upisane kruZnice (p) raunamo prema formuli:

p=£=\/(s—a)(s—b)(s—c)
: ,

N

gdje je
a+b+c
§=—
2
poluopseg trokuta. UvrStavanjem
a=18,
b =20,
c=34
dobivamo:
184+20+34
s = — =36,

s—a=36-18=18,
s—b=36-20=16,
s—c=36-34=2,

pa kona¢no imamo:

4cm

p=\/(s—a)(s—b)(s—c) =\/18-16-2 _

K 36

648. Zadan je romb cija je duljina stranice jednaka a. Ako je zbroj duljina dijagonala romba Cetiri puta
veci od duljine njegove stranice, izrazite povrsinu romba kao funkciju varijable a.

Rjesenje: Oznac¢imo duljine dijagonala romba s e i f. Tada podatak da je zbroj duljina dijagonala romba Cetiri puta
veci od duljine njegove stranice moZemo zapisati kao jednakost

e+f=4a.
Kvadriranjem te jednakosti dobivamo:
&+ 2ef + f = 164%.

Kako se radi o dijagonalama romba, vrijede i sljedece jednakosti:
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gdje je P povrSina romba. Iz prve od tih jednakosti kvadriranjem i mnoZenjem s 4 dobijemo:

e+ =4a
1z druge jednakosti slijedi

2P = ¢f.
Tako u jednakost
&+ 2ef + f = 164>
umjesto ¢ + £ uvrstimo 4. a umjesto umnoska ef uvrstimo 2P. Dobivamo:

4a* +2:2P = 164°,

otkuda je
P =3d’
ito je traZeni izraz za povrsinu romba.
649. Napisite jednadzbe tangenata na krivulju K... x* + y* = 9 usporednih s pravcem p... y=2.

RjesSenje: Zadana krivulja je kruZnica ¢ije je srediste u ishodistu, a polumjer jednak 3. Skicirajmo zadanu kruZnicu i
zadani pravac.

+7

Vidimo da traZene tangente moraju biti usporedne s osi Ox, pa buduéi da moraju sje¢i zadanu kruZnicu u to¢no
jednoj tocki, to mora biti ili u tocki (0, —3) ili u tocki (0, 3). Stoga su traZene jednadZbe tangenata t,... y=-3it)... y
=3.
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650. Visina pravilne Sesterostrane piramide trostruko je veéa od njezina osnovnoga brida a. Izrazite
oplosje te piramide kao funkciju varijable a.

RjesSenje: Zadana se piramida sastoji od:

osnovke (baze) — to je pravilan Sesterokut ¢ija je duljina stranice jednaka a;
- plasta — plast tvori ukupno 6 jednakokracnih trokutova Cija je osnovica takoder jednaka a, a visina vy,

Oplosje zadane piramide jednako je zbroju povrSina baze i plasta. Stoga ¢emo zasebno odrediti povrSinu Sesterokuta
i povrSinu jednoga od trokutova koji tvore plast.

Pravilan Sesterokut kojemu je duljina stranice jednaka a sastoji se od ukupno 6 jednakostrani¢nih trokutova ¢ija je
duljina stranice takoder jednaka a. Stoga je njegova povrSina 6 puta veca od povrSine jednoga od tih
jednakostrani¢nih trokutova. Kako povr§inu jednakostrani€noga trokuta ¢ija je duljina stranice jednaka a raCunamo
prema formuli

e
PA=a4 N

to je povrSina Sesterokuta (oznac¢imo je s B da sugestivno damo do znanja da se radi o povrSini osnovke (baze)
piramide)

B=6-P,
2
B=6-2 3
4
2
B:3a x/g
2

Odredimo povrsinu jednoga od trokutova koji tvore plast. U tu svrhu uo€imo pravokutan trokut ¢ije su katete visina
piramide £ i visina jednoga od jednakostrani¢nih trokutova koji tvore osnovku (oznacimo je s v,), a hipotenuza bo¢na
visina v,. Prema Pitagorinu poucku vrijedi jednakost:

2 2 _ .2
h +Va—vh

Pretpostavka zadatka jest da je visina piramide 4 trostruko vec¢a od njezina osnovnoga brida a. To moZemo zapisati u
obliku jednakosti

h=3a,
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kvadriranjem koje dobijemo
n=9d.
Nadalje, visinu v, jednakostrani¢noga trokuta ¢ija je duljina stranice jednaka a racunamo prema formuli

afs

kvadriranjem koje dobijemo

Sada jednakosti

uvrstimo u jednakost

pa dobijemo:

2 2 3&2
v, =9a" +——

» 394’

e

2

Vp

Kako je povrSina P; jednoga od jednakokracnih trokutova koji tvore plast jednaka poluumnosku osnovke trokuta
(njezina duljina je a) i bo¢ne visine v,, slijedi:

1
B —E“ Vo

1 a@
P=sa

2 2

2
P _a 39
4

pa je povrsina cijeloga plaSta
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P=6'P1
2
P=6" ;@

_ 3a2@
2

P
Konacno, traZeno je oplosje jednako:
O=B+P
0= 3a? \/5 4 3a? @
2 2
0=3¢ 22*/5 (1+4/13)

2
651. Romb cija je dulja dijagonala f, a kraca e, rotira oko svoje dulje dijagonale. Ako je [%) =%,

izracunajte obujam nastaloga rotacijskoga tijela.

RjeSenje: Vrtnjom romba oko njegove dulje dijagonale f nastaje tijelo koje se sastoji od dva, zajedni¢kim
osnovkama spojena stoSca. Polumjer te osnovke jednak je polovici krace dijagonale:

e
r=—

Oznacimo visine tih stoZaca s h; i h, pa uo¢imo da je zbroj njihovih duljina jednak duljini dulje dijagonale stosca (f).
Obujam nastaloga tijela jednak je zbroju obujmova spomenutih stoZaca:

V= V1 + V2
V=%r27t'h1 +lr2n-h2
[
Vzgr w-(hy +hy)
Kako je

h1+h2:f

to Ce biti:

No, iz pretpostavke
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slijedi

paje

_e2-36-n
12-¢*
V=3n

652. Cijena neke robe u jednoj se godini mijenjala ukupno Cetiri puta: najprije je povecana za 5%, zatim
smanjena za 5%, pa ponovno povecana za 5% i naposljetku smanjena za 5%. IskaZite u postotcima
ukupnu promjenu cijene u toj godini.

Rjesenje: Ukupnu promjenu R nastalu kao posljedica n sukcesivnih promjena pi, ps, ..., p, osnovne veliine
odredujemo pomoc¢u formule:

R=100-[ 1+ 2L |1+ 22 |1+ 22| 1+ 22 |—100
100 100 100 100

Pritom su sve veli¢ine py, ps, ..., p, 1 R iskazane u postotcima, a njihov predznak upucuje na to je li rije¢ o povecanju
(tada je predznak +) ili smanjenju (tada je predznak —). U ovom zadatku imamo ukupno » = 4 sukcesivne promjene:

pi1=p3=+5
D2=ps=-5

Uvrstavanjem u navedenu formulu dobivamo:

R=100-{ 14—~ |- 1= |1+ |.[1-= | 100
100 100 100 100

R=100-1.05%-0.95% =100
R =—0.499375

Zakljucujemo da je krajnja cijena robe (u promatranoj godini) za 0.499375% niZa od pocetne cijene u toj godini.

2 2
25| | 245
1+l 1-—
653. Odredite 75% od | —~—22- .
2y
1—1 1+l
L 2 27 ]
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RjeSenje: Izracunajmo najprije vrijednost osnovne (temeljne) veli¢ine. Imamo redom:

i 2 277 T 2 2]
25 | | 245 25| | 245 &Y
— | Tl 1 2 | T T 44/5 2
1+ -1 3 1 (3] —(4\/3) 165 6.5
U2 2) |_|_\2 2 _l_ |9 _
2 2 2 2 2
(4)? + 4 16+ 18
2 2 2 2 3 9
P 1 T3
1-— 1+— = =
L 2 2) 1 L 2 2 )
80-720
|9 | -ed0_,
Tl 144416 | 160
9
Stoga treba izracunati 75% od 4, a taj je broj jednak . 4= 300 =
100 100
654. Odredite vrijednost realnoga parametra a tako da odsjecak na osi Oy pravca p... ax— —4y —20 +

a =0 bude jednak 4.

Rjesenje: To $to odsje¢ak na osi y zadanoga pravca treba biti jednak 4 znaci da pravac mora prolaziti tockom 7(0,
4). Koordinate te tocke uvrstimo u jednadzbu pravca tako da umjesto x uvrstimo 0, a umjesto y uvrstimo 4.
Dobivamo:

a-0-4-4-20+a=0,
a iz te je jednadzbe izravno
a = 36.

Zadatak smo mogli rijeSiti i prevodec¢i zadanu jednadZzbu pravca iz implicitnoga u segmentni oblik. Najprije je
zapiSemo u obliku

ax—4y=20-a
pa dijeljenjem s 20 — a dobivamo:
ax 4y
20—a 20-a
X Y 4
20-a a-20
a 4

1z posljednje jednadzbe "ocitamo" odsjeak n zadanoga pravca na osi y (to je nazivnik razlomka kojemu je brojnik
Y):

a—20
4
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IzjednaCavanjem izraza za n s 4 dobivamo jednadZbu:

a-20 _4
4
rjeSavanjem koje ponovno dobivamo a = 36.
2
655. Potpuno skratite algebarski razlomak ix;r—zxf .
x°—5x—

RjeSenje: Da bismo mogli potpuno skratiti zadani algebarski razlomak, njegov brojnik i njegov nazivnik moramo
rastaviti u faktore, odnosno napisati kao umnoZzak $to jednostavnijih algebarskih izraza (monoma, binoma i sl.). U tu
svrhu iskoristit ¢emo sljedecu tvrdnju:

Neka su x; i x, nulto¢ke polinoma p drugoga stupnja. Tada je p(x) = (x — x1) - (x —xp).

I brojnik i nazivnik zadanoga razlomka upravo su polinomi drugoga stupnja, pa moZemo primijeniti navedenu
tvrdnju. Dakle, za rastav u faktore nuzno je naci nultocke brojnika, odnosno nazivnika zadanoga razlomka.

Za odredivanje nultocaka brojnika rjeSavamo kvadratnu jednadzbu
2 +5x+2=0

Njezina su rjeSenja
1
xl = _2, x2 =
2
pa primjenom gornje tvrdnje dobivamo rastav:

2x2 +5x42=(x—(=2))(x— (—%))

2x2+5x+2=(x+2)(x+%)

Analogno, za odredivanje nulto¢aka nazivnika rjeSavamo kvadratnu jednadzbu

2" - 5x-3=0.
Njezina su rjeSenja
1
x| 2—5, X, =3

pa je traZeni rastav
2 1
2x —5x—3=(x+5)(x—3)

Tako kona¢no imamo:
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1
(x+2)(x+ E)

2x° +5x+2 _x+2

Cx-3°

5 =
2x°—=5x-3 (X+%)(X_3)

V8 —4/27
656. Izracunajte vrijednost izraza | > +46 |- («/5 -2 ).
7 9l [ \/E _ \/5

RjeSenje: Kako je VY8=2v2 i 27 =33, imamo:

['\/g_'\/ﬁ_i_\/gj.(\/g_ﬁ)z:(M+\/EJ.(3—2\/E+2):|:(2\/5_3\/§)(\/§+\/§)+\/€ .(5_2\/5):

V2-43 V2-43 W2 -3)"2+43)
=[4_3*/32+_23*/g_9)+\/€J-(5—2\/E)=(5+J€+J€).(5—2J€)=(5+2JE)-(5—2J€)=25—4-6=1.
3
. o . 143,
657. Odredite realni dio kompleksnoga broja z = (—5+Tz] .

Rjesenje: Koriste¢i formulu za kub zbroja binoma
(a+b)’ =d’ +3a’b +3ab* + b°

i potencije broja i

dobivamo redom:

3
Z =(—l+£i] :—%+3~

_3i+3.[_1j.iiz+ﬂ~3 __ 1,339 33

2" 2 g 0 8 8 '8 8

Odatle izravno slijedi Re z=Re (1) = 1.

3 1
658. Graf kvadratne funkcije f(x) = ax® + bx + ¢ ima tjeme u tocki T(E,—Zj. Za x; =1 ta kvadratna
Jfunkcija poprima vrijednost nula. Izracunajte zbroj njezinih koeficijenata.
RjeSenje: Naravno da traZeni zbroj moZemo odrediti tako da pomocu zadanoga tjemena i nultocke odredimo

koeficijente a, b i ¢, a potom i njihov zbroj. No, ovdje postoji daleko brZi i jednostavniji nacin dolaska do rjesenja.
Mi trazimo vrijednost zbroja a + b + ¢. Ukoliko u izraz f(x) = ax” + bx + ¢ umjesto x uvrstimo 1, dobit ¢emo:

fil)=a+b+c.

To znaci da je trazeni zbroj jednak vrijednosti funkcije u tocki x = 1. Ta vrijednost nam je zadana u zadatku i ona
iznosi 0. Prema tome, i traZeni je zbroj jednak nuli.

659. Za koje realne brojeve x € R su vrijednosti funkcije fix) = x* + 3x* — x — 3 nenegativne?
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RjesSenje: Zadatak zapravo trazi da rijeSimo nejednadzbu f(x) = 0. Kako je funkcija f{x) polinom 3. stupnja, na prvi
nam se pogled ¢ini da tu nejednadzbu ne¢emo mod¢i rijesiti. Ali, izraz za funkciju f{x) moZemo rastaviti u faktore isto
kao i u Zadatku 3. i dobiti
A3 —x-3=x x+3)-(x+3)=x+3)E*-1).
Tako zapravo rjeSavamo nejednadzbu
x+3)x*-1)20.

Razlikujemo dva moguca slucaja:

1) x+32>0
X-120

Rjesenje prve nejednadzbe je interval [-3, +o0), a rjeSenje druge unija intervala (—oo, —1] N [1, +o0). Presjek
dobivenih rjeSenja je unija intervala [-3, -1] N [1, +oo).

2) x+3<0
¥-1<0

Rjesenje prve nejednadZbe je interval (-oo, —3], a rjeSenje druge segment [-1, 1]. Presjek dobivenih rjeSenja
je prazan skup.

Dakle, traZeni realni brojevi x su svi elementi skupa [-3, -1] N [1, +eo).
660. Odredite podrucje definicije realne funkcije f(x) = (x* + x — 2)"".

Rjesenje: Zadanu funkciju najprije zapis§imo bez negativnoga eksponenta:

1
f(x)=2—

x“+x-2

Vidimo da je rije¢ o racionalnoj funkciji koja nije definirana jedino u nultoc¢kama svojega nazivnika. Da bismo
odredili te nultocke, moramo rijesiti jednadzbu

¥ +x-2=0.
Njezina rjeSenja su
x1=-2,x=1.
To znaci da je zadana funkcija definirana za sve realne brojeve x razli¢ite od -2 i 1. Odatle slijedi:
Dy =R\ {-2,1}.

2x
3+x

661. Ako je f(x)= , izracunajte f'(3).

Rjesenje: MoZemo postupiti kao i u Zadatku 4.: odredimo formulu za f'(x) (u opisana 4 koraka) i potom izraéunamo
£(3). No, i ovdje postoji brzi i jednostavniji put. Naime, prema relaciji (navedenoj u rjeSenju Zadatka 4.)

flby=asfla)y=>b
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traZena je vrijednost rjeSenje jednadZbe

2x-3

3+x

Rjesavanjem te jednadzbe dobijemo x = —12. Prema tome, f'(3) = —12.
662. Izracunajte zbroj rjesenja jednadZbe loglogx(3log2 x—2logx) = %logloo .

RjeSenje: Bududi da je log 100 = 2, to je %log 100 = % 2 =3. Koristeci relaciju

loge=a=d =c
zadanu jednadZbu moZemo transformirati na sljedec¢i nacin:
3log? x—2log x = (log x)*
log3 x—310g2 x+2logx=0
Stavimo li 7 = log x, dobivamo kubnu jednadzbu
£-37+2t=0
koju moZemo faktorizirati ovako:
- (#=3t+2)=0

Kako je umnoZak dva realna broja jednak nuli ako i samo ako je barem jedan od njih jednak nuli, to mora biti ili £ =0
ili # -31 + 2 = 0. Rjesavanjem tih jednadZbi dobivamo:

t1=0,t2=1i t3=2.

Budu¢i da se u polaznoj jednadzbi ¢ nalazi kao baza drugoga logaritma, ne moze biti # = 0 i ¢ = 1 (za te vrijednosti
baze b ne postoji logaritam log,x). Stoga jedino dolazi u obzir ¢=2. Tako iz

logx=2
dobivamo
x =10 = 100.

Dakle, zbroj svih rjeSenja zadane jednadZzbe jednak je 100.
663. Rijesite nejednadZbu: (x— Z)X3 <(x=2)*.

RjeSenje: Razmotrit ¢emo dva slucaja: 0 <x—-2<1 ix—2> 1. Imamo redom:

1) O0<x-2<1&e2<x<3
U ovom slucaju usporedbom eksponenata dobivamo nejednadzbu

3
X >x,
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odnosno
©ox> 0,
a odavde rastavljanjem u faktore dobivamo

x-(x*-1)>0,
x-(x+1)-x-1)>0.

Za 2 < x < 3 ta nejednakost je o€ito valjana pa je u ovom slucaju skup rjeSenja interval (2, 3).

2) x-2>1<x>3
U ovom slucaju uspredbom eksponenata dobivamo nejednadZbu

3
X <X,

odnosno na isti nacin kao i u slu¢aju 1.)
x-(x+1)-(x-1)<0.
No, za x > 3 ova nejednakost o€ito nije valjana pa u ovom slucaju polazna nejednadzba nema rjeSenja.
Dakle, skup svih rjeSenja polazne nejednadzbe jest interval (2, 3).

664. Koliko se razlicitih sedmeroznamenkastih prirodnih brojeva moZe napisati pomocu znamenaka
0007789 tako da se u svakomu od tih brojeva svaka od zadanih znamenaka pojavi tocno jednom?

RjeSenje: Odmah primijetimo da se na prvom mjestu (mjestu milijuntice) ne moze naci znamenka 0. Stoga na prvo
mjesto mora do¢i jedna od znamenaka 7, 7, 8 ili 9. Sada ¢emo razlikovati tri slucaja:

1.) izabrana je znamenka 7
Preostale su nam znamenke 0, 0, 0, 7, 8 1 9. Na njih ne postavljamo nikakve dodatne uvjete, §to znaci da ih
moZzemo razmjestiti bilo kako. Ukupan broj njihovih razmjeStaja jednak je broju permutacija skupa od 6

|
elemenata medu kojima ima 3 medudobno jednaka. Taj je broj jednak % =120.

2.) izabrana je znamenka 8
Preostale su nam znamenke 0, 0, 0, 7, 7 1 9. I njih moZemo razmjestiti na bilo koji nacin. Ukupan broj
razmjeStaja jednak je broju permutacija skupa od 6 elemenata medu kojima ima 3 medusobno jednaka

!
elementa jedne vrste (0) i 2 medusobno jednaka elementa druge vrste (7). Taj je broj jednak % =60.

3.) izabrana je znamenka 9
Ovaj slu€aj u potpunosti je istovjetan slucaju izbora znamenke 8, pa i ovdje dobivamo jos§ 60 novih brojeva.

Preostaje nam primijeniti nacelo zbroja i dobiti da je traZeni ukupan broj razli¢itih sedmeroznamenkastih prirodnih
brojeva jednak 120 + 60 + 60 = 240.

665. Odredite jednadzbe tangenata na krivulju 4x* — y* = 4 u njezinim tockama s apscisom 1.

RjesSenje: Kako bismo utvrdili o kojim je tockama rije¢, u jednadzbu krivulje umjesto x uvrstit ¢emo 1 i raunati
pripadne y. Dobivamo:

4-y=4

© Bojan Kovaci¢ 431 Tehnicko veleuciliSte — Elektrotehnicki odjel, Zagreb



Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike

a otuda je
y=0

Dakle, postoji jedna jedina tocka zadane krivulje Cija je apscisa jednaka 1, i to je tocka T(1, 0). NapiSimo jednadZbu
tangente na zadanu krivulju u toj toc¢ki. Uo¢imo da je zadana krivulja hiperbola oblika

V22— ay? = a2
pri éemusub’=4ia’=1,tj.a=1, b =2. Stoga je trazena jednadzba tangente
4-1-x-0-1-y=4,
odnosno
dx=4
i kona¢no
x=1.

To smo mogli i predvidjeti jer je tocka 7(1, 0) vrh zadane hiperbole na osi Ox, a u takvoj je tocki tangenta na
hiperbolu pravac usporedan s osi Oy koji prolazi tom to¢kom. U promatranom slucaju taj je pravac upravo x = 1.

666. Duljina stranice AB trokuta ABC iznosi 9 cm. Na pravcu p usporednim s tom stranicom preostale
dvije stranice trokuta odsijecaju odsjecak duljine 3 cm. Ako je udaljenost vrha C od pravca p jednaka 3
cm, izracunajte udaljenost pravca p od stranice AB.

RjeSenje: Oznacimo sa D i E redom sjecista pravca p sa stranicama AC i BC. Povucimo iz vrha C visinu na stranicu
AB. Neka je M sjeciSte te visine s pravcem p, a N njezino noziste na stranici AB. U zadatku su nam zadane sljedece
veli€ine:

IABI=9 cm, IDE| = |CM| =3 cm.
Uoc¢imo da je duljina duZine MN upravo traZena udaljenost, pa ozna¢imo x = IMNI. (RjeSavanje zadatka obvezatno
popratite odgovaraju¢im crtezom!) Pogledajmo kako moZemo izracunati povrSinu trokuta ABC. S jedne je strane ona
jednaka poluumnoSku duljine stranice AB i duljine visine CN. Kako je

ICNI = ICM| + IMN|,
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to je

Pypc = %-lABl-lCNI =%-|AB|-(|CM |+|MN|):%-9.(3+x):9x;27 )

S druge strane, povrSina trokuta ABC jednaka je zbroju povrSina trokuta CDE i trapeza ABED. U trokutu CDE
poznata nam je duljina stranice CD i duljina visine na tu stranicu (to je duZina CM), pa je njegova povrSina jednaka

1 9
Popp =—IDEI-ICM | =—-3-3=—
CDE =75 2

1
2
(mjerne jedinice namjerno izostavljamo jer su svi podaci iskazani u istim mjernim jedinicama (cm) pa ¢e i rezultat

biti iskazan u cm). U trapezu ABED poznate su nam duljine njegovih osnovica IABI i |EDI, a visina toga trapeza
upravo je traZzena udaljenost IMNI. Stoga je povr§ina toga trapeza

Psin :%-(IABIHDEI)-IMN I:%-(9+3)-x=6x

Tako je, s druge strane, povrSina trokuta ABC dana i izrazom

Parpc = Pepe + Pagep

9
PABC :E+6X

+27

. . e . e . 9x .9 . S
Time smo dobili dva razli¢ita izraza za istu veli¢inu: jedan je , a drugi E+6x. Upravo jer se radi o istoj

veli€ini, ti izrazi moraju biti jednaki, pa dobivamo jednadzbu

9x+27 9
=4
2

6x

Njezinim rjeSavanjem dobijemo x = 6. Dakle, traZena je udaljenost jednaka 6 cm.

667. U kruZnicu polumjera r upisan je pravokutni trokut cija je najdulja stranica duga 25 cm. Izracunajte
r.

RjesSenje: Zadatak je zapravo ekvivalentan zadatku da se izra¢una polumjer kruZnice opisane pravokutnomu trokutu
¢ija je hipotenuza duga 25 cm. Taj je polumjer jednak polovici duljine hipotenuze, odnosno r = 12.5 cm.

668. Odredite jednadzbe tangenata na krivulju x* — 4y* = 20 usporednih s osi Ox.

RjeSenje: Pravci usporedni s osi x imaju opcu jednadzbu y = a, a € R. Presijecimo ih sa zadanom krivuljom, tj.
rijeSimo sustav jednadZzbi

y=a
X —4y*=20
Uvrstavanjem prve jednadZzbe u drugu dobivamo
X’ =4d’ +20.
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Budud¢i da je za svaki realan broj a vrijednost izraza 4a” + 20 strogo pozitivna (§tovise, barem jednaka 20), gornja

jednadZba uvijek ima dva razli¢ita realna rjeSenja: x; =— 4a* +20 i Xy =4 4a* +20. To znadi da svi pravci
usporedni s osi Ox sijeku zadanu krivulju u tocno dvije razlicite tocke. No, kako je tangenta, prema definiciji, pravac

koji sije¢e neku krivulju u to¢no jednoj tocki, zakljucujemo da ne postoje tangente na zadanu krivulju koje su
usporedne s osi Ox.

669. Zaradu od 7 700 kn treba podijeliti izmedu Cetiri djelatnika — A, B, C i D — obrnuto razmjerno satima
izostanka s posla. Ako je djelatnik A izostao 20 sati, djelatnik B 30 sati, djelatnik C 40 sati, a djelatnik D
50 sati, izracunajte zaradu djelatnika C.

Rjesenje: Razdioba zarade obrnuto razmjerno satima izostanka s posla znaci da djelatnik koji je izostao najvise sati
treba primiti najmanju zaradu i obrnuto, djelatnik koji je izostao najmanje sati treba primiti najveéu zaradu. Zato

zaradu dijelimo u omjeru — :L:L:i , odnosno (kad svaki ¢lan omjera pomnoZimo s NZV(20, 30, 40, 50) =
20 30 40 50
600) u omjeru 30 : 20 : 15 : 12. Pripadni omjerni koeficijent je

B 7700 B
30+20+15+12
pa zarada djelatnika C iznosi 100 - 15 =1 500 kn.
670. Tocka A(xy, 4) pripada pravcu p... 3x — 2y + 5 = 0 i pravcu g koji prolazi tockom B(-3, 8).

Odredite eksplicitni oblik jednadZbe pravca q.

RjesSenje: Odredimo najprije koordinate tocke A. Iz Cinjenice da ta toCka pripada pravcu p slijedi da njezine
koordinate moraju zadovoljavati jednadZbu toga pravca. UvrStavanjem x; umjesto x i 4 umjesto y dobivamo:

3x,2-445=0,

a odavde je x; = 1. Dakle, A(1, 4). Budu¢i da pravac g prolazi to€kama A i B, a sada znamo i koordinate tocke A i
koordinate to¢ke B, moZemo odrediti njegovu jednadzbu:

8—4
-4 = “(x—1
y 51 "D
y—4=-x+1
y=—x+5

Dakle, traZeni eksplicitni oblik jednadZbe pravca g jest y = —x + 5.

X

671. Zadane su funkcije f(x)=

| i g)=1-+x. Odredite funkciju f °© g.

X—
Rjesenje: Imamo redom:

(fog)(X)=f(1—\/;)=11_\/; =1_\/; il 1 —x03

N N

672. Zadan je jednakokracan trokut ciji kraci imaju duljinu b i pojedinacno su dvostruko kraci od zbroja
polovice osnovice trokuta i visine na tu osnovicu. Izrazite povrsinu trokuta kao funkciju varijable b.

Rjesenje: Ozna¢imo sa a i v redom osnovicu trokuta i visinu na tu osnovicu. Podatak da je bilo koji krak trokuta
dvostruko kraci od zbroja polovice osnovice trokuta i visine na tu osnovicu moZemo zapisati u obliku jednakosti
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1 a
b=—W+—
;)

otkuda je

v+<=2b
2
Kvadriranjem te jednakosti dobivamo:
a a*
vi42v =4 —=4b?
2 4

Budu¢i da je trokut jednakokracan, vrijedi jednakost:

ak tome je i
Pzg-v,
2

gdje je P povrsina trokuta. Kad te dvije jednakosti uvrstimo u jednakost
a a’
vi42y =4 ——=4b7,
2
dobit ¢emo:
b’ +2P =4p’,

a odatle je
P= 3;,2
2

ito je trazena funkcija.
673. Odredite jednadzbe tangenata na krivulju X+ 4y2 =4 usporednih s pravcem y = —1.

RjeSenje: Naravno da zadatak moZemo rijesiti standardno tako da koristimo uvjet tangencijalnosti za elipse (jer
zadana krivulja je elipsa), ali postoji nacin koji je brzi i jednostavniji. Zadana krivulja je elipsa ¢iji su vrhovi u
tockama A(2,0), B(0, 1), C(-2, 0) i D(0, —1). Tangente usporedne sa zadanim pravcem usporedne su i sa osi Ox, pa je
jedini nacin da diraju zadanu elipsu taj da je sijeku u vrhovima koji leZe na osi Oy, tj. u to¢kama B i D. Pravac koji
prolazi to¢kom B(0, 1) usporedno s osi Ox jest y = 1, a pravac koji prolazi to¢kom D usporedno s osi Ox jest upravo
zadani pravac y = —1. Budu¢i da je, prema definiciji usporednosti pravaca, svaki pravac usporedan sam sa sobom,
zadatak ima dva rjeSenja: ;... y=—-1if...y=1.
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T -
S

674. Iznos od 13 890 kn treba podijeliti na tri osobe A, B i C tako da osoba B dobije za 15% vise
od osobe A, a osoba C za 15% vise od osobe B. Izracunajte iznos koji ¢e dobiti osoba C.

Rjesenje: Oznacimo sa x iznos koji ¢e dobiti osoba A. Tada je iznos koji ¢e dobiti osoba B jednak

x+1_5.x:x- 1+£ :1.15'X,
100 100

a iznos koji ¢e dobiti osoba C jednak

1.15-x+1—5-1.15-x:x- 1.15+£-1.15 =1.3225-x.
100 100

Kako sve tri osobe zajedno moraju podijeliti cijeli zadani iznos, dobiva se jednadZba:
x+1.15-x+1.3225 - x=13 890
¢ije je rjesenje x = 4 000. Sada lako slijedi da je traZeni iznos jednak 1.3225 - x = 1.3225 - 4 000 = 5 290 kn.

675. Izracunajte opseg lika kojega pravci py... x + 2y —6=0ip, ... x + 2y — 3 =0 tvore s
koordinatnim osima.

Rjesenje: Skicirajmo najprije zadane pravce.

s
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(Lik ¢iji opseg traZimo je iSrafiran.) Pravac p, sije¢e koordinatne osi u tockama A(0, %) 1 B(3, 0), dok ih pravac p,

sijeCe u tockama C(6, 0) i D(0, 3). (Racunski, te tocke dobijemo rjeSavajuci sljedece sustave jednadzbi:
1) x+2y-3=0,x=0
2) x+2y-3=0,y=0;
3) 3)x+2y-6=0, y
4) 4)x+2y-6=0,x

Prema formuli za udaljenost dviju tocaka u pravokutnomu koordinatnomu sustavu u ravnini racunamo udaljenosti:

e 2

IBCl =
ICDI = J_ =35
DAI= >

Stoga je traZeni opseg jednak
3 3.9.9
O = ABI + IBCl + ICDI + IDAI = 2\/§+3+3\/§ =2+ f_—(1+f)

676. Zadani su kompleksni brojevi z; =2 — i i 2o = 1 — i. Odredite imaginarni dio kompleksnoga

. 22+ 22
broja z=-=2—12
T2

Rjesenje: Izracunajmo zasebno vrijednost brojnika, a zasebno vrijednost nazivnika. Imamo redom:

212y +2125 = Q=D)(1=)+ Q=) (1=i) = Q=)+ +Q+i)(1—i) =2—i+2i—i> +2+i—-2i—i’ =4-2i> =4+2=6
2=z =022 (- =4—4i+i> —1+2i—i* =3-2i
Tako je

6 __ 6:G+2) _18+12i 18+12i 18 12.
3-2i (3-2i)-(3+2i) 9-4i> 9+4 13 13

Z ==
Odatle sada izravno slijedi

Imz-Im(18+£ij:£

13 13 13°

677. Odredite vrijednost realnoga parametra b € R tako da najveca vrijednost polinoma

p(x) = —%xz +bx+5 bude jednaka 13.

RjeSenje: Primijetimo da je zadani polinom zapravo kvadratna funkcija. Znamo da ekstremnu vrijednost M
kvadratne funkcije f(x) = ax” + bx + ¢ ra¢unamo prema formuli:
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_ dac—b*
4a

M

(ako je pocetni koeficijent a strogo vec¢i od nule, M je najmanja vrijednost, a ako je pocetni koeficijent a strogo manji
od nule, M je najveca vrijednost). U naSem zadatku je zadano:

1
a=——

2
c=5
M =13

UvrStavanjem u gornju formulu dobivamo:

13= 1
18
2
_ _ 12
132 "10-b
)
b =16
h=+4

Dakle, za b = + 4 najveca vrijednost zadanoga polinoma iznosi 13.

L

678. Zadane su funkcije f(x)= T
X

x i g(x) :ﬁ. Odredite funkciju fo g.

Rjesenje: Imamo redom:

(f"g)(x):f(xilj: lx _\/ x :\/x_l_\/inZJj/il_\/%:( x\/—;l')i/%;)zzx(/;ll/%:

x—1
1 1

1
I I e RN T S FER

679. Zadan je trapez ABCD Ccije osnovice AB i CD redom imaju duljinu 20 cm i 12 cm. Ako se srediste
tom trapezu opisane kruznice nalazi na duljoj osnovici, izracunajte povrsinu toga trapeza.

RjeSenje: Budu¢i da trapezu ABCD opisana kruZnica mora prolaziti tockama A i B, a srediSte joj — prema

pretpostavci — nalazi na spojnici tih to€aka (tj. osnovici AB), slijedi da je duZina AB promjer te kruZnice. Stoga je
njezino srediSte u polovistu P duZine AB, a njezin polumjer jednak polovici duljine duZine AB:

R:l -12=10cm.
2

Nadalje, budu¢i da je trokut CDP jednakokracan (jer je IPCl = IPDI = R), visina na osnovicu CD toga trokuta jednaka
je visini trapeza. Budu¢i da je duljina osnovice CD jednaka 12 cm, a duljina kraka IPCl 10 cm, to je duljina visine na
osnovicu CD jednaka
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y=

-

2
| PC I? —(%-ICD |]

2
v= 102—(1-12j
2

v=+10% -6

y=8cm

Stoga je traZena povrSina trapeza jednaka

P=%(IABI+ICDI)-V

P:%(20+12)-8

P=128cm?

680. Duljine stranica usporednika ABCD su 12 cm i 10 cm, a njegova povrsina je 60 cm’. Izracunajte
zbroj duljina visina toga usporednika.

Rjesenje: Povrsinu usporednika ra¢unamo prema formuli
P=a-v,

pri ¢emu je a osnovica usporednika, a v, visina na tu osnovicu. UvrStavanjem a = 12 i P = 60 u tu jednakost
dobivamo jednadzbu:

60=12-v,,

a odavde je v, = 5 cm. No, i manju stranicu usporednika (oznac¢imo je s b) takoder moZzemo shvatiti kao njegovu
osnovicu pa uvrstavanjem » = 10 i P = 60 u navedenu formulu dobivamo jednadzbu:

60 =10 - v,
a odavde je v, = 6 cm. Prema tome, traZeni je zbroj jednak 11 cm.

681. Pravokutni trapez ABCD ima osnovice AB i CD, te pravi kut kod vrha A. Ako je |1ABI =20, I1CDI=15 i
IDA|l = 12, izracunajte oplosje rotacijskoga tijela nastaloga rotacijom zadanoga trapeza oko manje
osnovice.

RjeSenje: Izracunajmo najprije duljinu kraka BC zadanoga trapeza. Iz vrha C povucimo okomicu na osnovicu AB i
oznacimo s E njezino noZiSte. Trokut BCE je pravokutan (s pravim kutom kod vrha E) i duljine njegovih kateta su:

ICEl = IDAI =12
IBE| =1ABl - IAE| = |AB| - ICDI=20-15=5

Stoga je duljina hipotenuze BC jednaka

|BCl=+ICEI* +1BE?
| BCl=+12% +5

IBCI=13
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Rotacijom zadanoga trapeza oko osnovice CD nastaje uspravni kruzni valjak iz kojega je isjecen uspravni kruzni
stozac. Polumjer osnovke valjka jednak je polumjeru osnovke stoSca, a taj je IDAl = 12. Visina valjka jednaka je
duljini osnovice AB, a ta je IAB| = 20. Visina stoSca jednaka je duljini duZine EB, a ta je |IEB| = |IBE| = 5. Izvodnica
stoSca jednaka je duljini kraka BC, a ta je IBCl = 13. TraZeno oplo§je dobit ¢emo tako da povrSini osnovke valjka
pribrojimo povrSinu plasta valjka i povrSinu plasta stoSca (gornja osnovka valjka "nedostaje", pa njezina povrsina ne
ulazi u racun):

0=0,-0,
O=r,-w-(r,+2v,)+r,-m-s
O=12-7-(12+2-200+12-1- 13
0 =1780m.

682. Pojednostavnite izraz:

Rjesenje: Ozna¢imo zadani izraz s I i uo¢imo da su oba njegova €lana strogo pozitivni realni brojevi. Kvadriranjem
dobivamo:

Izz(m—mjz

12 =345-2-JG+/5)(3-+5) +3-+5
1’=6-2-49-5

1’=6-2-2

=2

Odatle korjenovanjem slijedi:
1=42.

683. Rijesite jednadZbu:

Jx+6-3x-26=+/x-6

Rjesenje: Uvjeti na vrijednost nepoznanice x su:

x+62>0
3x-2620
x—-620

Iz toga sustava nejednadzbi dobiva se x > 2—36 pa zadanu nejednadZbu dalje rjeSavamo na intervalu [?, +00).

ZapiSimo je u obliku

V3x—26=vx+6 —+x—6

pa kvadrirajmo:
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3x—26=x+6—-2,/(x+6)(x—6)+x—-6

J(Ex+6)(x—6) = 13—%x

Lijeva strana ove jednadZbe je nenegativan realan broj, pa takva mora biti i desna strana:
1
13-—x20,
2

a odavde je

x <26.

Prema tome, u nastavku polaznu jednadzbu rjeSavamo na segmentu [2—36 , 26]. Kvadriranjem jednadzbe

J(x+6)(x-6) =13—%x

dobivamo:
X -36=169 - 13x + ixz,

odnosno mnoZenjem s 4 i sredivanjem

3x% +52x - 820 =0.

RjeSenja ove kvadratne jednadZbe su x; = —%i x; = 10. Segmentu [23—6 , 26] pripada jedino x, = 10 pa je to ujedno i

jedino rjeSenje polazne jednadZzbe.
684. Odredite najmanju vrijednost funkcije
fx)=2"+2""

na segmentu [0, 2].

RjeSenje: Promatrajmo zadanu funkciju na dvama segmentima: [0, 1] i [1, 2]. Na segmentu [0, 1] vrijednost izraza
2" strogo raste od 2° = 1 do 2' = 2, a vrijednost izraza 2° ~* strogo pada od 2° % =2* =4 do 2* "' = 2' = 2. Stoga
zadana funkcija na tom segmentu strogo pada od 2° +2° " %=1+4=5do2' + 2> ' =2 + 2 = 4. Na segmentu [1, 2]
vrijednost izraza 2* strogo raste od 2' = 2 do 27 = 4, a vrijednost izraza 2°~* strogo pada od 2° "' =2' =2 do 2> *=2°
= 1, pa zadana funkcija na tom segmentu strogo raste od 2' + 2° "' =2 +2=4do2*+2* =4+ 1 = 5. Stoga
zakljuCujemo: Na segmentu [0, 1] zadana funkcija je strogo padajuca, a na segmentu [1, 2] strogo rastu¢a. Najmanju
vrijednost ta funkcija poprima za x = 1 i ona iznosi f (1) = 2" + 2°~' = 2 + 2 = 4. Dakle, traZena vrijednost jednaka je
4. (Graf zadane funkcije na zadanom intervalu prikazaj je na donjoj slici.)
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686. Povrsina jednakostranicnoga trokuta ABC dvostruko je veca od povrsine pravokutnoga trokuta DEF.
Ako je jedna stranica trokuta ABC jednaka hipotenuzi trokuta DEF, izracunajte manji Siljasti kut trokuta
DEF.

Rjesenje: Neka su a i b duljine kateta, o i [3 kutovi nasuprot tim katetama, a ¢ duljina hipotenuze trokuta DEF. Bez
smanjenja opcéenitosti mozemo pretpostaviti da je a < b. Tada je i duljina stranice jednakostrani¢noga trokuta ABC
jednaka c, pa je povrSina toga trokuta jednaka

243

Pype = 4

PovrSina trokuta DEF je dvostruko manja od povrSine trokuta ABC, pa iz gornje jednakosti slijedi:

G

1 1
DEF 2 ABC 2 4 8

S druge strane, povrsina trokuta DEF jednaka je poluumnosku duljine hipotenuze c i visine v, na tu hipotenuzu:

1
PDEF=E'C'VC

IzjednaCavanjem gornjih dvaju izraza za povrSinu trokuta DEF dobivamo:

c\3
V.=

<y

Ozna¢imo s p i g ortogonalne projekcije kateta @ i b na hipotenuzu ¢, pri ¢emu zbog pretpostavke a < b vrijedi
nejednakost p < g. Prema Euklidovu je poucku

v, =7a,

a takoder vrijedi i jednakost

p+qg=c.

Tako smo dobili sustav dviju jednadZbi s dvije nepoznanice:
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Jrg =<8

4
p+g=c
Kvadriranjem prve jednadZbe dobivamo:
_3?
rq 16

pa prema Vieteovim formulama slijedi da su brojevi p i g rjeSenja kvadratne jednadZbe (s nepoznanicom ¢)

Rjesenja te jednadzbe su ¢, =ic 1t =%c, pajep =1t =%c ig=t, =%c. Iz pretpostavke a < b slijedi i

nejednakost o < . Prema tome, trebamo izracunati veli¢inu kuta o. Odredit ¢emo ga iz jednakosti:

v,
tg o= <
q

V3

. . . 3 .
pa uvrStavanjem v, = ig= 2 ¢ dobivamo

4
ga=P
3
i kona¢no
o = 30°.

687. Odredite ukupan broj pravaca koji prolaze tockom A(8, 3) i s objema koordinatnim osima zatvaraju
trokut povrsine 50.

RjeSenje: Koristit ¢emo segmentni oblik jednadzbe pravca

_+l:1
m n

gdje su m i n odsjecci pravca redom na osi Ox 1 Oy. Buduéi da toc¢ka A lezZi na traZzenom pravcu, njezine koordinate
moraju zadovoljavati gornju jednadZbu. UvrStavanjem x = 8 i y = 3 dobivamo:

§+3=1’
m n

odnosno mnoZenjem s mn
8n+3m=mn

Ukoliko pravac nije usporedan s nekom od koordinatnih osi, on zajedno s njima tvori pravokutan trokut kojemu su
duljine kateta Iml i Inl. PovrSina toga trokuta jednaka je
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lelmnl.
2

U zadatku je naveden podatak da ta povrSina iznosi 50, pa uvrStavanjem P = 50 u gornju jednakost i mnoZenjem s 2
dobivamo:

Imnl = 100.
Tako smo dobili sustav dviju jednadZbi s dvije nepoznanice:

8n+3m=mn

Imnl =100
Dva su moguca slucaja:
1.) mn =100
Tada gornji sustav prelazi u
8n+3m =100
mn =100

NajbrZze ¢emo ga rijeSiti tako da prvu jednadZbu pomnoZimo s n. Tako dobivamo:
8n’ — 100n + 3mn =0,
odnosno zbog mn = 100

8n*> — 1001 + 300 = 0.

RjeSenja ove kvadratne jednadzbe su n; = 51in, = g Pripadne vrijednosti nepoznanice m najbrZe dobijemo iz

jednakosti

mn = 100.

Uvrstavanjem n; = 5 odmah dobivamo m; = 20, a uvrStavanjem n, =% dobivamo m, = 43—0 Tako smo u ovom

slu¢aju za rjeSenje dobili ukupno dva pravca:

X oy
... —+==1,0dnosno p;... x+4y-20=0,
P1 20 5 P y

Do 4i+%=1,odnosnop1... 9x + 16y — 120 = 0.
3 2
2.) mn =-100

Tada gornji sustav prelazi u

8n +3m=-100
mn =-100

NajbrZe ¢emo ga rijesiti tako da prvu jednadZbu pomnozimo s n. Tako dobivamo:
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8n” + 100n + 3mn = 0,
odnosno zbog mn = 100

8n* + 1001 — 300 = 0.

RjeSenja ove kvadratne jednadZzbe su n; = —151 ny = % . Pripadne vrijednosti nepoznanice m najbrze dobijemo iz

jednakosti

mn =-100.

Uvrstavanjem n3 = —15 odmah dobivamo m; = 23—0 , a uvrStavanjem n, =% dobivamo m, = —40. Tako smo u ovom

slu¢aju za rjeSenje dobili ukupno dva pravca:

Dy 2—%+_—¥5=1,0dnosnop3... 9x—4y-60=0,
3
P, ——+2 =1, 0dnosno p,... x — 16y + 40 = 0.
—40 S
2

Prema tome, postoje to¢no 4 pravca koji prolaze zadanom toc¢kom A i s objema koordinatnim osima zatvaraju trokut
povrsine 50.

688. Oko kruznice polumjera r = V3 opisan je jednakokracan trapez ciji je Siljasti kut 60°. Izracunajte
duljinu srednjice toga trapeza.

RjesSenje: Neka su a i ¢ duljine osnovica toga trapeza (pri ¢emu je standardno a > ¢), a b duljina kraka trapeza.
Trapez opisan zadanoj kruZnici jest tangencijalni ¢etverokut. U svakom takvom cetverokutu vrijedi jednakost:

a+c=b+d
(zbrojevi duljina nasuprotnih stranica ¢etverokuta su jednaki). U ovom je slucaju b = d, pa je
a+c=2b,
odnosno

b=a+c=s’
2

gdje je s traZzena duljina srednjice trapeza. Nadalje, visina trapeza jednaka je promjeru zadane kruZnice:

v=2r=2\/§.

Iz pravokutnoga trokuta kojemu je duljina hipotenuze jednaka b (odnosno, s), duljina jedne katete jednaka v, a kut
nasuprot toj kateti jednak o = 60° slijedi

. v
sino=—.

A
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Odavde je
v
s = s
sina
pa uvrStavanjem v = 2\/3 i o0 = 60° kona¢no dobivamo
s=4.

689. Odredite zbroj najmanje i najvece vrijednosti funkcije
f) =x’-2x-3

na segmentu [0, 3].

4-1-(=3)=(-2)*
RjesSenje: Zadana funkcija je kvadratna funkcija. Ona postiZe svoj ekstrem % = —4 u tocki X =
%_f) = 1. Budu¢i da je koeficijent uz x> jednak 1 i taj broj je strogo veéi od nule, slijedi da je dobiveni ekstrem

najmanja vrijednost (minimum) zadane kvadratne funkcije. To znaci da na segmentu [0, 1) funkcija strogo pada, a na
segmentu (1, 3] funkcija strogo raste, pa svoju najvecu vrijednost (maksimum) postize u tocki x = 01ili u tocki x = 3.
Vrijednosti funkcije u tockamax=0ix =3 su

f)y=-3
f3)=0

Stoga je najveca vrijednost funkcije na segmentu [0, 3] jednaka f (3) = 0, a najmanja f (1) = —4. Zbroj tih dvaju
brojeva jednak je —4.

690. Odredite zbroj svih rjesenja jednadZbe
sin 2x = cos 3x

koja pripadaju intervalu {0, ).

RjeSenje: Primijenimo identitet

. T
COs Ol = SIn (E—C{]

pa polaznu jednadZbu moZemo zapisati u obliku
sin 2x = sin (z— 3xj s
2

odnosno u obliku

. . T

sin 2x — sin (—— 3x) =0.
2

Primjenom formule za pretvorbu razlike sinusa dvaju kutova u umnoZzak dobivamo:
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2¢cos £+ﬁ -sin S—X—Z =0
4 2 2 4

Budu¢i da je umnoZak dvaju brojeva jednak nuli ako i samo ako je barem jedan od njih jednak nuli, dva su moguca
slucaja:

1.) cos| £+£ =0
4 2

1z te je jednadZbe

a otuda slijedi

x =2tk o ke L
2

Od svih dobivenih rjesenja, u intervalu (0, ) nalazi se jedino xy = % .

2.) sin X _ 7 =0
2 4

1z te je jednadZbe

X Z_rllel,
2 4
a otuda slijedi
=112 ez
10 5
e T T 2% &m. & 4n Iz
Od svih dobivenih rjesenja, u intervalu (0, T) nalaze se: xp= — ,x|= —+—=—1X= —+—=—.
10 10 5 2 10 5 10

. e . .. T . . . . . . .
U oba slu¢aja smo kao rjeSenje dobili x = > pa ga pri racunanju traZzenoga zbroja uzimamo samo jednom. Stoga je

g . 3z
traZeni zbroj jednak xp + x; + x; = -

691. Zraka svjetlosti prolazi tockom A(-2, 3), odbije se na osi Ox i nakon toga prolazi tockom B(7, 6).
Odredite koordinate tocke odbijanja te zrake.

RjesSenje: Prema zakonu loma, odbijena zraka mora prolaziti i tokom A' simetri¢nom to¢ki A s obzirom na os Ox.
Koordinate te tocke su A'(-2, —3). Stoga je jednadZba odbijene zrake (jednadzba pravca kroz tocke A' i B)

3=6_(_3)(x+2),

7-(=2)
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tj.
y=x-1.
Sjeciste te zrake s osi Ox dobijemo tako da u gornju jednadzbu stavimo y = 0:

O=x-1
paje x =1, odnosno traZena to¢ka je T(1, 0).

692. Odredite skup svih realnih rjesenja nejednadzbe
logﬁ(9x —-6)<2x.
Rjesenje: Da bi vrijednost logaritma uopce bila definirana mora vrijediti nejednakost

9"-6>0,

a odavde je
x> logy6 = @ .
log6

Uvazavaju¢i tu nejednakost antilogaritmiranjem zadane nejednadzbe dobivamo:

9'-6< (3)™,
odnosno
3 -6<3,
odnosno
3% -3~ 6<0.
Stavimo ¢ = 3" pa dobivamo kvadratnu nejednadzbu
£-t-6<0

¢iji je skup svih rjeSenja otvoreni interval (-2, 3). Odatle vra¢anjem zamijenjenoga izraza slijedi:

-2<3"<3.
No,zasvex € Rje
3'>0>-2
pa preostaje
3'<3,

otkuda usporedbom eksponenata (pri ¢emu se znak nejednakosti ne mijenja) slijedi

x<1.
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Tako iz sustava nejednadzbi

S log9
log6
x<1

dobivamo da je traZeni skup svih rjeSenja polazne nejednadzbe otvoreni interval (% , 1).

og
693. Oko kruZnice polumjera 2 cm opisan je jednakokracan trapez cija je povrsina 20 cm’. Izracunajte
opseg toga trapeza.

RjesSenje: Neka su a i ¢ duljine osnovica toga trapeza (pri ¢emu je standardno a > ¢), a b duljina kraka trapeza.
Trapez opisan zadanoj kruZnici jest tangencijalni ¢etverokut. U svakom takvom Cetverokutu vrijedi jednakost:

a+c=b+d
(zbrojevi duljina nasuprotnih stranica ¢etverokuta su jednaki). U ovom je slucaju b = d, pa je
a+c=2b,

odnosno

gdje je s traZzena duljina srednjice trapeza. Nadalje, visina trapeza jednaka je promjeru zadane kruZnice:
v=2r=4cm.

Povr§ina trapeza dana je izrazom

P=s-v
pa uvrStavanjem P = 20 i v = 4 slijedi
s=5cm.
TrazZeni opseg trapeza raCunamo prema formuli
O=a+c+2b
Zbog jednakosti
a+c=12s
b=s
ta formula prelazi u
O=2s+22s
0O =4s
Preostaje uvrstiti s = 5 cm, pa je kona¢no
0 =20cm.
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694. Povrsina romba iznosi 48, a omjer njegovih dijagonala 3 : 2. Izracunajte opseg toga romba.

RjesSenje: Neka je a duljina stranice romba, a e i f redom duljina veée, odnosno manje dijagonale. Iz podatka
e:f=3:2

slijedi da postoji strogo pozitivan realan broj k € R takav da vrijede jednakosti

e =73k
f=2k

Te jednakosti, zajedno s vrijedno§éu P = 48, uvrstimo u izraz za povrSinu romba

p=t
2
pa dobijemo:
48 = 3k -2k ’
2
odnosno
K¥=16
paje k = 4. Stoga su duljine dijagonala romba
e=3k=3-4=12
=2k=2-4=8

pa je duljina a stranice romba jednaka

Stoga je traZeni opseg romba jednak

695. Izracunajte vrijednost izraza

Rjesenje: Ozna¢imo
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2 2
1 V7.
I =7———1
2 2
Tada je
Z1+Z2=1
Z1'22=2

Stoga je vrijednost zadanoga izraza jednaka

=@ -2ad D =hat 2P -2 @ o 2@ ) =12 -2:27 2.2 = (-3 - 24
=9-8=1

696. Zadani su tocka A(-5, 13) i pravac p... 2x — 3y — 3 = 0. Odredite tocku A' simetricnu tocki A u
odnosu na pravac p.

Rjesenje: Jednadzbu pravca p najprije zapisSimo u eksplicitnom obliku:

p..3y=2x-3
2
Ly=—x-1
p---y 3
Koeficijent smjera toga pravca jednak je
2
k,=—
P

A
kP
3

e

a 2

pa je njegova jednadzba (jednadZba pravca kroz jednu to€ku sa zadanim koeficijentom smjera)

q...y—-13= —%(x+5),

odnosno
NI
q...y 5 >
Sjeciste pravaca p i gn odredujemo iz sustava
2
=—x-1
'3
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=2
Y 2 2
RijeSimo ga metodom usporedbe (komparacije):
gx—lz—ix—#E /-6
3 2 2
4x—-6=-9x+33
13x=39
x=3
pa je
2
=—x-1
¥73
2
=—-3-1
Y73
y=1

Prema tome, sjeciste pravaca p i g je to¢ka S(3, 1). Ta je tocka poloviste duZine AA'. Stoga moraju vrijediti jednakosti

3= =5+ x4
2

1:13+yA,
2

iz kojih se dobiva
Xqg = 11, Ya = -11.
Stoga je trazena tocka A'(11, —11).

697. U trokutu ABC zadane su velicine kutova B = 72° i y = 44°. Izracunajte velic¢inu kuta kojega
zatvaraju visina iz vrha A i simetrala kuta o toga trokuta. (Sve oznake u trokutu su standardne.)

Rjesenje: Ozna¢imo s D noZiste visine iz vrha A na stranicu a, a s E sjeciste simetrale kuta o sa stranicom a.
Promotrimo trokutove ABE i AED. U trokutu ABE znamo veli¢ine dvaju kutova: kut kod vrha B jednak je B, a kut

kod vrha A jednak je %. Kut kod vrha E u trokutu AED je vanjski kut trokuta ABE, pa je on jednak zbroju dvaju

unutraS$njih kutova trokuta ABE koji mu nisu susjedni:

4DEA = ZEBA+ ZBAE

4DEA=,B+%

U tu jednakost uvrstimo
o=180° —(B+7)

pa dobijemo:
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180—(B+7p)

ZDEA= [+ 5

ZDEA =90°+ %

Budu¢i da je trokut AED pravokutan (s pravim kutom kod vrha D), vrijedi jednakost
ZDEA + ZDAE =90°,

a odavde je
ZDAE =90° — ZDEA

pa uvrStavanjem
ZDEA =90° + %
dobijemo

Z/DAE = %

Preostaje nam uvrstiti § = 72° i Y= 44° u tu jednakost i dobiti traZenu veli¢inu kuta:

ZDAE = 14°.
698. Zbog trosenja gume automobilskoga kotaca njegov se polumjer smanji za 1%. Za koliko ce se pritom
povecati broj njegovih okretaja na putu od 10 km?

RjesSenje: Oznacimo s R polumjer kotaca prije smanjivanja od 1%. Na putu duljine s taj se kota¢ okrene ukupno

n = % puta jer pri jednom okretaju kotaC prevali put jednak njegovu opsegu. Nakon smanjenja od 1% polumjer
V.4
kotaca jednak je
Rl =R _L. R
100
R =R- I_L
100
R, =0.99-R

a broj njegovih okretaja na putu duljine s

N

n1=

2Rz

s

n1=—

2:099-R-x

1 s

n=—-:

099 2-R-7w
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odnosno
100
nl ="
99
Stoga je traZeni postotak povecanja jednak
100-% ‘n
p=
n
100-(10()-11—}1)
_ 99
n
100-% n
p=—"—
n
_100
99
p=1.01010101010101010101010101010101
p=1.01

699. Razlika, zbroj i umnozak dvaju pozitivnih realnih brojeva odnose se kao 1 : 7 : 24. Odredite te
brojeve.

RjeSenje: Neka su x i y traZeni brojevi. Iz podatka da se razlika, zbroj i umnozak tih brojeva odnose kao 1 : 7 : 24 i
podatka da su traZeni brojevi pozitivni slijedi da postoji strogo pozitivan realan broj k € R takav da vrijedi:

x—y=1-k
x+y=7k
x-y=24-k
Zbrajanjem prve i druge jednakosti dobivamo
x=4-k
paje
y=T-k
y=3-k

Dobivene izraze uvrstimo u trecu jednakost pa dobijemo:
4-k-3-k=24"k
odnosno
127 = 24k.
Zbog pretpostavke k > 0 ovu jednadZbu smijemo podijeliti s 12k pa se izravno dobije
k=2.

Dakle, traZeni brojevi su

4.-2=8
=3.-2=6.

x=4-k
y=3-k
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