Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike — 2. dio

700. Ako se polumjer neke kugle poveca za 1 cm, njezino se oplosje uveéa za 44%. Za koliko
se postotaka pritom uveca njezin obujam?

Rjesenje: Oznac¢imo s R polumjer kugle prije poveéanja. Njezino je oplosje

0 =4R’r,
a obujam
V=—Rm
Nakon povecanja za 1 cm, polumjer kugle iznosi
R, =R+ 1,
a njezino oplosje
O0,=4R.

Prema podacima u zadatku, oplosje O, je za 44% vece od oplo§ja O, Sto znaci da vrijedi jednakost:

0,=0+2 .0
100

100
0,=144.0

0, =1.44-(4R*m)

Tu jednakost zajedno s jednakoséu

Ri=R+1
uvrstimo u izraz

0,=4 Rl2 T
pa dobivamo:

1.44 - 4R*m = 4(R + 1)’w,
odnosno
(R+1)*=144-R"

Buduc¢i da je R polumjer kugle, njegova je vrijednost nuZno strogo pozitivan realan broj, pa posljednju jednakost
smijemo korjenovati. Tako dobivamo:

R+1=12"-R,
odnosno
02-R=1,

a odavde je R = 5 cm. Povecanje obujma kugle iznosi
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P=V,-V
P:infz—fR%
3 3

P=%7r~(Rl3—R3)

P=%7r~[(R+l)3—R3]

P:%m@Rz +3R)

pa je traZeni postotak jednak

_100P

vV

100%71’-(3R2 +3R)
p = 4
2Rz
3

_ 300(R +3)
-

U tu jednakost uvrstimo R = 5 cm pa konac¢no dobijemo:
p=96.
Dakle, obujam kugle se povecao za 96%.

701. Radionica "Sunce" prozvodi djecje lutke odjevene u disko odjecu ili odjecu za jahanje.
Cijena lutke u disko odjeci je 20 kn, a lutke u odjeci za jahanje 18 kn. Jucer je radionica
proizvela 2072 lutke i to tako da je broj lutaka u disko odjeci i odjeci za jahanje bio u omjeru
7:1. Kolika je vrijednost proizvedenih lutaka?

RjeSenje: Izratunajmo najprije ukupan broj svake vrste proizvedenih lutaka. Ozna¢imo s D ukupan broj
prozivedenih lutaka u disko odje¢i, a s J ukupan broj proizvedenih lutaka u odjeci za jahanje. To Sto se brojevi
lutaka u disko odje¢i i u odjeci za jahanje odnose kao 7 : 1 znaci da postoji strogo pozitivan realan broj k € R
takav da vrijedi jednakost:

D=7k,
J=1"k
Zbroj D + J mora biti jednak ukupnom broju proizvedenih lutaka:

D +J=2072,

pa uvrStavanjem

~ O
I
=

>

u tu jednakost dobivamo:
7-k+1-k=2072,
odnosno

8- k=2072,
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a odavde je k = 259. Tako slijedi da je proizvedeno ukupno

D=7 k="7-259 = 1813 lutaka u disko odje¢i
J=1-k=1-259= 259 lutaka u odje¢i za jahanje

Ukupna vrijednost Vp, svih proizvedenih lutaka u disko odje¢i iznosi
Vp=20-D=20- 1813 =36 260 kn,
a ukupna vrijednost V; svih proizvedenih lutaka u odje¢i za jahanje iznosi
V; =18 -J=18-259 =4 662 kn.
Prema tome, ukupna vrijednost svih proizvedenih lutaka iznosi

V=Vp+V;
V=36260 + 4 662
V =40 922 kn.

702. Tri partnera — Mirko, Slavko i Janko — uloZili su novac u mali posao i dogovorili su se
da mogucu zaradu dijele u omjerima jednakima uloZenom kapitalu. Mirko je uloZio 10 000 €,
Slavko 12 000 €, a Janko 6 000 €. Na kraju godine posao je ostvario dobit od 14 350 €.
Izracunajte Slavkovu zaradu.

Rjesenje: Ozna¢imo s M, S i J redom zaradu Mirka, Slavka i Janka. Prema njihovu dogovoru, dobit se dijeli u
omjerima jednakima uloZenomu kapitalu, a to zna¢i u omjeru 10 000 : 12 000 : 6 000, odnosno (nakon
skra¢ivanja omjera s 2 000) u omjeru 5 : 6 : 3. Prema tome, svotu od 14 350 kn dijelimo u omjeru 5 : 6 : 3.
Pripadni omjerni koeficijent k jednak je
_ 14350
T 5+6+3
k=1025

Prema tome, Slavko je zaradio

- 1025
0€.

AN N
N = =

703. Cijena broncanoga kruga odreduje se na sljedeci nacin: na cijenu materijala doda se jos
40% za uloZeni trud radnika. Bronca je mjesavina bakra i cinka u omjeru 17:3. Cijena bakra
je 50 €/kg, a cinka 80 €/kg. Nadite cijenu broncanog kruga mase 6 kg.

Rjesenje: Izracunajmo najprije masu svakog sastojka toga kruga. Neka je b masa bakra, a ¢ masa cinka. Buduéi
da je bronca mjesavina bakra i cinka u omjeru 17 : 3, vrijedi razmjer:

b:c=17:3.

Odavde slijedi da postoji strogo pozitivan realan broj k € R (jer mase ne mogu biti negativni realni brojevi)
takav da je

b=17 -k
c= 3-k

Nadalje, zbroj mase bakra i mase cinka mora biti jednak masi cijeloga kruga:
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b+c=6kg.

U tu jednakost uvrstimo

b=17 -k

c= 3-k
pa dobijemo:

17 - k+3-k=6,

odnosno

20- k=6,

a odavde je k = 0.3. Stoga je

b=17-03=5.1kg
c= 3-03=09kg

Cijena bakra potrebnoga za izradu toga bron¢anoga kruga iznosi
B=50-b=255€,
a cijena cinka
C=80-c=72¢€.
Prema tome, cijena materijala potrebnoga za izradu kruga iznosi

M=B+C
M=255€+72€
M=327¢€.

Ukupna cijena kruga je za 40% veca od cijene materijala:

K=m+ Dy
100

K =327+ 40 327
100

K=327+130.8
K=4578¢€.

704. Marica je Setala gradom i u izlogu trgovine ugledala prekrasan pulover cija je cijena
320 kn, ali joj se tada ucinio preskupim. Nakon pet dana ponovo je prosla pored istoga
ducana i primijetila da je cijena sniZena za 25%. S osmjehom na licu, usla je u trgovinu i
kupila pulover. Koliko ga je platila?

RjeSenje: Cijena pulovera je za 25% manja od 320 kn:

P=320- £~320
100

P=320-80
P =240 kn.

705. Slavko je kupio cipele na sniZenju i platio ih 467.5 kn. Koliko je novaca ustedio ako
sniZenje iznosi 15%?
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RjeSenje: Neka je S cijena cipela prije sniZenja. Tada primjenom postotnoga racuna niZe sto slijedi:

S—P=4675
p=15,

paje

100-(S - P)
©100-p
_100-467.5
©100-15

g = 46750

85

S =550kn

TraZeni iznos ustede jednak je
U=S-(S-P)

U=550-467.5
U=825kn

706. Trgovina "Bing" kupuje biljeZnice od veletrgovaca za 6 kn/kom., a prodaje po cijeni
8 kn 20 Ip/kom. Izracunajte marzu (u postotcima).

Rjesenje: Iznos marZe jednak je razlici prodajne cijene (PC) i nabavne cijene (NC):

M =PC-NC
M=82kn-6kn
M=22kn
Stoga je traZeni postotak jednak
_100M
NC
_100-2.2
6
p =36.67%

707. Kilogram krusaka stoji 6 kn vise od kilograma jabuka. Ivica je kupio 3 kg jabuka i 2 kg
kruSaka i platio 52 kn. Izracunajte cijenu kilograma krusaka.

RjeSenje: Neka je j cijena kilograma jabuka, a k cijena kilograma kruSaka. Budu¢i da je kilogram krusaka za 6
kn skuplji od kilograma jabuka, vrijedi jednakost:

j=k-06
Nadalje, ukupna cijena 3 kg jabuka i 2 kg kruSaka iznosi
C=3-j+2k,
pa zbog C = 52 kn mora vrijediti jednakost
3j+ 2k =52.
Tako smo dobili sustav od dvije linearne jednadzbe s dvije nepoznanice:
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j=k-6
3j+2k=52

Uvrstavanjem prve jednadzbe u drugu dobivamo:
3(k—6) + 2k =52,
odnosno
3k— 18 + 2k =52,
odnosno
S5k=170,
odnosno k = 14 kn.

708. Duljine kateta pravokutnoga trokuta odnose se kao 3 : 5, a njegova povrsina je 120 cm’.
Izracunajte opseg toga trokuta.

RjeSenje: Neka su a i b duljine kateta toga trokuta, a ¢ duljina njegove hipotenuze. Bez smanjenja opCenitosti

moZemo pretpostaviti da je a < b. Iz podatka da se duljine kateta odnose kao 3 : 5 slijedi da postoji strogo
pozitivan realan broj k € R (jer duljine kateta ne mogu biti negativni realni brojevi) takav da vrijedi:

a=3-k
b=5-k
Povrsinu pravokutnoga trokuta raunamo prema formuli

P= lab.
2

U tu formulu uvrstimo

NalE~Na !
I
N W =
O

pa dobivamo:

120 = % - (3k) - (5k),

odnosno
15> = 240,
odnosno
K =16,
pa je k = 4. Prema tome, duljine kateta su
a=3-k=3-4=12cm
b=5-k=5-4=20cm

Prema Pitagorinu poucku, duljina hipotenuze ¢ jednaka je

© Bojan Kovaci¢ 460  Tehnicko veleuciliste — Elektrotehnicki odjel, Zagreb



Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike — 2. dio

c=va®+b*
c=+122+202

c=4/544
c=2332cm
Stoga je traZeni opseg trokuta jednak
O=a+b+c
O=12cm+20cm + 23.32 cm
0 =55.32 cm

709. Duljine dviju stranica Siljastokutna trokuta su 5 i 6, a povrsina 12. Nadite duljinu trece
Stranice.

Rjesenje: Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je
a=5,b=06.
Uz standardne oznake u trokutu, vrijedi formula:
P= 1 a-b-siny.
> )
otkuda je
siny = 2P
ab

Uvrstavanjem P = 12, a =51 b = 6 u tu formulu dobivamo:

sin;/:2
ab
sinyzg
5-6
sin}/:i
5

Budu¢i da je trokut §iljastokutan, vrijednosti svih Cetiriju trigonometrijskih funkcija svakoga od kutova su strogo
pozitivni realni brojevi. Tako prema osnovnom trigonometrijskom identitetu slijedi

:

cosy = l—sinzj/

j

[T AN

cosy = 1—(

1

N

cosy=

N

5

cosy=

cosy=

| W
Ble] T

Trazenu duljinu trece stranice ¢ zadanoga trokuta izracunat ¢emo rabeci kosinusov poucak:

c2=a2+b2—2-a~b~cosy
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c2=52+62—2-5-6%

A=25+36-36
* =25,

te kona¢no
c=5.

710. Za koju vrijednost realnoga parametra m € R je jedno rjesenje jednadzbe
8x> —(m—-Dx+m—-7=0

Jjednako nuli?
RjeSenje: Uvrstimo x = 0 u zadanu jednadZbu pa dobijemo:
8-0°~(m-1)-0+m-7=0,

odnosno

pajem="1.

711. Izracunajte 20% od 72—3
025 2-3/81

RjeSenje: Najprije pojednostavnimo zadani razlomak na sljedeéi nacin:

L ! L 2 2
723 @893 @233 o2'33 otz 1 1 1

3 = 3 3 - 4 7 T2 54 22 16.0 144
025 2381 (057 2-3* 05333 @?.35  23.33  2¥l.33s 203 1091

Tako je trazeni broj jednak

20 1 _ 11 _ 1
100 144 5 144 720

712. Pojednostavnite izraz:

3 2
o, ) e
a a

Rjesenje: Imamo redom:

3 2 3 2 2 3 2 2
l:(a+b) _a_bH(a-b) +1}:|:a +3a%b +3ab® +b _a_bHa —2ab+b +1}=

3ab a 3ab a

a’ +3a’b+3ab® +b* —3ab(a—b) a® —2ab+b* +ab _ a’ +3a’b+3ab® +b’ —3a’b—3ab® a® —ab+b’

3ab ab 3ab ab
_a3+b3 .a2—ab+b2 _(a+b)(a2—ab+b2)‘ ab _a+b
3ab ab 3ab a’—ab+b*> 3
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713. Odredite vrijednost realnoga broja a € R tako da broj z = % bude cisto realan.
+i

RjeSenje: Zadani kompleksan broj najprije zapi§imo u sljede¢emu obliku:

l—ai _(I-ai)(1—i) l-ai—i+ai® l1-a—ai—i l-a, (-1-a),
1+i  (A+d1-i) 12 -2 1+1 2 2

Da bi taj kompleksan broj bio ¢isto realan, njegov imaginarni dio mora biti jednak nuli. Kako je

—1-a
Imz= ,
2

izjednacavanjem toga razlomka s nulom dobivamo jednadzbu:
-1-a=0,

iz koje je a =—1.

714. Zadan je polinom p(x) = 5x* — 2x + 1. Odredite ostatak pri dijeljenju polinoma
pix)=f &+ 1) polinomom g(x) =f(x—1) - 5x°.

RjeSenje: Odredimo najprije kanonske zapise polinoma p;(x) i g(x). Imamo redom:

PO =f+D=5-x+1)*=2 -+ D+1=5-(F+2x+ D) -2x-2+1=5"+8x+4,
g =fx=1D=5%=5-(x=1 =2 - (x=D+1-5x"=5-("=2x+ D)= 2x+2+1-5x"=—12x + 8.

Preostaje nam podijeliti polinome p; i g:

(534 8r4d): (124 8)= —> 1T
27718
5x2—&g
ﬁx+4
3
3468
34, .68
37779
104
9
104

Prema tome, trazeni je ostatak jednak e

715. Odpredite prirodno podrucje definicije (domenu) funkcije

1
f()ﬁ—m+\/:.

RjeSenje: Uvjeti na vrijednost nepoznanice x su:

1.) 2x+3>0(dabiizraz ¥2x+3 bio definiran)
2.) 1- +2x+3 # 0 (nazivnik razlomka ne smije biti jednak 0)
3.) —x2>0(dabiizraz v—x bio definiran)
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1z prvoga se uvjeta odmah dobiva

xZ—E,
2
a iz tre¢ega
x<0

1z drugoga uvjeta slijedi

N2x+3 #1,

odnosno kvadriranjem
2x+3#1,
odnosno
x#-1.
Tako smo dobili sljedece uvjete na x:

3

xX2——

2
x<0
x#1

Odavde lagano slijedi da je traZeno prirodno podrucje definicije skup
Df =|:—%,—1>U<—1,0]

716. Ako je x' + vy~ =1 ixy =2, izracunajte x + y.
RjeSenje: Pomnozimo dvije zadane jednakosti, pa odmah dobivamo:

y+x=2,
odnosno

x+y=2.

717. Odredite skup svih rjesenja nejednadzbe 2x < |x + 1l.

Rjesenje: Razlikovat ¢emo dva slucaja:

1)x+120

U ovome je slucaju Ix + 11 = x + 1 pa zadana nejednadzba prelazi u
2x<x+1,

odnosno u

x< 1.
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Kako iz uvjeta
x+120
slijedi
x=>-1,
u ovome je sluc¢aju skup rjeSenja polazne nejednadzbe poluzatvoreni interval [-1, 1).
2)x+1<0

U ovome je slucaju Ix + 11 = —(x + 1) = —x — 1 pa zadana nejednadZba prelazi u

x<—=x-1,
odnosno u
x<-2.
3
Kako iz uvjeta
x+1<0
slijedi
x<-1,

u ovome je slucaju skup rjeSenja polazne nejednadzbe poluotvoreni interval (—oo, —1].

Tako je skup svih rjesenja polazne nejednadzbe unija skupova [—1, 1) i (—eo, —1], a to je skup (—oo, 1).
718. Odredite najvecu vrijednost realnoga parametra a € R za koju jednadZba
2sinx—cos’x+a+1=0

ima barem jedno realno rjesenje.
RjeSenje: Zadanu jednadzbu transformirajmo na sljede¢i nacin:

2sinx— (1 -sin’x)+a+1=0

sin’x + 2 sinx+ 1+a-1=0
(sinx+1)Y=1-a
Zbog nejednakosti
—1<sinx<1, zasvaki x € R,
vrijedi nejednakost
O0<sinx+1<2,zasvakix e R,

a odavde kvadriranjem slijedi

0<(sinx + 1)*<4,

© Bojan Kovaci¢ 465  Tehnicko veleuciliSte — Elektrotehnicki odjel, Zagreb



Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike — 2. dio

§to zbog
(sinx+1)’=1-a
prelazi u
0<1-ac<4,
a odavde je
-3<a<l1

Tako sada izravno slijedi da je traZena vrijednost jednaka a,,,, = 1.
719. Rijesite jednadzbu
log(cosx) — log(sinx) =0

na intervalu [0, 2T).

Rjesenje: Buduc¢i da je logaritamska funkcija definirana isklju¢ivo za strogo pozitivne realne brojeve, oba
logaritmanda moraju biti strogo pozitivna:

cosx>0
sinx>0

Ove nejednakosti karakteriziraju kutove u prvom kvadrantu, pa zadanu jednadZbu zapravo rjeSavamo na
. T e . .
otvorenom intervalu (0, 5 Y. Zapisimo je u obliku:

log(cos x) = log(sin x),
pa izjednacavanjem logaritmanada dobivamo

COS X = sin X.
Bududi da je x € (0, % ), tu jednadzbu smijemo podijeliti s cos x, pa dobivamo:
tgx=1.

Jedino rjeSenje ove jednadZbe u intervalu (0, %) jestx = % .

720. Odredite ukupan broj elemenata skupa svih neparnih rjesenja nejednadzbe

-2 <logx(2x+ 1) <4.
RjeSenje: Bududi da je je funkcija f (x) = log,(2x + 1) kompozicija dviju strogo rastuc¢ih funkcija fi(x) = log,x i
H(x) = 2x + 1, ta je funkcija i sama strogo rastuc¢a. Stoga zadanu nejednakost smijemo antilogaritmirati ne
mijenjajuéi znakove nejednakosti:

272 <2x+ 1 <47,

otkuda je

<2x+1<16,

ENIE
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odnosno

oo | w

<x< E .
2
Svi neparni cijeli brojevi koji zadovoljavaju ovu nejednakost su: 1, 3, 51 7. Prema tome, traZeni je broj jednak 4.

. . 1
721. Pojednostavnite izraz: loga(—jﬂogl x.
X 1

Rjesenje: Imamo redom:

loga(ij + logl x=log,1-log, x+log . x=0-log, x—log, x=-2log, x=—log, (x*) = log -, (x*) =
a

logl x?
722. Rijesite jednadZbu: 272)* = 43~
RjeSenje: Prelaskom na bazu 2 dobivamo:

1
(273.22)% = (22)3- 2
5

(2_5 )x — 26—4x

5
2_5)( — 2674)(

Odavde usporedbom eksponenata dobivamo jednadZbu:

—2x=6—4x,
2

odnosno (mnoZenjem s 2 i sredivanjem)
3x=12,
te x =4.
723. Izracunajte udaljenost pravaca p;... 3x —4y—10=0ip,... 6x— 8y +5=0.
Rjesenje: Jednadzbu pravca p; smijemo pomnoZiti s 2 (pravac se pritom ne¢e promijeniti):
pi... 6x—8y—-20=0.

Tako je trazena udaljenost jednaka

g 172051
6% +(=8)?
g 1251
V36 + 64
_2s
10
423
2
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724. Odredite jednadzbu kruznice Ciji je promjer duZina AB s krajevima A(-3, 7), B(5, —1).

RjeSenje: Srediste S traZene kruZnice je u polovitu zadane duZine, a njezin je polumjer r jednak polovici
udaljenosti izmedu tocaka A i B. Tako najprije imamo

s(_3+5, 7+(—1)j

2 2
S(,3)
Nadalje, iz
r= 1 IABI
2
kvadriranjem slijedi
L pp
== 1ABP,
4
paje
1
=2 (5= +IED-TF)
2 1 2 2
=—-[8+(-8
=1 [8°+(=8)1]
2oL
4
=32

Stoga je traZena jednadZba kruZnice

(x—=1*+(y-3)7*=32.
725. Izracunajte duljina tetive krivulje y2 = 8x koja prolazi tockom A2, —4) usporedno s
pravcemp...2x —y—-3=0.

Rjesenje: Odredimo najprije jednadZbu pravca g na kojemu leZi ta tetiva. Taj je pravac usporedan s pravcem p
pa mora imati isti koeficijent smjera kao i pravac p. Zapisimo jednadzbu pravca p u eksplicitnom obliku:

p...y=2x-3,
pa ocitajmo njegov koeficijent smjera:
k,=2.
Stoga je i koeficijent smjera pravca g jednak
k,=2

pa je jednadZba toga pravca
q...y+4=2-(x-2),

odnosno
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q...y=2x-8.

Presijecimo zadanu krivulju dobivenim pravcem. U tu svrhu rijeSimo sustav:

y=2x-8
y? = 8x
Uvrstavanjem prve jednadzbe u drugu dobivamo:
(2x - 8)* = 8x,
odnosno kvadriranjem i reduciranjem
¥ —10x+16=0.

Rjesenja ove kvadratne jednadzbe su x; =2 i x, = 8, pa su pripadne vrijednosti y

d=6y5

726. Odredite osnu jednadZbu hiperbole koja prolazi tockom T(1, 3+/3) i ima pravce y = +6x
za asimptote.

RjeSenje: Pretpostavimo da je jednadzba te hiperbole oblika
b2 — by = P

Mi Zelimo odrediti vrijednosti parametara a i b. Budu¢i da traZena hiperbola prolazi tockom T, koordinate te
toCke moraju zadovoljavati jednadZbu hiperbole:

P12 —d 33 )Y =d,
otkuda je
b -21a’ =a’l’.
Nadalje, to Sto su pravci y = £6x asimptote traZene hiperbole znaci da vrijedi jednakost

b

a

=6.

1z te jednakosti kvadriranjem dobijemo:
b’ =36a’,
pa uvrstavanjem te jednakosti u jednadzbu

b’ - 27a* = a*b*
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dobivamo:
364 — 274* = 364",

odnosno nakon dijeljenja s 364> (taj je broj uvijek strogo veci od nule jer u suprotnom ne bismo imali hiperbolu)

Sada lako slijedi

pa je traZzena jednadzba:

ENJINC)

X" — —y =

ili (mnoZenjem s 4)
36x* —y* =09.

727. Omjer duljina kateta pravokutnoga trokuta je 3 : 2. Visina na hipotenuzu dijeli
hipotenuzu na dijelove Cije se duljine razlikuju za 2. Izracunajte duljinu hipotenuze.

Rjesenje: Oznac¢imo s a i b duljine kateta, s ¢ duljinu hipotenuze, a s v duljinu visine na hipotenuzu. Bez
smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da je a < b. Iz podatka da je omjer duljina kateta pravokutnoga
trokuta jednak 3 : 2 i pretpostavke a < b slijedi razmjer

a:b=2:3.

Odsjecci na koje visina na hipotenuzu dijeli hipotenuzu su ortogonalne projekcije kateta. Neka je p ortogonalna
projekcija katete a, a g ortogonalna projekcija katete b. Zbog pretpostavke a < b je p < q. Duljine tih odsjecaka
ra¢unamo prema formulama:

2

a
p = —_—
c
2
q = —_—
c
Dijeljenjem tih formula dobivamo:
p_a
q b
p_(ay
q \b
a tu jednakost mozemo zapisati u obliku razmjera
pig=(a:b)
Kako je
a:b=2:3,
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uvrsStavanjem dobivamo:
pig=(2:3),
odnosno
p:g=4:9.

Sada standardno slijedi da postoji strogo pozitivan realan broj k € R takav da je

q-p=2,

pa uvrstavanjem jednakosti

p =4k

q=9%
dobivamo:

Ok —4k =2,

odnosno

Sk=2,

aodavde je k= % . TraZena duljina hipotenuze ¢ jednaka je zbroju duljina odsjecaka p i g:

c=p+gq
c=4k + 9%k
c=13k
c=13~2
5
c=52.

728. Stranice trokuta imaju duljine 3, 5 i 7. Ako je o kut nasuprot najvecoj stranici,
izracunajte cos 20L.

RjeSenje: Oznac¢imo stranice zadanoga trokuta ovako: b = 3, ¢ = 5, a = 7. Prema formulama za trigonometrijske
funkcije dvostrukoga kuta je

cos200=2 - cos’o— 1,
a prema kosinusovu poucku

b2+cr-a®
cos oL =
2bc

UvrStavanjem b = 3, ¢ =5, a = 7 u posljednju formulu dobiva se

32 +5%2-72
2.3:5

cos =
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9+25-49
30

COos O =

1
cos o= ——
2

pa kona¢no imamo:

cos 20.=2 - cos’ot— 1

L.,
cos200=2-(——=)" -1
( 2)
1
cos20= ——1
2
00520L=—l

729. Duljine osnovica jednakokracnoga trapeza sua=6i ¢ = 2, a povrsina 83 cm>. Ako je_o,
kut uz osnovicu trapeza, izracunajte sin*.

RjeSenje: Oznacimo s v duljinu visine toga trapeza. Iz

p= a+c o
2
slijedi
2P
v:
a+c
pauvrStavanjema =6,c=2iP =8 3 dobivamo
2P
V=
a+c
o2 8-3
6+2
v:2\/§
Tako je tangens kuta o jednak
2v
tgo= —
a—c¢
243
tgo =
6-2
tgo= 3

pa je traZzeni kvadrat njegova sinusa jednak
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2 g’

sin“ o = 3
I+tg”a

o (WB)?

sin (Z——z
1+(3)

sina=——
1+3

sin205=é
4

730. U jednakostranican trokut visine 1.5 cm upisana je kruZnica, a u nju kvadrat.
Izracunajte povrsinu toga kvadrata.

Rjesenje: Polumjer p kruZnice upisane u jednakostranican trokut jednak je tre¢ini duljine visine:
p=—v.

Stranica kvadrata upisanoga u krug polumjera p iznosi

a=p-2

(jer je promjer 2p jednak duljini dijagonale kvadrata), pa je povrSina toga kvadrata

P=d

P=(p2)’
P=2p’

2
P=2~(lvj
3

Uvrstavanjem v = 1.5 cm kona¢no dobivamo:

P=0.5cm%

731. Kroz brid osnovke kocke prolazi ravnina koja s osnovkom zatvara kut od 30°. Ako je

povrsina dijela ravnine koji se nalazi unutar kocke 543 cm?, izracunajte duljinu osnovnoga
brida te kocke.

RjeSenje: Ozna¢imo traZzenu duljinu osnovnoga brida s a. Radi odredenosti, neka je ABCDA,B,;C,D, zadana
kocka. Bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da navedena ravnina prolazi bridom AB. Tada ona sijece
brid CC; u togki P, a brid DD, u tocki R. Cetverokut ABPR je pravokutnik. Odredimo njegove stranice. Duljina
stranice AB jednaka je duljini brida kocke, dakle, IABl = a. Duljinu stranice BP odredit ¢emo pomocu
pravokutnoga trokuta BCP kojemu je duljina katete IBCl = a, kut kod vrha B jednak 30°, a duZina BP hipotenuza.
Tako je

| BP|= |BCI
cos30°
| BP1=2%

V3

Kako je povrs§ina pravokutnika ABPR jednaka
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P=1ABI- |BPI,

uvrsStavanjem

P=5443,
IAB| = a,

1 BPI=2%

V3

u tu formulu dobivamo:
54-3=2d’,
odnosno
a’=8l.

Otuda je a =9 cm.

732. Povrsina osnovke uspravne piramide iznosi 180 cm®. Na udaljenosti 9 cm od vrha
piramide piramida je presjeCena ravninom usporednom s osnovkom. Ako je povrsina toga
presjeka 108 cm?, izracunajte visinu piramide.

Rjesenje: Oznac¢imo s v traZenu visinu piramide. Prema Cavalierijevu nacelu, omjer povrSine osnovke i povrsine
presjeka jednak je kvadratu omjera visine piramide i udaljenosti presje¢ne ravnine od vrha piramide. Dakle,
vrijedi razmjer:
180: 108 = (v : 9)%.
Odavde slijedi
v =135,
odnosno v =3+/15 cm.

733. Povrsina plasta uspravnoga kruznoga stosca je 607 em?, a duljine polumjera osnovke i
visine stoSca su u omjeru 3 : 4. Izracunajte oplosje toga stosca.

RjeSenje: Oznadimo s r polumjer osnovke stoSca, a s v visinu stoSca. Da bismo odredili traZeno oplosje stosca,
nedostaje nam samo podatak o vrijednosti povrSine njegove osnovke. Iz podatka da se duljine polumjera
osnovke 1 visine stoSca odnose kao 3 : 4 slijedi da postoji strogo pozitivan realan broj k € R takav da je

>~

]

3.
4.

b

r
v

Tada je duljina izvodnice toga stoSca jednaka

s =+/(3k)* + (4k)?
s =9k +16k>
s=~/25k

s =5k

Budu¢i da je povrSina plasta stoSca dana formulom
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P = rms,

u tu formulu uvrstimo P = 60w, r =3k i s = 5k, pa dobijemo:

601 =3k - - 5k,
odnosno
15k = 60,
odnosno
K =4,

a odavde je k = 2. Tako je duljina polumjera osnovke stoSca jednaka
r=3k=3-2=6cm,
pa je povrsina osnovke stoSca

B=r7,
B=6"T,
B =361 cm?,

te je konacno traZeno oplosje stoSca jednako

O=B+P
0 =36m+ 607
0 = 96m cm’.

734. Kugla K, dira kuglu K, iznutra tako da srediste kugle K, leZi na kugli K,. Ako obujam
kugle K, iznosi 36 cm’, izracunajte oplosje kugle K.

Rjesenje: Oznacimo s r; polumjer kugle Kj, a s r, polumjer kugle K,. IzraGunajmo najprije r; iz zadanoga
obujma kugle K. Iz formule

4
Vl—grfﬂ
slijedi
i =3 ﬁ
4z
3-367
r1:3
4
n =327
1 =3cm

Iz ¢injenice da kugla K, dira kuglu K, iznutra tako da srediSte kugle K, leZi na kugli K, izravno slijedi da je
polumjer kugle K, jednak promjeru kugle K, tj.

= 2)"1,
pa uvrStavanjem r; = 3 cm dobivamo

r, =6 cm.
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Tako je trazeno oplosje kugle K, jednako

0,=4r7
0,=4-6>-7
0, =1447x cm?
735. Iracunajte 15% od 25 N2+ 3 |
265 J2-43

Rjesenje: Uocimo najprije da je
2J6 —5=—(5-21/6) =—(3-2V6 +2) =—(/3 -12)”.
Tako sada imamo:

25 2443 25 23 25 (2-3)2-43)
W6-5V2-3 -(B3-V2)? V2443 (B3-v2) (2+B3)W2-3)
25 (2-437_ 25 _

=— . —=25
B 23 4
Tako je traZeni broj jednak
3‘252223.75.
100 4
. . a'-p!
736. Pojednostavnite izraz: a™' ————:(a”' +b7")".
1+a b
Rjesenje: Imamo redom:
1 1 b-a b-a
-1 -l ——— —
a—l_%;(a—l.kb—l)—l:l_a_lb;(l.,.l)—l:l_a_bb;(b"’_a)—lzl_aTbb; ab__
I+a™ b a 4,4t a b a y,b ab a 4a a+b
a a a
b—a
_ab . ab 1 b-a .a+b_l_b—a‘i_l_b—a_b2—b+a
a a+b a+b a b(a+b) ab a b ab a gb? ab?
a

737. Realni brojevi a i b zadovoljavaju jednakost
(a + 2bi%)(2a + bi) = 3i — 4i°.

Odredite vrijednost zbroja a + b.
Rjesenje: Najprije uzmimo u obzir da je

P =,
=@ =)y =r=-1

Tako zadanu jednakost moZemo napisati u obliku
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(a—2bi)(2a + bi) =3i + 4,
pa mnoZenjem faktora na lijevoj strani dobivamo:
(2d* + 2b%) + (3ab) - i = 4 + 3i.

Izjednacavanjem realnih i imaginarnih dijelova dobivamo sustav

2a° + 20 =4
—3ab =3
kojega moZemo zapisati u ekvivalentnom obliku
a+b=2
ab=-1

Pomnozimo drugu jednadzbu s 2 i pribrojimo je prvoj. Dobivamo:
a’+2ab+ b =0,
odnosno
(a+b)*=0.
1z te jednakosti izravno slijedi da je traZena vrijednost zbroja

a+b=0.

738. Odredite skup svih strogo negativnih rjesenja nejednadZbe >1.

|x + 1|
RjeSenje: Budu¢i da nazivnik razlomka ne smije biti jednak nuli, postavljamo uvjet:
x+11+0

iz kojega se dobiva x # —1. Uvazavaju¢i tu nejednakost, zadanu nejednadzbu smijemo pomnoZiti s Ix + 1l jer je
taj broj strogo pozitivan za svaki x # —1. Tako ¢emo dobiti:

x+11<3,
$to moZemo zapisati u ekvivalentnom obliku
B3<x+1<3,
a odavde je
—4<x<L2.

Kako traZimo samo strogo negativna rjesenja, bit ce:
4<x<0,

pa zbog uvjeta x # —1 kona¢no dobivamo da je traZeni skup jednak [—4, 0) \ {-1}.

739. Odredite sve vrijednosti realnoga parametra k € R za koje je umnoZak svih rjesenja
JjednadZzbe (x + 2’ =k-Q2x+1) Jednak 2.

Rjesenje: Zadanu jednadzbu najprije transformirajmo na sljedeci nacin:
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x+2°=k-Q2x+1
CHdx+4=2kx+k
P+@-2kx+4-k=0.

Iz Vieteovih formula slijedi da je umnozak svih rjeSenja posljednje jednadZzbe jednak 4 — k. Kako vrijednost toga
umnoska treba biti jednaka 2, dobivamo novu jednadzbu:

4-k=2,

iz koje je k = 2.
740. Odredite sve vrijednosti realnoga parametra a € R \ {0} za koje jednadibe
x*—8x + 5a=01i2x* +x— Ta =0 imaju barem jedno zajednicko rjesenje.
RjeSenje: Oznacimo s x; zajednicko rjeSenje obiju jednadzbi. Tada vrijede jednakosti:

x12 —-8x;+5a=0

2x0+ x=Ta=0

Pomnozimo prvu jednakost s (—2) i pribrojimo je drugoj. Dobivamo:

17x, - 17a =0,

a odavde je

Tako x; = a uvrstimo u jednakost

X —8x; +5a=0
pa dobivamo:

@ —8a+5a=0,
odnosno

@ -3a=0.
Budu¢i da zahtijevamo da bude a # 0, posljednju jednakost smijemo podijeliti s a. Tako ¢emo dobiti:
a-3=0,

a odatle je a = 3.

2 —
741. Odredite skup svih rjesenja nejednadzbe );—sz <1.
X —X—

RjeSenje: Zadanu nejednadZbu najprije transformirajmo na sljedeci nacin:
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x2 = 2x

2—<1

x“=x=-2
2_

)26 2x -1<0

x“=x=-2

2 A2
X 2x2 x"=x-2) <0
x"=x=2
_27Y <o
X" —x=2
Kako je x* —x — 2 = (x — 2)(x + 1), posljednju nejednakost moZemo zapisati u obliku

_x;2<0
(x=2)(x+1)

Za x # 2 skratimo razlomak na lijevoj strani te nejednakosti:

x+1 > 0.
Sto ¢e biti ispunjeno ako i samo ako je
x+1>0,
odnosno
x>-1.
Tako smo dobili:
x>-1
x#2,

pa je trazeni skup (1, +eo) \ {2} (ili, ekvivalentno, (-1, 2) L (2, +oo)).

742. Funkcija f (x) = ax® + bx + ¢ poprima svoju najmanju vrijednost —% zax= i Ako je
vrijednost funkcije u tocki x = 0 jednaka -1, izracunajte umnoZak abc.

RjeSenje: Primijetimo da je zadana funkcija kvadratna funkcija. Iz podatka da ta kvadratna funkcija ima
najmanju vrijednost slijedi @ > 0. Nadalje, funkcija f (x) = ax® + bx + ¢ opéenito ima ekstremnu vrijednost
2

dac—b koju poprima za x = — Zi . U ovom slucaju to znaci da moraju vrijediti jednakosti:
a
dac=b” _ 9
4a 8
b1
2a 4

1z podatka da je vrijednosti funkcije u tocki x = 0 jednaka —1 slijedi da je ' (0) = —1, odnosno
a-0’+b-0+c=-1I,
odnosno

c=-1.
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Tako smo dobili sljede¢i sustav jednadZbi:

dac-b> _ 9
4a 8

b1

2a 4

c=-1
1z druge jednadZbe toga sustava je
b:—la
2

Budu¢i da prvu jednadZbu (mnoZenjem s 16a) moZemo zapisati u obliku

16ac — 4b* = - 18a,
uvrStavanjem b = —%a ic =-1 u tu jednakost dobijemo:

~16a-a" =-18a,
odnosno
a*—2a=0.
Ve¢ smo utvrdili da je a > 0 pa dijeljenjem posljednje jednadzbe s a dobivamo:
a-2=0,

a odavde je a = 2. Sada je lako izracunati

pa je traZzeni umnozak jednak

abc=2-(-1)-(-1)=2.

743. Rijesite jednadZbu: logs x + logox + logsx = 14.

Rjesenje: Prelaskom na bazu 3 redom dobivamo:
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744. Odredite skup svih realnih rjesSenja nejednadzbe log

logyx  logsx

log; 81 log;9
log; x log; x
logs(3%)  logs(3)

logs x + logs x

+—=="—+log,; x =14

+log; x =14

—=—+log; x=14

4log;3  2log;3
log; x  logs x
4

1 1
lo 1=+=+1[=14
g3 X (4 ) )

long(#jzlél

7
log3x~Z=14
log; x=8
x=3%=6561

+—==—+log;x=14
) g3

~
I

x+2>1.

X

RjeSenje: Prvi uvjet na vrijednost nepoznanice x jest x # 0 jer nazivnik logaritmanda ne smije biti jednak nuli.
Drugi uvjet na vrijednost nepoznanice x jest

x+2>0

X

jer vrijednost logaritmanda mora biti strogo veca od nule. UvaZavajuéi ta dva uvjeta, antilogaritmiranjem

polazne nejednadzbe dobivamo:

odnosno

x+2

Uocimo da iz nejednakosti
X

x+2

> 10!,
X

x+2

> 10.

x+2

> 10 slijedi nejednakost

daljnjemu rjeSavanju zadatka. Sada rijeSimo nejednadzbu

Kako je

to nejednadzbu

mozemo zapisati u obliku
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1+ 2 > 10,
X
a odatle je
2 >9.
X
Tu nejednakost pomnoZimo s x* pa dobijemo:
2x > 9x2,
odnosno
9" —2x <0,
a odatle je
2
x e {0, ) ).
Tako smo dobili ukupno dva uvjeta na x:
x#0
2
x € (0, §>

Lako se vidi da drugi uvjet povlaci prvi, pa je traZzeni skup rjeSenja otvoreni interval {0, % ).

745. Odredite zbroj svih realnih riesenja jednadzbe (0.5) 252 =167 .

Rjesenje: Prelaskom na bazu 2 dobivamo:

(O.S)XZ . 25x+2 — 1671
(2—1)x2 L pSxH2 _ (24)—1
9=x? 9Sx+2 _ 54

27.x2+5x+2 e

Odavde usporedbom eksponenata dobivamo kvadratnu jednadzbu:
+5x+2=-4
koju mozemo zapisati u ekvivalentnom obliku
X -5x+6=0.

Budu¢i da nema nikakvih uvjeta na vrijednost nepoznanice x, sva rjeSenja ove kvadratne jednadzbe su ujedno i
sva rjeSenja polazne jednadZzbe. Tako iz Vieteovih formula slijedi da je traZeni zbroj jednak 5.

1—ctgt

746. Ako je cost=— i te 3—”,2% , izracunajte
13 2 1+ctgt

Rjesenje: Bududi da je 7 kut u ¢etvrtomu kvadrantu, vrijednost njegova sinusa je strogo negativna. Zbog toga je
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sinft=—+v1-— cos’ ¢

sint=— 1—(ij
13

25
sint=—,[1-——
169
. 144
sint=—,[—
169
. 12
sint=-—,
13
pa je
S
cost? 13 5
ctgt= — =—2=—"_,
&= ns 12 12
13
Konacno je
| 5 17
loegr T 17
I+etgr .5 7 7
12 12

747. Odredite skup svih rjesSenja nejednadzbe sin(x—%) < g na intervalu (x, 31).

RjeSenje: Ovakvu je nejednadzbu najlakSe i najbrze rijeSiti graficki. Nacrtajmo najprije graf funkcije

f(x)=sin(x —% ). To je "klasi¢na" sinusoida pomaknuta za %udesno:

Presijecimo dobiveni graf pravcem y = 73 :
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Odredimo sjecista tih dviju krivulja u zadanom intervalu. U tu svrhu, rijeSimo jednadZbu

V3

. VA
sin(x——)=—
¢ 3 ) 2
na zadanom intervalu. Uvedimo zamjenu
7
t=x—-=
3
pa dobivamo jednadZzbu
. 3
sint= —.
2

Njezina rjeSenja su (t,); = %+ k-2mi(t), = 2sz' + k - 2®, k € Z. Vracanjem zamijenjenoga izraza umjesto f,

dobivamo:

-z = £+k‘2n,
3 3

paje (x)x = %[ + k- 2w, k € Z. Analogno, vracanjem zamijenjenoga izraza umjesto #, dobivamo:

x—£ = 2—ﬂ+k~2n,
3 3

paje (x)r=m+ k- 2x, k € Z. Sada odredimo sva rjesenja koja ujedno pripadaju i otvorenom intervalu (xt, 37). Iz
nejednadzbe

mT< 2%+k-2n<3n

mnozenjem s 3 i dijeljenjem s T slijedi
3<2+6k<9,

odnosno

l<k< 1
6 6
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Buduc¢i da k mora biti cijeli broj, jedino je rjeSenje ove nejednadZbe k = 1. Prema tome, intervalu (7, 37) pripada

2 87
=—+1-2n=—1.
(x)h 3 3

Analogno, iz
T<T+k-2n<3W
slijedi
0< k <1,
a tu nejednakost ne zadovoljava niti jedan cijeli broj k. Prema tome, jedino sjeciSte krivulja y = sin (x—%) i
y = 73 u intervalu (%, 37) jest x = 8% . S dobivene slike vidimo da se na intervalu (x, 37) sinusoida y = sin (

x—%) nalazi ispod pravcay = 73 na dijelu (7, 8?”> (od pocetka intervala pa do sjeciSta). Stoga je trazeni

skup rjeSenja (T, 8?” )

748. Izracunajte zbroj svih rjesenja jednadzbe
sin x + sin 2x + sin 3x + sin 4x =0

na intervalu [0, .

Rjesenje: Lijevu stranu polazne jednadZbe transformiramo u umnoZzak trigonometrijskih funkcija na sljedeci
nacin:

(sin x + sin 4x) + (sin 2x + sin 3x) =0

2sinﬁcos3—x+2sin5—xcos£:0
2 2 2 2
sinﬂ-(cos§+cosﬁ) =0
2 2 2
sinﬂ-Z-cosx-cosizo
2 2

. Sx x
sin—-cosx-cos—=0

Kako je umnoZzak triju realnih brojeva jednak 0 ako i samo ako je barem jedan od njih jednak 0, razlikujemo
ukupno 3 slucaja:

1ysin 2X =0
2
. 5x
Odavde je 7 =k-m, ke Z, odnosno

(xl)k=§~k~7c,k€ Z.

Odredimo koja od ovih rjeSenja pripadaju segmentu [0, 7t]. Iz nejednadzbe
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o
IA
| o
=~
a
IA
a

slijedi

(e)
IN
=~
IA
| L

Svi cijeli brojevi koji zadovoljavaju tu nejednakost su k = 0, k = 1 i kK = 2. Stoga segmentu [0, 7] pripadaju
rjeSenja:

2
(x1)0=§~0~1t=0

-1z

() =

2
-7
5

2.7

(x1)2 =

D |

-7
5
2.)cosx=0

1z ove jednadZbe odmah slijedi

(xz),=%+l~n,le Z

Odredimo koja od ovih rjeSenja pripadaju segmentu [0, 7t]. Iz nejednadZbe

o
IN

[SAR]
+
a
IN
a

slijedi

<I<

N | =

1
2
Jedini cijeli broj koji zadovoljava ovu nejednakost jest [ = 0. Stoga segmentu [0, 7] pripada rjeSenje:

V3 T
=—+0-w=—.
(*2)o > >

3.)cos Yoo
2

1z ove jednadZbe odmah slijedi

odnosno
(X3)u=m+m-2n,me Z.
Odredimo koja od ovih rjeSenja pripadaju segmentu [0, 7]. Iz nejednadZbe
0<mt+m-2n<Tm
slijedi
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<m< l
2

| =

Jedini cijeli broj koji zadovoljava ovu nejednakost jest m = 0. Stoga segmentu [0, 7] pripada rjeSenje:
(X3)0=TC+0'27'C=TE.
Tako je zbroj svih rjesenja polazne jednadzbe koja pripadaju zadanom segmentu jednak

2 4 V3 27
+ + + + =0+ —T+—T+ — +T= —T.
(o Hx)1 + (x1)2 + (2ot (X3)0 5 5 5 10

749. Dva vrha pravokutnika su sjecista pravca p... x —y — 2 = 0 s koordinatnim osima. Ako
Jjedna dijagonala toga pravokutnika lezi na osi Oy, izracunajte njegov opseg.

Rjesenje: Odredimo najprije koordinate dvaju vrhova pravokutnika. RjeSavajuéi sustave

dobivamo da su ti vrhovi S;(0, —2) i S5(2, 0). Njihova medusobna udaljenost jednaka je duljini jedne stranice
pravokutnika:

a=1551= 2-0)?+(0-(-2)?

a=+4+4
a=2\/5

Nadalje, udaljenost vrha S, do osi Oy jednaka je polovici duljine dijagonale pravokutnika. Dakle,
d=2d(S, 0y)=2-2=4.

Stoga je duljina druge stranice toga pravokutnika

’42 _ (2\/5)2
J16-8

J8

242

s
Il

Tako smo zakljucili da je zaddani pravokutnik ustvari kvadrat stranice a = 2 V2. Njegov je opseg jednak

O=4a
0=4-22

0=8+2

750. Odredite razvijeni oblik jednadibe kruZnice Cije je srediste tocka S(3, 1), a koja dira
pravacp...x -y =0.
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Kvadrat polumjera te kruZnice jednak je kvadratu udaljenosti tocke S od pravca p:

dnadzba te kruznice

-3 +@y-17=2,

X +y—6x—2y-12=0.

751. Izracunajte numericki ekscentricitet elipse koja ima svojstvo da se odsjecak izmedu
Zarista elipse vidi iz njezina tjemena pod pravim kutom.

RjeSenje:

Bez smanjenja opéenitosti pretpostavimo da je osna jednadzba elipse oblika b%x* + ay* = a*b?, pri

¢emu je a duljina velike, a b duljina male poluosi. Tada su koordinate jednoga tjemena elipse T(0, b), a

koordinate ZariSta elipse Fi(=Va® =b*,0) i Fy(Na®—b* , 0). Buduéi da se odsjecak FF,, prema pretpostavci,

iz tocke T

Kako je

vidi pod pravim kutom, primjenom Pitagorina poucka slijedi da mora vrijediti jednakost:

\F\F,l* =T, F\* + 1T, F,l%.

\F\Fyl =2+a? - b% ,
IT\Fyl = \/(0+\/a2—b2)2+b2 Na? =+ =d* =a,
TF = O =022 46% =Na® b+ =V’ =a,

uvrStavanjem u jednakost

dobivamo:

a odavde s

odnosno

S druge je
© Bojan

|F1F2|2 = |T1F1|2 + |T1F2|2

M -V)=d" +d,
lijedi
2a° = 41,
b 1
&2
strane traZzeni numericki ekscentricitet € jednak
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e \/az—b2 a’® —b? b’
E=—= = 5 = ]—_2,
a a

a a

o b1 3 ,
pa uvrStavanjem jednakosti —-=— konacno dobivamo:
a

/ [ \F 1 2
e=,1-2=1-—= |- =—=Y2
a’ 2 V2 2 2

752. Opseg trokuta ABC iznosi 18 cm. Simetrala jednoga kuta dijeli nasuprotnu stranicu na
odsjecke duljina 2.5 cm i 3.5 cm. Izracunajte duljinu najmanje stranice trokuta.

Rjesenje: Primijenit ¢emo poucak o simetrali unutarnjega kuta trokuta koji kaze da simetrala unutrasnjega kuta
trokuta dijeli stranicu nasuprot tom kutu na odsjecke omjer duljina kojih je jednak omjeru preostalih dviju
stranica trokuta. Bez smanjenja opcenitosti (i uz standardne oznake u trokutu) moZemo pretpostaviti da je

povucena simetrala kuta o.. Prema navedenom poucku slijedi da ta simetrala dijeli stranicu a u omjeru b : c.
Budu¢i da su pripadni odsjecei dugi 2.5 cm i 3.5 cm, mora vrijediti razmjer

b:c=25:35,
otkuda (skrac¢ivanjem desne strane s 0.5) dobivamo
b:c=5:17.

To znaci da postoji strogo pozitivan realan broj k € R takav da vrijede jednakosti:

b=5k
c=7k

Nadalje, zbroj duljina odsjecaka na koje simetrala kuta o dijeli stranicu a jednak je duljini stranice a, pa je
a=25cm+3.5cm=6cm.
Tako u formulu za opseg trokuta ABC
O=a+b+c
uvrstimo O =18,a=6,b=5-kic="7 -k, pa dobivamo:
18 =6 + 5k + 7k,
odnosno
12k =12,

a odavde je k = 1. Stoga je

Ocito vrijedi nejednakost b < a < ¢, pa je najmanja stranica trokuta b. Njezina je duljina 5 cm.

753. Izracunajte duljinu tetive nasuprotne obodnom kutu od 45° s vrhom na kruZnici
polumjera 4 cm.
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Rjesenje: Prema poucku o obodnom i sredi$njem kutu nad istom tetivom, obodni je kut B dvostruko manji od
sredi$njega kuta o.. U ovome je zadatku = 45°, pa je pripadni sredi$nji kut
o=2B=2-45°=90°.
Oznac¢imo li sa S srediSte kruZnice, a s A i B krajnje tocke tetive ¢iju duljinu traZimo, onda je trokut ABS

pravokutan s pravim kutom pri vrhu S. Taj je trokut i jednakokracan jer je ISAl = ISBl = r = 4 cm. Stoga je traZena
duljina tetive AB jednaka

IABI = /I SA* +1SBI?
IABl = V4% +47
IABl = /242

IAB| = 4\/5 cm.

754. Omjer duljina visina usporednika ABCD je 2 : 3. Njegov opseg iznosi 20 cm, a Siljasti
kut 30°. Izracunajte povrsinu toga usporednika.

Rjesenje: Oznacimo s a i b stranice usporednika, pri ¢emu bez smanjenja opéenitosti moZemo pretpostaviti da je
a > b (ne moze biti a = b jer bi tada usporednik ABCD bio romb Ccije su sve visine jednako duge, §to znaci da su
njihove duljine u omjeru 1 : 1, a ne 2 : 3 kao Sto zahtijeva zadatak). PovrSinu toga usporednika moZemo

izraCunati na dva nacina:

P=av,

P = by,
Kako se u oba slucaja radi o istoj velicini, izjedna¢avanjem desnih strana dobivamo:
av, = bvy,
a odavde je
b:a=v,:v,.
Zbog pretpostavke a > b je v, < v,, pa iz podatka da je omjer duljina visina 2 : 3 slijedi da vrijedi razmjer
Veivp=2:3.
Zbog toga je i
b:a=2:3,
pa postoji strogo pozitivan realan broj k € R takav da je
b=2k,
a=3" k.
Tako u formulu za opseg usporednika
O=2a+2b
uvrstimo gornje izraze za b i a, te O = 20. Dobivamo:

20=2-2k+2-3k,
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odnosno
10k = 20,

a odavde je k = 2. Prema tome, duljine stranica usporednika su

b=2-k=2-2=4cm,
a=2-k=2-3=6cm.

TraZzenu povrSinu usporednika moZemo izracunati i prema formuli
P =ab sin q,
gdje je o bilo koji kut usporednika. U tu formulu uvrstimo a = 6, b =41 o = 30°, pa dobivamo:

P=6-4"-5sin 30°,
P=12cm%

75S. Odredite kut kojega zatvaraju ravnina trokuta ABC i ravnina kvadrata ABEF ako je
IABI = 6, IBCl =ICEl =8 i IACI = 10.

Rjesenje: Uotimo najprije da je zbog 6 + 8 = 10°, odnosno IABI* + IBCI* = IACP, trokut ABC pravokutan trokut
s pravim kutom pri vrhu B (nasuprot stranici AC). Stoga je traZeni kut jednak kutu izmedu pravaca BE i BC.
Oznac¢imo taj kut s o. Promotrimo trokut BCE. Znamo duljine svih triju njegovih stranica: IBCl = |ICE| = 8,
IBEl = IABI = 6 (jer je Cetverokut ABEF kvadrat), pa primjenom kosinusova poucka dobivamo:

IBE1> +|BCI?> —ICE?
cosax =

2-1BE1-1BC|
Sto zbog IBC| = ICEl prelazi u
| BEI*
s =—————,
2-1BE|-1BCI
odnosno u
| BE|
cosa =
2-BC|

Preostaje nam uvrstiti IBEl = 6 1 IBCl = 8, te kona¢no dobiti:
a=67.9756871629578374387032247973673°,
odnosno
o= 67°57'32".
756. Izracunajte obujam uspravne deseterostrane jednakobridne prizme Cija je osnovka
upisana u krug promjera 20.

Rjesenje: Osnovka uspravne deseterostrane jednakobridne prizme jest pravilan deseterokut upisan u krug
promjera d = 20 cm. Broj njegovih stranica jednak je n = 10, a sredi$nji kut o

_360°

n

o
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o
o= 360°_ 36°.
10

Tako je duljina stranice toga deseterokuta jednaka

a =d sin a s

2

odnosno

a =20 sin 18°,

pa je povrsina toga deseterokuta jednaka

2
B= ln i -sina
2 2

2
B= l-10- 20 -sin 36°,
2 2
B =500 - sin 36°.
Budu¢i da je prizma jednakobridna, duljina njezine visine jednaka je duljini njezina osnovnoga brida, pa je
v=a=20"-sin 18°.

Prema tome, traZeni obujam prizme jednak je

V=B-v
V=500 - sin 36° - 20 - sin 18°,
V'=1816.35632001340221473866689370155
ili priblizno
V=1816.36.
757. Zadan je uspravan kruini stoZac cija je visina duga 12 cm, a obujam 3247 cm’.

Izracunajte sredisnji kut kruZnoga isjecka koji nastane razvijanjem plasta toga stoSca u
ravninu.

Rjesenje: Izracunajmo najprije duljinu polumjera osnovke toga stosca. Iz formule za obujam stoSca

V= 1 rimey
3
slijedi
3V
r = —
v
pa uvrStavanjem V = 3247 i v = 12 dobivamo
r=9cm.
Nadalje, duljina izvodnice stoSca s jednaka je
s=rt+v?
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pa uvrStavanjem r =9 i v = 12 dobivamo:
s=15cm.

Razvijanjem plasta zadanoga stoSca u ravninu dobiva se kruZni isjecak ¢iji je polumjer jednak s, a duljina luka
2rm. Sredi$nji kut o toga isjecka upravo je traZeni kut. Tako iz

ST
180
izravno slijedi
360r
o =—
s
pa uvrStavanjem r = 9 i s = 15 konacno dobijemo:
o=216°.

758. Kuglu polumjera R = 10 presijecemo ravninom tako da povrsina presjeka iznosi S = 64 7.
Izracunajte udaljenost sredista kugle od te ravnine.

Rjesenje: Presjek kugle ravninom je krug. Ozna¢imo polumjer toga kruga s r, pa je njegova povrsina

S=rm,
otkuda je
\/?
r=.—.
V1
U tu formulu uvrstimo S = 647 pa dobijemo
r=38.

Trazena je udaljenost d jednaka visini na osnovicu jednakokra¢noga trokuta kojemu je duljina osnovice 2r, a
duljina kraka R. Zbog toga je

d=VR?—r?
pa uvrStavanjem R = 10 i r = 8 kona¢no dobivamo
r==6.
759. Izracunajte zbroj svih realnih rjeSenja jednadzbe
(log x — 2)(log x — 3) = 2.

Rjesenje: Jedini uvjet na vrijednost nepoznanice x jest x > 0 (da bi log x bio definiran). Stavimo li # = log x,
dobivamo jednadzbu

(t=-2)(t-3)=2
koja nakon mnoZenja i sredivanja prelazi u ekvivalentnu kvadratnu jednadZbu

F-5t+4=0.
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Rjesenja te jednadZzbe su t;, = 1it, = 4. Iz ; = 1 vraanjem zamijenjenoga izraza dobivamo logaritamsku
jednadzbu

logx=1
iz koje je x = 10" = 10. Iz 1, = 4 vraéanjem zamijenjenoga izraza dobivamo logaritamsku jednadZbu

logx=4

iz koje je x = 10* = 10 000. Buduéi da brojevi 10 i 10 000 zadovoljavaju uvjet x > 0, polazna jednadzba ima
to¢no dva realna rjeSenja: x; = 10 i x, = 10 000. Njihov je zbroj jednak 10 010.

760. Rijesite jednadzbu:

5772 +15.57 1 =28.
Rjesenje: Polaznu jednadZbu najprije transformirajmo na sljede¢i nacin:

5%.5243.5.5.51_.28=0
25-(5%+3-5-28=0

Stavimo ¢ = 5" pa dobivamo kvadratnu jednadZbu

257 +3t-28=0

¢ija su rjeSenja t; = —% i, = 1. Bududi da za svaki realan broj x vrijedi nejednakost 5° > 0, rjeSenje ¢, ne dolazi

u obzir pa je jedino mogucée r, =1 = 5. Vrac¢anjem zamijenjenoga izraza dobivamo eksponencijalnu jednadzbu
5°=5"

iz koje usporedbom eksponenata odmah slijedi x = 0, i to je jedino rjeSenje polazne jednadzbe.

761. Izracunajte povrsinu lika omedenoga krivuljama y =Ix + 61 i y = 2x + 6l.

Rjesenje: Kriti¢nu tocku funkcije fix) = Ix + 6] dobivamo iz jednadzbe x + 6 = 0, otkuda je x = —6. Zbog toga je

£ x+6, za x>—6
X)=
—(x+6),zax<-6
Sli¢no, kriti¢nu tocku funkcije g(x) = 12x + 6l dobivamo iz jednadzbe 2x + 6 = 0, otkuda je x = —3. Zbog toga je

2x+6, za x>-3
g(x)=
—(2x+6),zax<-3

Sada moZemo nacrtati grafove funkcija f (x) i g(x).
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Lik omeden grafovima funkcija f(x) i g(x) (odnosno, zadanim krivuljama) iSrafiran je na gornjoj slici. Vidimo da
je rije¢ o trokutu s vrhovima A(4, 2), B(-3, 0) i C(0, 6). Njegovu povrSinu izraCunat ¢emo pomocu izraza

1
P:E“CA()’B = Yc)+x5(Ye = ya)+xc(ya—yp)l.

U tu formulu uvrstimo x4 = 4, y4 =2, x3 = -3, yg = xc =0, yc = 6, pa kona¢no dobivamo:
P=6kv. jed.

762. KruZnica prolazi tockom A0, 8) i dira pravac p... y = —x u ishodistu pravokutnoga
koordinatnoga sustava u ravnini. Odredite jednadzbu te kruZnice.

Rjesenje: Pravac p je tangenta traZene kruZnice. Njegov je koeficijent smjera jednak k, = —1. Stoga je koeficijent

smjera normale (pravca okomitoga na tangentu kruznice u njezinu diraliStu) jednak k, = — 1 =1 pa je
P
jednadzba normale (u ovom je slucaju to pravac koji prolazi ishodistem i ima koeficijent smjera jednak 1)
n..y=AXx
Taj pravac (n) prolazi srediStem S traZene kruznice. Da bismo odredili koordinate toga srediSta, moramo odrediti
jednadzbu jo$ jednoga pravca koji prolazi njime. U tu svrhu promotrimo tetivu OA (O je ishodiste koordinatnoga
sustava: O(0, 0)). Njezina jednadzba je OA... x = 0 (jer oba vrha leZe na osi Oy), a poloviste P(0, 4). Pravac koji
prolazi polovistem P okomito na pravac OA takoder prolazi srediStem S jer je trokut SOA jednakokracan (duljine

krakova su jednake duljini polumjera r traZene kruZnice), pa je pravac SP zapravo visina na osnovicu OA toga
trokuta. Pravac koji prolazi tockom P okomito na pravac OA... x = 0 ima jednadZbu

p1-..y=4.
Sjeciste pravaca p; i n dobivamo iz sustava

y=x
y=4

¢ije je rjeSenje x = y = 4. Dakle, S(4, 4). Kvadrat polumjera r traZene kruZnice jednak je kvadratu udaljenosti
lOSI:

—4)’ + (0 -4~

Prema tome, traZzena jednadzba kruZnice glasi:

(x—4)%+(y-4)*=32.
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763. Pojednostavnite izraz:

_2 2 1
a(l-a) 3 +—— :{(1—51)3-(1—54)2].

(1-a)
Rjesenje: Imamo redom:
| 2 2 1 1 ‘% 1 % 2 1,
a(l-a) 3 +—4— :{(1—a)3~(1—a)‘2}: al-a) ~d-a) ta :{(1-@3 }:
| (1-a)? (1-a)3
B 2.5
33, 2 1-6 1, 2 =5 2
a(l-a) 3 Z+a e }: a(l—a) -éi-a 3|:(1_a)3 :l: a(l—a)-i-éa ) 1 =
(1-a)3 (1-a)3 (-a)3 | (-a)3
a-a’+a® a a a
5 = §_§=(1_a)°=T=a
(1-a)?-(1-a)3 (1-a)? 3

764. Odredite sve vrijednosti realnoga parametra a € R za koje jednadzba
C+x+1=a

ima barem jedno realno rjesenje.
Rjesenje: Zadanu jednadzbu najprije zapiSimo u ekvivalentnom obliku
P4x+l-a=0.

Ta ¢e kvadratna jednadzba imati barem jedno realno rjeSenje ako i samo ako njezina diskriminanta D bude
nenegativan realan broj. Kako je

D=1-4-1-(1-a)=4a-3,
dobivamo nejednadzbu

4a-320

¢iji je skup svih realnih rjesenja [% , +o0), 1 to je skup svih traZenih vrijednosti.

765. U parabolu y* = 4x upisan je jednakokracan pravokutan trokut s vrhom pravoga kuta u
ishodistu koordinatnoga sustava. Izracunajte povrsinu toga trokuta.

Rjesenje: Oznacimo standardno s O ishodiste koordinatnoga sustava, a s A i B vrhove na osnovici (zapravo,
hipotenuzi) upisanoga jednakokracnoga pravokutnoga trokuta. Odmah primijetimo da vrijedi jednakost
|OAIl = 0Bl jer su OA i OB krakovi jednakokracnoga trokuta OAB. Budu¢i da je zadana parabola osnosimetri¢na
s obzirom na os Ox (takva je, zapravo, svaka parabola oblika y* = 2px), a udaljenosti IOAl i I0BI su jednake,
slijedi da su tocke A i B medusobno osnosimetri¢ne s obzirom na os Ox. Stoga njihova spojnica mora biti
okomita na os Ox (na os simetrije). Odatle slijedi da os Ox prolazi vrhom O nasuprot osnovici AB okomito na
osnovicu AB, pa je os Ox visina na osnovicu AB. U jednakokracnom je trokutu visina na osnovicu ujedno i
simetrala kuta nasuprot osnovici. U ovome je zadatku kut nasuprot osnovici AB pravi kut, pa slijedi da pravac
OA s osi x zatvara kut B = 45°. Njegov je koeficijent smjera jednak
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koa=tgP=tgd45°=1,
a budu¢i da prolazi ishodiStem, njegova je jednadzba
OA...y=x.
Presijecimo zadanu parabolu dobivenim pravcem, pa dobivamo sustav:

y2 =4x
y=x
Uvrstavanjem druge jednadZbe u prvu dobivamo kvadratnu jednadZbu
2

x =4dx

¢ija su rjeSenja x; = 0 i x, = 4. Pripadne vrijednosti nepoznanice y suy; = 01y, =4 pa su sjecista tocke O(0, 0) i
A(4, 4). Tako je traZena povrSina jednaka

p=Lioar
2

P:%[(4—0)2+(4—0)2]
P=16

3+4.2:0.1

766. Izracunajte 25% od 7 .
(1:03-2)-03125

RjeSenje: Izra¢unajmo najprije vrijednost osnovne veli¢ine. Imamo redom:

3+4.72:0.1 _ 3+;tz:13125 _ 103+742 - 455 _16.9-144
(1:03--)-03125 (10:3-2)-——— (—-—)-— 1
3 3710000 3 3716 16

Tako je traZeni postotni iznos jednak

2 qaa=Liaa=36.
100 4

767. Ako je logslogrlogsx = logslogologsy = 0, izracunajte x + y.
RjeSenje: 1z logslogylogsx = 0 antilogaritmiranjem redom slijedi:

log,logsx = 4°
logylogsx =1
logyx =2
logzx =2
x=3"

x=09.

Analogno, iz logzlog,logsy = 0 antilogaritmiranjem redom slijedi:

loglogsy = 3°
loglogay =1
logyy =2'
logsy =2
y=4
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y=16.

Prema tome je x + y =9 + 16 = 25.

)
768. Izracunajte zbroj svih rjeSenja jednadzbe M =3 u intervalu {0, 2T).
sin x

RjeSenje: PomnoZimo zadanu jednadZbu sa sin x, pa nakon sredivanja dobijemo:
2sin’x - 3sinx + 1 = 0.
Uz zamjenu ¢ = sin x ta jednadZba prelazi u kvadratnu jednadZbu

27 -3t+1=0

L. S 1. 1 o — . . . o .
¢ija su rjesenja t; = 3 inh=11zt= 3 vra¢anjem zamijenjenoga izraza dobivamo trigonometrijsku jednadzbu
. 1
sinx= —

2

koja u intervalu (0, 27) ima to¢no dva rjeSenja: x; = % ix; = 5?7[ . Nadalje, iz t, = 1 vracanjem zamijenjenoga

izraza dobivamo trigonometrijsku jednadzbu

sinx =1
koja u intervalu (0, 2m) ima to¢no jedno rjeSenje: x3 = % . Tako je traZeni zbroj jednak

T St 7w 37w
x1+x2+x3:g+?+5=7.

769. Odredite vrijednost realnoga parametra a € R tako da polinom p(x) = 43 4+ x
+ a bude djeljiv polinomom q(x) = P Hx-1.
Rjesenje: Podijelimo zadane polinome prema pravilu za dijeljenje polinoma:
30 A+ x+a) (P +Hx—1D)=x>+2x+3
X4 + X3 — X2
28 + 5% +x
20 + 2% 2x
3 +3x+a

35 +3x-3
a+3

Da bi polinom p(x) bio djeljiv polinomom g(x), vrijednost ostatka mora biti jednaka nuli. Tako iz
a+3=0
slijedi a = 3.

770. Izracunajte povrsinu peterokuta ABCDE ako su koordinate njegovih vrhova A(1, 0), B(5,
0), C(6,4), D(3,7) i E(0,4).

RjeSenje: TraZena je povrsina jednaka zbroju povrsina trapeza ABCE i trokuta CDE. Duljine osnovica trapeza su
ABI=5-1=4
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ICEI=6-0=6,

dok je visina trapeza v jednaka 4 (ordinati tocke C, odnosno E). Stoga je

PABCE=%(|A3|+ICEI)~V

1
Pasce =~ (4+6) 4

Pypeg =20

Nadalje, povrSina trokuta CDE jednaka je poluumnoSku duljine stranice CE i visine v; na nju. Duljina visine v,
jednaka je razlici ordinate tocke D i ordinate tocke C (ili tocke E):

vi=7-4=3,

pa je povrsina trokuta CDE jednaka

Pepg =%|CE|~V1

1
PCDE:E'6'3
Pepe =9

Tako je traZzena povrSsina peterokuta ABCDE jednaka

Ppcpe = Pasce + Pepe
PABCDE = 20 + 9

PABCDE =29 kv. Jed

771. Opseg osnovke pravilne uspravne Cetverostrane piramide iznosi 24 cm, a povrsina
njezina dijagonalnoga presjeka 314 cm’. Izracunajte oplosje te piramide.

Rjesenje: Neka je a duljina osnovnoga brida, v visina, a v, visina bilo koje pobocke te piramide. Budu¢i da je
osnovka piramide kvadrat stranice a, njezin je opseg jednak 4a. Tako iz jednadZbe

4a =24

slijedi @ = 6 cm. Dijagonalni presjek te piramide je jednakokracan trokut kojemu je osnovica dijagonala d
osnovke piramide, a visina na osnovicu upravo visina piramide v. Duljina dijagonale osnovke jest

d=a~2 =642,

paiz

slijedi

Stoga je duljina v,, visine bilo koje od pobocki
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2
] +(W7)?

Vb:

<
i~
Il

N
Oo| ~—/
+ | |
N

=
Sa
Il

Konacno, traZeno je oplosje piramide jednako
0 =d +2av,

0=6"+2-6-4
0 =84 cm’.

772. Odredite vrijednost realnoga parametra a € R tako da najmanja vrijednost polinoma
px) = 0.5x> — 4x + a bude Jjednaka -8.

Rjesenje: Primijetimo da je zadani polinom zapravo kvadratna funkcija. Buduéi da je koeficijent uz x* strogo
pozitivan, ta kvadratna funkcija ima minimum (najmanju vrijednost). Vrijednost varijable x za koju se postiZe taj
minimum jest

4
xmin:m:4'

Kako traZimo da minimum mora biti jednak —8, to mora biti

p4) =-8.
UvrStavanjem x = 4 u izraz za p(x) dobivamo:

p(8)=05-4-4-4+aq,
odnosno
p@)=a-38.

No, s druge je strane p(4) = —8 pa izjednacavanjem desnih strana tih dviju jednakosti dobivamo jednadZbu

a-8=-8
¢ije je rjesenje a = 0.

773. Izracunajte 3sint—cost ako jetgt= % .

sint +cost

Rjesenje: [ztg ¢ = % slijedi

sint _ 1
cost 2’
a odavde je
cost=2sint.
Tako je
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3sint—cost _3sint—2sint _ sint 1

sint +cost sinf+2sint  3sint 3

774. Odredite skup svih realnih rjesenja jednadZbe

x+1 S x+3
x+2 x+4

Rjesenje: Zadanu nejednadzbu najprije transformirajmo ovako:

x+1 x+3

x+2 x+4

(x+Dx+4)—-(x+2)(x+3)
(x+2)(x+4)

(x* +5x+4)— (x> +5x+6) .
(x+2)(x+4)

_—2>0

(x+2)(x+4)

>0

0

Razlomak na lijevoj strani posljednje nejednakosti ¢e biti strogo vec¢i od nule ako i samo ako njegov nazivnik
bude strogo manji od nule. Odatle dobivamo nejednadzbu:

x+2)x+4) <0

ekvivalentnu kvadratnoj nejednadzbi

X +6x+8<0.

Skup svih rjesenja ove nejednadzbe jest (—4, —2), i to je ujedno i skup svih rjesenja polazne nejednadzbe.
775. U trokutu ABC je tg o, = % i B = 135°. Izracunajte tg .

RjeSenje: Rabe¢i adicijsku formulu za tangens zbroja, odnosno razlike imamo:

tgl80° —tg(ar + —tg(a + tga+t
tg y=1tg[180° — (ot + B)] = g og( 'B): & ﬂ):_tg((“_ﬂ):_g—gﬂ:
1+tgl80°tg(ar + ) 1 I-tga-tgfs
2 2 1 1
£ 4+ tgl35° Z1 - =
I S S S W |
2 2 25 5°
1-Z.1g135°  1-Z.(-) 1+= =2
3 g 3( ) 3 3
776. Pojednostavnite izraz:
V2 1 1
2+ _(——) - )
2 V2oL
J2

Rjesenje: Imamo redom:
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V2 1 1 Va2 v g V2 (2-ha24n-V2

2435 _(1-—) - =242 e Xo
2 N 2 2 J2-1 V2-1 V2-1
V2 2
C2-1-42 1- 2__\/5—1__1
V2-1 V2-1 A2

777. Odredite vrijednost realnoga parametra k € R, k # 1, tako da povrsina trokuta kojega
omeduju pravci py... y=x,p2 ...y =kx i p3... y =6 bude jednaka 3.

RjeSenje: Izra¢unajmo najprije koordinate vrhova toga trokuta. Sjeciste pravaca p; i p, dobivamo iz sustava

y=x
y=kx

rjeSenje kojega je x =y = 0, pa je A(0, 0). SjeciSte pravaca p, i p; dobivamo iz sustava

y=kx
y=6

rjeSenje kojega je x = % ,y=06,paje B(% , 6). Napokon, sjeciSte pravaca p; i p; dobivamo iz sustava

y=x
y=6

rjeSenje kojega je x =y = 6, pa je C(6, 6). Povr§inu trokuta ABC moZemo izracunati kao poluumnoZzak duljine
stranice BC i visine na tu stranicu. Duljina stranice BC jednaka je

IBCI=6—E,
k

dok je visina na tu stranicu jednaka udaljenosti tocke A (tj. ishodiSta) od pravca y = 6 (na kojemu lezi stranica
BC). Ta je udaljenost ocito jednaka 6, pa je

P=t.6-8y.6=15-18
2 k k

1z zahtjeva da ta povrsina mora biti jednaka 3 dobivamo jednadzbu

18

18 - = 3
ekvivalentnu jednadzbi
18k — 18 = 3k,
odnosno jednadzbi
15k = 18.

Odavde je k = gzg
15 5

778. Zadan je pravokutan trapez ABCD s pravim kutom pri vrhu A. Kut pri vrhu B iznosi 45°,
duljina osnovice CD 1 cm, a duljina dijagonale BD 5 cm. Izracunajte povrsinu toga trapeza.
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RjeSenje: Oznac¢imo a = IACI, ¢ = ICDI i v = |ADI (zbog &injenice da je kut pri vrhu A pravi kut, duZina AD je
ujedno i visina trapeza). Povucimo najprije vthom C usporednicu sa stranicom AD i neka ta stranica sijece
osnovicu AB u tocki E. Trokut EBC je pravokutan (jer je kut kod vrha A pravi kut) i jednakokraCan (jer iz
¢injenice da je kut pri vrhu B jednak 45° slijedi da je kut ZBCE jednak 180° — (90° + 45°) = 45°, $to znaci da su
dva kuta trokuta EBC jednaka, pa je taj trokut jednakokracan). Odatle slijedi da je IEBI = IECI, a kako je

|IEBI =1ABl -1AEl =|ABI - ICDl=a -c

[ECI=|ADI =v,
proizlazi da je
v=a-c,
§to zbog ¢ =ICDI = 1 cm prelazi u
v=a-1.

Promotrimo sada pravokutan trokut ABD. Duljine njegovih kateta su |[ABl = a i IAD| = v = a — 1, a duljina
njegove hipotenuze IBD| = 5. Primjenom Pitagorina poucka dobivamo:

S=d+@-17
a odavde se kvadriranjem i sredivanjem dobije kvadratna jednadZzba
a-a-12=0.

Njezina su rjeSenja a; = -3 i a, = 4. Budu¢i da duljina osnovice trapeza ne moZe biti strogo negativan realan broj,
rjeSenje a; ne dolazi u obzir, pa je jedino moguce a = 4 cm. Zbog toga je

v=a-1=4-1=3cm,

pa je trazena povrsina jednaka

P:[1+C
2
p=Adtl 4
2
Pzgcm2
2
ili
P=175cm’

779. Koji realan broj treba dodati svakom clanu niza 3, 7, 13 tako da dobiveni niz bude
geometrijski?

Rjesenje: Oznac¢imo trazeni broj s x. Dodamo li broj x svakom ¢lanu zadanoga niza, dobit ¢emo niz 3 + x, 7 + x,
13 + x. Taj niz treba biti geometrijski niz, §to znaci da kvadrat drugoga ¢lana toga niza mora biti jednak umnosku
prvoga i trecega Clana:

(T+x7°=3+x)-(13+x).

Odavde se kvadriranjem i mnoZenjem dobiva

49 + 14x + x> =39 + 13x + 3x + X%,

© Bojan Kovaci¢ 503  Tehnicko veleuciliste — Elektrotehnicki odjel, Zagreb



Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike — 2. dio

odnosno
2x =10,
otkuda je x = 5. Dakle, svakom ¢lanu toga niza treba dodati broj 5.

780. Odredite sve vrijednosti realnoga parametra a € R tako da rjesenje sustava

ax—2y=3
3x+ay=4

pripada pravcu p...y =Xx.

Rjesenje: RijeSimo najprije zadani sustav. Pomnozimo njegovu prvu jednadzbu s a, a drugu s 2. Tako
dobivamo:

a’x— 2ay =3a
6x + 2ay =8

Zbrajanjem dobivenih jednadZbi dobivamo:
(@ +6)-x=3a+8.

Buduéi da je za svaku vrijednost realnoga parametra a € R vrijednost izraza a* + 6 strogo pozitivna, posljednju
jednadzbu smijemo podijeliti s a* + 6. Tako se dobije:

3a+8
x=— .
a - +6

Dobiveni izraz za x uvrstimo u prvu jednadzbu polaznoga sustava:

_ 3a’>+8a-3(a’ +6)
- a’+6

_ 8a-18

T d2+6

_4a-9

T4 +6

2y

2y

e . 3a+8 4a-9
Stoga je rjeSenje polaznoga sustava uredeni par (———

a’>+6 a*+6

). Ta to¢ka mora pripadati pravcu p, Sto znaci da

mora vrijediti jednakost:

3a+8 4a-9
a*+6  a’+6

Odavde mnoZenjem s a” + 6 dobivamo jednadzbu:
3a+8=4a-9

iz koje je izravno a = 17.
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781. Odredite skup svih realnih rjesenja nejednadzbe

2
OHD”

x—1

Rjesenje: Polaznu nejednadZbu najprije transformiramo na sljedeci nacin:

2
G+D” 5
x—1
@+
x—1

2

X +2x+1—2(x—1)£0
x—1

x2+2x+1—2x+2<

x—1

2<0

0

2
x+3<

<0
x—1

Budu¢i da za sve realne brojeve x € R vrijedi nejednakost X +3>0, vrijednost razlomka na lijevoj strani
posljednje nejednakosti ¢e biti nepozitivna ako i samo ako nazivnik toga razlomka bude strogo negativan. To
znaci da mora vrijediti nejednakost:

x—1<0,
a odavde je x € (—oo, 1). Prema tome, traZeni je skup otvoreni interval (—oo, 1).

782. Opseg pravokutnoga trokuta iznosi 15, a jedan njegov kut 45°. Odredite vrijednost

izraza % . (Sve oznake u pravokutnom trokutu su standardne.)

RjeSenje: Ako je jedan Siljasti kut pravokutnoga trokuta jednak 45°, onda je i drugi Siljasti kut jednak 45° (jer je
zbroj dvaju Siljastih kutova pravokutnoga trokuta uvijek jednak 90°). Stoga je rije¢ o jednakokratnom
pravokutnom trokutu. Taj trokut ima katete jednakih duljina, pa vrijedi jednakost

a=>b
zbog koje je
ac
—=c.
b

Dakle, vrijednost zadanoga izraza jednaka je duljini hipotenuze c. Izrazimo duljine kateta a i b pomocu duljine
hipotenuze c i neke trigonometrijske funkcije jednoga od $iljastih kutova trokuta:

a=c-sin 45°,
b=c-cos45°.

Uvrstimo te izraze u formulu za opseg pravokutnoga trokuta
O=a+b+ec,
pa dobivamo:
O=c-sin45°+c-cos 45° + c.
U zadatku je navedeno da je O = 15, pa je
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15=c - (1 + sin 45° + cos 45°),
a odatle je

_ 15
1+ sin 45° + cos 45°
15

22

142, V2
2 2

BRE
1442
152 -1)
S a+V2)W2 -1’
152 -1

2-1

c=15(/2-1)

Prema tome, traZena vrijednost izraza jednaka je 15( V2 - 1).

783. Izracunajte vrijednost izraza

(G )

zax=9,y=0.04.

RjeSenje: Najprije pojednostavnimo zadani izraz. Imamo redom:

(B 25 affaf [ ) ]

S ] Lo

[P (PR (B ) (55)

Jx Jx
Y R 2 R N 2o J}+J_ s J}+J_
Jo? o Japt x \/7 el b

=y W+ =yo+y

Preostaje nam uvrstiti x =9 iy = 0.04 u posljednji izraz:

3 xy x Y xy Jx

v9-0.04 +0.04=+0.36 +0.04=0.6 +0.04 =0.64 .

784. Izracunajte umnoZak svih realnih rjesenja jednadzbe
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log, 10g4(x2 -5)=-1.
3

RjeSenje: Antilogaritmiranjem polazne jednadZbe dobit cemo:

-1
log, (x> —5) = (lj

3
log,(x* =5)=3
xt-5=4°
X’ -5=64
x> =69
Ova kvadratna jednadZba ima to¢no dva realna rjeenja: x; = —+/69 ix, = V69 . Izravnim uvrstavanjem svakoga

od njih u polaznu jednadZbu utvrdujemo da su ta dva rjeSenja ujedno i sva realna rjeSenja polazne jednadZbe.
Njihov je umnozak jednak —69.

78S. Otopina soli A mijeSa se s 16%—tnom otopinom soli B u omjeru 3 : 4 i dobije se 22% —
tna otopina. Odredite postotak soli u otopini A.

Rjesenje: Oznacimo traZeni postotak s x. Primijenit ¢emo jednostavan racun smjese i pravilo zvijezde:

X 22-16=6

16 x-22
Sto znaci da otopine A i B treba pomijeSati u omjeru 6 : (x — 22) da se dobije 22%—tna otopina.
6:(x-22)=3:4

koji primjenom osnovnoga pravila za racunanje s razmjerima (umnoZzak dvaju vanjskih ¢lanova razmjera jednak
je umnosku dvaju unutra$njih ¢lanova toga razmjera) prelazi u jednadzbu

3(x—22) =24,
odnosno u jednadzbu
3x=90.

Njezino je rjeSenje x = 30. Dakle, traZeni je postotak jednak 30%.
.0 13

786. Odredite log x ako je x= 00012—01 .

0.042.0.01%

Rjesenje: Izracunajmo najprije vrijednost izraza x. Imamo redom:

- 0.002:0.1° _ (0.001-2):0.1> _ 107-2:(07™")*  107.2:107° 2 1

o T T 20t 2107 107
0.042-0.01*  (0.01-4)2-0.01> (1072-2%)2-(107%)

=10°

Stoga je

log x = log(10°) = 5.
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1

787. Ako je y* =0.1iy" =0.0001, izracunajte x| + llog yl.

Rjesenje: Potencirajmo lijevu i desnu stranu prve jednakosti na potenciju x*:

S
[ y"} =0.1"
Y =017
Ovamo uvrstimo drugu jednakost:
0.1"" =0.0001
o™y =107
107 =107
iz koje usporedbom eksponenata dobivamo kvadratnu jednadZzbu:
=4
iz koje uzimanjem drugoga korijena slijedi
Ixl = 2.
Logaritmiranjem druge polazne jednakosti po bazi 10 dobivamo:
log (v*) = log 0.0001,
odnosno
x-log y=1log(10™),
a odavde uzimanjem apsolutnih vrijednosti slijedi:
Ixl - llog yl = llog(107).

Kako je Ixl = 2 i log(10™*) = -4, dalje je:

2 - llog yl = 1-4l,
odnosno
2 - llog yl =4,
te
llog yl = 2.

Tako je konac¢no
bd + llog yl =2 +2 = 4.
788. Odredite koordinate tocke T jednako udaljene od ishodista, tocke A(6, 0) i tocke B(6, 8).

Rjesenje: Standardno oznacimo ishodiste pravokutnoga koordinatnoga sustava u ravnini s O. Trokut OAB je
pravokutan trokut (s pravim kutom pri vrhu A), a traZena je tocka srediSte tom trokutu opisane kruznice (jer je —
prema definiciji trokutu opisane kruznice — njezino srediSte uvijek tocka jednako udaljena od svih triju vrhova
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trokuta). No, srediSte pravokutnom trokutu opisane kruZnice jest poloviSte njegove hipotenuze, a u ovom slucaju
to je stranica OB. PolovisSte te stranice je

)

p 0+6 0+8 ,
2 2
tj. P(3, 4). Dakle, traZena je tocka P(3, 4).

789. Ako je f(x) = (x '+ 1) + (x + 1), izracunajte f (2005 —+/2006 ).

Rjesenje: Transformirajmo analiticki oblik funkcije f (x) na sljedeéi nacin:

1 1 1 1 X 1 X 1 x+1
= + = =1

X) = =+ = =+ = = = =
F@) x4l x+1 l+1 x+1 I+x x+1 x+1 x+1 x+1
X

Stoga je £ (2005 —+/2006 ) = 1.
790. Dva rjeSenja jednadzbe x° + ax® — 5x + b =0 su x, = —1 i x, = 2. Izracunajte a* + b*.
Rjesenje: U zadanu jednadZbu uvrstimo najprije x; = —1:
1Y +a-(-1=5-(-)+b=0,

otkuda je

a+b=-4.
UvrStavanjem x, = 2 dobivamo:

2P +a-22-5-2+b=0,

otkuda je

4a+b=2.

Tako smo dobili sustav od dvije linearne jednadzbe s dvije nepoznanice:

a+b=-4
4da+b=2

Oduzimanjem tih jednadZzbi dobivamo:
—3a = -6,

otkuda je a = 2. Uvrstimo li tu vrijednost u prvu jednadZbui sustava, odmah ¢emo dobiti b = —6. Tako je kona¢no
@’ + b =2+ (-6)" =4+ 36 = 40.

791. Duljine stranica trokuta sua =x* +x+ 1, b=x"+2x i ¢ = 2x + 1, pri demu je x > 0.
Izracunajte velicinu kuta o. (Sve oznake u trokutu su standardne.)

RjeSenje: Primjenom kosinusova pouc¢ka dobivamo:
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24202 +2x+1D2 = (% +x+1)?

cosa =
2-(x* +2x)- 2x+1)
cosa = [x'(x+2)]2+[(2x+1)—(x2+x+1)]~[(2x+1)+(x2+x+1)]
. 2-x-(x+2)-2x+1)
cosa= xz‘(X+2)2+[2x+1—x2—X—l)]'[2x+1+x2+x+l]
2-x-(x+2)-2x+1)
cosa= X (x+2)7 + (=x7 +x) (x° +3x+2)
2-x-(x+2)-2x+1)
cos o = x2‘(x+2)2 +x-(1-%)-(x+2)(x+1)
2-x-(x+2)-2x+1)
cosa = X (x42)-[x-(x+2)+ (-0 -(x+ D)
2-x-(x+2)-2x+1)
cosa = X (x+2)+(A-x)-(x+1)
2-(2x+1)
X2 +2x+1—x2
cosa =
2-(2x+1)
2x+1
cosg =———
2-(2x+1)
1
cosa =—
2

Iz posljednje trigonometrijske jednadzbe izravno slijedi o0 = 60° (rjeSenje o = 300° ne dolazi u obzir jer kut
trokuta ne moZe biti vedi ili jednak 180°).

V2-+6
w2

792. Ako je cosx= , izracunajte cos 2x.

Rjesenje: Primijenit ¢emo formulu za kosinus dvostrukoga kuta:
cos 2x=2- cos’x — 1.

Tako redom imamo:

2
cosaren [ Y2=N6) _,(2-2Vi2we| o (8-2:2Y3)  _ (8-4¥3) | _16-8/3  _
4 16 16 16 16
_16-83-16_-8/3 _ 3
16 16 2

793. U krivulju X+ 9y2 = 36 upisan je jednakostranican trokut ciji se jedan vrh podudara sa
sjecistem zadane krivulje s pozitivnim dijelom osi Ox. Izracunajte povrsinu toga trokuta.

RjeSenje: Odredimo najprije koordinate jednoga vrha toga trokuta. Presijecimo zadanu krivulju s osi Ox, tj.
rijeSimo sustav:

X+ 9y2

y

=36
0

Uvrstavanjem druge jednadZzbe u prvu dobije se kvadratna jednadzba

X =36
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¢ije je strogo pozitivno rjeSenje x = 6. Dakle, jedan vrh trokuta je A(6, 0). Neka su B(xg, yp) 1 C(xc, yc) preostala
dva vrha toga trokuta. Njihove udaljenosti od to¢ke A moraju biti jednake (jer je trokut ABC jednakostrani¢an),
$to je ekvivalentno ¢injenici da kvadrati udaljenosti tih tocaka od to¢ke A moraju biti jednaki. Tako dobivamo:

(x5 = 6)> + (v5 = 0)” = (x¢c — 6)* + (yc — 0%,

a odavde je
xﬁ —12xp + ylzg = xé —12xc + yé.
Budu¢i da obje tocke leZe na zadanoj krivulji, vrijede jednakosti:

x5 +9y5 =36

X2 +9y& =36

iz kojih je

UvrStavanjem tih jednakosti u jednakost
)clz3 —12x5 + ylz3 =xé —12x, + yé
dobivamo:

xi,—leB +4—é)€123 :xé—lz_xc +4_éxg

§x§ —12xp = gxé —12x,

2 8 - 9
—xp——xg —12x5 +12x-=0 /=

B~ B c ]
xé—xé—2x8+27xczo

(xp —xc)(xp +xC)—277(xB -xc)=0

27
(xp —xc)(xg + x¢ —7) =0

Mogucéa su tocno dva slucaja:
1) Xp—Xc= 0

1z te jednakosti slijedi xz = x¢, pa se ordinate tih tocaka razlikuju samo u predznaku. Odatle izravno slijedi da je
toka C osnosimetricna slika to¢ke B s obzirom na os Ox (i obrnuto), §to znaci da je os Ox os simetrije stranice
BC trokuta ABC. U jednakostranicnom se trokutu ta os podudara s simetralom kuta pri vrhu A. Kako taj kut

6;) = 150°, pa je njegov koeficijent

iznosi 60°, to pravac AB s pozitivnim dijelom osi Ox zatvara kut od 180° —

smjera

kAB = tg 150° :—g,
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Sto znaci da je njegova jednadZba (jednadZba pravca kroz tocku A sa zadanim koeficijentom smjera)

5

AB.. y:—%(x—G).

Presijecimo taj pravac sa zadanom krivuljom. U tu svrhu rijeSimo sustav:

X +9°=36
V3
y=-22(x-6)
3
Kvadrirajmo drugu jednadzbu:
21 2
=—(x-6
y'=3x-6)

pa uvrstavanjem toga izraza u prvu jednadzbu dobivamo:
X +3(x-6)-36=0,
odnosno

X -9x+18=0.

Rjesenja te jednadZbe su x; = 3 i x, = 6. Pripadne vrijednosti y suy, = NER ¥2 =0, pa su sjecista tocke B(3, 3 )i
A(6, 0). Kvadrat udaljenosti tih tocaka jednak je kvadratu duljine stranice a jednakostrani¢noga trokuta ABC:

@ =IABP=(3-6>+ (V3 —02=9+3=12,

pa je traZena povrsina jednaka

2.)XB+Xc— 277 =0

Pokazat ¢emo da je ovaj slucaj nemogué¢. U tu svrhu uocimo da je zadana krivulja elipsa. Najvea moguca
vrijednost apscise bilo koje toCke elipse postize se upravo u sjeciStu elipse s osi Ox (tj. tjemenu elipse na
pozitivnom dijelu osi Ox). Ve¢ smo izracunali da je ta vrijednost jednaka 6, Sto znac¢i da mora vrijediti
nejednakost

xp<6
xc<6
Zbrajanjem tih nejednakosti dobivamo:
xp+xc <12,
Medutim, iz
27

XB+Xc—7 =0
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slijedi
27
Xgt+xc=— >12,
ptXe= -
pa smo dobili proturjecje, odnosno pokazali da je ovaj slucaj nemoguc.

Dakle, traZena je povrsina jednaka P =3 \/5 kv.jed.

794. Dijagonala AC trapeza ABCD raspolavlja kut pri vrhu A i okomita je na krak BC. Ako je
duljina dulje osnovice AB jednaka 4, a kut pri vrhu B jednak 60°, izracunajte opseg toga
trapeza.

Rjesenje: Standardno oznacimo a = |ABI, b = IBCl, ¢ = ICD i d = IDAI. Promotrimo pravokutan trokut ABC. Kut
pri vrhu A toga trokuta jednak je 90° — 60° = 30°, pa je kut pri vrhu A trapeza ABCD jednak 2 - 30° = 60°. Stoga
su kutovi pri vrthovima A i B trapeza ABCD jednaki, pa je taj trapez jednakokracan. Zbog toga su kutovi kod
vrhova C i D toga trapeza jednaki 180° — 60° = 120°. Izrazimo sada duljinu dijagonale AC na dva nacina: kao
duljinu stranice trokuta ACD i kao duljinu stranice trokuta ABC. Imamo:
ACP = a* - b,

dok je s druge strane

IACP = b” + ¢* - 2bc cos 120°,
odnosno

IACP = b* + ¢ + be,

pa usporedbom desnih strana jednakosti

ACP =d’ - b’
ACP =b” + ¢ + be
dobivamo:
& —b=b+bc+c
odnosno

@ =2b*+bc + .

Povucemo 1i okomicu iz vrha C na osnovicu AB i ozna¢imo s E njezino noZiSte, onda iz pravokutnoga trokuta
EBC slijedi

a-c
cos60° = 2
odnosno
l _a-c
2 2
a odavde je
b=a-c.

Tu jednakost uvrstimo u jednakost
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a* =2b" + be + ¢
pa dobivamo:
a = 2(a — 6)2 +(a-c)+ &,
odnosno
@ —3ac+2¢* = 0,
odnosno
(a-2c)a-c)=0.

Ukoliko bi bilo a — ¢ = 0, slijedilo bi

b=a-c=0
pa ne bismo imali trapez. Zato mora vrijediti
a-2c=0,
odnosno
a
c=—.
2
Tako je i
b=a-c
b=a-2
2
b=2,
2
pa je opseg trapeza jednak
O=a+2b+c
O=a+2-2+ 4
2
0=
2

Preostaje nam uvrstiti @ = 4 u tu formulu i konac¢no dobiti
0 =10.

795. Odredite ukupan broj svih realnih rjeSenja jednadzbe

cos % cos(2x) —sin % sin(2x) = -1

koja pripadaju intervalu <—37” 27r>.

Rjesenje: Rabeci adicijsku poucak za kosinus zbroja dvaju kutova, lijevu stranu polazne jednadZzbe mozZemo
zapisati u obliku

© Bojan Kovaci¢ 514  Tehnicko veleuciliste — Elektrotehnicki odjel, Zagreb



Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike — 2. dio

X
cos(=+2x)=-1,
(2 X)

odnosno
coss—)C =—1.
2
Odavde je
5—2x=7l'+k~27[,k€ Z,
odnosno

x:(2k+1)%-7r,ke Z.

Zelimo li da ta rjeSenja pripadaju zadanom intervalu, mora vrijediti nejednakost

—37”<(2k+1)‘§‘7r<37r,ke Z,

. . . 5 . . .
koja mnoZenjem s 7 prelazi u ekvivalentnu nejednakost
T

—£<2k+1<£,ke Z
4 2

a odavde je

—£<k<2,ke Z
8 4

Tu nejednakost zadovoljava to¢no 6 cijelih brojeva: -2, —1, 0, 1, 2 i 3. Prema tome, ukupan broj svih realnih
rjeSenja polazne jednadZzbe koji pripadaju zadanom intervalu jednak je 6.

796. Odredite sve vrijednosti realnoga parametra k € R tako da funkcija f (x) = X — (k- Dx
+ 1 za svaku vrijednost varijable x iz svojega podrucja definicije poprima strogo pozitivnu
vrijednost.

RjeSenje: Vode¢i koeficijent funkcije f (x) jednak je 1, pa ¢e njezin graf sigurno biti parabola tipa U. Da bi
funkcija poprimala iskljucivo strogo pozitivne vrijednosti, ta parabola ne smije sje¢i os Ox, odnosno jednadZba
f (x) = 0 ne smije imati niti jedno realno rjeSenje. Taj je uvjet ekvivalentan uvjetu da diskriminanta D te
jednadzbe bude strogo manja od nule. Kako je

D=(k-17-4-1-1=k-2k-3,
dobivamo kvadratnu nejednadzbu
K -2k-3<0

¢iji je skup svih realnih rjeSenja otvoreni interval (—1, 3). Stoga je skup to¢no svih traZenih vrijednosti realnoga
parametra k € R otvoreni interval (-1, 3).

797. Odredite sve vrijednosti realnoga parametra k € R tako da prirodno podrucje definicije
funkcije
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1
2+ k=3)x+1]2
2x2 —5x+5

f)= lilOgl

2

bude cijeli skup realnih brojeva R.
RjeSenje: Zadanu funkciju najprije zapisimo u sljede¢emu obliku:

1

\/1 A k—-3)x+l

0
g% 2x% —5x+5

fo)=

Ta ¢e funkcija biti definirana za svaki realan broj x € R ako i samo ako istovremeno budu zadovoljeni sljedeci
uvjeti:
X+ (k=3)x+1

1.) log, 3 > 0 (jer izraz pod drugim korijenom mora biti nenegativan, a ne smije biti jednak nuli
5 2x"—5x+5
jer tada razlomak ! nije definiran)
x>+ (k-3)x+1
log, —
5 2x"—=5x+5

2+ k=3)x+1

2)) >
2x°—=5x+5

> 0 (izraz pod logaritmom mora biti strogo pozitivan)

W2+ k=3)x+1

3.) 2x% = 5x + 5 # 0 (nazivnik razlomka >
2x°=5x+5

ne smije biti jednak nuli).

Lako se vidi da uvjet 2.) povlaci uvjet 3.), pa u daljnjem razmatranju uvjet 3.) zanemarujemo. Nadalje, uo¢imo
da je

2x2—5x+5=2(x—§)2+ 33 >0,
4 16

pa se uvjet 2.) svodi na
X4+ k=3)x+1>0.

Nadalje, iz uvjeta 1.) antilogaritmiranjem slijedi:

2 —
x“+k-=-3)x+1 <

2 _ L
2x° —=5x+5

odnosno

X k=3)x+1
2x2 —5x+5
x2+(k—3)x+1—2x2+5x—5<

2x% —5x+5
—x*+(k+2)x—4 -
2x* —5x+5

1<0

0

0

pa ponovno zbog 2x”* — 5x + 5 > 0 slijedi

X+ (k+2x-4<0,
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odnosno
X —(k+2)x+4>0
Tako smo dobili sustav nejednadzbi

CH+k-3)x+1>0
P-k+2x+4>0

koji za skup rjeSenja mora imati cijeli skup R. Taj ¢e zahtjev biti zadovoljen (vidjeti rjeSenje prethodnoga
zadatka) ako i samo ako istovremeno vrijede nejednakosti

(k-3)-4-1<0
(k+2)-4-4<0

1z prve od njih se dobiva:
kK — 6k +5<0,
odnosno k € (1, 5), aiz druge
K +4k—12 <0,
odnosno k € (-6, 2). Stoga je traZeni skup svih vrijednosti realnoga parametra k € R jednak
(1,5) n(-6,2) =(1, 2).
799. Odredite sve vrijednosti realnoga parametra m € R tako da jednadzba

A2 m® +2x+1=0

ima tocno Cetiri realna i razlicita rjesenja.

RjeSenje: Buduéi da x = 0 ogito nije rjeSenje polazne jednadzbe, tu jednadZbu smijemo podijeliti s x*. Tako
¢emo dobiti:

2 1
X4 2x+m+=+—=0.
X x

Clanove na lijevoj strani te jednadZbe grupirajmo ovako:

(x2+i2)+2(x+l)+m=0.
X X

. . 1 .
Stavimo li # =x + —, onda je
X

1
= =12-2

X
pa provodenjem zamjene dobivamo kvadratnu jednadzbu
F+2t+m-2=0.
Njezina rjeSenja su

fHi=—1-v3-mit,=—1++3-m.
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Stoga je prvi uvjet na vrijednost parametra m

3—-m>0,

odnosno m < 3. Sada iz t; =—1—-+/3—m vraanjem zamijenjenoga izraza dobivamo kvadratnu jednadzbu

X+ (+/3-m)x+1=0

koja mora imati to€no dva realna i razlicita rjeSenja. Taj ¢e uvjet biti zadovoljen ako i samo ako vrijedi
nejednakost

(1++/3-m)*=4>0,

odnosno

14243-m+3-m —-4>0,

odnosno

2 \/3—_m > m.
Za m < 0 za nejednakost je o€ito valjana, a za 0 < m < 3 kvadriranjem dobivamo:
43 —m) > m?,
odnosno
m* +4m—12<0.
Rjesenje te nejednadzbe je —6 < m < 2, pa iz sustava nejednadzbi

0<m<3
-6<m<?2

slijedi
0<m<?2,

odnosno m € [0, 2). Stoga je u ovom slucaju skup rjeSenja (—o, 2). Preostaje jo§ razmotriti slucaj

t, =—14++/3—m . Vratanjem zamijenjenoga izraza dobivamo kvadratnu jednadZbu

2+ (1=3-m)x+1=0

koja mora imati tono dva realna i razlicita rjeSenja. Taj ¢e uvjet biti zadovoljen ako i samo ako vrijedi
nejednakost

(1-v3-m)*-4>0,

odnosno

1-243-m+3-m —-4>0,

odnosno

23—-m <—m.
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Za 0 < m < 3 ta nejednakost nije valjana, a za m < 0 kvadriranjem dobivamo:

43 -m)<nt’,
odnosno

m’ +4m 12> 0.
Rjesenje te nejednadzbe je m € R\ [-6, 2], pa zbog uvjeta m < 0 slijedi
m< -0,

odnosno

m € (—oo, —6).

Tako konacno zakljucujemo da ¢e polazna nejednadzba imati to¢no cCetiri realna i razlicita rjesenja ako i samo
ako vrijednost realnoga parametra m € R bude element skupa (—oo, 2) M (—oo0, —6) = (—o0, —6).

1543

800. Povrsina trokuta ABC iznosi P = 7 polumjer tome trokutu opisane kruZnice R =

?, a duljina najmanje stranice a = 3. Izracunajte duljinu najvece stranice toga trokuta.

Rjesenje: Prema sinusovu poucku je

2R =

. P
sinx

a odatle je

. a
sinoy=—
2R

, W3 143 14
3

sina =

Budu¢i da je a najmanja stranica, kut nasuprot njoj mora biti Siljast, $to znaci da je cos o > 0. Tako iz

cosa=\/1—sin2a

slijedi
169
cosa=,|—
196
13
cosq=—
1
Nadalje, iz
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P:lbcsina
2

slijedi

Tako u kosinusov poucak

@ =b*+ ¢ —2bc cos o

uvrstimo a =3, bc =351icos o = 3 pa dobijemo:

9=b"+c-65,
odnosno
b+ =74
Tako smo dobili sustav od dvije jednadZzbe s dvije nepoznanice:

b+ =74
bc =35

PomnoZimo drugu njegovu jednadZbu s 2, pa je najprije pribrojimo prvoj:

b* + 2bc + ¢ = 144,

(b+c)Y=12%
b+c=12,
a potom oduzmimo od prve:
b —2bc+c* =4,
b-0’=2"
b-—c=2.
Tako napokon iz sustava
b+c=12
b—c=2
slijedi b =7, ¢ = 5. Budu¢i da vrijedi nejednakost
3<5<7,

duljina najvece stranice toga trokuta jednaka je 7.

801. Izracunajte povrsinu jednakokracnoga trapeza ako su duljine njegovih osnovica 1919, a
duljina njegova kraka 13.

Rjesenje: Oznac¢imo standardno a = 19, ¢ =91 b = 13. Duljina v visine trapeza jednaka je
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v=4169-25

pa je trazena povrsina jednaka

802. Izracunajte vrijednost izraza

zaa=o.75ib=§.

RjeSenje: Najprije pojednostavnimo zadani izraz. Imamo redom:

a b ) (a=b b _a’+b*+2ab (a—b)*+4ab _a’ +b>+2ab a’ —2ab+b” +4ab _
a 4a a-b ab " da(a—Db) ab ) da(a—b)
_a’+2ab+b’> a’+2ab+b’ _a’+2ab+b>  4a(a-b) _ 4(a—b)
ab " 4a(a—b) ab a® +2ab+b* b
o 3. 4
Uvrstavanjem a = 0.75 = 2 ib= 3 dobivamo:
3 4
4.(2_5)_3.9—16__1
4 12 4
3

803. Izracunajte vrijednost izraza

u 2000
1+i ’

pri Cemu je i imaginarna jedinica.

RjeSenje: Buduci da je
1-i _(=dA=i) _(=i)> 1-2i+i> 1=2i+(=) _—2i _
1+i A+dd-i) 1P-i% 1-(=D 2 2

_l"

to je traZzena vrijednost izraza jednaka
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(—i)2000 — (_1)2000 . i2000 =1- (l-4)500 =1- 1500 =1.

804. Odredite zbroj svih realnih rjesenja jednadzbe

(x=2)(x=-3)(x—4d)(x=5)(x—6) _

log, (= —1)
5 3

0.

RjeSenje: Vrijednost razlomka na lijevoj strani zadane jednadzbe bit ¢e jednaka nuli ako i samo ako istodobno
vrijednost njegova brojnika bude jednaka nuli, a vrijednost njegova nazivnika bude razli¢ita od nule. Brojnik
toga razlomka bit ¢e jednak nuli ako i samo ako barem jedan od faktora bude jednak nuli. Odavde dobivamo pet
linearnih jednadzbi

|
Innu
S OO OO

=R R xR =
|
() JLE, I SR VS I ]

¢ija su rjeSenja x; = 2, x, =3, x3 =4, x4 =51 x5 = 6. No, za x = 2 i x = 3 ne postoji log, (g—l) jer su
2
logaritmandi nepozitivni realni brojevi, a za x = 6 vrijednost izraza log (% —1) jednaka je nuli, pa razlomak na
2

lijevoj strani polazne jednadZzbe nije definiran. Stoga su rjesenja polazne jednadzbe x; = 4 i x, = 5. Zbroj tih
rjeSenja jednak je 9.

805. Pojednostavnite izraz g_i +2411+642 .
+

RjeSenje: Najprije uoc¢imo da je

1H+642=9+62+2=3+ 2 )

paje

V114642 =3 ++42)? =3442.

Tako je zadani izraz jednak

2
g:u\/umﬁ :%H(%ﬁ):—(‘g__:) +6+422=2-2/2+4146+2/2=9.

806. Ako je f[x * fj =2x+35, izracunajte f (2).

x—
Rjesenje: Najprije ¢emo odrediti x € R takav da je

xX+2
x—1

2.

MnoZenjem te jednadzbe s x — 1 dobivamo:

X+2=2x-2,
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a odavde je izravno x = 4. Tako u jednakost

f(x+f]:2x+5

X—
stavimo x = 4 pa kona¢no dobivamo:
f@=2-4+5=13.
807. Izracunajte zbroj kvadrata svih realnih rjeSenja jednadzbe
X +3kl-4=0.
RjeSenje: Razlikujemo to¢no dva slucaja:
1)x=0
U ovom je slucaju x| = x pa dobivamo kvadratnu jednadZbu
X +3x-4=0

¢ija su rjeSenja x; = -4 i x, = 1. Zbog uvjeta x = 0 rjeSenje x; ne dolazi u obzir, pa je u ovom slucaju x = 1
rjeSenje polazne jednadzbe.

2)x<0
U ovom je slucaju Ixl = —x pa dobivamo kvadratnu jednadzbu
X -3x—4=0

¢ija su rjeSenja x; = —1 i x, = 4. Zbog uvjeta x < 0 rjeSenje x, ne dolazi u obzir, pa je u ovom slucaju x = -1
rjeSenje polazne jednadzbe.

Stoga su sva rjeSenja polazne jednadzbe x; = —1 i x, = 1. Zbroj njihovih kvadrata jednak je 2.

808. Odredite ukupan broj svih realnih rjesenja jednadzbe

Jx+6=+x+1+2x-5.

Rjesenje: Zadanu jednadzbu najprije zapiSimo u ekvivalentnom obliku

Jx+6 -+Jx+1=+42x-5.

Ova jednadzba ima smisla ako i samo ako istodobno vrijede nejednakosti x + 6 20, x + 1 20i2x -5 2> 0.
Rjesenje ovoga sustava nejednadzbi jest x € (% , +o0). Uz uvaZavanje te relacije, kvadriramo gornju jednakost,

pa dobivamo:

X+6-2(x+6)(x+1) +x+1=2x-5,

odnosno

N(ExE+6)(x+1) =6.

Ponovnim kvadriranjem i mnoZenjem dobivamo:
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X+ 7x-30=0.

Rjesenja te jednadzbe su x; = —10, x, = 3. No, zbog uvjeta x € (% , +o0) rjeSenje x; ne dolazi u obzir, pa polazna

jednadZba ima to¢no jedno realno rjeSenje: x = 3.

v . . . X X . o v . . v
809. Izracunajte vrijednost izraza =+ ako su xi i x; rjeSenja jednadZbe
X20N

x2-23.-x-8=0.
Rjesenje: 1z zadane jednadZzbe primjenom Vieteovih formula slijedi:

x1+x2=2\/§

X1 'X2:—8

Buduc¢i da je

3 3
X +ﬁ xp + X, :(xl+x2) =3-(x - X)) (x; + %)

2 2
LTI T 5) (%1 - x3)
uvrStavanjem dobivamo:

N 23)’-3:(-8)-(243) _ 2443 +483 723 93
x5 X (-8)* 64 64 8

810. Odredite skup svih realnih rjesenja jednadzbe

logr.(2 —x) < 1.
RjeSenje: Razlikujemo to¢no dva slucaja:

1)0<2x< 1
2—-x>0

1z tih je uvjeta
O<x< 1
2

x<2

. .. 1 N . . . U .
pa se iz toga sustava dobije x € (0, > ». Uz uvazavanje te relacije antilogaritmiranjem dobivamo:

2-x> (20,
odnosno
2—x>2x,
a odavde je
2
x< —.
3
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Zbog x € (0, % ), uovom je slucaju skup rjeSenja polazne nejednadzbe (0, % )

2)2x>1
2-x>0

1z tih je uvjeta

. .. 1 N . .. . o .
pa se iz toga sustava dobije x € ( > 2). Uz uvazavanje te relacije antilogaritmiranjem dobivamo:

2-x<(2x),
odnosno
2—x<2x,
a odavde je
2
x> —.
3

Zbog x € (% , 2), u ovom je slucaju skup rjesenja polazne nejednadzbe (% ,2).

Tako je skup svih rjeSenja polazne nejednadzbe jednak (0, % Yu (% ,2).

811. Izracunajte vrijednost izraza

4 cos 2000° — (sin 1990°)".

Rjesenje: Kako je 2000 : 360 = 5 i ostatak 200, te 1990 : 360 = 5 i ostatak 190, to je cos 2000° = cos 200°, te
sin 1990° = sin 190°. Nadalje je

cos 200° = cos (180° + 20°) = cos 180° cos 20° — sin 180° sin 20° = — cos 20°
sin 190° = sin (180° + 10°) = sin 180° cos 20° + cos 180° sin 10° = —sin 10°

pa rabeci formulu za pretvobu umnoska u zbroj, te neparnost funkcije sinus imamo:

4 cos 2000° — (sin 1990°)™' = —4 cos 20° + (sin 10)' = ;100 —4c0s20° = M =
sin

sin10°
L
1=-2fsin30°+sin(=109)] 172G 7SOy o6n100 2sintoe )
sin10° sin10° sin10° sin10°

812. Zbroj prva Cetiri ¢lana nekoga aritmetickoga niza je za 8 manji od dvostrukoga zbroja
prva tri ¢lana toga istoga niza. Odredite cetvrti ¢lan toga niza ako je peti clan niza jednak 24.

Rjesenje: Oznac¢imo s a; prvi ¢lan toga aritmetickoga niza, a s d njegovu razliku. Iz podatka da je zbroj prva
Cetiri ¢lana toga niza za 8 manji od dvostrukoga zbroja prva tri ¢lana toga niza slijedi:

S4+8:2'S3,
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odnosno
%[201 +(4-1)-d]+8= 2%-[2a1 +(3-1)-d].
a odatle je
4a, + 6d + 8 = 6a, + 6d,
odnosno

a =4.
1z podatka da je peti ¢lan niza jednak 24 slijedi
24=4+(5-1)-d,
a odavde je d = 5. Stoga je Cetvrti ¢lan toga niza jednak
a=4+@-1)-5=19.

813. Na pravcu p... 2x + y — 6 = 0 odredite tocku M jednako udaljenu od tocaka A(3, 5) i
B2, 6).

Rjesenje: Trazena je tocka sjeciste pravca p i simetrale duZine AB. Koeficijent smjera pravca AB jednak je

6—
kg =——=-1,
AB -3

9]

pa je koeficijent smjera simetrale s duZine AB (kao pravca okomitoga na pravac AB) jednak

k= =1

N
kap
Koordinate poloviSta duzine AB su

342 546 5 11
P—=, 22 =PE, ),
S =P )

pa je jednadZba simetrale s (jednadZba pravca kroz to¢ku P s koeficijentom smjera k;)

11 5
——=x-=,

2 2
odnosno
S...y=x+3.
Sjeciste pravaca p i s odredujemo rjeSavajuci sustav jednadZbi

2x+y-6=0
y=x+3

Odavde je x = 1, y =4, pa je traZzena tocka M(1, 4).

814. Odpredite zbroj svih rjeSenja jednadzbe
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2008(37” + xj +2cos(r+x)+sin2x=2

koja pripadaju segmentu [0, 27].
Rjesenje: Kako je

3 3 3. .
cos(5n+x):cos Encosx—sm En sin x = sin X,

cos (T+Xx) =cosTCosx—sinTsinx =—cos x,
sin 2x = 2 sin x cos X,

to je polazna jednadZba ekvivalentna jednadzbi
2sinx—2cosx+2sinxcosx=2,
odnosno
sinx —cos x + sinx cos x = 1.
Razlikovat ¢emo dva slucaja:
L)x=02k+1)-w
Za te vrijednosti x vrijedi

sinx=sin(t+ k- 2n) =sinw =0,
cosx=cos(m+k-2m)=cosw=-1,

pa izravnim uvrStavanjem u gornju jednadzbu dobivamo identitet
1=1.

Stoga su x; = (2k + 1) - 7 rjeSenja polazne jednadZbe. Lako se vidi da segmentu [0, 27] pripada samo rjeSenje
x=Q2-0+1)-nt=m

2)x#R2k+1) -7

.. . o . x .
U ovom slucaju smijemo primijeniti zamjenu ¢ = tg > paje

. 2t

Sinx = 5
141
1—¢2

COSx = >
1+1¢

pa zamjenom dobivamo jednadzbu:

20 1= 2t [1-7?
T2t T 7 |=1
1+1¢ 1+1¢ 1+1¢ 1+1¢
odnosno (nakon mnoZenja s (1 + #)?) jednadzbu

21+ -1 -PAA +A) + 261 - = (1 + ),

odnosno
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20428 1+ +2-28=1+22+ 1%,
a odavde je
A-2t+1=0.

Jedino realno rjeSenje ove kvadratne jednadzbe jest + = 1. Tako iz t+ = 1 vratanjem zamijenjenoga izraza
dobivamo trigonometrijsku jednadzbu

iz koje je

odnosno

x=2l+k-2m ke Z
2
Lako se vidi da segmentu [0, 27] pripada samo jedno rjeSenje: xo = % +0-2w= % .

Tako smo utvrdili da polazna jednadzba u segmentu [0, 27t] ima to¢no dva rjeSenja: x; = % i x, = T. Njihov je

zbroj jednak 377[ .

815. Polinom p(x) = o ral+bx+c pri dijeljenju s polinomom g(x) = X420 - 3x+ 1
daje ostatak r(x) = 3x% = 2x + 1. Izracunajte (a + b) - c.

RjeSenje: Podijelimo polinome p(x) i g(x) prema pravilu za dijeljenje polinoma:

=P ral+bx+o) (P +27-3x+ D =x-3
428 3%+ x
B+ @+ +(b-Dx+c
3 = 6% + 9x -3
(a+9x*+(b-10)x + (c +3)

Tako smo dobili da je ostatak pri ovom dijeljenju jednak (a — 3)x* + (b — 10)x + (c + 3), a s druge strane znamo
da je taj ostatak jednak 3x* — 2x + 1. Zbog toga, prema poucku o jednakosti dvaju polinoma, moraju vrijediti
sljedece jednakosti:

a+9=3
b-10==2
c+3=1

Odavde je a=—-6,b=8ic=-2,paje (a+b)-c=2-(-2) =4

816. Odredite ukupan broj svih cetveroznamenkastih prirodnih brojeva koji imaju svojstvo da
se sastoje od Cetiriju razlicitih znamenki takvih da je zbroj posljednjih dviju (na mjestima
desetica i jedinica) jednak 5.

Rjesenje: Broj 5 mozemo zapisati kao zbroj dvaju razli¢itih nenegativnih cijelih brojeva na sljedece nacine:

5=0+5=14+4=2+3=3+2=4+1=5+0.
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Zbog toga je pretposljednja znamenka jednoznacno odredena odabirom posljednje znamenke (ili obrnuto).
Razlikovat ¢emo sljedece slucajeve:
1.) Posljednja znamenka jednaka je 0.
Tada pretposljednja znamenka mora biti jednaka 5, pa znamenku na mjestu stotice moZemo izabrati na ukupno 8
nacina (izmedu 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8 i 9), a znamenku na mjestu tisu¢ice potom na 7 nacina (jer sve znamenke
moraju biti razli¢ite). Prema nacelu umnoska, u ovom je slucaju ukupan broj traZenih brojeva jednak 8 - 7 = 56.
2.) Posljednja znamenka jednaka je 5.
Ovaj je slucaj istovjetan sluc¢aju 1., pa dobivamo jo§ 56 takvih ¢etveroznamenkastih prirodnih brojeva.
3.) Posljednja znamenka je jednaka 1, 2, 3 ili 4.
Izbor posljednje znamenke ocito moZemo izvrSiti na 4 razli¢ita naCina. Time je jednoznac¢no odredena i
pretposljednja znamenka (tj. moZemo je izabrati na tono 1 nacin). Nakon izbora posljednje i pretposljednje
znamenke, preostalo nam je jo§ 8 znamenaka. Imamo sljedece podslucajeve:
a) Izabrana znamenka stotica je jednaka nuli.
Tada znamenku na mjestu tisu¢ica moZemo izabrati na tocno 7 razli¢itih nacina.

b) Izabrana znamenka stotica je razlicita od nule.

Budu¢i da nula ne moZe biti na mjestu znamenke tisucica (tj. na mjestu prve znamenke), u ovom slucaju na
mjesto stotica i tisu¢ica smjeStamo to¢no 7 razli¢itih znamenaka. To moZemo uciniti na 7 - 6 = 42 nacina.

Sada prema nacelima zbroja i umnoska slijedi da je traZeni ukupan broj tih ¢etveroznamenkastih prirodnih
brojeva jednak 56 + 56 + 4 - 1 - (7 + 42) = 308.

817. Odredite umnoZzak svih razlicitih realnih rjeSenja jednadzbe
(5 _2\/g)x2—4x+4 + (5 + 2\/g)x2—4x+4 =10.
RjeSenje: Najprije uoc¢imo da vrijedi jednakost

1 )
5-2J6=———=(5+26)"
5+2\/€ O )

jerje (5— 2\/3 S+ 2\/3 )=25-4-6=1. Tako polaznu jednadZbu moZemo zapisati u obliku

1 x2—4x+4
+(5+2J6)" T =10,
[5+2J€]

odnosno u obliku

1

2
—+(5+2\/g)x =10,
(5+2\/g)x2—4x+4

Uvedimo zamjenu ¢ = (5+ 26 )'”2’4"+4 pa dobivamo:

l+t=10,
t
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otkuda je
2
t—10t+1=0.

Rjesenja ove kvadratne jednadzbe suf; =5-26 it,=5+26,ti. ,=(5+26)"it,=5+2+6. Tako iz

th=05+2 \/g )~ vraéanjem zamijenjenoga izraza dobivamo eksponencijalnu jednadzbu:

5+ 2\/g)x274x+4 =G5+ 2\/6)71
iz koje usporedbom eksponenata dobivamo kvadratnu jednadZbu
X —dx+4=-1,
odnosno

X —4dx+5=0,

a ta jednadZba nema realnih rjeSenja. Nadalje, iz 1, = 5 + 246 = G+ 246 )! vraéanjem zamijenjenoga izraza
dobivamo eksponencijalnu jednadZzbu:

(5+246)" 4 = (5 +246)"
iz koje usporedbom eksponenata dobivamo kvadratnu jednadZbu
XY odx+4=1,
odnosno
X —4x+3=0.

Rjesenja ove kvadratne jednadZbe su x; = 11 x, = 3. To su ujedno i sva realna rjeSenja polazne jednadZzbe. Njihov
je umnoZzak jednak 3.

818. Zbroj prvih n clanova nekoga aritmetickoga niza jednak je n* +2n, i to za svaki n € N.
Ako je ay prvi ¢lan niza, a d njegova razlika, izracunajte umnoZak a - d.

RjeSenje: Oznacimo:
S,=a1+a+ ... +a,.
Budu¢i da, prema podatku iz zadatka, za svaki n € N vrijedi formula
S, = n+ 2n,
to posebno za n = 1 imamo:
Si=1"+2-1=3.
No, S, = a, (zbroj se sastoji od tocno jednoga ¢lana i taj je jednak a;), pa je a; = 3. Nadalje, zan =2 je
$,=2"+2-2=8.
S druge je strane
Sy =a; + a,
pa uvrStavanjem S, = 8 i a; = 3 slijedi @, = 5. Tako je razlika d toga niza jednaka
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d:az—[l1:5—3:2,
pa je umnoZzak a; - d jednak 3 - 2 = 6.

819. Dva vrha pravokumika ABCD leZe na asimptotama hiperbole x* — y* = 16, a njima
zajednicki susjedni vrh na samoj hiperboli. Izracunajte povrsinu toga pravokutnika.

Rjesenje: Zapisimo najprije jednadZbu hiperbole u obliku

x2 y2

adll =1
16 16

. . . . 4 .
pa ocitajmo: a* = b’ = 16, odnosno a = b = 4. Stoga su asimptote te hiperbole pravci y = iZ x, odnosno pravci

p1... y=-x1ip, ... y=x. Bez smanjenja oplenitosti mozZemo pretpostaviti da je vrhovi B i D leZe redom na
pravcima p; i p,, te da je A njima zajedni¢ki susjedni vrh pravokutnika koji leZi na hiperboli. PovrSina
pravokutnika jednaka je umnoSku udaljenosti IABI i IADI. Budu¢i da je AB L AD, te su udaljenosti zapravo
udaljenosti tocke A od pravaca p; i p,. Oznacimo li A(x,, y4), onda je

|ABI =d(A, p)=~A224 _ X4 T Vs

22 2

|AD| =d(A, py)=—A—2a__Ta"

JErcn? A2

MnozZenjem tih jednakosti dobivamo:

_ 2 _ .2
|AB|'|AD|:XA+yA' XA yA]:xA YA
V2

V2

Budu¢i da toc¢ka A pripada zadanoj hiperboli, njezine koordinate moraju zadovoljavati jednadZbu te hiperbole,
odnosno mora vrijediti jednakost

x;—yi=16.
Uz uvaZavanje te jednakosti slijedi da je traZena povrSina jednaka:

xa—yi 16 .
P=1AB|-1AD|=—+-—%=—=8kv. jed.
2 2
820. Duljine stranica trokuta zadovoljavaju jednakost

s-(s—a)= %bc,

pri Cemu je s poluopseg trokuta. Izracunajte velicinu kuta o. (Sve oznake u trokutu su
standardne.)

RjeSenje: Bududi da je

s-(s—a)=

s

a+b+c(a+b+c_a]_ (a+b+c)b+c—a) (b+c)*—a®  b*+2bc+c? —a’

2 2 4 4 - 4

to iz zadane jednakosti slijedi:

© Bojan Kovaci¢ 531  Tehnicko veleuciliste — Elektrotehnicki odjel, Zagreb



Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike — 2. dio

b+ +2bc — a* = be,
odnosno
a®=b*+c* + be.
Od ove jednakosti oduzmimo kosinusov poucak:
@ =b*+ ¢* = 2bc cos q,
pa dobivamo

b-c-(2coso+1)=0,

otkuda je

1
cos oL =——.
2

Jedino rjeSenje ove trigonometrijske jednadzbe u intervalu (0, ) jest o = % 7 = 120°, i to je traZeni kut.

821. Izracunajte vrijednost brojevnoga izraza

%wﬁ.ﬁ-mﬁ.

Rjesenje: Imamo redom:

%+\/§,\/§_E,J—:\/%+m_mzﬁ+\/%—m:2+6—10:—2.

822. Ako je f (x) = x> + x + 1, izracunajte f (x +2) = 2 - f (x + 1) + f (x) za svaki x € R.
RjeSenje: Kako je

Fa+2)=x+2+@x+2) + 1= +4dx+4+x+2+1=x"+5x+7,
Fr+D=@+D*+@+D+1=x"+2x+1+x+1+1=x"+3x+3,

to je

FU+2) =2 fa+D+f() =2 +5x+T7-2 - (P +3x+)+ X +x+ 1= +5x+T7-2"-6x- 6+ +x+ 1
=2.

823. Strogo pozitivni realni brojevi x i y su takvi da je x% od broja y jednako x. Izracunajte
vrijednost broja y.

Rjesenje: 1z

slijedi
xy =100 - x,
odnosno
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x - (y-100) =0.
Budu¢i da je x strogo pozitivan realan broj, ne moZe biti x = 0, $to zna¢i da mora vrijediti jednakost
y—100=0.
Odatle izravno slijedi y = 100.

824. Kompleksan broj z zadovoljava jednakost
7+2z =12 +3i.
Izracunajte Iz|.

RjeSenje: Pretpostavimo da je z=a + b - i. Tada je Z=a-b-i pa uvrstavanjem tih dviju jednakosti u zadanu
jednakost dobivamo:

a+bi+2a-bi)=12+ 3i,
odnosno
3a—bi=12+3i.
Usporedbom realnih i imaginarnih dijelova dobivamo:

3a=12
-b=3,

otkuda je a =41 b =-3. Stoga je

= Va2 +b2 =42 +(-3)> =16+9 =5.
825. Neka su x; i x; rjeSenja jednadzbe x* + x — 2005 = 0. Izracunajte vrijednost izraza

2x12 + XX, + x22 +x; —2005.
RjeSenje: 1z zadane jednadZbe primjenom Vieéteovih formula slijedi:

X1 +XxX= -1
X1 Xp = -2005

Buduc¢i da je

2xF + X2y + X7 + 2, — 2005 = (x; + xp +1)- 2, + (4] +2x3) —2005= (x; +x, +1) - x; + l()cl +x,)0 =2 (x ~x2)J—2005
uvrsStavanjem gornjih dviju jednakosti dobivamo:

202 + 0y + 22 43 = 2005 = (=14 1) x, + [(=1)? = 2+ (~2005)| - 2005 = 1+ 22005 2005 = 2005+ 1 = 2006.

826. Akojetgo=-Tiae (Z . m, izracunajte w .
2 cosa—3sina

RjeSenje: Podijelimo brojnik i nazivnik razlomka ¢iju vrijednost Zelimo izracunati s cos o (to smijemo jer iz
tg o= -7 slijedi da je cos o # 0). Dobivamo:
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sina
3—+1
cosax

1_3SII1(Z

cosa

- sin o . 3tga+1
§to je, zbog tg oL = , ekvivalentno s ———
cosa 1-3tgr

. U taj izraz uvrstimo tg o0 = —7 pa konac¢no dobivamo:

3tge+1 3-(-DH+1 20 _ 10
1-3tgar 1-3-(=7) 22 11~

827. Kolicnik geometrijskoga niza jednak je 2, a zbroj prvih T njegovih clanova 635.
Izracunajte sedmi clan toga niza.

RjeSenje: Oznacimo s g, prvi ¢lan niza. U formulu za zbroj prvih 7 ¢lanova niza

7 —
Sy =a- g -1
q-1
uvrstimo 7 = 6351 ¢ = 2, pa dobivamo:
7 —
635=aq, - 2 -1 s
2—-1
odnosno
127 - a; = 635.

Odavde je a; = 5. Tako je 7. ¢lan niza jednak
ar=a,-¢°=5-2°=320.

828. Ako je log,b = N izracunajte log, (ab) .

a
Rjesenje: Kako je

log,(ab) log,a+log,b 1+log,b

log, (ab) =

; log b log,b-log,a log,b—1"

a

uvrStavanjem log,b = \/5 dobivamo:

2
logé(ab):1+logab _1+42 _a+V2)a2+) _ (2417 _ 2+2\1/E+1 -

; log,b-1 J2-1 2-npW2+1)  2-1
829. Izracunajte zbroj koeficijenata tangenata na krivulju x* + y* = 2 koje prolaze sjecistem
pravacap,...x—y—1=0ip,...x+y—-3=0.

Rjesenje: Izracunajmo najprije koordinate sjecista pravaca p; i p,. U tu svrhu rijeS§imo sustav:

xX—y-—

1=0
x+y-3=0
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Njegovo je rjeSenje x = 2, y = 1, pa je S(2, 1). Neka je ¢ ... y = kx + [ tangenta na zadanu krivulju kroz tocku S.

Budu¢i da je zadana krivulja kruZnica sa srediStem u ishodiStu i polumjerom r = V2, primijenimo uvjet
tangencijalnosti za nju:

A+ =P,
pa uvritavanjem r* = 2 dobivamo
2421 =1
S druge strane, budu¢i da tocka S leZi na tangenti ¢, njezine koordinate moraju zadovoljavati jednadZbu tangente:
1=2k+1.

Tako smo dobili sustav od dvije jednadzbe s dvije nepoznanice:

2k+1=1

A +2="
1z prve njegove jednadzbe je

I=1-2k,

pa uvrstavanjem u drugu jednadzbu dobivamo:
26 +2=(1-2k),
odnosno
2K +2=1-4k + 4K,
odnosno
2k° — 4k~ 1=0.

Preostaje nam primijeniti Vieteove formule i izravno izracunati trazeni zbroj koeficijenata:

k1+k2=—

|
| L

2.,
2

830. Duljine stranica trokuta su a, b i ¢, a njima nasuprotni kutovi o, B i Y. Izrazite omjer
sin(a — B) : sin(a + B) pomocu varijabli a, b i c.

RjeSenje: Primjenom sinusova i kosinusova poucka dobivamo:

a’+c*—b?
) ﬁ.#_l ) 2 2
Sma.ﬂ_l b b*+c?-a® E‘M_l
sin(fe—fB) sinacos f—cosasin B sinff cosax 2be b oab’+ct-d*)
sin((x+ﬂ)_sinacosﬂ+cosasinﬂ_ Sina‘M_H_ a’+c*-b? _g.b(a2+c2—b2)+l_
sin f cosar a. 2ac 1 b ab® +c* —a*)
b b?+ct—a®
2bc
a*+c*—b? | a*+c*—b*—b*—c*+ad®
_b2+c2—a2_ _ b*+c*—a® _2‘12_2172_“2_172
a4 -b? - b+t —-ab 2t P

2+1

pP+ct—a b2+cr-a’?
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2
831. Zadane su funkcije fi(x) = x, (x) = =, fa(x) = \/x_2 i fa(x) = (Jx Y2, Ima li medu njima
X
Jjednakih funkcija?
Rjesenje: Nema. Prva funkcija ima i prirodno podrucje definicije i sliku jednaku skupu R. Druga funkcija nije
definirana u to¢ki x = 0. Treéa funkcija ima sliku jednaku skupu R* (to je, zapravo, funkcija f3(x) = Ix), a Cetvrta

funkcija za prirodno podrugje definicije ima skup R*. Stoga medu ovim funkcijama nema jednakih. (Podsjetimo,
dvije funkcije su jednake ako imaju isto prirodno podrucje definicije, istu sliku i isti propis zadavanja.)

832. Opseg jednakokracnoga trapeza iznosi 32 cm, a opseg tom trapezu upisane kruZnice 4T
cm. Izracunajte razliku duljina vece i manje osnovice toga trapeza.

Rjesenje: Standardno oznacimo duljinu vece osnovice s a, duljinu manje osnovice s ¢, duljinu kraka s b, a
duljinu visine trapeza s v. Iz podatka da je opseg trapeza jednak 32 cm zakljucujemo da vrijedi jednakost:

a+2b+c=32.
Iz podatka da je opseg trapezu upisane kruZnice 47 cm slijedi da je
2rn = 47,

gdje je r polumjer te kruZnice. Odatle je 2r = 4 cm. No, u jednakokracnome je trapezu promjer upisane kruZnice
jednak visini trapeza, pa je

v=2r=4cm.

Iz ¢injenice da se trapezu moZe upisati kruZnica (tj. da je taj trapez tangencijalni cetverokut) slijedi da mora
vrijediti jednakost

2b=a+c.

Uvrstimo li tu jednakost u formulu za opseg trapeza, dobivamo:

2a+2¢ =32,
a odavde je
a+c=16.
S druge je strane
a-cY
o[22
2
pa zbog
2b=a+c,
tj.
po ate
2
slijedi:

2 2

5 a+c a-c
Vo= - ,
(ZJ LZJ
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odnosno

Uvrstavanjem v = 4 dobivamo:
ac =16.
Tako smo dobili sustav od dvije jednadzbe s dvije nepoznanice:

a+c=16
ac=16

Kvadriramo prvu jednadZbu i oduzmemo drugu jednadZbu pomnozenu s 4:
(a+c) —4ac=16"-4-16,
& +2ac + ¢ —4dac =192,
@ —2ac + =192,

(a-c=192

i kona¢no

a—c=+192=8/3 cm.

833. Odredite ukupan broj realnih rjesenja sustava jednadZbi

Xy
log,_, —=2
Elx—yl 2
x+y=xy+1
Rjesenje: Antilogaritmiranjem prve jednadZbe dobivamo:

Ix—yl2= ﬂ,

odnosno
2(x-y)’ =y,
odnosno
2x% = 5xy + 2y* = 0.

Ako bi bilo y = 0, onda bi iz gornje jednakosti slijedilo x = 0, a par (0, 0) ne zadovoljava drugu jednadzbu
polaznoga sustava. Zato je y # 0 pa dijeljenjem posljednje jednakosti s y* i uvodenjem zamjene ¢ = 2 dobivamo

kvadratnu jednadZzbu

27 =5t+2=0.
Njezina su rjeSenja t; = % it, = 2. Tako razlikujemo ukupno dva slucaja:

1
1)t = E

Vrac¢anjem zamijenjenoga izraza dobivamo:
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.1

y 27

a odavde je y = 2x. Tu jednakost uvrstimo u drugu jednadzbu polaznoga sustava, pa dobijemo:
X+ 2x=2+ 1,

$to je ekvivalentno kvadratnoj jednadzbi

25— 3x+1=0.

- . . 1. . .. . . 1 .
Njezina su rjeSenja x| = 3 i x, = 1. Pripadne vrijednosti nepoznanice y su y; = 2 S =1liy,=2-1=2.1Izravno

uvrstavanje u prvu jednadzbu polaznoga sustava pokazuje da je par (% , 1) rjeSenje polaznoga sustava, a da par

(1, 2) to nije (tada prva jednadZba prelazi u jednakost log,1 = 2 koja nije istinita jer baza logaritma ne moze biti
jednaka 1).

2)t=2

Vrac¢anjem zamijenjenoga izraza dobivamo:

LY
y

a odavde je x = 2y. Tu jednakost uvrstimo u drugu jednadZbu polaznoga sustava, pa dobijemo:
2y +y=2y"+1,
$to je ekvivalentno kvadratnoj jednadzbi

2y* 3y +1=0.

Njezina su rjesenja y; = %i ¥, = 1. Pripadne vrijednosti nepoznanice y su x; = 2 ~%= lix;=2-1=2.1Izravno

. . . .. . .
uvrStavanje u prvu jednadzbu polaznoga sustava pokazuje da par (1, 3 ) jest rjeSenje polaznoga sustava, a da par

(2, 1) to nije (tada prva jednadzba prelazi u jednakost log;1 = 2 koja nije istinita jer baza logaritma ne moze biti
jednaka 1).

1

Zaklju¢imo: Polazni sustav ima to¢no dva realna rjeSenja: (% , i, 3 ).

834. Odredite ukupan broj svih rjeSenja jednadzbe
sin’x + sin”2x = 1
koja pripadaju intervalu {0, 21).
RjeSenje: Zadanu jednadZzbu najprije zapi§imo u ekvivalentnom obliku
sinx = 1 — sin*2x,
odnosno

sin’x = cos?2x,
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odnosno
1—cos2x _ 1+cosdx
2 2
a odavde je
cos 4x + cos 2x =0,
odnosno

2 cos 3xcosx=0.
Sada razlikujemo dva slucaja:

1.)cos3x=0
.. . T T T . . .
1z te je jednadzbe 3x = E + k-7, ke Z, odnosno x; = g +k- E , k € Z. Sada iz nejednakosti

0 < x, < 2m,
tj.
/4 /4

0< —+k-— <2m
6 3

_ 6 .. .
mnozenjem sa — slijedi
V4

0<1+2k<12,

odnosno

Tu nejednakost zadovoljava ukupno 6 cijelih brojeva: 0, 1, 2, 3, 41 5, pa imamo ukupno 6 razli¢itih realnih
rjesenja.

2)cosx=0
Zbog identiteta
cos 3x =4 cos’x — 3 cos x
jednakost cos x = 0 povlaci jednakost cos 3x = 0. To zapravo znali da je svako rjeSenje jednadZzbe cos x = 0
ujedno i rjeSenje jednadZbe cos 3x = 0 (ali ne i obrnuto). Stoga je skup svih rjeSenja jednadZbe cos x = 0 pravi

podskup skupa svih rjeSenja jednadZzbe cos 3x = 0, pa u ovom slucaju ne¢emo dobiti niti jedno novo rjesenje.

Prema tome, zadana jednadzba na zadanom intervalu ima to¢no 6 razlicitih rjeSenja.

835. Rijesite sustav nejednadZbi:
X —4<0

1-2x+x*>0
=B+ \BI+2+43 >0
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Rjesenje: 1z prve nejednadzbe se dobiva x € [-2, 2], iz druge x € (—eo, 1) U (1, +o0), a iz tree x € (—oo, ) U (2

+ /3, +o). Presjek skupova [-2, 2], (oo, 1) U (1, +o0) i (o0, 1) U (2 + /3, +o0) je skup [2, 1), i to je skup svih
rjeSenja polaznoga sustava.

836. Odredite koeficijent uz a® u binomnom razvoju

=

Rjesenje: U binomni poucak
n
(x+y)n — Z n xkyn—k
i=o\k

1
. 1 1 -3 . ..
uvrstimo x = =—r=a 3,y=-ain= 12, padobijemo:

3
a

a

1 B(12 ‘% ek _waf12 ‘%". ik ko (12) ‘%k“z‘k_
<% a) —Z(kJ(a ) (=a) —Zka D" a —Zk D" a =

k=0 k=0 k=0

12 12 12_ik
(=])12k 3
Z(J( ) *a

k=0
Prirodan broj k takav da eksponent potencije s bazom a bude jednak 8 dobije se iz jednadzbe

12—ik=8,
3

a odavde je k = 3. Prema tome, traZeni je koeficijent jednak

12 3 12-11-10
(=D =2 (1)’ =220
[J( ) R

837. Rijesite jednadzbu:
4x+Vx272 -5. 2xfl+\/ x2-2 =6.

RjeSenje: Zadanu jednadZbu najprije zapisimo u obliku
4X+V.x2—2 5. 2—1 . 2x—1+w/ x2-2 =6

(22)X+\/X2—2 -5 % . 2x+«/x2—2 =6
(2x+Vx2—2)2 —5 % 2x+Vx2—2 =6
Stavimo ¢ = 27*V¥ 72| pa dobivamo kvadratnu jednadZzbu
Fo2i_6=0
2
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2x+\)x2 -2

¢ija su rjeSenja t; = —% it,=4.Budu¢idajet= > 0, rjeSenje #; ne dolazi u obzir, pa je jedino moguce

t, = 4. Vra¢anjem zamijenjenoga izraza dobivamo eksponencijalnu jednadzbu

2x+v x2-2 — 47
odnosno
2x+\/ x2-2 — 22

iz koje usporedbom eksponenata dobivamo iracionalnu jednadzbu

x+ Vxt-2 =2

koja je ekvivalentna jednadzbi

-2 =2_x

Budu¢i da je lijeva strana te jednadZbe nenegativan realan broj, takva mora biti i njezina desna strana, $to znaci
da mora vrijediti nejednakost

2-x20
iz koje je x < 2. UvaZavaju¢i tu nejednakost kvadriranjem dobivamo:
X-2=02-x7
odnosno
o2 =4_dx+ 2,
odnosno

4x =6,
pajex= % . Taj x zadovoljava uvjet x < 2, pa je to ujedno i jedino rjeSenje polazne jednadzbe.

838. Izracunajte kut o. € {0, 90°) iz jednakosti

oo (g1 +1g2°) -2
(1-tg1°)1-tg2°)-2"

Rjesenje: Iskoristit cemo jednakost
tg 3° = tg(2° + 10) = M
1-tg2°-tgl°
zbog koje je
I+tg19(1+tg2°)-2=tg1°+tg2°+tg1° - tg2°—-1=tg1°+tg2°—-(1 —tg1° - tg2°) =tg 1° + tg 2° —
tg2°+1tgl° tg3°-1
t,

1
= (tg 1°+tg 2°)(1 — —— ) = (tg 1° +tg 2°) - =——
3° (tg g2°)( tg3°) (tg g2°) 3
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i

(1-tg19)(1 —tg2°) —2=—tg 1°—tg2° +tg 1° tg2°— 1 =—(tg 1° + tg 2°) — (1 —tg 1° - tg 2°) = —(tg 1° +

rg29) - (XL oo igaey1 - ) =g 10w g 2e) BT
tg 3° tg 3° tg 3°
Tako je
1+tg 19)(1+tg 2°) -2 (tglo+tg20),tg33:1 1-tg3°  tg45°—tg3°
g=drelire2) -2 B o B 530 = g4,
(=1g190-1827-2 10y 1509). gt . 1+tg3° l1+tg3°-tg45
g

Odatle sada izravno slijedi o = 42°.

839. Nadite vezu izmedu varijabli x i y ako je poznato da x i y zadovoljavaju nejednakost:

x+y
2lo =log(x+y)+log(x—y).
g NG g g

Rjesenje: Zadanu jednakost najprije transformirajmo ovako:

x+y
2log =log(x+ y)+log(x—y)
NG

2
1og[%] =log[(x+y)-(x= )]

Odavde antilogaritmiranjem dobivamo:

2
["jgyj = (x—y)(x+)

idalje

2
O et ) y)

(x+y)’ =5(x+y)(x—y)

Budu¢i da izraz x + y ne moze biti jednak O (jer tada ne postoji log(x + y)), posljednju jednakost smijemo
podijeliti s x + y, pa ¢emo dobiti:

xX+y=5(x-y),
odnosno
4x = 6y,
te kona¢no
3
y=—=x
2
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3

E—6.03 19-(—)
1T
50 20

840. Koji realan broj podijeljen s daje kolicnik % ?

Rjesenje: Izracunajmo najprije vrijednost djelitelja. Imamo:

3 57 _ _
15 o3 19:(-2) 15808 (L7 a7s-os -3
4 . 5)_4 100.\ 5)__ 100 (__ 7 \_100 (__7 |_
L7 0177 49 28) 49 73
50 20 50 50 20 50 50
28 7 _1
08 228 14

Oznacimo li traZeni broj s a, moZemo postaviti jednadzbu:

1_ol

a:—=
14 11
iz koje je

1 91_13

a=——

14 11 22

841. Za koji je realan broj x apsolutna vrijednost kompleksnoga broja z =————— jednaka

\/E .
732

RjeSenje: Odredimo najprije apsolutnu vrijednost zadanoga kompleksnoga broja kao funkciju varijable x.

(x—ia/5)
—1

Imamo:
2
2
| |_|(x_i\/§)z|_|(x—i\/§)2 _|(x—iJ§)|2 _[ /x2+(—J§) j P45 245
T J32) RS
Tako iz
=73
dobivamo jednadzbu
xi/;S :7\/5
iz koje je
XY +5=7-3,
odnosno
¥ =16.

Odatle slijedi x € {4, 4}.
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842. Odredite vrijednosti realnoga parametra m € R tako da tocke A=(m-2,0),B=(m+1,
2-m)i C=(0, m+2) budu vrhovi pravokutnoga trokuta s hipotenuzom AB .

Rjesenje: Prema Pitagoninu poucku, zadane tocke ¢e biti vrhovi pravokutnoga trokuta s hipotenuzomﬁ ako i
samo ako vrijedi jednakost

IACP + 1BCI* = IABI~.
Kako je
JACP =[0-(m—-2)* +[(m+2)—0]>=2m*+8,
BCP=[0—(m+ DP+[(m+2)—Q2-m=m+ 1)’ +4m®> =5m* + 2m + 1,
ABF =[m+ D)= (m -2 P +[2-m)-01*=9+ (2 -m)*=m*—4m + 13,

uvrsStavanjem u navedenu jednakost dobivamo:

QCm® +8) + 5m” + 2m + 1) = m* — 4m + 13,

odnosno
3m* +3m—-2=0.
Realna rjesenja ove kvadratne jednadZbe su:
m :—3—6@’ m :J3_36—3’

i to su traZene vrijednosti realnoga parametra m.

843. Odredite diralista tangenata krivulje k... X+ y2 —4x + 6y + 3 = 0 okomitih na pravac
p...3x+y+7=0.

RjeSenje: Zapisimo najprije jednadzbu pravca p u eksplicitnom obliku:
p...y==-3x-17,
pa ocitajmo koeficijent smjera toga pravca:
k,=-3.

To znaci da je koeficijent smjera tangenata

odnosno
p...x=3y-3L
UvrStavanjem ovoga izraza u jednadzbu krivulje dobivamo:

By-3D"+y -4 -By-3)+6y+3=0,
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odnosno
10> — (181 + 6)y + 9P + 120 + 3 = 0.

U slucaju traZenih tangenata ta jednadzba (po y) ima to¢no jedno realno rjeSenje. Nuzan i dovoljan uvjet za to
jest da diskriminanta D te jednadzbe bude jednaka nuli. Kako je

D=-12-(1+3)-(7+]),
to ¢e D biti jednaka nuli ako i samo ako je [ € {-7, —% }. UvrStavanjem / = —7 u jednadZbu

GBy-30"+y -4-GBy-3D)+6y+3=0
nakon sredivanja i reduciranja dobivamo:
y+ 12y +36=0.
Jedino realno rjeSenje te jednadZbe je y = —6, pa je pripadni x jednak

x=3-(-6)-3-(-7)=3.
pa je diraliSte D, = (3, —6). Analogno, uvrStavanjem [ = —é u jednadZzbu

By-30"+y -4-GBy-3D)+6y+3=0
nakon sredivanja i reduciranja dobijemo:
¥y =0.
Jedino realno rjesenje te jednadzbe je y = 0, pa je pripadni x jednak
x—3-0—3-(—l)—1
3 .
Tako smo dobili i koordinate drugoga diraliSta: D, = (1, 0).
844. Duljina stranice jednakostranicnoga trokuta je a = 6 cm. Izracunajte duljinu luka

kruZnice opisane tom trokutu nad jednom stranicom toga trokuta.

RjeSenje: Trazeni luk ima polumjer r = %\/g =23cm, a srediS$nji kut o0 = 120° (= 180° -2 - % ). Stoga je

njegova duljina

[= [2/171
180 °
odnosno
= %\/5 7T cm.

845. Odredite vrijednost realnoga parametra f3 tako da polinom p(x) = x* — 16x° — o — B
bude djeljiv polinomom g(x) = X+ 2.
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RjeSenje: Podijelimo polinome p i ¢ prema pravilu o dijeljenju polinoma:

uﬁ—uy3 Z—ax—ﬁy(ﬁ+2)=ﬁ-46x—2

—X —2x
—16x° - 2x* —ox—P
16x° + 32x
2%+ (32-ax—P
27 + 4

B2-ox+(4-P)

Tako smo dobili da je ostatak pri provedenom dijeljenju jednak r(x) = (32 — a)x + (4 — B). Taj ostatak ¢e biti
jednak nuli (za svaki x € R) ako i samo ako istodobno budu vrijedile jednakosti

2-a=0
4-B=0.

Odavde je a.= 32, B =4, pa je traZena vrijednost parametra 3 jednaka 4.
1-~a

3 2
846. Pojednostavnite izraz: | ———+ Ya | .

1-4a
Rjesenje: Imamo redom:

[1_%—3%];: () [0 edaade) F

4+ =
1-Ya 1-a 1-%a

=(L+#E+%G7+#Ef::P+2-#E+(#ZY};=[@+#ZY};=(L+#ZY=1+#Z

847. Napisite kvadratnu jednadibu cija su rjeSenja za dva veca od rjeSenja jednadZbe
2
x +6x-7=0.

RjeSenje: Rjesenja zadane kvadratne jednadzbe su (prema Vieteovim formulama ili formuli za racunanje
rjeSenja kvadratne jednadZbe) x; = -7 1 x, = 1. Stoga su rjeSenja traZene kvadratne jednadzbe y, = -7 +2=-51
y2 =1+ 2 =3, patajednadzba glasi:
y-91-6-3)=0,

odnosno, nakon mnoZenja i sredivanja,

Y +2y—15=0.
848. Odredite ukupan broj svih rjesenja jednadzbe > —5x+6l=x+9 koja pripadaju skupu

x=3
<0.

svih realnih rjesenja nejednadzbe
X+

Rjesenje: Uz uvjet x> = 5x + 6 > 0 zadana jednadzba je ekvivalentna jednadzbi

X -5x+6=x*+9,

¢ije jedino rjeSenje x = gzadovoljava i uvjet X = 5x + 6 >0 i zadanu nejednadzbu. Nadalje, uz uvjet
x> = 5x + 6 < 0 zadana jednadzba je ekvivalentna jednadZzbi

5p X —6=x>+9
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koja nema realnih rjeSenja. Stoga samo jedno rjeSenje zadane jednadZbe pripada skupu svih realnih rjeSenja
zadane nejednadzbe.

849. Izracunajte vrijednost izraza | J6—VB1+1/8-61+1/6-21.

Rjesenje: Bududi da vrijedi nejednakost 2 = V4 <6 <+8 ,toje

IN6—81 = /8-+/6
IV8—61 = 6-+8
IVJ6-21 = J6-2

pa je vrijednost zadanoga izraza jednaka 6 — 2 = 4.
850. Nadite zbroj svih realnih rjesenja jednadzbe 4= ** + 1 =43 4 4°%1,
RjeSenje: Zadanu jednadzbu najprije transformirajmo na sljedeci nacin:
A 441 =4 £+ 454
256 - (4 + 1 =64 -4+ 4 - 4%,
256 - (4)" - 68 - 4" +1=0.
Zamijenimo li # = 4", dobit ¢emo kvadratnu jednadzbu

256F —68t+1=0

3

1 ’ 1
Cija su realna rjeSenja t; = — i1, = 1. [l) .Sada iz 4" = —, tj. 4" = 47 slijedi x; = -1, a iz 4" =(lj slijedi
4 64 \ 4 4 4

X, =-3. Stoga je traZeni zbroj jednak x| + x, = —4.

2005x—-1
851. Odredite f(x) ako je f| ——— |=2005x.
Jx) ako je f ( 2006 j
RjeSenje: Stavimo ¢ = % Odavde je x = %, pa je fir) = 2005 - % = 2006 - ¢ + 1.

Preimenovanjem nezavisne varijable dobivamo f{x) = 2006x + 1.

) 1—4sin’ x
852. Skratite razlomak: —— .
Ccos2x——
2
C . C e . 1-cos2x .
RjeSenje: Koriste¢i jednakost sin” x = — dobivamo:

1—cos2x 1—cos2x
L, =4 — 14—
1—4sin” x 2 _ 2 _1-2-(1-cos2x) 2cos2x—1 _

2cos2x—1  2cos2x—1  2cos2x—1  2cos2x—1
2 2 2 2

cos 2x—1
2

853. Na raspolaganju nam je po jedan primjerak svake od novcanica od 5, 10, 20, 50, 100,
200, 500 i 1000 kn. Koliko razlicitih svota moZemo isplatiti s tim novéanicama ako svaku od
tih svota moZemo postici s tocno jednim izborom novcanica?

© Bojan Kovaci¢ 547  Tehnicko veleuciliste — Elektrotehnicki odjel, Zagreb



Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike — 2. dio

RjeSenje: Prigodom isplate svake svote, svaku nov¢anicu ili uzimamo ili ne uzimamo. Kako imamo ukupno 8
vrsta nov&anica, prema naéelu umnoska mozemo isplatiti 2° razlicitih svota. No, ovaj broj valja umanjiti za 1 jer
ne uzimamo u obzir slucaj kada prigodom isplate ne uzimamo niti jednu nov€anicu (tj. "isplatu” iznosa od 0 kn).
Stoga je traZeni broj jednak 28 _1=255.

854. Dijagonala kvadrata leZi na pravcu p... 2x — y + 4 = 0. Ako je jedan vrh kvadrata
A = (2, 3), izracunajte duljinu stranice kvadrata.

Rjesenje: Udaljenost zadane tocke od zadanoga pravca jednaka je

d=|2~2—3+4|=i=\/§

NEYETENG

Ta je udaljenost jednaka polovici duljine dijagonale kvadrata, tj. %ﬁ , gdje je a duljina stranice kvadrata. Tako

iz
e

dobijemo a = V10

855. Ako je (x, y) rjeSenje sustava jednadZzbi

1 1.5
y 2x xy,
S5x+3y=14

izracunajte X+ y2.
RjeSenje: Ocito mora biti x, y # 0, pa prvu jednadZbu pomnoZimo s 2xy. Tako dobijemo ekvivalentan sustav

2x—-y=10
5x + 3y =14.

Njegovo je rjesenje x = 4, y = -2, paje x> + y* = 16 + 4 = 20.

856. Duljine stranica usporednika su 4.2 cm i 7.1 cm, a jedan unutrasnji kut usporednika
iznosi 73°18'. Izracunajte duljinu kraée dijagonale usporednika.

Rjesenje: Primjenom kosinusova poucka odmah dobivamo:
fi=42"+717-2-42-7.1 cos 73°18,

tj.f=7.14cm.

857. Izracunajte vrijednost brojevnoga izraza:
o 30 1
0.03:107 - —=++/300—4"":0.16.

V3

Rjesenje: Imamo redom:
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0.03:107 —%+\/300 —47:0.16=

:0.03:0.01—2 \/§+\/100~3 -0.25:0.16 =

NG

=3:1—3—3()~J§+10J§—25:16=

=3—10\/§+10\/'—§=

_48-25
16
_2
16
_ Sa+4b 2 . . b’ -a’
858. Ako je ———=—, izracunajte vrijednost izraza —5———— .
Sa+7b 3 2a° —=3ab+b
c v Sa+4b 2 ... .. . 5
RjeSenje: 1z sat7b = E slijedi 3 - (5a + 4b) =2 - (5a + 7b), odnosno 5a = 2b, a odavde je b= Ea . Tako sada
a+
imamo:
5 Y 25 21
b —d (Eaj -a’ Iaz—az IaZ
2a°=3ab+b" o o (5 ), (5, 2B 2 25 0 30
2 2 2 4 4

859. Stranice usporednika duge su 5 i 4. Izracunajte duljinu krace dijagonale ako duljina

duZe iznosi 8.

RjeSenje: U svakom usporedniku su duljine stranica a, b, te duljine dijagonala e, f (e 2 f) vezane tzv. relacijom

usporednika:
e +f=2ad +b).
Uvrstimo li ovamo a =5, b =4 i e = 8, dobit ¢emo jednadzbu:

64 +f2=2-(25+ 16),

a odavde je f= \/E:S\/E.

860. Neka je x realno rjeSenje jednadibe 24 - 3* "' = 1) =6 - (5- 6"~ ") =594 + 81 - 2%

|
Izracunajte — .
Jx

Rjesenje: RijeSimo najprije zadanu jednadzbu. Transformirajmo je ovako:

24.37'-24-30+6-6""'=594+81-2,
8-3-3 ' _54+6 =594 +81-2%,
83"+ 6" =648 + 81- 2

3% (8429 =81-(8+29.

Za svaki x € R je 8 + 2" > 0, pa dijeljenjem posljednje jednakosti s tim izrazom dobivamo eksponencijalnu

jednadzbu
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¢ije je rjeSenje x = 4. Stoga je L =—=

1
Vi a2

14+ l-2()()5
(7+14)(14-=7i)

861. Izracunajte Im(g) ako je z =

RjeSenje: Kako je 2005 : 4 = 501 i ostatak 1, to je #°% = i* ®** 1 = (H* . i' = 1°* . i = i. Nadalje, (7 + 14i) - (14 -
—7i) =98 + 196 — 49i — 98/> = 98 + 147i + 98 = 196 + 147i = 49 - (4 + 3i) Tako sada imamo:

14+i 1 (14+)(4-3) _ 1 56+4i-42i-3" _ 1 59-38 _ 59 38

z= = = = = - L.
49-(4430) 49 (4+30)(4-3) 49 16-97° 49 25 1225 1225
- 38 ) 38
Sto a.e Im :_Im = —-————=—.
gaje Im(z) ¢ [ 1225) 1225

862. Izracunajte vrijednost izraza 36'°% +10'7°¢? —3"°®%

Rjesenje: Kako je
3610g65 — (62 )logﬁs — 6210g65 — 610g6(52) — 52 — 257
10 10

1-log2
1072 = = = =5,
102 7 2

1 logy 36 llog . logg[%%] 1
3‘°E93":[92J =927 =9 =367 =36 =6,

vrijednost zadanoga izraza jednaka je 25 + 5 — 6 = 24.

863. Rijesite jednadZbu: logs(log x) + logs(log x-1=1.
Rjesenje: Imamo redom:
logs[logx - (4logx—-1)] =1

log x - (4dlogx—1)=5",
4log’x —log x —5=0.

Stavimo li # = log x, dobit éemo kvadratnu jednadzbu 4/ — r — 5 = 0 &ija su rjeSenja f;= -1 i 1, = % . Rjesenje 1, ne

dolazi u obzir jer mora vrijediti nejednakost # > 0 (tj. log x > 0 kako bi izraz logs(log x) bio definiran). Stoga
5

dolazi u obzir jedino t, = %, paizlogx= % dobivamo x = 104 =+/10° =%/100 000 .

864. Odredite vrijednost realnoga parametra a tako da pravac p... x + y — 3 = 0 dodiruje

krivulju ... y = —x* +2x + 2a.

Rjesenje: Presijecimo zadani pravac i zadanu krivulju, tj. rijeSimo sustav

y=—x+3
y=—x2+2x+2a

Metodom usporedbe (komparacije) dobivamo kvadratnu jednadzbu:

X+ 2+ 2a=—x+3
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koju mozZemo zapisati u obliku
X =3x+(3-2a)=0.

Da bi pravac p dodirivao krivulju 7 ta jednadZba mora imati to¢no jedno realno rjeSenje. NuZan i dovoljan uvjet
za to jest da njezina diskriminanta D bude jednaka nuli. Kako je

D=(-3-4-(3-2a)=8a-3,
iz uvjeta D = 0 dobivamo linearnu jednadzbu
8a-3=0
¢ije je rjeSenje a = g .
865. Izracunajte tg(x + y) ako je tg x +tg y = 15, ctg x + ctg y = 20.

Rjesenje: Jednakost ctg x + ctg y = 20 moZemo zapisati u obliku L+L =20, odnosno lgxtigy 20, pa

tgx tgy tgx-tgy
kad ovamo uvrstimo jednakost tg x + tgy = 15, dobivamo da je tg x - tg y = %:%.Takoje:
tgx+y) = fgxtigy _ 15 22260.
I-tgxtgy (.3 1
4 4

866. Ako su a=1og 3, b=1log 5ic=log?2,izrazite 10g49 pomocu a, b1 c.

RjeSenje: Kako je

log. 9 = log9  log(3*) _ 2log3 _ 2log3
S0 log40 log(2’-5) log(2’)+log5 3log2+log5’
2a
slijedi da je log,,9 = .
3 Je logy, b+ 3c
. . 2006x—1
867. Odredite f(x) ako je f| ———— |=2006x.
2005
2006x—1 2005¢ +1 2005¢+1
Rjesenje: Stavimo t = ———— . Odavde je x = ———, pa je f(r) = 2006 - ———— = 2005¢ + 1.
2005 ! 2006 pa je 1) 2006

Preimenovanjem nezavisne varijable dobivamo f{x) = 2005x + 1.

868. Kutovi trokuta odnose se kao 13 : 10 : 7. Izracunajte omjer najkrace i srednje stranice
toga trokuta.

RjeSenje: Izraunajmo najprije veliine kutova trokuta. Iz podataka o njihovom odnosu bez smanjenja
opéenitosti moZemo zakljuciti da postoji strogo pozitivan realan broj k € R takav da je o = 13k, B = 10k, y = 7k.
Buduéi da zbroj svih kutova u trokutu mora biti jednak 180°, tj. mora vrijediti jednakost o + B + v = 180°,

dobivamo jednadzbu

13k + 10k + 7k = 180°,
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a odavde je k = 6°. Tako je oo = 13k = 78°, B = 10k = 60° i ¥ = Tk = 42°. Najkraca i srednja stranica nalaze se
nasuprot najmanjem i srednjem kutu, tj. nasuprot kutovima i B, pa je rije¢ o stranicama c i b. Prema sinusovu
poucku je

b:sinP=c:siny,

otkuda je
c:b=sinp :siny,
odnosno
c:b=-sin 60°: sin 42°,
odnosno

c:b= \/5:25in42°.

2005

869. Nadite ostatak pri dijeljenju polinoma f(x) = x> — 2006x + 1 polinomom g(x) =x — 1.

RjeSenje: Prema poucku o dijeljenju polinoma s ostatkom, postoje polinomi g(x) i r(x) takvi da je stupanj
polinoma 7 strogo manji od stupnja polinoma g i da za svaki realan broj x vrijedi jednakost:

J) = g(x) - g(x) + r(x).

Kako je stupanj polinoma g jednak 1, stupanj polinoma r jednak je O, tj. r je konstanta, pa neka je r = a za neki
a € R. Tako sada u jednakost

K% 20065+ 1=(x—1) - g(x) +a
uvrstimo x = 1, pa dobijemo:
1-2006+1=0"-qg(x)+a,
a odavde je izravno a = —2004.
. . . . . . .o 17 ..
870. Zbroj polovine, trecine, Cetvrtine i petine nekoga realnoga broja je za 3 veci od
samoga broja. Odredite taj broj.

RjeSenje: Oznacimo traZeni broj sa x. Iz zadanih podataka moZemo postaviti jednadzbu:

1 1 1 1 17
—X+t=—X+—X+—x=x+—
2 3 4 5 3

koja mnoZenjem s NZV(2,3,4,5) = 60 prelazi u ekvivalentnu jednadzbu
30x + 20x + 15x + 12x = 60x + 340,
odnosno u
17x = 340.
Rjesenje ove jednadZzbe je x = 20 i to je traZeni realan broj.

871. Cijena neke robe je snizena za 10%. Za koliko posto treba povecati novu cijenu robe da
se dobije cijena prije sniZenja?
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RjeSenje: Najkrace i najbrze zadatak moZemo rijesiti ovako: Bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da
je cijena robe prije sniZzenja 100 kn. Tada je cijena robe nakon sniZenja
100 — 10% - 100 = 100 — 10 = 90 kn.
Da se dobije cijena robe prije sniZenja, tj. cijena od 100 kn, novu cijenu od 90 kn treba povecati za
100 — 90 = 10 kn,
odnosno za

m~100=@%=111%.
90 9 9

+
X I)cI2

1
872. Rijesite nejednadzbu: —.
3lxl 2

R . . . N . x+x 1 o . o
RjeSenje: Za x > 0 je Ixl = x pa je nejednadzba ekvivalentna s >—, odnosno s istinitom nejednako$¢u

3x 2

x—x_1
>

2 0
-3x 2

w N

. Za x = 0 nejednadZba nema smisla, a za x < 0 je Ixl = —x pa je nejednadZzba ekvivalentna s

N | =

1
odnosno s laznom nejednakoséu 0= 5" Stoga je skup svih realnih rjeSenja zadane nejednadzbe R, tj. interval

{0, +oo).

873. Izracunajte polumjer kruZnice opisane trokutu kojega pravac p... 3x — 4y — 24 =0
zatvara s koordinatnim osima.

Rjesenje: Promotrite sliku:

AT
Dobiveni trokut je o€ito pravokutan trokut ¢ije su katete a = 8 i b = 6, pa je duljina njegove hipotenuze, prema

Pitagorinu poucku, ¢=+a’+b> =+/8*+6” =4/64+36=10. U svakom je pravokutnom trokutu polumijer

opisane kruZnice R jednak polovini duljine hipotenuze c. Stoga je R = % =5.

874. U elipsu X+ 612y2 =a’ upisan je kvadrat povrsine P = 0.4 kv. jed. Odredite lal.
RjeSenje: Buduci da je elipsa osnosimetri¢na s obzirom na obje koordinatne osi, i upisani kvadrat mora biti

takav. To znaci da se koordinate njegovih vrhova dobiju kao sjeciSta simetrala I. i III., odnosno II. i IV.
kvadranta s elipsom. Jednadzba simetrale I. i III. kvadranta je s;... y = x, pa iz sustava
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a a
Vi+ad* ’ Vi+a*

). Kvadrat medusobne udaljenosti vrhova A i C jednak je kvadratu duljine dijagonale d

odmah dobivamo koordinate dvaju nasuprotnih vrhova kvadrata A=(-

) i

a a

Vi+a® ’\/1+a2

upisanoga kvadrata, pa iz d* = IACI slijedi:

C=(

J = 84’
1+a*’

Budu¢i da je povrSina kvadrata (kao funkcija dijagonale kvadrata) jednaka

p=Lta,
2
™ . 2 . 2 8612 . . v
uvrStavanjem P = 0.4 = gl d = od dobivamo kvadratnu jednadZzbu:
+a

4a’ _2

I1+a> 5
P | > _1
izkojejea = 3’ odnosno lal = \/cT =§.

875. U kutiji se nalaze 5 crvenih i 7 zelenih kuglica. Na slucajan nacin odjednom izvlacimo 3

kuglice. Izracunajte vjerojatnost da medu njima bude barem jedna crvena kuglica.

Rjesenje: Neka je A = "medu izvucenim kuglicama je barem jedna crvena kuglica". Tada je suprotni dogadaj
A€ = "medu izvuéenim kuglicama nema niti jedne crvene kuglice" = "sve izvuéene kuglice su zelene". Njegova
vjerojatnost jednaka je

7
_ broj povoljnih ishoda [3] _1

broj mogucih ishoda [74—5] 44"

q=p(A9)

3
Stoga je traZena vjerojatnost jednaka

I
P=ima= " "

876. Odredite ukupan broj razlicitih peteroznamenkastih prirodnih brojeva koji su u
dekadskom brojevnom sustavu zapisani razlicitim znamenkama i kojima zbroj znamenke
stotica i znamenke desetica iznosi 6.

Rjesenje: Pogledajmo najprije moguénosti izbora za znamenke stotica i desetica. Njihov zbroj treba biti jednak
6, Sto znaci da su moguéi slucajevi: (0, 6), (1, 5), (2, 4), (4, 2), (5, 1), (6, 0) (slucaj (3, 3)) nije mogu¢ jer
znamenke trebaju biti razlicite). Razlikujemo sljedece slucajeve:

1.) Izabran je ureden par (0, 5) — tada na mjesto desettisu¢ica moZemo izabrati bilo koju od 8 znamenaka:

1,2,3,4,6,7, 8,9, na mjesto tisu¢ica neku od preostalih 7 znamenaka, a na mjesto jedinica neku od
preostalih 6 znamenaka. U ovom slucaju dobivamo ukupno 8 - 7 - 6 = 336 razlicitih prirodnih brojeva.
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2.) Izabran je uredeni par (1, 5) — tada na mjesto desettisu¢ica moZemo izabrati bilo koju od 7 znamenaka:
2,3,4,6,7, 8,9 (pri ovom izboru isklju¢ujemo 0), na mjesto tisucica bilo koju od 7 znamenaka
(to¢nije, biramo neku znamenku iz skupa {0, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9} \ {izabrana znamenka desettisucica}), a
na mjesto jedinica bilo koju od preostalih 6 znamenaka. Tako dobivamo ukupno 7 - 7 - 6 = 294 razli¢ita
prirodna broja.

Lako se vidi da se slucajevi (2, 4), (4, 2) i (5, 1) svode na slucaj 2.), a slucaj (6, 0) na slucaj 1. Stoga je traZeni
broj jednak 4 - 294 + 2 - 336 = 1 848.

877. Nakon povecanja place od 24% zaposlenik je primio placu od 3 968 kn. Za koliko kn je
povecana njegova placa?

Rjesenje: RijeC je o postotnom racunu "vise sto", gdje su zadane uvec¢ana osnovna svota S + P = 3 968 i postotak
uvecanja p = 24. TraZi se iznos uvecanja, tj. postotni iznos P. Formula za odredivanje te vrijednosti je:

p=—"L__.(5+P).
100+ p

Uvrstavanjem p = 24, S + P = 3 968 odmah dobivamo P = 768 kn. Dakle, placa zaposlenika uvecana je za 768
kn.

878. Izracunajte vrijednost brojevnoga izraza:

_1 3 1
(1.25*—2) _327 | ++225 é/ﬁ—(;jz

Rjesenje: Imamo redom:

—1 3 _1 -1 -1 1
[(1.25"—2) —%/E} +225 é/ﬁ—@)z ((Sj —2} —3 | +1s? %—“—(1)2
1 0 = -0

&) e
K;‘_:j_l—{ﬂs[%;l}_[(;)_1—3}:15[3—3]:(5_3)3 e

0 2—-(7-4)° 2-3"  2-1
1] -

a® +2ab+b* —¢?
a’-b*+c*+2ac’

879. Potpuno skratite algebarski razlomak:

Rjesenje: Imamo redom:

a* +2ab+b*—c* _ (a* +2ab+b*)-c? _ (a+b)* =c? _(a+b+c)a+b-c) a+b-c
a’=b*+c* +2ac  (@*+2ac+c?)-b* (a+c)’=b* (a+c+b)a+c—b) a+c—-b

© Bojan Kovaci¢ 555  Tehnicko veleuciliste — Elektrotehnicki odjel, Zagreb



Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike — 2. dio

880. Rijesite jednadZbu: 2x+1 + 217 _6x-25 .

x+4 x'-16  3x-2

RjeSenje: Bududi da je x* — 16 = (x — 4)(x + 4), jednadZbu éemo pomnoZiti s (3x — 2)(x* — 16). Tako éemo dobiti:
(2x + D)(x = 4)(3x - 2) + 17(3x - 2) = (6x - 25)(x" - 16)

Dalje je:

(20 = Tx — 4)(Bx — 2) + 51x — 34 = 6x° — 25x* — 96x + 400,
6x° — 21x% — 12x — 4x* + 14x + 8 + 51x — 34 = 6x° — 25x% — 96x + 400,

149x = 426,
426

xX=—".
149

. 426 .. - . - - . S
Budu¢i da su za x = ﬁ vrijednosti izraza x + 4, x* — 16 i 3x — 2 razligite od nule, taj je racionalan broj jedino

rjeSenje polazne jednadzbe.

x+2

881. Rijesite nejednadzbu: >2.

x—1

Rjesenje: Postoje dvije mogucnosti:

X2,
x—1

Ovu nejednadzbu dalje transformiramo ovako:

x+2

+2<0
x—1
x+2+2(x-1) <0

x—1 B
3 <0 3

x—1

——=<0
x—1

Uz uvjet x — 1 # 0, mnoZenjem posljednje nejednadzbe s (x — 1)* dobivamo kvadratnu nejednadzbu
x - (x = 1) < 0. RjeSenje te nejednadzbe je skup [0, 1], pa zbog uvjeta x — 1 # 0, slijedi da je skup rjeSenja polazne
nejednadZbe u ovom slucaju [0, 1).

2) 25,
x—1

Ovu nejednadzbu dalje transformiramo ovako:

**2 550
x—1
x+2-2(x-1) >0

x—1

~
|
=

20

=
L
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Uz uvjet x — 1 # 0, mnoZenjem posljednje nejednadzbe su (x — 1)* dobivamo kvadratnu nejednadzbu

(4 —x)(x — 1) = 0 ciji je skup rjeSenja [1, 4]. Zbog uvjeta x — 1 # 0, u ovom je slucaju skup rjeSenja polazne
nejednadzbe (1, 4].

Tako sada slijedi da je skup svih rjeSenja polazne nejednadzbe [0, 1) U (1, 4] =[0, 4]\ {1}.
882. Odredite kompleksan broj z € C iz jednakosti: z - i =i+ 1.

Rjesenje: Odmah imamo:

i+l i+l i i+ -1+
i [ i -1

1-i.

883. Za koju vrijednost realnoga parametra p € R vektori a=pi =27 i b=5[ +(p—-1)]

imaju jednake duljine?
Rjesenje: Zadani vektori ¢e imati jednake duljine ako i samo ako imaju jednake kvadrate tih duljina. Kako je:
|;1|2=p2+ (2 =p*+4,
1bP=5%+(p—1)>=p*—2p + 26,
izjednaCavanjem tih izraza dobivamo jednadzbu
2p=22
¢ije je jedino realno rjeSenje p = 11.
3
884. Odredite skup svih realnih rjesenja jednadzbe 8- 0.5 =0.257 .
Rjesenje: Prelaskom na bazu 2 dobivamo:
3
23 . (z—l)x(xﬂ) — (2,2 )Ex
23—)(2—)( — 2—3x
Izjednacavanjem eksponenata dobivamo kvadratnu jednadZbu
3-x*—x=-— 3x,
tj.
X —2x-3=0.

Sva realna rjeSenja te jednadzbe su x; = —1 i x, = 3. To su ujedno i sva realna rjeSenja polazne jednadzbe, pa je
trazeni skup {-1, 3}.

——logs5
. . . 1
885. Izracunajte vrijednost brojevnoga izraza: (gj .

Rjesenje: Imamo redom:

1 1
l S0, 5 _ i Slogs S :(372 )%710335 _ gle2lons _ g .31‘)&(52) 21.25 :E ‘
9 3? 3 3
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. 6 . . . tga+tcga
886. Ako je tg @ =— , izracunajte u.
2 tga—ctg @
RjeSenje: Iz tg o = ﬁ slijedi ctg o= L = . Stoga je:
2 tg 6
6 2 6+4

gatctga 2 Jo _2J6 10
- - -—_5.
tga-ctiga J6 2 6-4 2
2

887. Odredite realan broj x € [0, 27) za koji je cos x =—-0.472 i ctg x > 0.

Rjesenje: Odredimo najprije broj x; iz jednadzbe cos x; = 0.472. Dobivamo x; = arccos 0.472 = 1.07924. Zbog

nejednakosti cos x < 0, ctg x > 0, traZeni broj x pripada intervalu <7£,37ﬂ-> . Dobijemo ga koriste¢i jednakost
cos(T + @) =—os o
u koju uvrstimo o = x; = 1.07924:
cos(m + 1.07924) = —cos 1.07924,

odnosno, zbog T = 3.14159,
cos 4.22083 = -0.472.

Prema tome, x = 4.22083.
888. Odredite realnu funkciju inverznu funkciji fix) = —logs(x — 1).
RjeSenje: Standardnim postupkom dobivamo:
1.) y=-logs(x—1),
2) x=-logs(y-1),
3) —x=logs(y-1)
y-1=57
y=5"+1,
4) flo=5"+1.
Prema tome, f'(x) = 5™ + 1.

889. Odredite ostatak pri dijeljenju polinoma f(x) = x° — 3x" — 5x polinomom g(x) = x* — x + 1.

Rjesenje: Primjenom pravila o dijeljenju polinoma dobivamo:

(x5 -3y —5x):(x2—x+l)=x3+x2—3x—4
= +x—x

X -4y

4, 3

3x° — 3x% +3x
—4x* - 2x

4 —4x+4

—6x +4

Odavde slijedi da je trazeni ostatak jednak r(x) = —6x + 4.
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890. Izracunajte duljinu one tetive krivulje y2 = 8x koja prolazi tockom A = (2, —4) usporedno
s pravcem p...2x -2y -3 =0.

Rjesenje: Pravac na kojemu lezi tetiva zadane krivulje ima oblik 2x — 2y + C = 0, gdje je C € R realna
konstanta. Taj pravac mora prolaziti tockom A, pa koordinate te tocke moraju zadovoljavati jednadZzbu pravca:

2.2-2-(4)+C=0.

Odavde je C = -12, pa je jednadZba pravca na kojemu lezi zadana tetiva p;... 2x =2y — 12 =0, tj. p,... x -y -6
= 0. Presijecimo taj pravac s zadanom krivuljom, tj. rijeSimo sustav jednadzbi:

-6=0
8x

=
|
\<N‘<
I}

Iz prve jednadZbe je x =y + 6, pa uvrStavanjem u drugu jednadZbu dobivamo:
¥ =8(y +6),
odnosno
2
y —8y—-48=0.
Rjesenja ove kvadratne jednadzbe su y; = —4 i y, = 12. Pripadne vrijednosti nepoznanice x sux; =y, + 6 =21

Xy =y, + 6 = 18. Stoga su krajnje tocke tetive T} = A = (2, 4) 1 T, = (18, 12). Medusobna udaljenost tih to¢aka
jednaka je

d =\J(18-2)" +(12—(—4))* =16> +16> =+/2:16* =162 .

891. Nadite sjecista krivulje k... (x—5)* + (y —8)* =5 i pravcap... x+2y—21=0.
RjeSenje: Rjesavamo sustav

(x=57+(y-8)7*=5
x+2y-21=0.

1z druge jednadZzbe je x = -2y + 21, §to uvrSteno u prvu daje
(2y+21 -5 +(y-8*-5=0,
tj.
(2y+16)°+(y-8*-5=0
Kvadriranjem dobivamo:
5y* — 80y + 315 =0,
odnosno, nakon dijeljenja s 5,
¥y =16y + 63 =0.

Rjesenja ove kvadratne jednadzbe su y; = 71 y, = 9. Pripadne vrijednosti nepoznanice x su x; = -2y, + 21 =71
X, =2y, + 21 = 3. Stoga su traZena sjecista tocke S, =(3,9) 1S, =(7, 7).

892. Opseg pravokutnoga trokuta iznosi 36 cm, a duljina hipotenuze 15 cm. Izracunajte
sinuse Siljastih kutova toga trokuta.
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RjeSenje: Uvrstavanjem ¢ = 15 u jednakost a + b + ¢ = 36 dobivamo a + b = 21. Nadalje, prema Pitagorinu je
poucku @’ + b* = 157 = 225. Tako iz sustava a + b = 21, a* + b* = 225 dobivamo da katete trokuta imaju duljine 9

cmi 12 cm. Stoga su sinusi $iljastih kutova trokuta 2 = 3 i 12 = i

15 5 15 5
893. Duljine stranica trokuta su a = J6.,b =3+ Bic=243. Izracunajte velicinu
najmanjega kuta toga trokuta.

RjeSenje: Ocito je a < ¢ < b, pa je najmanji kut trokuta onaj nasuprot najkrace stranice, tj. kut o. Njegov je
kosinus, prema kosinusovu poucku, jednak

b’ +c? —a?
cosqg=—————-,
2bc
e BTV 23 -6y
23+3)2V3)
Osa:9+6\/§+3+12—6
12(1++/3)
o= 18+6J§
121++/3)
cosqr = SBABHD
12(1++/3)
3
cosa =—

Odavde slijedi o = % = 30°.

894. Sredista dviju kruZnica polumjera 3 cm i 5 cm udaljena su 15 cm. Izracunajte kut kojega
zatvaraju zajednicke unutrasnje tangente tih kruznica.

Rjesenje: Nacrtajte sliku! Neka su S i S, sredista kruznica, S; sjeci$te unutrasnjih tangenata, D, diraliste bilo
koje od tangenti i vece kruZnice, a D, diraliSte bilo koje od tangenti i manje kruznice. Trokut S;S;D, je
pravokutan, duljina jedne njegove katete je 1S,Dl = 5, a duljina hipotenuze IS,S;l. Analogno, trokut $,5:D, je
pravokutan, duljina jedne njegove katete je IS,D,| = 3, a duljina hipotenuze 1S,S5l. Oba ta trokuta imaju zajednicki

D,
kut kod vrha S; (to je polovica traZzenoga kuta). S jedne je strane njegov sinus jednak % = % , a s druge
1~3 1~3
1S,D, 1
Dyl 3 Izjednadavanjem tih izraza dobivamo:
15,81 18S,8;1
5 3
1S,S,1 18,81
otkuda je
|S2S3| = §|S1S3 | .

Preostaje primijeniti ¢injenicu:

15= |51S2| = |S153| + |S2S3|,
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pa uvrStavanjem 15,851 = % [ S,S; | dobivamo jednadZbu

8
=18S8,1 =15,
5 1~3
a odavde je
75
15,851 = —.
193 3
Oznacimo li traZeni kut s o, onda je
a 5
2 1881
sin— —i
75 ,
8
. a 8
sin— =—
2 15
te
o =64°46'19".

895. Povrsina kruga je 96 m’. Izracunajte povrsinu onoga isjecka toga kruga Ciji je sredisnji
kut 15°.

Rjesenje: Povrsina kruga upravno je razmjerna veli¢ini srediSnjega kuta. Stoga ako sredi$njemu kutu od 360°
odgovara povrina od 96 m’, onda 360 : 15 = 24 puta manjemu sredi$njemu kutu odgovara 24 puta manja
povrsina kruZnoga isjetka: 96 : 24 = 4 m”. Prema tome, traena je povr§ina 4 m>.

896. Povrsina plasta uspravnog valjka visine 14 cm je 112 cm’. IzraCunajte obujam valjka.

Rjesenje: Oznac¢imo sa r polumjer osnovke, a sa v visinu valjka. Znamo dajev=14,tedaje 112=P =2rm - v.

Stogaje 112=2rn- 14, pajer= i.TakojeV:rznrv: 1—?-1‘t~14= 24cmz.
V4 V4 V4

897. Duljina visine pravilne uspravne Ccetverostrane piramide je 20 cm, a povrsina
poprecnoga presjeka te piramide je 120 cm?. Izracunajte obujam te piramide.

RjeSenje: Popre¢ni presjek piramide je jednakokracan trokut ¢ija je osnovica dijagonala osnovke piramide, a
visina upravo visina piramide. Kako je osnovka kvadrat stranice a, njegova dijagonala je d = a V2, pa—akosh
ozna¢imo visinu piramide — slijedi:

P= %-a\/z-h.

Ovamo uvrstimo P = 120, h = 20, pa dobijemo a = 6 V2em. Stoga je obujam piramide jednak V = %az -h =480

CIl’l3 .

898. Izracunajte omjer obujma uspravnoga kruinoga stosca i umnoska povrsine osnoga
presjeka i opsega osnovke toga stosca.
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RjeSenje: Neka je r polumjer osnovke stosca, a & njegova visina. Obujam stosca je
1
V=—rn-h,
3

povrsina osnoga presjeka

a opseg osnovke stoSca

Stoga je
V:i(P-0)= (% Arohy: Q- h) = % : 2 = (nakon mnoZenja omjera s 3) =1 : 6.
899. Pojednostavnite izraz: {x —2[x —2(x —2)]} - {x — [2x — (= + 1)]}.

Rjesenje: Imamo redom:

{x=-2[x-2x-2]} - {x—-[2x—(=x+ D]} ={x-2[x-2x+D]} - {x—[2x+x-1]} ={x-2[4 —x]} - {x—[3x -
1) ={x—8+2x} - {x—3x+1} =Bx—8)(1 —2x) =—6x> + 19x — 8.

xz_l

900. Odredite ukupan broj razlicitih realnih rjeSenja jednadzbe 1 1
x-1 x-

Rjesenje: Uz uvjet x # 1, jednadZzbu pomnozimo s (x — 1), pa dobijemo:
X=1+2(x-1),
odnosno
2
xX=2x+1=0.

Jedino realno rjesenje ove jednadzbe je x = 1, a to rjeSenje ne zadovoljava uvjet x # 1. Stoga zadana jednadzba
nema niti jedno realno rjesenje.

901. Sustav jednadibi x* + y* = 5, 2x* + y = 0 ima dva realna rjesenja: (x1, y1) i (xa, y2).
Izracunajte zbroj x| + y1 + xz + y2.

Rjesenje: 1z prve jednadzbe je x* = 5 — y*, §to uvrsteno u drugu jednadzbu daje 10 — 2y* + y = 0, odnosno 2y* —y
— 10 = 0. Rjesenja ove kvadratne jednadzbe suy; =21y, = % Zay =-2je X¥=5-(27=5-4=1, tj.
x1=-1,x =1,dok za y, = % dobivamo x* = —% , a ta jednadZba nema realnih rjeSenja. Stoga su sva realna
rjeSenja zadanoga sustava (-1, —2) i (1, =2). Zbog toga je traZeni zbroj jednak -1 + 1 + 2 - (-2) = 4.

902. Skupini djece treba razdijeliti 72 kn tako da svako dijete dobije jednak iznos novca. Kad
bi u skupini bilo 3 djeteta manje, svako bi dijete dobilo za 4 kn vise. Izracunajte ukupan broj
djece u skupini.

RjeSenje: Oznac¢imo sa x traZeni broj, a sa y svotu koju dobije svako dijete. O¢ito je xy = 72, te (x — 3)(y + 4) =
72, tj. xy — 3y + 4x — 12 = 72. Zbog xy = 72 tu jednadZbu moZemo zapisati u obliku 4x — 3y = 12. Tako sada
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imamo sustav 4x — 3y = 12, xy = 72. RjeSavamo ga paze¢i na to da x (broj djece u skupini) mora biti prirodan
broj, pa dobijemo: x =9, y = 8 (rjeSenje x = -6, y = —12 ne dolazi u obzir). Dakle, u skupini ima devetero djece.

903. Rijesite nejednadzbu: 1 > x.

X
I . . o . 1 . L 1=x o .
RjeSenje: Jednadzbu najprije zapiSimo u obliku ——x> 0, tj. u obliku > 0. Razlikujemo dva moguca
X X
slucaja:
1)1-x>0
x>0

Iz prvoga je uvjeta x € (~1, 1), pa, zbog x > 0, slijedi da je skup rjeSenja u ovom slucaju (0, 1).

2)1-x*<0
x<0

Iz prvoga je uvjeta x € (—o, —1) U (1, +o0), pa, zbog x < 0, slijedi da je skup svih rjeSenja u ovom slucaju
<_°°9 _1>

Prema tome, skup svih realnih rjeSenja polazne nejednadzbe je (—eo, —1) U (0, 1).
904. Odredite intervale rasta funkcije f(x) = x* — 2x + 3.

Rjesenje: Buduéi da je koeficijent uz x* jednak 1, graf zadane funkcije je parabola oblika U. To znadi da ta
funkcija raste na intervalu (x,,,, +o°), gdje je x,,;, vrijednost nezavisne varijable x za koju f{x) poprima najmanju

vrijednost. Kako je x

min

-2
= 51 = 1, zakljuCujemo da je traZeni interval (1, 4oo).

905. Odredite prirodno podrucje definicije (domenu) funkcije f(x) =

-1

RjeSenje: Zadana funkcija je racionalna funkcija (koli¢nik dvaju polinoma). Ona nije definirana jedino u
nultockama svojega nazivnika. Te nultocke dobijemo rjeSavaju¢i jednadzbu ¥ -1=0. Njezina su rjeSenja
x; =—-11x, =1, paje trazeno podrucje definicije D(f) = R\ {-1, 1}.

906. Izracunajte zbroj svih nultocaka polinoma p(x) = (x + 1)(x = 2)(x — 1 + 2i)(x — 1 — 2i).

Rjesenje: Nultocke zadanoga polinoma su x; = —1, x, = 2, x3 = 1 — 2i i x;, = 1 + 2i (svaku zagradu treba
izjednaciti s nulom). Njihov je zbroj jednak 3.

ol
907. Pojednostavnite izraz: Jx+—+ a

Rjesenje: Najprije uo¢imo da je 1—x =1% — (v/x)> = (1—=+/x)(1++/x) . Tako imamo redom:

J}+L+M:&+ . (1—J;)(1+J})[1_j;j

—_—4 =

Jx 1+x Jx 1+4/x

\/}+%+(1—\/})[1—%J:\/§+%+1—\/}—%+1:2
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908. Rijesite jednadZbu: \2x—1=~x+1.

Rjesenje: Budu¢i da su i lijeva i desna strana jednadZbe nenegativni realni brojevi (jer je drugi korijen iz
nenegativnoga realnoga broja opet nenegativan realan broj), smijemo kvadrirati zadanu jednadzbu, pa ¢emo
dobiti:

2x-1=x+1,

a odavde je x = 2. Izravnim uvr§tavanjem x = 2 u polaznu jednadzbu dobivamo identitet 3=3 ,pajex=2
ujedno i jedino realno rjesenje polazne jednadZbe.

2 \3 3 -2)?
909. Pojednostavnite izraz: 9a3 — | 8a C_S .
16b°c 27b

Rjesenje: Koriste¢i Cinjenice da je 8 = 2),9=3%16=2'127=3, primjenom pravila za potenciranje dobivamo:

9a _3. 8a’c™? 2_ 3a” _3. 2a’c? 2_ 3°%4° _2(’aﬁc_4 _212a6b9. 30! _&_%
166°c™ ) "\ 277 2'p’ct ) T\ 37 27270 30 3 2% b b

910. Nadite zbroj svih realnih rjeSenja jednadzbe 14x — 8| = 12.

RjeSenje: Dva su moguca slucaja: 1.) 4x — 8 = —12, otkuda je x = —1; 2.) 4x — 8 = 12, otkuda je x = 5. Tako je
traZeni zbroj jednak —1 + 5 = 4.

911. Rijesite jednadibu: 4 ** = 64 - 274,
Rjesenje: Prelaskom na bazu 2 redom dobivamo:

(22220 g2t
26x+4 — 22x+2

Odavde izjednaavanjem eksponenata dobivamo linearnu jednadZzbu:

6x+4=2x+2

1
¢ije je jedino realno rjeSenje x = ——. Taj je broj ujedno i jedino realno rjeSenje polazne jednadzbe.

8
912. Izracunajte umnoZak rjesenja jednadzbe Toer—1 =1+logx.
ogx—

RjeSenje: Uz uvazavanje uvjetax > 0 ilog x — 1 # 0, pomnoZimo zadanu jednadzbu s log x — 1. Dobit ¢emo:
8 =(ogx—1)(logx + 1),
odnosno
log’x—1=8,
odnosno
log’x=9.

Odavde je (log x); = =3 i (log x), = 3, pa su x; = 10 i x, = 10’ sva rjeSenja polazne jednadzbe. Njihov je
umnozak jednak 10°*% = 10" = 1.
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. . sinx+tgx
913. Pojednostavnite izraz: SOXTex
1+cosx

RjeSenje: Zbog tgx = S
cosx

, zadani izraz je jednak

) sin x . . 1+cosx sin x
sinx+ smx(l—i— j smx(i “(I+cosx) .
cosx _ _ cosx ) _ cosx _sinx

1+cosx 1+cosx 1+ cosx 1+ cosx CoS X

COos x

X .

914. Izracunajte zbroj svih rjesenja jednadZbe 1 + tg(3x—%) = 0 koja pripadaju segmentu
[0, 27].

RjeSenje: Zadana jednadZba je ekvivalentna jednadzbi

T
tg| 3x—— |=-1.
g( 4j

e Fe Tk nke
4 4

Odavde je

odnosno

X = %~(1+k),ke VA

Tako sada iz uvjeta

0< Xk <2rn
dobivamo nejednadzbu
0< %-(Hk) <om
koja dijeljenjem s 3 prelazi u
0<1+k<6,
odnosno
-1<k<5.

Imamo ukupno 7 cijelih brojeva koji su rjeSenje ove nejednadzbe: -1, 0, 1, 2, 3, 4, 5. IzraCunajmo x; za svaki od
njih:

T
X =3-1-D =0,

VA V4
Xo==-(1+0)==,
0 3( ) 3
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V.4 2
n=2.a+1=22,
=3 a+1 3
n=2.1+2) =1,

3

V.4 ar
w=l.1+3=2%,
=3 (1+3) 3

V.4 Y4
u=2.a+4="2%,
4=3 (1+4) 3
x5=%~(1+5):27r.

Sada je lako izraCunati zbroj svih dobivenih rjeSenja: on je jednak 7.

915. Odredite skup svih rjeSenja nejednadzbe sin x > % na segmentu [0, 27].

RjeSenje: Unutar segmenta funkcija f(x) = sin x poprima nenegativne vrijednosti na segmentu [0, ©t]. Na tom
segmentu ona najprije raste na intervalu (0, ) ), a nakon toga pada na intervalu (E , ). Nadalje, na segmentu

[0, m] funkcija f(x) poprima vrijednost % to¢no dva puta: za x = % izax=n- 2 = 5?7[ Izmedu tih dviju

6
vrijednosti vrijednosti funkcije f(x) su strogo vece od > a na preostalom dijelu segmenta [0, 7] te vrijednosti su

strogo manje od % Stoga je traZeni skup (% ,5—7[ ).

6
916. Zadani su vektori a=2i—3j i b=3i+ j. Odredite vektor ¢ =2-(a—3b)—(-a+b).
RjeSenje: Najprije pojednostavnimo izraz za dobivanje vektora c:
¢=2-(a=3b)—(—a+b)=2a—6b+a-b=3a—Tb .
Stoga je
c=3a-Tb=32i-3))-7Gi+j)=6i-9j-21i-7)j=-15i—16 .
917. Duljine stranica trokuta su a =5, b =4 i ¢ =7. Izracunajte sinus kuta nasuprot stranice
a.
Rjesenje: Primijetimo najprije da kut ¢iji sinus traZimo nuzno mora biti §iljasti kut (jer a nije najdulja stranica
trokuta, pa bi suprotna pretpostavka povlacila zadani trokut ima barem dva tupa kuta (nasuprot stranica a i c) §to

je nemoguce). Primjenom kosinusova poucka odredimo njegov kosinus:

b+t —a® 4 +7°-5 5
cosa = = ==
2bc 2-4.7 7

2
sina=+1-cos’a = /1—(;) = /42‘_‘9‘25\/3

Tako je trazeni sinus jednak
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918. Zbroj duljina kateta pravokutnoga trokuta je za 20% veci od duljine hipotenuze.
Izracunajte velicinu najmanjega kuta toga trokuta.

Rjesenje: Neka su a, b, ¢ redom duljine kateta, odnosno hipotenuze toga trokuta. Podatak iskazan u zadatku
moZemo zapisati u obliku jednakosti

20
a+b=c+ —-c,
100

odnosno
a+b=12-c.
Kvadriranjem te jednakosti dobivamo:
a’+2ab+b* =144 ¢

Prema Pitagorinu poucku je

a+ b =7,
pa slijedi:
¢ +2ab=144 -,
odnosno
2ab=0.44 - .
Dijeljenjem s ¢* ova jednakost prelazi u
2,95 _ous
c c
No, u pravokutnom je trokutu
a .
—=sina
¢
b
—=cosx
c

pa uvrstavanjem u prethodnu jednakost dobivamo:

2 sin a cos o = 0.44,

odnosno
sin 200 = 0.44.
Odavde je
200.=26.103881137339899662583422794459°,
odnosno

o = 13.0519405686699498312917113972295° = 13°3'7"
i to je traZeni najmanji kut trokuta (preostala dva su 90° i 76°56'53").
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919. Iz tocke A neki objekt vidimo pod kutom od 50° u odnosu na horizontalu. Odmaknemo li
se za 10 metara od tocke A, objekt cemo vidjeti pod kutom od 45°. Kolika je visina objekta?

Rjesenje: Neka je & traZena visina, a d udaljenost od objekta do to¢ke A (po horizontali). Tada je:
h
tg 50°= —.
£ d

Da bismo objekt vidjeli pod manjim kutom, nuZno je jo§ viSe se udaljiti od njega. Stoga je udaljenost (u
metrima) s koje vidimo objekt pod kutom od 45° jednaka d + 10, pa je

tg 45° = .
. d+10
Budu¢i da je tg 45° = 1, iz posljednje jednakosti slijedi
h=d+ 10,
odnosno
d=h-10
$to uvrsteno u prvu jednakost daje
h
tg50°= ——
£ h-10
Odavde je
h= % = 62.1502615138067153360542777458145 = 62.15 m.
g 50°—

920. Objekt visok 20 metara iz tocke A se vidi pod kutom od 45° u odnosu na horizontalu.
Kako se treba pomaknuti iz tocke A tako da se objekt vidi pod kutom od 60° u odnosu na
horizontalu?

RjeSenje: Postupamo analogno kao u rjesenju prethodnoga zadatka. Neka je d udaljenost od objekta do tocke A,
a h =20 visina objekta. Tada iz

h
tg45°= —
g d

slijedi
d=h=20m.

Da bismo objekt vidjeli pod ve¢im kutom, moramo mu se pribliziti. Neka je x udaljenost za koju se moramo
pribliziti objektu. Tada je:

h
tg 60° = s
& d—x

pa uvrStavanjem tg 60° = V3, h=d =20 dobivamo jednadZbu
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20
3 =
\/— 20—-x
iz koje je
x= % = 20—? 3 =8.45299461620748470981702438996085 ~ 8.453 m.

Prema tome, objektu se trebamo pribliziti za (priblizno) 8.453 m.

921. Tocka T(m, n) leZi na pravcu p...%+%:1 i jednako je udaljena od tocaka A(6, 3) i

B(7, 2). Izracunajte m — n.

RjeSenje: Tocka T je sjeciSte pravca p i simetrale s duZine AB . Pravac s prolazi poloviStem P duzine AB

okomito na pravac AB. Kako je
P 6+7 3+2) (13 5
272 2°2

I x,—x; 6-7

s Yp—Ya 23

= 1 s
to je jednadZba pravca s

5
- =1-(x—2),
Y= ( 2)

odnosno
y=x-4
Tako su koordinate tocke T rjeSenja sustava
-+ 2 = 1
5
x—4
odnosno sustava
x+2y=10
x-y=4

Odavde jex =6,y =2, paje T(6, 2). Dakle, m=6,n=2,tejem—-n=6-2=4.
922. Izracunajte vrijednost izraza (\/gi —1)%%6 4 (\/gl' +1)%%,

RjeSenje: Kompleksne brojeve u zagradama najprije zapisimo u trigonometrijskom obliku. Dobivamo:
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\/gi—lz—1+\/_i=2-[%—§i]=2~(cos%+i5in5§)

\/§i+1:1+\/§i:2{%+%i]:2~(cos%+isin§)

Primjenom Moivréove formule dobivamo:

2006 2006
(\/Ei—l)m%+(\/§i+1)2006 :|:2.(COSS?”+isin5?ﬂ-j:| +|:2-(COS§+iSin%j:| =

2006 ( 10030z . . 10030« 2006z . . 200671')
=2""-] cos +isin +cos +isin

— 92006 005(1671.2;;+4?ﬂ-j+isin(167l~2ﬂ'+4?ﬂ.j+cos(334-27r+2?ﬂ-j+isin(334-27l’+2?ﬂ.j:|:
=2 | cos 27 4 isin YT 4 cos - 4isin 27 | =
3 3 3 3

=22006._ 1 \/§ 1 \/§I:|=

= 2006

923. Ako je 0 < a < b, izracunajte vrijednost izraza (éj —(—j

Rjesenje: Imamo redom:

ERDIRIEHREERC RS

3-log, =
924. Rijesite jednadbu: x > =1200.

Rjesenje: Logaritmiranjem obje strane jednadZbe po nepoznanici x dobivamo:

3 —log.x + log,3 =10g,1200,
log,1200 —log,3=3 -1
log,400 =2
x* =400
X2 =120.
Budu¢i da opéa potencija i logaritam nisu definirani za negativne realne brojeve, jedino rjeSenje polazne
jednadZbe je x = 20.

925. Zbroj svih binomnih koeficijenata u razvoju binoma (%/5 -2 )n Jednak je 1024. Koliko

¢lanova toga razvoja pripada skupu Q?
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RjeSenje: Prema binomnom poucku je

(V3-42) =i@w§>k W2y :gwy 2

k=0

Zbroj svih binomnih koeficijenata u razvoju ovoga binoma jednak je 2". Naime, uvrstimo li u binomni pouéak

oy =5 2

k=0

x =y =1, dobit ¢emo

k=0

(1+1)" =zn:(:]1k S

odnosno

Tako sada iz jednadzbe
2"=1024

(zbog 1024 = 2'°) dobivamo n = 10. Stoga je tipi¢ni ¢lan zadanoga binomnoga razvoja

10 5 1ok
B

i . . .k
Taj ¢lan ¢e biti racionalan broj ako i samo ako brojevi 3 i

istovremeno budu prirodni brojevi. Budu¢i da

mora biti 0 < k < 10, iz prvoga uvjeta dobivamo k € {0, 3, 6, 9}, a iz drugoga k € {0, 2, 4, 6, 8, 10}. Presjek tih
dvaju skupova je skup {0, 6}, pa slijedi da su tocno dva ¢lana zadanoga razvoja racionalni brojevi — prvi:

10).0 10 106 10
EO j3‘ -2 2 =241isedmi: [6 j33~2 2 =7560.

926. Izracunajte ukupan broj razlicitih nacina da se 10 osoba rasporedi u 5 grupa po dvije
osobe.

Rjesenje: Ozna¢imo osobe s 1, 2, ..., 10, a grupe s Gy, G,, ..., Gs. Broj osoba koje moZemo izabrati u grupu G,

c , U grupu = , U grupu = , u grupu = , a0 reostale 1j€

osobe mozemo rasporediti u grupu Gs na jedan jedini nacin. Kako grupe moZemo poredati na ukupno 5!
razli¢itih nacina, slijedi da je traZeni broj jednak

[loj.[gj.[6].[4) 10-9 8-7 6-5 4.3
212020 12) 55 75 75 15 10.9.8.7.
1.2 1. 1-2 109876230240=945.

1-2
51 1.2-3-4-5 2’ 32

927. Neka je X skup svih cetveroznamenkastih prirodnih brojeva cije znamenke pripadaju
skupu {4, 5, 6}, pri cemu se svaka od tih znamenaka barem jednom pojavijuje u svakom od
brojeva. Izracunajte ukupan broj podskupova skupa X.
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RjeSenje: Izra¢unajmo najprije ukupan broj elemenata skupa X. Svih ¢etveroznamenkastih prirodnih brojeva ¢ije
znamenke pripadaju skupu {4, 5, 6} ima 3* = 81. Od njih:

— 2% =16 ne sadr#i znamenku 4
—  2*=16ne sadrzi znamenku 5,
—  2*=16 ne sadrZi znamenku 6
— 1(6666) ni znamenku 4 ni znamenku 5,
— 1(4444) ni znamenku 5 ni znamenku 6,
— 1(5555) ni znamenku 4 ni znamenku 6.

Prema formuli ukljucivanja i isklju¢ivanja, ukupan broj svih ¢etveroznamenkastih prirodnih brojeva u kojima se
svaka od znamenki 4, 5 i 6 pojavljuje barem jednom jednak je

XI=81-3-16+3-1=36.
Stoga je ukupan broj podskupova skupa X jednak 2™ = 2°°.

928. Izracunajte ukupan broj razlicitih nacina na koje 4 osobe mogu podijeliti 5 razlicitih
knjiga tako da svaka osoba dobije barem jednu knjigu i da sve knjige budu podijeljene.

RjeSenje: S obzirom da svaka osoba mora dobiti barem jednu knjigu, najprije izaberemo osobu kojoj ¢emo dati
5
dvije knjige. Taj izbor moZemo u¢initi na 4 razli¢ita nacina, a izbor dvije razlicite knjige na EZJ = 10 nacina.

Preostale su nam tri osobe kojima moZemo podijeliti tri knjige na to¢no 3! = 6 razli¢itih nacina. Prema nacelu
umnoska, traZeni ukupan broj jednak je 4 - 10 - 6 = 240.

929. Na dvama usporednim pravcima p i q odabrano je redom 12, odnosno 10 razlicitih
tocaka. Izracunajte ukupan broj razlicitih trokutova koje odreduju te tocke.

RjeSenje: Imamo toéno dvije moguénosti za formiranje trokuta: ili odabrati 1 tocku s pravca p, a preostale dvije
s pravca ¢ ili odabrati 2 tocke s pravca p, a preostalu s pravca g. U prvom je slucaju ukupan broj razlicitih

. 10) (12 10) (12 . .
trokutova jednak > Iy =45 .12 = 540, a u drugom L = 10 - 66 = 660. Stoga je ukupan broj

razli¢itih trokutova jednak 540 + 660 = 1 200.
930. Na raspolaganju su nam tri razlicita proizvoda tvornice A, Cetiri razlicita proizvoda
tvornice B i pet razlicitih proizvoda tvornice C. Na koliko nacina sve te proizvode moZemo

poredati u niz tako da svi proizvodi tvornice B budu jedan do drugoga, svi proizvodi tvornice
C budu jedan do drugoga, a nikoja dva proizvoda tvornice A ne budu jedan do drugoga?

RjeSenje: Jedini razmjestaji koji odgovaraju uvjetima zadatka su oblika A — (blok B ili blok C) — A — (blok C ili
blok B) — A. Na prvo, tree i peto mjesto stavimo proizvode tvornice A na ukupno 3! na¢ina. Potom razmjestimo
proizvode tvornica B i C na 2! Nacina, a nakon toga zasebno proizvode tvornice B na 4! Nacina i proizvode
tvornice C na 5! nacina. Prema tome, trazeni je broj 2!3!4!5! = 34 560.

1

8
- 1
931. Izracunajte koeficijent uz x ¢ u razvoju binoma (\/; —Tj .
Jx

Rjesenje: Prema binomnom je poucku

1) &(8 K 1) & (8 x> E
(e S () =B -
o[ 8 8—k S (8 8—k e
=D EDTFR2 s =)0 (=D e
k “~ k

k=0
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1
Odredimo za koji k dobijemo ¢lan x ¢ . U tu svrhu rijesimo (po k) jednadZzbu

1 5k-16
x®=x ¢,

odnosno jednadzbu

Sk—16=-1.
. . v . . . . 8 8-3
Odavde je k = 3, pa je traZeni koeficijent jednak 3 (=D = =56.

932. Zbroj koeficijenata uz x i x> u binomnom razvoju (1 + x)" jednak je 55. Izracunajte
koeficijent uz x5,

Rjesenje: Bududi da je

n-(n—1)

n n
slijedi da je koeficijent uz x jednak [1 j =n, a koeficijent uz X [zj = . Tako dobivamo jednadZbu

as =D
2

55

koja je ekvivalentna kvadratnoj jednadzbi
n+n-110=0.

Rjesenja te jednadzbe su n; = —11 i n, = 10. Bududi da n mora biti prirodan broj, rjeSenje n; zanemarujemo, pa
. . . - 8. 10 10 10} 10-9
preostaje n = np = 10. Sada lako nalazimo da je koeficijent uz x” jednak = =1, )= 12 =45.

8 10-8

933. Koeficijent trecega clana u razvoju binoma (N1+x—+1-x)" jednak je 28. Odredite
srednji clan toga razvoja.

n -(n—1
Rjesenje: Koeficijent tre¢ega ¢lana u zadanom razvoju je [2] = % . Iz uvjeta
n
=28
2
dobivamo jednadzbu
n-(n—1) _08.
2
odnosno kvadratnu jednadzbu
n”-n-56=0

¢ije je jedino rjesenje u skupu N n = 8. Stoga je srednji ¢lan zadanoga razvoja 4. ¢lan i on je jednak
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8
[4)(\/1”)4 -(\/1—x)4 =70-(1+x)* - (1-x)> =70-(1-x*)*.

3 9
934. Izracunajte zbroj svih cjelobrojnih clanova u razvoju binoma (\/5 +2 )

RjeSenje: Prema binomnom je poucku

(B+v2) Z{ j(%)%ﬁ)“ =i@3§292k.

k=0 k=0

k. ce
istodobno cijeli brojevi (pri ¢emu

Cjelobrojne ¢lanove dobivamo za k — ove takve da su oba razlomka % i o=

9

9y 3 93 9) ®
je 0 <k £9). Ukupno su dva takva broja: 3 1 9. Odgovarajuéi ¢lanovi su [3]33 22 =20161 [9)33 2

-9
2

=27.

Njihov je zbroj jednak 2043.

. . 2006 2006 2006
93S. Usporedite brojeve a = , b= ic= .
1002 1003 1004

Riegenje: Kako je 1004 + 1002 = 2006, to je | ~0°° 2006 20061 istvu unimodalnosti
esenje. aKo je = , L0 ]€ = = . rrema svojstvu unimodalinosti
Sleseile: Bako) 11004 )=\ 2006-1004 ) ~ [ 1002 )

n 1003

2006 2006 2
niza binomnih koeficijenata, niz [[ j] raste do ¢lana | 2006 |= [ ], a potom pocinje opadati. Stoga
neN
jea=c<b.

936. Zadane su realne funkcije fi(x) = N x+1 i fo(x) = 4x — 1. Izracunajte (fi ° > + f> ° f1)(1).

Rjesenje: Imamo redom:

(fiefo+foo D)= (fi o LD + (o f)(1) = AL +AED) = fid- 1= D +A(1+1) =fi(3) +A(N2) =
=BH1+(@4 V2 - 1)=2+42 —1=42+1.

937. Rijesite nejednadzbu log 1 (log3 :3J >0.
X

RjeSenje: Postavimo najprije nuzne uvjete uz koje nejednadzba uopce ima rjeSenje. Svaki logaritmand mora biti
strogo veci od 0, §to daje:

1z prvoga uvjeta dobivamo
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x+3

pa lako vidimo da taj uvjet povlaci drugi uvjet 1 > 0. Nadalje je:

X_+3_1 >0
x+1

x+3—(x+1) S
x+1
2

— >0.
x+1

0

Ta nejednakost ¢e biti valjana ako i samo ako je x + 1 > 0, tj. x € (—1, 4oo).
Sada mozemo prije¢i na rjesavanje nejednadzbe. Uzastopnim antilogaritmiranjem (pri kojemu se znak
nejednakosti mijenja ako i samo ako je baza strogo manja od 1) dobivamo:

0
x+3 1
lo <| =
S (2)
lo <1
& x+1

x+3
x+1
x+3
x+1
3 349
x+1
x+3-3(x+1) <0
x+1
x+3-3x-3 <0
x+1
—2x

——<0 /(2
x+1

31

3

2 >0

x+1

Zbog uvjeta x € (-1, +o0) vrijednost nazivnika je strogo veca od nule. Stoga mnoZenjem nejednadzbe sa (strogo
pozitivnim) brojem x + 1 dobivamo:

x20.
Stoga je rjeSenje polazne nejednadZzbe presjek skupova [0, +o0) i (-1, +o0), a to je skup [0, +oo).

938 Nadite ostatak pri dijeljenju polinoma f(x) = x**° — 2006x**® + 2005 polinomom gx)
2
=x -1.

RjeSenje: Ostatak pri dijeljenju svakoga polinoma polinomom 2. stupnja je polinom stupnja najvise 1. Stoga
traZeni ostatak ima oblik (x) = ax + b, pa prema poucku o dijeljenju polinoma s ostatkom

Jx) = g(x) - q(x) + r(x)

mozemo zapisati:

2% _ 200655 + 2006 = (1) - g(x) + ax + b.
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Budu¢i da je prirodno podrucje definicije svih polinoma skup R, gornja jednakost mora vrijediti za svaki x € R.
Kako bismo se rijesili nepoznatoga polinoma ¢g(x), u gornju jednakost najprije ¢emo uvrstiti realne nultocke
polinoma g(x) (ako postoje). To su rjefenja jednadzbe x> — 1 = 0, tj. x; = —1 i x, = 1. Stavimo li u gornju
jednakost x = —1, dobit ¢emo:
(1" _ 2006 - (~1)**° +2005=0- g(x) + a - (1) + b,
odnosno
—a+b=4012

Nadalje, stavimo li x = 1, dobit ¢emo:

12% 2006 - 12°% +2005=0-g(x) +a - 1 +b,

odnosno
a+b=0.
Tako smo dobili sustav:
—a+b=4012
a+b=0

Njegovim rjeSavanjem dobivamo a = —2006, b = 2006, pa je traZeni ostatak r(x) = —2006x + 2006 = -2006(x —
-1).

(x+D(x-D(x-2)(x-3) _
x—1+1x—1I -

0.

939 Odredite ukupan broj svih realnih rjeSenja jednadzbe

Rjesenje: Kao potencijalna rjeSenja jednadzbe dolaze u obzir isklju¢ivo nultocke brojnika razlomka na lijevoj
strani jednadZzbe, a to su (redom) —1, 1, 21 3. No, za x = -1 i x = 1 vrijednost izraza x — 1 + Ix — 1| jednaka je
nuli, pa u tim slu¢ajevima razlomak na lijevoj strani nije definiran. Stoga zadana jednadzba ima to¢no dva realna
rjeSenja: x; =2 1ix, = 3.

940. Zadan je uspravan kruzni stoZac Ciji je polumjer osnovke r = 6 cm, a visina h=9 cm. U
taj je stoZac upisan uspravan kruzni valjak najvecega mogucega obujma. Izracunajte taj
obujam.

Rjesenje: Promatramo osni presjek stoSca i njemu upisanoga valjka. To je jednakokracan trokut (Cija je duljina
osnovice a = 2r = 12 cm, a duljina visine na osnovicu v, = 9 cm) u kojega je upisan pravokutnik (¢ije su stranice
2r,1v,, gdje su r, 1 v, redom polumjer osnovke i visina valjka). Iz sli¢nosti odgovaraju¢ih pravokutnih trokutova
dobivamo razmjer:

6:9=r,:9-v)
iz kojega je
9r, =54 - 6v,,
tj.
v,=9— E 7.
Stoga je obujam V, upisanoga valjka jednak
V.= "‘,,2 TV
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3
V,=r’n-(9-=r).
T ( 2)

Tako obujam valjka V moZemo shvatiti kao funkciju varijable r,. U uobiajenom zapisu, traZimo najvecu
vrijednost funkcije

ﬂx)=—% X+
Prva derivacija te funkcije jednaka je
f(x)=—%ﬂ'«~x2+18~n~x=—%n.x.(x_4)_

Njezine nultocke (i kandidati za lokalne ekstreme) su x; = 0 i x, = 4. Nadalje, druga derivacija funkcije f(x)
jednaka je:

fx=-9-w-x+18-t=-9-7w- (x-2).

Zax;=0jef"(x;)) =18w >0, azax, =4jef"(x) =187 < 0. Stoga zadana funkcija poprima svoj maksimum za
x =4 i taj maksimum je jednak f(4) = 48%. Prema tome, traZeni obujam iznosi V = 487 cm’.

941. U zadani uspravni stoZac upisana je kugla pri cemu je omjer visine stoSca i polumjera
kugle 4 : 1. Izracunajte omjer obujmova stosca i kugle.

RjeSenje: Neka su r, v i R redom polumjer osnovke stoSca, visina stiSca i polumjer kugle. Znamo da je
v:R=4:1, otkuda je v=4R. Osni presjek stoSca (i njemu upisane kugle) je jednakokracan trokut (¢ija osnovica
ima duljinu 2r, a visina duljinu v) u kojega je upisana kruznica (¢iji je polumjer R). Neka je S srediSte te

kruZnice. Spojimo S s diraliStem kruZnice i jednoga kraka, pa iz slicnosti odgovarajucih pravokutnih trokutova
dobivamo razmjer:

R:(v—=R)=r:Jr'+v*,

odnosno, zbog v = 4R,

R:3R=r: Nr' +16R* ,

a odavde je
1:9=7: %+ 16RY),
odnosno
9% = 2 + 16R?,
8r° = 16R’,
# =2R%.

Tako je trazeni omjer jednak

==
I
W
I
|
\S}
—

942. Zadan je pravilan tetraedar ciji je osnovni brid dug V2 cm. Izracunajte udaljenost
izmedu sredista dvaju nasuprotnih bridova toga tetraedra.
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RjeSenje: Neka je ABCD zadani tetraedar. Bez smanjenja opcéenitosti moZemo pretpostaviti da je tetraedar
polegnut na osnovku ABC. TraZena je udaljenost jednaka udaljenosti srediSta bridova AB i CD. Neka je S,
srediSte brida AB, a S, sredisSte brida CD. Promotrimo trokut S;CD. U njemu je:

IS1Cl = 1S\ DI = (visina jednakostrani¢noga trokuta) = %«/3 = %,
ICDI = (brid tetraedra) = /2.

Stoga je traZena udaljenost jednaka udaljenosti vrha S; od osnovice CD, tj. duljini visine na osnovicu gore
navedenoga jednakokracnoga trokuta S;CD. Ona je jednaka

v= \/I el —(lICD Ijz = (ﬁJz—[ﬂJz = E—EZ\/IZI cm.
2 2 2 4 4

943. Dvije ravnine usporedne s osnovkom uspravnoga kruznoga stosca dijele visinu toga
stosca na tri jednaka dijela. Izracunajte omjer obujmova najvecéega i najmanjega od tako
dobivenih dijelova stosca.

RjeSenje: Ozna¢imo s B povrsinu osnovke stoSca, a s i njegovu visinu. Dobivene ravnine dijele stoZac na
ukupno tri dijela. Prvi — najveéi — dio jest krnji stoZac kojemu su osnovke B i By, a visina 3 Povrsinu manje

osnovke B; moZemo odrediti na osnovu Cavalierijeva nacela:

B : B, =(h:v1)2.

No, v, = %h ,pajeB:B;=9:4,t. B, = gB. Stoga je obujam najvecega dijela jednak:
Vi=ipn-1(2p) 2 Llpn B Dy
3 319 3 3 81 81
Analogno, ako je B, povrsina osnovke najmanjega dijela stosca, onda je

B:B;=(h:w)

No, v, = % ,paje B:B, =09, odnosno B = éB. Stoga je obujam najmanjega dijela stoSca jednak

Prema tome, V, : V, =V, = QBh:iBh =19:1.
81 81

943. U jedinicni krug upisan je trokut Ciji je jedan kut 22°30'. Izracunajte duljinu stranice
toga trokuta nasuprot tom kutu.

Rjesenje: Prema sinusovu poucku je 2R =

, tj. @ = 2R sin 0, gdje je R polumjer trokutu opisane kruZznice,

sina
« jedan kut trokuta, a a stranica nasuprot kutu o. U naSem je slucaju R = 1, oo = 22°30' = 22.5°, pa je

a=2-1-sin22.5°=2. \/I"COS(;”'S)=2~\/1_C‘;S45 = 2~(1—%)=\/2—\/5.
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944. Zadan je jednakokracan trokut ABC. Na osnovici AB toga trokuta odabrana je tocka M
takva da je |AM| = IMCl, a na kraku BC tocka N takva da je |BN| = IBM|. Ako kut nasuprot
osnovici AB trokuta ABC iznosi 100°, izracunajte velicinu kuta ZCMN.

Rjesenje: Prema pretpostavci, trokut ABC je jednakokracan i AB je njegova osnovica, pa kutovi ZCAB i ZABC
imaju jednake veli¢ine. Buduéi da je zbroj kutova u svakom trokutu jednak 180°, oznatimo li B = ZCAB,
dobivamo:

100° + B + B = 180°,

otkuda je f = 40°. Nadalje, iz IAM| = IMCI slijedi da je ZMCA = ZCAM = ZCAB = B = 40°, pa je ZNCM =
ZBCA — ZMCA = 100° — 40° = 60°. Takoder, iz IBNI = IBMI slijedi da je ZNMB = ZBNM, pa zbog ZNMB +

1
+ ZBNM + ZMBN = 180° i1 ZMBN = ZABC = 40° proizlazi da je ZNMB = 3 (180° — 40°) = 70°. Kut ZMNC

je vanjski kut trokuta MBN, pa je — prema poucku o vanjskim kutovima trokuta — on jednak zbroju dvaju
unutra$njih kutova trokuta MBC koji mu nisu susjedni. Ti kutovi su ZNMB i ZMBN, a njihov je zbroj jednak
70° + 40° = 110°. Tako napokon iz jednakosti ZNCM + ZMNC + ZCMN = 180° uvrStavanjem ZNCM = 60° i
ZMNC = 110° dobivamo veli¢inu traZenoga kuta ZCMN = 180° — (110° + 60°) = 10°.

945. Kruznica upisana jednakokracnom trokutu ABC dodiruje krakove AC i BC redom u
tockama D i E. Oznacimo s F sjeciste te kruZnice i spojnice AE, a s G sjeciste pravaca DF i
AB. Izracunajte omjer IAGI : 1ABI.

Rjesenje: Bududi da nisu zadani nikakvi konkretni podaci, zadani omjer ocito ne ovisi o izboru jednakokra¢noga
trokuta. Da bismo si olak3ali rjeSavanje zadatka, uzet ¢emo poseban slucaj da je trokut ABC jednakostrani¢an
trokut ¢ija je duljina stranice jednaka 1 (jer ¢e tada traZeni omjer biti jednak duljini IAGI). Tada su tocke D i E
polovista stranica AC i BC. Neka je S srediSte trokutu ABC upisane kruZnice. Spojnica AE prolazi tockom S (jer
je rije¢ o simetrali kuta ZBAC), a iz analognog razloga to¢kom S prolazi i spojnica BD. Promotrimo trokut DFS.
Kut kod vrha § toga trokuta jednak je kutu kod vrha S pravokutnoga trokuta DAS, a taj je jednak 90° — 30° = 60°.
Trokut DFS je takoder i jednakokracan jer je ISFI = ISDI. No, bilo koji jednakokracan trokut kojemu je jedan kut
jednak 60° ujedno je i jednakostranican (dokaZite!) pa je i kut kod vrha F toga trokuta jednak 60°. No, tada je kut
kod vrha G trokuta AFG jednak 180° — (60° + 30°) = 90°, Sto znaci da je DF ustvari okomica na stranicu AB.
Ozna¢imo 1i s N noZiSte visine iz vrha C na stranicu AB (to je ujedno i trece diraliSte upisane kruZnice),
zakljuCujemo da su trokutovi AGD i AHC sli¢ni, te postavljamo razmjer:

IAGI : IADI = 1ANI1 : 1ACI.

No, IADI = lIACI= L 1= l, AN = lIABI: L 1= li |AC! = 1, pa dobivamo razmjer:
2 2 2 2 2 2

IAGI:l= 01
2

1

2
1

iz kojega je IAGl = r Prema tome, IAGI : IABI=1: 4.

946. Zadan je jednakokracan trokut ABC u kojemu je |AB| = 6, |IAC| = |IBC| = 5. Izracunajte
medusobnu udaljenost diralista upisane kruZnice i krakova trokuta.

RjesSenje: Neka je S srediSte upisane kruznice, a Dy, D, i D; redom diralista upisane kruZnice i osnovice AB, te
krakova AC i BC. Uocimo odmah da je D; poloviste osnovice AB jer se kod jednakokracnoga trokuta simetrala
kuta nasuprot osnovici podudara sa visinom na osnovicu, odnosno sa simetralom osnovice. Trokutovi AD;S i

AD,S su sukladni pa je IAD,| = 1AD| = % -8 =4, te je ICD,l =I1AClI — |IAD,| =5 — 4 = 1. Neka je T sjeciSte
spojnice D,Ds i visine CD;. Primijetimo odmah da je 7 ujedno i poloviste duzine D,D;. Trokutovi D,TC i AD,C

su sli¢ni pa moZemo postaviti razmjer:
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D, : ICD,| = |AD;| : 1ACI,
odnosno

ID;TN:1=4:5,

. 4 . L S .
paje D, = r Sada je lako izracunati trazenu udaljenost:

|D1D2| =2 |D|T] = 2

948. Zadan je jednakokracan trokut ABC u kojemu je |ABl = 12, |AC| = IBC| = 10. Izracunajte
opseg i povrsinu najvecega mogucega pravokutnika upisanoga u zadani trokut tako da jedna
njegova stranica leZi na osnovici trokuta.

RjeSenje: Neka je N  noZi§te visine na  osnovicu  AB. Tada je ICNP =

2 2
\/I ACP —(%IAB I] =\/102 —(%42] =+/100—-36 = 8. Nadalje, neka je EFGH traZeni pravokutnik ¢iji su

vrhovi oznaceni tako da EF c AB, G € BCiH € AC1ineka sux = |EF|iy = I|EH| duljine stranica pravokutnika.
Trokutovi AEH 1 ANC su sli¢ni, pa moZemo postaviti razmjer:

|AE | : |IEHI = |ANI : ICNL.

1 1 1
Kako je IAEl =I|ANI—|ENI = 5 IABI — 5 |EF | = 5 (12 = x), slijedi:

1 1

—- (12 - ty=(—-12):8,

[2 (I12-x]:y (2 )
odnosno

4 (12 —x) = 6y,

odnosno

2
=Z. (12-%).
y 3( X)

Tako je povrSina pravokutnika jednaka

2 2 5,
P=xy=—-x-(12-x)=8x——-x".
=3 ( ) 3

Ovaj izraz poprima najvecu vrijednost za x =— =6 ita vrijednost je jednaka P =8 - 6 —§~ 6% =24 cm’.

23

Za opseg pravokutnika izraCunajmo
y=2-(12-6)=4,

pajeO=2(x+y)=2(6+4)=20cm.

949. Izracunajte tangens siljastoga kuta kojega zatvaraju dvije prostorne dijagonale kocke.
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RjeSenje: Promotrimo pravokutnik kojemu je jedna stranica dijagonala osnovke kocke, a druga brid kocke.
Dvije prostorne dijagonale kocke su dijagonale toga pravokutnika. Oznacimo s a duljinu brida kocke, a s @

traZeni kut. Tada je duljina prostorne dijagonale a NER pa primjenom kosinusova poucka dobivamo:
2 2
, (a3 a3 a3 ) (a3
a=|—/_|+|— | -2|—||—|cos o,
2 2 2 2

12
I A

cos @

a odavde je cos @ = % . Stogajetg ¢ =

3 3

950. Zadani su koncentricni krugovi k| i k. Tetiva vecega od njih ima duljinu d i dodiruje
manji krug. Izrazite povrsinu kruZnoga vijenca omedenoga zadanim krugovima kao funkciju
varijable d.

Rjesenje: Neka je R polumjer veéega, a r polumjer manjega od zadanih dvaju krugova. Srediste obaju krugova
zajedno s krajevima tetive odreduje jednakokracan trokut ¢ija je duljina osnovice d, duljina kraka R, a duljina
visine na osnovicu r. Iz toga trokuta dobivamo:

odnosno

Stoga je traZzena povrsina jednaka
2 1,
P=(R _ﬁ).nz —4d .

951. Duljine stranica Siljastokutnoga trokuta su a = 39, b = 60 i c. Izracunajte sin Yy ako je
sin o = 0.6. (Sve oznake u trokutu su standardne.)

Rjesenje: 17 sin o = 0.6 slijedi cos o0 = v/1—sin’ @ =v/1-0.6> =+/1-0.36 = 0.8. Prema kosinusovu je poucku
@’ =b*+ ¢ — 2bc cos a,
pa uvrstavanjem dobivamo:
1521 =3600 +c*~2-60-c- 0.8,
odnosno kvadratnu jednadzbu

2 —96¢ + 2079 = 0.

Rjesenja te jednadZzbe su ¢; = 33 i ¢, = 63. Ako bi bilo ¢ = 33, onda zbog 60% > 39° + 337 slijedi da je kut
nasuprot stranici b tup, §to je proturjecje pretpostavci da je trokut Siljastokutan. Stoga je ¢ = ¢, = 63. Sada iz

F=d*+b*—2abcosy
uvrStavanjem ¢ = 63, a =39 i b = 60 dobivamo
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Ccos Y= E
65°

2
i kona¢no sin y= /1—cos’ y = 1—(2} :2—2.

sin20" +cos 20°
cos 25’ ’

952. Izracunajte vrijednost izraza

Rjesenje: Imamo redom:

sin 20" +cos 20° _ sin(45-25)°+cos(45—-25)° _ sin45°c0s 25°—cos 45°sin 25° + cos 45° cos 25° +sin 45°sin 25°
cos 25 cos 25 cos 25’

\/E 0s25°—£ \/E

sin25°+ TCOS 25°+ % sin 25°

ﬁcosZS :\/E

cos25 cos 25
953. Odredite najmanju vrijednost realne funkcije f(x) = sin’x — 6 sin x + 16.

Rjesenje: Najmanja vrijednost realne funkcije g(¢) = £ - 6t + 16 na segmentu [-1, 1] (kodomeni funkcije
h(x) = sin x) jednaka je f{(1) = 11 jer je g(#) strogo padajuca na intervalu (—eo, 3). Stoga je i najmanja vrijednost

zadane funkcije jednaka 11.

954. Odredite skup svih vrijednosti realnoga parametra a € R za koje jednadZba (po x)
(a—1)-sinx=a+ 1ima barem jedno realno rjeSenje.

RjeSenje: Za a = 1 zadana jednadZba ocito nema rjeSenja. Za a # 1 podijelimo jednadZzbu s a — 1, pa dobijemo:

Zbog nejednakosti
—1<sinx<1, VxeR,

dobivamo nejednadzbu
-1<1+ = <1

a—1

otkuda je

Na taj smo nacin dobili sustav nejednadzbi

L DR S DU A
a—1 a—1 a—1

1
—<0&sa-1<0
a—1
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MnoZenjem prve nejednadzbe izrazom a — 1 (koji je prema drugoj nejednadzbi strogo manji od 0) dobivamo
nejednadzbu a < 0, tj. a € (—o, 0]. Za svaki element toga skupa o€ito vrijedi nejednakost a — 1 < 0, pa je traZzeni
skup svih vrijednosti parametra a upravo (—oo, 0].

955. Izracunajte vrijednost izraza
asin (B —7y) + b sin (Y- o) + ¢ sin (o0 — B)

ako su a, b i ¢ duljine stranica trokuta, a o, B i 'y redom tim stranicama nasuprotni kutovi.
Rjesenje: Koriste¢i adicioni poucak za funkciju sinus najprije imamo:

asin (B-7y) +bsin (Y- a) + ¢ sin (a.—B) =a (sin f cos Y- sin ycos B) + b (sin y cos & — sin o cos ) + ¢ (sin &
cos B —sin B cos o).

Prema sinusovu pouéku je a = 2R sin o, b = 2R sin i ¢ = 2R sin v, gdje je R polumjer trokutu opisane kruznice,
pa uvrstavanjem dobivamo:

asin (B—7) +bsin (y— o) + ¢ sin (o — B) = 2R ( sin o sin B cos Y — sin o sin y cos B + sin B sin y cos o —

—sin B sin ol cos Y + sin ¥ sin ¢ cos § — sin Ysin B cos o) =2R - 0= 0.

956. Izracunajte sin(2006 - x) ako je cos 2x = — % im<x< %n.

1
Rjesenje: Kut u prvom kvadrantu ¢iji je kosinus jednak 5 iznosi % . Zbog identiteta

cos(T + o) = —cos Q,

1
Kut u trecem kvadrantu &iji je kosinus —— jednak je x = + T~ 47 Stoga je 2006 - x = 2006 - %” - 80234” .

Nadalje je

80247

=1337~271'+2T7r,

pa kona¢no imamo

5in(2006 - x) = sin(g()?m j = sin [1337 : 27r+2?”j - sin%” = g

957. Zadani su izrazi

.2 X+
E\ = s1nzTy+ COS X COS Y,

Y _ sin x sin y,

x—
E> = cos’

X+ . .
E; = cos’ Ty+ sin x sin y,

. X —
Es = sin> 2—2 + cos x cos y.
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Ima li medu tim izrazima medusobno jednakih?

RjeSenje: 1z formula za sinus i kosinus polovi¢noga kuta

. a l1-cosa
sin— =

o 1+cosa
cos— =

T

kvadriranjem dobivamo:

2 2
,a l+cosa
cos” —=
2 2

pa imamo redom:

E = 1—cos(x+y) 1—cosxcosy+sinxsiny+2cosxcosy I+cosxcosy+sinxsiny

+cosxcosy =
! 2 Y 2 2
1+ - -
_Ltcos(x—y) _  ox-y
2
E, = 1+cos(x—y) —sinxsin y = 1+cosxcos y+sinxsin y—2sin xsin y _ 1+cosxcosy—sinxsiny _
2 2 2
1+
_ cos(x+y) = cos? xX+y
2
E, - 1+cos(x+y) +sinxsin y = 1+cosxcos y—sinxsin y+2sin xsin y _ 1+cosxcos y+sinxsiny _
: 2 2 2
1+ - -
_Ltcos(x—y) _ o x-y
2
E, = 1—cos(x—y) +c0SxCOS y = 1—cos xcos y—sinxsin y+2cosxcos y _ 1+cosxcos y—sin xsin y _
2 2
1+ + +
_ cosz(x y) = cos? x+y

Tako vidimo da vrijede jednakosti £ = E5i E, = E,.

958. Neka je b € R realan broj za kojega istovremeno vrijede nejednakosti b > 0 i b # 1.
RijeSite jednadzbu (po x): log , x+log ,b=1.

Rjesenje: Prelaskom na bazu b dobivamo:

logbxz+ logbbz -1
log, b~ log, x

g, x 1 /0
2 2log, x

(log, x)* +1=2log, x

(log, x)* —2log, x+1=0

(log, x—1)> =0

log, x—1=0

log, x=1
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otkuda je antilogaritmiranjem x = b.

959, Neka su x, i x, rjeSenja kvadratne jednadibe ax* + bx + ¢ = 0. Napisite kvadratnu
jednadzbu cija su rjesenja x' i x; .

Rjesenje: Koriste¢i Viéteove formule najprije zakljuCujemo da vrijede jednakosti

X +x, =——
a

c
XX, =—
a

Tako sada imamo:

2
b = (4 = 20x)’ =0+ 3)° ~2xx) | ~2xx,)’ = {(—2)2 —2(5)} —2(%y =
a a a

2 2 4 4
a a

_ b? 2 ’ 3 2¢? _ b* =2ac)* =2a*c? _ b* —4ab’c+2a°c?
a a a

A\ e

4 4 4

xtoxd = (xx,) :(_j =—
a

Stoga je traZzena jednadzba

, b'—4dab’c+2d°¢? c’
X —————x+—=0,
a a

. 4
odnosno, nakon mnoZenja s a”,
42 2 4 22 4
ax +@abc-b"-2acH)x+c =0.

960. Neka su a i b realni brojevi takvi da je a > b > 0 i a* + b* = 6ab. Izracunajte omjer
(a=>b):(a+b).

Rjesenje: Jednakost a* + b* = 6ab ekvivalentna je svakoj od sljede¢ih dvaju jednakosti:

& —2ab + b* =4ab
@ +2ab + b = 8ab,

tj. jednakostima

(a—-b)*=4ab
(a+ b)* = 8ab

Dijeljenjem tih jednakosti dobivamo:

(53] -
a+b 2’

a odavde je korjenovanjem

(a-b):(a+by=1:2

ili ekvivalentno
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(a-b):(a+b)=2:2.
961. Zadana je realna funkcija f(x) = 2x — x*. Odredite f>(1 — x).
Rjesenje: Imamo redom:
fl-0=2-1-x)-(1-x*=2-2x—1+2x—-x*=1-x%
FAA-0=fFAd-x))=f1-xD)=2-1-XD-(1-xD)?=2-2"-1+2"-x*=1-x",
Fa-0=ffAA-0))=fl-xH=2-0-xH-(Q-x=2-2x" -1+ -F¥=1-i"

Dakle, f*(1 —x) = 1 — x*. Matemati¢kom indukcijom se moZe pokazati da za svaki n € N vrijedi jednakost:

ffa-x=1- x>.

1
962. Rijesite nejednadzbu: ,|—— > ! .
x+1  2x-1

RjeSenje: Najprije primijetimo da nazivnik razlomka pod korijenom mora biti strogo ve¢i od nule, pa iz

x+1>0

1
dobivamo x € (-1, +oo). Nultocka nazivnika razlomka na desnoj strani nejednadzbe je x = 5 Tako zadanu

nejednadZbu razmatramo na dvama intervalima:

1
Dxe ¢l )

Za svaki realan broj iz navedenoga intervala vrijedi nejednakost f% >0 > 1’ pa je u ovom slucaju
X+

xX—

valjana nejednakost L > ! .
x+1  2x-1

2.)xe<%,+oo>

Za svaki realan broj iz navedenoga intervala su i lijeva i desna strana polazne nejednadzbe strogo pozitivni realni
brojevi, pa stoga polaznu nejednadzbu smijemo kvadrirati. Tako ¢emo dobiti:

1 1

x+1 ~ m ’
odnosno

Qx-17>x+1,
odnosno

4x* —5x> 0.
oy 1 . . .. o .
Budu¢idajex e (5 , +o0), tu nejednadzbu smijemo podijeliti s x, pa dobivamo:

4x-5>0,
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5 . . e . 1 5 5
odnosno x € (Z , +00). Stoga je u ovom slucaju skup rjeSenja nejednadzbe ( E’ +00) M (Z, +o0) = (Z, +00),

Preostaje nam zakljuciti da je skup svih realnih rjeSenja polazne nejednadzbe (-1, %) ) (%, +00).
963. Odredite ukupan broj svih razlicitih realnih rjeSenja sustava jednadzbi

3F -2 =77

2
r
2

32-22=7

RjeSenje: Prvu jednadZbu sustava moZemo zapisati u obliku

LR LRl
[32_22]{32”2]:7%

x R
pa zbog 32 —22% =7 slijedidaje3?+2?% =11. Tako smo dobili novi sustav:

X »? X

32-2%2 =7
32427 =11
Zbrajanjem njegovih jednadzbi dobivamo
32=9,
a oduzimanjem
22 =2.

Iz prve od tih jednadzbi slijedi x = 4, a iz druge y = +/2. Stoga zadani sustav ima to¢no dva razli¢ita realna
rjeSenja: (4, —~/2)i (4, \2).
964. Realne funkcije fi g zadovoljavaju jednakosti

x
(g°Nx) = 3

g(x) = logex,
i o za svaki x za koje su te funkcije dobro definirane. Izracunajte f(—1) + f(—% ).
Rjesenje: Odredimo najprije funkciju f{x). O¢ito je g’l(x) = 64" pa slijedi:
glgpv) = g"(% ).

odnosno
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fl)= 643 =(4')} =4".
Tako je

+

=) =414 4 =

A=
N | =
B w

965. Polinom f(x) stupnja barem 2 pri dijeljenju s polinomom gi(x) = x — 1 daje ostatak 1, a
pri dijeljenju s polinomom g,(x) = x + 1 ostatak —1. Nadite ostatak pri dijeljenju polinoma f(x)
s polinomom g3(x) = -1

RjeSenje: Prema poucku o dijeljenju polinoma s ostatkom moZemo pisati:

J@=x-D-qx)+1
J@ =0+ g -1

U prvu jednakost uvrstimo x = 1 pa dobijemo f (1) = 1, a u drugu x = —1, pa dobijemo f (-1) = —1. TraZeni ostatak
pri dijeljenju fix) s g;(x) = P | je polinom stupnja najvise 1, tj. linearni polinom r(x) = ax + b. Zbog toga
mozemo pisati:
F) =G =1) g3(x) +ax + b.
U tu jednakost najprije uvrstimo x = 1:
fO=@ =D gs()+a-1+b,
otkuda je, zbog f (1) =1,
a+b=1.
Analogno, uvrsStavanjem x = —1 dobijemo
FED =1 =1 gy~ +a- (1) +b,

otkuda je, zbog f (-1) = -1,

-a+b=-1.
Tako iz sustava
a+b=1
—-a+b=-1

dobivamo a = 1, b =0, pa je traZeni ostatak r(x) =1 - x = x.

1
966. Zadan je skup S = {(x, y)CR*: x>0,y :\/7?63_2} c R’ Izracunajte najkracu
X

udaljenost tocke T = (0, -2) od toga skupa.
RjeSenje: Neka je A = (x4, y4) € S bilo koji element skupa S. Kvadrat udaljenosti tocaka A i T jednak je:
AT = X2 + (v, +2)%

Budu¢i da tocka A pripada skupu S, vrijedi jednakost:
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S LI
A \/gxi
Stoga je
AT’ = x} +2—566,
3x,
pa trazimo ekstreme funkcije
256

_ 2,20
f)=x +3x6

uz uvjet x > 0. Prva derivacija te funkcije jednaka je

) 512 2-(x*=256) 2(x=2)(x+2)(x® +4x* +16x* +64)
f(x)=2x—x—7= x7 = x7 .

Zbog uvjeta x > 0 jedini kandidat za lokalni ekstrem jest x = 2. Kako je

f'(x)=2+%,

to je f"(2) > 0, pa za x = 2 funkcija f{ix) poprima lokalni maksimum f (2) = % Stoga je trazena udaljenost

16 4 4
jednaka 1/— =—=-3.
! 3 3 3

967. Realni brojevi a, b i ¢ su istovremeno 5., 17 i 37. ¢lan i aritmetickoga i geometrijskoga
niza. Izracunajte vrijednost izraza a”= - b*~* - ¢* "

RjeSenje: Iz ¢injenice da su zadani realni brojevi 5., 17. i 37. ¢lan aritmeti¢koga niza slijedi da postoji jedinstven
realan broj d € R takav da je

b=a+12-d
c=a+32-d

Nadalje, iz Cinjenice da su zadani realni brojevi 5., 17. i 37. €lan geometrijskoga niza, slijedi da postoji
jedinstven realan broj ¢ € R takav da je

12

a-q
32

a-q-.

b=

c=

Izjednagavanjem desnih strana izrazab=a+ 12 -dib=a - ¢q'> dobivamo:
a-¢*—a=12-d,

a analogno izjedna¢avanjem desnih strana izraza c =a +32-dic=a- q"

a~q32—a=32~d

Zapisimo izraz a” =€ - b°~* - ¢ " u ekvivalentnu obliku

GRGEG]
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pa uvrStavanjem

dobivamo:

bpYe a a-q” 12 \ea? 2 \4
aly (b fe) |4 1aq 1aq :q732<a<qu+12<a<qu+a(32712)
c a b a-q* a a-g“

Eksponent posljednje potencije zapiS§imo u obliku

12-(a-¢*-a)-32-(a-¢" - a),
ato je, zbog

a-¢%-a=12-d
a-¢*-a=32-d

dalje jednako:
d-(12-32-32-12)=0.
Stoga je trazena vrijednost zadanoga izraza jednaka ¢° = 1.
968. Izracunajte y iz produZenoga razmjera cos x : cos 2x :cos dx=1:2:y.

Rjesenje: 1z zadanoga razmjera izravno slijedi da postoji jedinstveni realan broj k € R takav da je

cosx=k
cos 2x =2k
cosdx=y k.

Budu¢i da je
cos 2x =2 cos’x — 1,
dobivamo kvadratnu jednadZbu

2 -2%k-1=0
iz koje je

k=
2

k2:1+ﬁ
2

Zbog prirodnoga uvjeta
|kl =lcos xI <1,

rjeSenje k, ne dolazi u obzir. Stoga je

k=kl=#.
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Nadalje, iz
cos 4x =2 cos’2x — 1
dobivamo
y- k=8 -1,

a odavde je konacno

y= 8k—% =5-343.
969. Dva rjesenja jednadZbe Y+ +ax+b=0sux =1- V2 i x =1 +2. Izracunajte
vrijednost umnoska ab.

Rjesenje: Zadana jednadzba o€ito ima tri realna rjeSenja. Prema Viéteovim formulama, zbroj svih rjeSenja
jednak je suprotnoj vrijednosti koeficijenta uz x*. Tako dobivamo jednadzbu:

1—\/5 +1+\/§+x3=—1,

otkuda je

Prema istim formulama je
b =x1xx3= 3,
auvrStavanjem x = 3 1 b = 3 u polaznu jednadZbu dobivamo
27+9+3a+3=0,

otkuda je

Tako je

ab=(-13)-3=-39.

970. Izracunajte umnoZak svih realnih rjesSenja jednadZbe X =10.

Rjesenje: Kvadriranjem zadane jednadZbe dobivamo:
K=l =100,
otkuda logaritmiranjem po bazi 10 slijedi:
(log+/x)-logx =2
%logx-logx =2
(logx)* =4

Tako je

© Bojan Kovaci¢ 591  Tehnicko veleuciliste — Elektrotehnicki odjel, Zagreb



Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike — 2. dio

(logx); =-2,te x; = 1072

(log x); =2, te x, = 10°.
Stoga je x1x, = 10° = 1.
2+1 2—1

2006
+3— . Izracunajte i - 7.
3i—-4 5

971. Zadan je kompleksan broj z = (

RjeSenje: Imamo redom:
. _( 2+4i +32—ij2006 _( 2+i +§_§i)2°°"’ _[_C+i=4-3) 6 3"
3i-4 5 443 5 5 (-4+3i)(—4-3) 5 5

8—4i—6i-3> 6 3.\ (—8-4i-6i+3 6 3\™ (=5-10i 6 3. ™
=l ———+—-Zi| =|—————+—-Zi| =|———+—=-Z%i| =
—4' -G 5 5 16—9i 55 25 5 5

. 2006 . .\ 2006 .\ 2006
{—15—21%_%[_) =(—1—215+6—31J 2(5—5&} =(l_l.)2006=[(1_1ﬂ1003=

. +21003 -\ 1003 1003 1003 -1003 1003 :4-250+3 1003 .3 1003 . 1003 -
=(1-2i+i")"™ =(=2i)!" = (=" .21 {19 = 0 B0 = DI 37 = D1 () = 21

paje
iz =i 21003 = 9103 (_1y__p100

at-b*  a’+b

972. Pojednostavnite izraz: ———:—
a +b” a —ab+b

- uz pretpostavku ab(a + b) # 0.

Rjesenje: Koriste¢i formule za razliku kvadrata i zbroj kubova dobivamo:

a'=b' _a+b’ (@’ -b')a +b”) : (a+b)a’—ab+b’) (@b (@t b) =

a*+b* a*—ab+b? a’ +b* a*—ab+b*
(a—b)(a+b)
=———~=qa-b
a+b

973. Zbroj drugoga i desetoga clana padajucega aritmetickog niza jednak je 8, a umnozak tih
brojeva jednak je 12. Izracunajte zbroj prvih petnaest clanova toga niza.

RjesSenje: Neka je (a,), < n taj aritmetiCki niz. Iz podataka iskazanih u zadatku slijedi:

a2+a10=8
a2~a10=12

To znaci da su a, i ag rjeSenja kvadratne jednadzbe
X —8x+12=0.

Odavde je x; = 2, x, = 6. Budu¢i da je niz (a,), < n, prema pretpostavci, padaju¢i, mora biti a, = 6 i a;9 = 2.
Oznacimo li s d razliku niza, onda moraju vrijediti jednakosti

[11+d=6
a1+9d=2.
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Odavde je a, = % ,d= —% , pa je petnaesti ¢lan niza jednak

a15=a1+14d= E -7 =—l.
2 2

Da izracunamo traZeni zbroj, u formulu

n
Sn = E ([l] +an)

. 13. 1. .
uvrstimo n =15, a; = ? iag;s= _E i dobivamo:

974. Odredite realan broj k € R tako da pravac p... kx — 4y + 16 = 0 bude tangenta krivulje
K. X+y +2x—4y+4=0.

RjeSenje: Jednadzbu krivulje K zapisimo u obliku:
G+’ +0-27=1,

pa vidimo da je K kruZnica sa srediStem u tocki § = (-1, 2) i polumjerom r = 1. Pravac p ¢e biti tangenta te
kruZnice ako i samo ako udaljenost tocke S od pravca p bude jednaka polumjeru r. Odatle dobivamo:

lk-(=1)—4-2+161
=1
VK +(—4)?

s

odnosno

18— kl= Vk>+16.

Kvadriranjem te jednakosti (koje smijemo provesti jer su obje strane jednakosti nenegativni realni brojevi)
slijedi:

8 -k? =k + 16,
odnosno
16k = 48,

te je k=3.

log;30  log, 750

975. Izracunajte logra ako je a =
log;5,5  logg5

RjeSenje: Transformirajmo izraz za a na sljede¢i nacin:
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log,30 log,750 log.(5-6) log,(125-6)
a= — = —
logs,5  logg5 1 !
log,(150) logs 6

=(1+log; 6)-log(25-6)—(3+log, 6)-log; 6 = (1+1log, 6)- (log; 25+1log, 6) — (3+1log, 6)-log; 6 =
=(l+log;6)-(2+log, 6)—(3+1log, 6)-log, 6 =2+3log; 6+10g§ 6—3log; 6—10g§ 6=2

= (log; 5+log; 6)-log, 150 —(log, 125 +1log, 6)-log, 6 =

Stoga je log,a =log,2 = 1.

976. Koliko ukupno razlicitih realnih rjeSenja ima jednadZba Jx+1+/4x+13 =3x+12 7

RjeSenje:

Zadanu jednadzbu najprije zapiSimo u obliku:

Va4x+13 =+/3x+12 —+/x+1,

otkuda kvadriranjem dobivamo:
Ax+13=3x+12-2/Bx+12)(x+D) +x+ 1,

odnosno nakon sredivanja

JBx+12)(x+1) = 0.

Ova iracionalna jednadzba ima dva rjeSenja: x; = —4 i x, = —1. No, izraziv/3x+12 i vx+1 nisu definirani za
x = -4, pa taj broj nije rjeSenje polazne jednadzbe. Stoga je jedino realno rjesenje polazne jednadzbe x = —1.

977. Ako su x; i x, rjeSenja kvadratne jednadZbe X+ dpx +g=0,ax3=x1-2ixa=x—2
rjeSenja kvadratne jednadzbe X - p2x + pq =0, gdje su p, g € R realni parametri, izracunajte
zbroj p + q.

RjeSenje: Prema Viéteovim formulama moZemo pisati:

X1+ x, =—4p
X1 X2 =4,

te analogno
-2 +®=-2)=p°
(1 =2) - (x2-2) =pg.
Jednakost
W=+ ®=-2)=p’
moZemo zapisati u obliku
P = (n+x)+4=0,
pa uvrStavanjem x; + x, = —4p dobivamo kvadratnu jednadZbu
P +ap+4=0

¢ije je jedino realno rjeSenje p = —2. Nadalje, jednakost

x1=2)- (x-2)=pgq
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mozemo zapisati u obliku

(x1x2) = 2(x1 + x2) + 4 = pq,

o je zbog
X1 +x,=-4p
X1 Xp=¢
ekvivalentno s
q+8p+4=pq.

Uvrstimo li ovamo p = -2, dobivamo:
g-16+4=(2)p,
a odavde je g = 4. Tako je konacno

p+qg=(-2)+4=2.

978. Izracunajte umnoZak svih realnih rjesenja jednadZbe logzﬁ x+3log, x+log, x=2.
2

RjeSenje: Svaki pribrojnik napisat ¢emo kao logaritam s bazom 2:

2
log, x log, x log, x
logfﬁ x= (logﬁ x)z :[10 2\/5] = 2 T = 12 = (210g2 X)z :410g§ X
25 log, 22 5
log, x= log, x _ log, x _ log, x — log, x
: 1 log,2" -1 !
log, 5 2

Tako je polazna jednadzba ekvivalentna jednadzbi
4log; x+3log, x—log, x—2=0,
odnosno
2log; x+log, x—1=0.

Uz zamjenu ¢ = log,x dobivamo kvadratnu jednadzbu

20 +1-1=0
o S . 1
CijasurjeSenjaty =—-lit, = > Iz
logox =-1
. R
dobivamo x; =27 = 5 ,ailz
1
logox = —
82 2
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1
=~ 2
dobivamo x, = 22 =+/2 . Kona¢no je xx, = -

979. Neka je p zbroj svih realnih rjesenja jednadZbe 4"~ '_17-2°4+1=0,4q q umnoZak
njihovih apsolutnih vrijednosti. Izracunajte omjer p : q.
Rjesenje: Zadanu jednadzbu najprije transformirajmo ovako:
4417227 1 =0,

1

Loy loayizo

4 8
MnoZenjem s 8 dobivamo:

2.2%-17-2"+8=0.

Uz zamjenu ¢ = 2" dobivamo kvadratnu jednadzbu:

20— 17t+8=0
" S 1. .
¢ija su realna rjeSenja f; = Y it,=8. Tako iz
2= 2
2
dobivamo x; = -1, aiz
2'=8

slijedix, =3. Stogajep=3+(-1)=2ig=Ixx,l=1-31=3, te konaCnop : g=2: 3.

980. Odredite ukupan broj svih realnih rjesenja jednadzbe

cos(%—x)—sin(%%—x):\/acosbc

. T
na intervalu { ——,—).
< 2 2>

RjeSenje: Zadanu jednadZbu transformiramo na sljedeéi nacin:
V.4 . (37
cos| ——x |—sin| —+x [=+2cos2x
4 4
T . T . 37 3z .
coszcosx+smzsmx—smTcosx—cosTsmx =+/2cos2x

a1 B

. V2
—COSX+—sSinx———CcoSsx+——sinx =+/2 cos 2x
2 2 2 2

otkuda je
cos 2x —sin x = 0.

Buduéi da je
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cos 2x = 1 — 2 sin’x,
slijedi:
2sin’x +sinx—1=0.
Uz zamjenu ¢ = sin x dobivamo kvadratnu jednadzbu

28 +1t-1=0
L. S . 1 . s Y
¢ijasurealnarjeSenjat; =-1it, = 5" Trigonometrijska jednadzba
sinx =-1

nema niti jedno rjeSenje u intervalu <—%,%> , dok trigonometrijska jednadzba
. 1
sinx= —
2

ima tocno jedno rjeSenje u intervalu <—%,%> (tojex= % . Stoga je traZeni broj jednak 1.

981. Rijesite nejednadzbu: 25)6—_4 >-1.
x —3x—-4

Rjesenje: Zadanu nejednadzbu najprije transformiramo ovako:

Sx—4
x*-3x-4
2
Sx—4+x"-3x-4 >0

X’ —3x—4
X’ +2x-8

x*=3x—4

+12>0

>0

Razlikujemo dva moguca slucaja:

1) +2x-820
X-3x-4>0

Iz prve je nejednadzbe x € (—oo, —4] U [2, +o0), a iz druge x € (—oo, —1) U (4, +o0). Presjek tih rjeSenja je skup
X € (—o0, —4] U (4, +00).

2)x*+2x-8<0
¥ -3x-4<0

1z prve je nejednadzbe x € [4, 2], a iz druge x € (-1, 4). Presjek tih rjeSenja je skup (-1, 2].

Tako je skup svih realnih rjeSenja polazne nejednadzbe jednak (—eo, —4] U (—1, 2] U (4, +o0).

982. Koliko razlicitih realnih rjesenja jednadZbe 4cos’ (x+%) =2-2 pripada skupu svih
realnih rjesenja nejednadzbe x| < 27?
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RjeSenje: Koristeci jednakost

) 1+cos2x
cos” x=—-—-
2

lijevu stranu zadane jednadzbe mozemo zapisati u obliku

1+cos[2‘[x+;[ﬂ
4cosz(x+§j=4- . :2+2005(2x+§j:2—25in2x,

$to znaci da je polazna nejednadzba ekvivalentna jednadzbi

2-2sin2x=2-+2,

odnosno jednadzbi
sin2x = —2 .
2

Odavde je

T e 3z

2x=—+2n-kili2x= —+ 21w - [,

4 4

odnosno

% s 3z
X1k = §+7'C~k111x21= ?‘Fn'l.

pri ¢emu su k, [ € Z. RjesSenja koja zadovoljavaju uvjet Ixl < 21 dobivamo za k, [ € { -2, -1, 0, 1}. Sva ta rjeSenja
su medusobno razli¢ita i ima ih ukupno 8.

983. Polinom p(x) = x> + px + q ima najmanju vrijednost 1 za x = 5. Izracunajte zbroj p + q.

Rjesenje: Opcenito, najmanja vrijednost polinoma 2. stupnja p;(x) = ax® + bx + c, gdje su a, b, c € R realni

. D . b . .. o .
parametri takvi da je a > 0, postiZe se za x = e U nasem je slucajua =1, b = p, pa iz jednadzbe
a

_P _s
2
slijedi p = —10. Uvrstimo 1i x = 5 u izraz za p(x), dobit ¢emo:
p(5)=5+5p+q,
odnosno, zbog p(5) =11ip=-10.
1=25-50+gq.
Odavde je g = 26, pa je konacno p + g =—-10 + 26 = 16.

984. Odredite ukupan broj razlicitih realnih rjesenja sustava x + y2 =3, + y=3.

Rjesenje: TraZeni je broj jednak ukupnom broju razli¢itih sjeciSta krivulja Kj... y2 =3-xiK,..y=3- X
Nacrtamo li obje te krivulje u pravokutnom koordinatnom sustavu u ravnini, dobivamo:
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Nacrtane krivulje sijeku se u to¢no 4 razliite tocke. Stoga je ukupan broj razli¢itih rjeSenja polaznoga sustava
jednak 4.

985. Izracunajte umnoZak svih realnih rjiesenja jednadzbe /2 —x +~x—1=1.

Rjesenje: Stavimo u =3/2—x, v=+x—1.Tadaje u + v=1iu +v* = 1. Iz prve jednakosti je v = 1 — u, pa
uvrsStavanjem u drugu dobivamo:

W+(1-u’=1,

odnosno

odnosno
u-(+u-2)=0.

Sva realna rjesenja posljednje jednadzbe su u; = =2, u, = 0 u3 = 1. Sada iz u=3/2—x slijedi x=2 - u’, pa za x
dobivamo vrijednosti x; = 10, x, = 2 i x3 = 1. Izravnom provjerom utvrdujemo da su te vrijednosti ujedno i
rjeSenja polazne jednadZbe, pa su to sva realna rjesenja polazne jednadzbe. Njihov je umnozak jednak 20.

986. Neka su x, y € R realni brojevi takvi da je 0 < x < y. Pojednostavnite izraz

VX =2xy+y? -
X Xy y+2_lxl

\/)c2+2xy+y2 x+y

Rjesenje: Kako je

\/xz—ny+y2 z\/(x—y)z =lx—yl =(zbog0 < x < y)=y—x,

\/)cz—|-2xy+y2 z\/()c—i-y)2 =lx+yl =(zbog0 < x < y)=x+y,
|—x| =(zbog 0 < x)=x,

zadani izraz je jednak
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JxE=2xy+y? - -
X xy+y +2.| x|:y X 2x :x+y:1.

\/)cz+2xy+y2 X+y x+y x+y x+y

-2 —4 1

987. Ako je A= % (0.5+3™1)"'-371.81 ¢, izracunajte drugi korijen iz A

RjeSenje: Izra¢unajmo najprije vrijednost broja A. Imamo redom:
_42-3" @H*-3"> 1
0.5-3" 0.5-3"  0.5+3"
_@PP =G0 (203020437 o, (273727 +37)
05— (3—1 )2 (2—1 )2 _ (3—1 )2 92 _32
=27+32-37=2"7

1 1
(05431 =37"-81 4= =313 =

32 =

te je
A—l — (2—2)—1 — 22’
pa je drugi korijen iz A™" jednak 2.

988. Zadan je jednakokracan trapez ABCD Cije su osnovice AB i CD takve da je 1ABl = 2a,
ICDI = a, za neki realan broj a > 0. Ako je dijagonala AC okomita na krak BC, izrazite
povrSinu zadanoga trapeza kao funkciju varijable a.

RjeSenje: Neka je N noZziSte okomice iz vrha C na osnovicu AB. Tada je INBl = |AB] ; [CDI = 2a2—a = % , pa

je |ANI = |ABI| — INB| = 2a - % = 370. Budu¢i da je trokut ABC pravokutan s pravim kutom kod vrha C, CN je

ujedno i visina na hipotenuzu AB toga trokuta. Prema Euklidovu poucku, njezina je duljina jednaka

|CN = AN 1-INB1= /%.37“:%@.

Budu¢i da je povrSina P trapeza dana izrazom
1
P=E(IABI+|CDI)-|CN|,

kona¢no dobivamo:

P=%(|AB|+ICD|)~ICNI

1 a
P==-Qa+a) =3
y (Gara)

33,
—d

4

pP=

989. Ako je a =1log 2 i b =log 3, izrazite 10gs288 pomocu a i b.
Rjesenje: Imamo redom:

log288 10g(32-9) log32+log9 log(2’)+log(3’) Slog2+2log3
log5 logg log10—log2 1-log2 1-log2
2

log; 288 =

bl
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pa je

log, 288:5‘1”21’.

990. Ako se duljina jedne stranice pravokutnika uveéa za 20%, a druga za 40%, za koliko se
postotaka uveca povrsina toga pravokutnika?

RjeSenje: Neka su a i b duljine stranica polaznoga pravokutnika. Njegova je povrsina P = ab. Bez smanjenja
op¢enitosti mozemo pretpostaviti da se a uveca za 20%, a b za 40%. Nove duljine stranica su:

a1=a+£ ca=a-(1+02)=12"aq,
100

by=b+ 40 b=b-(1+04)=14"b,
100

pa je povrsina tako dobivenoga pravokutnika jednaka

Pi=aby=(12-a)-(1.4-b)=(1.2-14) - (ab)=1.68 - P=(1+0.68)- P=P + %‘P.

ZakljucCujemo da se povrsina pravokutnika uvecala za 68 %.
991. Izracunajte zbroj kvadrata svih rjesenja jednadzbe (9+ 45 )"2 +(9- 45 ))‘2 =18.
Rjesenje: Najprije uoc¢imo da vrijedi jednakost

9-4/5)-9-4/5) =1

iz koje slijedi

ICEUNC
te
1Y 1
O=4V5)" = [9+4\/§) ) ©+45)"
Zbog toga uvedimo zamjenu
1=09+4/5)"
pa dobivamo jednadZzbu
t+ l =18,
t
odnosno kvadratnu jednadzbu
£—18t+1=0.

Rjesenja te jednadzbe su #, =9 451 t,=9 +44/5 . Tako iz
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9-44/5=(9+4/5)",
odnosno

1

9+445

slijedi x* = 1, otkuda je x, = —i, x, = i. Nadalje, iz

=(9+4/5)"

9+4:/5=(9+4/5)"

slijedi x> =1, otkuda je x3 = -1, x4 = 1. Stoga su sva rjeSenja polazne jednadzbe x; = —i, x, =i, x3=—-11ix4 = 1.
Zbroj njihovih kvadrata jednak je (1) + (1) + 1 + 1 =0.

992, Ostatak pri dijeljenju polinoma f(x) = P43 +ax+bs polinomom g(x) = X -1 Jjednak
je r(x) = x. Izracunajte a+ b

Rjesenje: Prema poucku o dijeljenju polinoma s ostatkom vrijedi:
Jx) = q(x) - g(x) + r(x),
§to u ovom slucaju znaci da za svaki x € R mora vrijediti jednakost
L3 +ax+b=(G*-1)- q(x) + x.
Uvrstimo li u ovu jednakost x = —1 dobivamo:
1-3-a+b=0-1,
odakle je
-a+b=1.
Nadalje, uvrstimo li x = 1, dobivamo:
1+3+a+b=0+1,
odakle je
a+b=-3.
Tako smo dobili sustav dviju jednadZbi s dvije nepoznanice:

—-a+b=1
a+b=-3

Njegovo je rjeSenje a = -2, b = —1, pa je konagno a® + b* = (-2)* + (1) =8 -1 =-9.

3c0s850°—4sin140°
cos130° )

993. Izracunajte vrijednost izraza

Rjesenje: Kako je
cos 50° = cos(90° — 40°) = cos 90° cos 40° + sin 90° sin 40° = sin 40°,

sin 140° = sin (180° — 40°) = sin 180° cos 40° — cos 180° sin 40° = sin 40°,
cos 130° = cos (90° + 40°) = cos 90° cos 40° — sin 90° sin 40° = — sin 40°,
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vrijednost zadanoga izraza jednaka je

3s5in40°—4sin40°  —sin40°
—sin40° —sin40°

994. Od svih tocaka krivulje K... x* + y* — 8x — 6y = 0 praveu p... 4x + 3y — 75 = 0 najbliZa je
tocka T = (m, n). Izracunajte m* — n*.

Rjesenje: Jednadzbu krivulje K zapis§imo u obliku (x — 4)* + (y — 3)* = 25, pa vidimo da je rije¢ o kruZnici sa
srediStem u tocki S = (4, 3) i polumjerom r = 5. Povucimo okomicu iz tocke S na pravac p. Ta okomica ima
oblik p;... 3x — 4y + C = 0 (opcenito, ako je jednadzba pravca g dana s ¢q... ax + by + ¢ = 0, onda je familija

pravaca okomitih na ¢ odredena jednadZzbom bx — ay + d = 0). Buduci da p; prolazi tockom S, koordinate tocke S
moraju zadovoljavati jednadZzbu pravca p;, pa uvrStavanjem dobivamo:

3-4-4.3+C=0,

a odavde je C = 0. Stoga je jednadZzba okomice p;... 3x — 4y = 0, odnosno p;... y = gx. Presijecimo tu okomicu s

kruZnicom K, tj. rijeSimo sustav:

(x=4*+(y-3)7=25
3

y=—x
UvrStavanjem druge jednadZbe u prvu i kvadriranjem dobivamo:
P84 164 2P 2x+9-25=0,
16 2

a odavde je reduciranjem i sredivanjem
2
x —=8x=0.

Rjesenja te kvadratne jednadZbe su x; = 0 i x, = 8, pa su pripadne vrijednosti nepoznanice y y; =01y, = 6, pa
smo dobili tocke Sy = (0, 0) i S, = (8, 6). Udaljenost prve tocke od pravca p jednaka je

14-0+3-0-751

N4 +3

dS..p) = 15,

a udaljenost druge
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(o, p) = I4-8+3~6—75|:5<15.

N4 +3

Dakle, pravcu p najbliZza tocka krivulje K ima koordinate 7(8, 6), Sto znaci da je m = 8, n = 6. Tako je napokon
m’ —n’ =64-36=28.

-2 -1
995. Izracunajte zbroj svih cjelobrojnih rjeSenja nejednadzibe 2X 2 — al .
X +x—-6 x —6x+5

RjeSenje: Budu¢i da vrijede identiteti

CHx-6=x+3)x-2),
X—6x+5=(x-1x=-5),

vidimo da nejednadzba nema smisla za x € {-3, 1, 2, 5}. Stoga u daljnjem nejednadzbu razmatramo za
xe R\ {-3,1,2,5}. Za takve x smijemo skratiti razlomke na lijevoj i desnoj strani nejednadzbe, pa dobivamo:

odnosno

x=5-(x=3)
(x+3)(x=5)
_—220
(x+3)(x=5)

Ova nejednakost je istinita za svaki x € R takav da je (x + 3)(x — 5) < 0, otkuda se dobiva x € (-3, 5). U tom
intervalu ima to¢no 5 cijelih brojeva koji su rjeSenje polazne nejednadzbe: —2, —1, 0, 3 i 4. Njihov je zbroj jednak
4.

996. Odredite ukupan broj realnih rjeSenja jednadzbe V5x—1=+/3x-2-/2x-3.
Rjesenje: Kvadriranjem zadane jednadZbe dobivamo:

Sx-=1=3x-2-2Bx-2)2x-3) + 2x - 3,
odnosno

JBx=2)2x-3) =-2.

Lijeva strana ove jednadzbe je uvijek nenegativan realan broj, a desna strogo negativan realan broj. Stoga zadana
jednadzba nema niti jedno realno rjesenje.

997. U pravilnu Sesterostranu prizmu upisana je sfera polumjera R. Izrazite obujam te prizme
kao funkciju varijable R.

RjeSenje: Visina prizme & jednaka je 2R. No, R je ujedno i duljina visine karakteristicnoga trokuta osnovke, pa
ako s a ozna¢imo duljinu osnovnoga brida, onda vrijedi jednakost

a
—V3 =R,
2\/—

© Bojan Kovaci¢ 604  Tehnicko veleuciliste — Elektrotehnicki odjel, Zagreb



Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike — 2. dio

otkuda je

a=———-R
3
Tako je trazeni obujam prizme jednak
V=B-h
2
V= 3a \/§.h
2
3.&.3.132.\/5
v=—2 R
2
V=43-R°

998. Izracunajte zbroj najvecega negativnoga i najmanjega pozitivnoga rjeSenja jednadZbe
sin 2x + sin* > = cos* > .
2 2

RjeSenje: Zadanu jednadZbu najprije transformirajmo na sljede¢i nadin:

. L4 X X
sin 2x + sin* = = cos* = s
2 2
. X .4x
sin 2x = cos* = — sin* = s
2 2

sin 2x = (cos’ X sin’ d )(cos? X + sin® d )
2 2 2 2

Prema formuli za kosinus dvostrukoga kuta, izraz u prvoj zagradi jednak je cos x, a prema osnovnom
trigonometrijskom identitetu izraz u drugoj zagradi jednak je 1. Tako je polazna jednadzba ekvivalentna
jednadzbi

sin 2x = cos x,

odnosno, zbog identiteta sin 2x = 2 sin x cos x,

cosx-(2sinx—1)=0.

1z cos x = 0 slijedi x = §+k~n,ai223inx—1=OSlijedix= %+l~2n ix= 5?7[+m~ZTt,priéemusuk,l,m

€ Z. Tako vidimo da je najvece negativno rjeSenje jednako %— T = —% , a najmanje pozitivno % Stoga je
traZeni zbroj jednak —~ + % =%
2 6 3

999. 10 realnih brojeva tvore geometrijski niz. Zbroj prvih pet clanova je 32 puta manji od
zbroja sljedecih pet clanova, a zbroj prvoga i Sestoga clana jednak je 33. Izracunajte zbroj
svih ¢lanova toga niza.

Rjesenje: Neka je a; prvi ¢lan, a g koli¢nik zadanoga niza. Tada su za svaki n =2, 3, ..., 10 ¢lanovi a, definirani
formulom a, = a; - ¢"~". Stoga je:

a1+a2+a3+a4+a5=al~(1+q+q2+q3+q4),
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te
ag+ar+ag+agtan=a1- (@ +q"+q +¢+q)=a1-¢ - U +q+q’ +q +¢))

Podijelimo li drugi izraz prvim, dobivamo qs, a prema uvjetima zadatka, vrijednost toga koli¢nika jednaka je 32.
Tako iz eksponencijalne jednadzbe

q =32,
tj. iz
;=2
slijedi ¢ = 2. Nadalje, iz uvjeta
a;+ag=33
slijedi
a; + a; ~q5=33,
odnosno, zbog g = 2,
a; + 32a, = 33.

Odavde je a; = 1. Tako je trazeni zbroj svih 10 ¢lanova niza jednak

10
g -1

S0 =a
g-1
291

Sy :1~2—:2‘° -1=1024-1=1023

1000. Niz funkcija (f,), < N definiran je rekurzivno s:

1
filx) = —
1—x
Jn+1(0) = fu(fi(x))
za svaki n € N. Izracunajte f>006(2006).

RjeSenje: Ispisimo prvih nekoliko ¢lanova zadanoga niza funkcija:

1
fl(x)—:
A= f(f(0= 11 _lox_xol
- —Xx &
1—-x
R
f3<x>=f2<fl<x>=1-f —x
1—x

pa vidimo da za svaki k € N U {0} i svaki j € (I, 2, 3} vrijedi jednakost f; , 3x = f;. Budu¢i da je ostatak pri
2006—1 2005
2006 2006

dijeljenju broja 2006 sa 3 jednak 2, to je fapos(X) = fo(x) = x=1 . Stoga je f2006(2006) =
X
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1001. Za koje vrijednosti realnoga parametra a € R jednadZba K> + xI = a ima tocéno Cetiri
razlicita realna rjesenja?

Rjesenje: Nacrtajmo graf funkcije f(x) = Ix* + xl. Najprije raspigimo tu funkciju ovako:

) X +x,zax’+x>0 X +x, zaxe R\<—1, 0>
X)= =
—(x*+x), zax’+x<0

~(x* +x),zaxe (-1, 0)

pa dobivamo:

Lokalni ekstrem ove funkcije je tocka T = [—% %) (dobijemo je kao ekstrem funkcije g(x) = —(x* + x) na

intervalu (0, 1)). Vidimo da ¢e pravac usporedan s osi Ox sje¢i dobivenu krivulju u Cetiri razlicite tocke ako i

1
samo ako njegov odsjecak na osi Oy bude u intervalu (0, 2 ». Taj odsjecak je upravo jednak a, pa zakljucujemo

. STV S . . 1
da ¢e polazna jednadzba imati to¢no Cetiri realna rjeSenja ako i samo ako je a € (0, 2 ).

1 1
L . 1-22 142?
1002. Izracunajte vrijednost izraza -+ -
1+22% 1-22
RjeSenje: Zadani je izraz jednak
Nl Lo el [T,
1-22 142 2 92 V2, T2 21 N2
L e T T I =241 -1
1422 1-22 1+— 1-— I1+— 1-— +
22 2 2 2

_62-D02-1)  (24D062+D) _ (2-17 | (2417

= =2-22+1+2+22+1=6
2 +DE2 -1 (J_ D2-1)  2-1 2-1

1003. Neka su x, i x, rjeSenja kvadratne jednadzbe 5x* — Tx + 3 = 0. Napisite neku kvadratnu
1 1

JjednadZbu cija su rjeSenja — i —.
4 X

Rjesenje: Prema Viéteovim formulama zbroj, odnosno umnozak rjeSenja polazne kvadratne jednadzbe jednaki
su:
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7
X, +x, :g

X ox ==
17 %
5

Odatle slijedi da su zbroj, odnosno umnoZzak rjeSenja traZene jednadzbe jednaki:

7
1 1 x+x, 5 7
x x5 x-x, 3 3
5
111 1.5
X, xz_xl-xz_é 3
5

pa je traZzena kvadratna jednadZzba

ili njoj ekvivalentna jednadzba
3% - Tx+5=0.
c o .. . 1
1004. Izracunajte vrijednost izraza 3 —log 2 — 5 log 25 + log, 4.
2

RjeSenje: Zadani izraz je jednak:

2
10821 _ 3 jog0_jog542i082
logl—1log2 —log2

1
3—10g2—10g(252)+%:3—10g2—10g5+
log—
g2
3-log(2-5)-2=3-1ogl0-2=3-1-2=0

1005. Visina na hipotenuzu pravokutnoga trokuta ima duljinu v = 2 cm i dijeli hipotenuzu na
dva dijela cije se duljine razlikuju za 3 cm. Izracunajte povrsinu toga trokuta.

Rjesenje: Neka su p i g duljine dijelova na koje visina v dijeli hipotenuzu c. Bez smanjenja opéenitosti mozemo
pretpostaviti da je p > ¢, pa iz podatka da se te duljine razlikuju za 3 cm slijedi

pP—q=3
Prema Euklidovu je poucku
2
v =prq,
pa je u ovom slucaju
pg=4
Tako smo dobili sustav jednadzbi
p-q=3
pg=4.
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Iz prve je jednad’be ¢ = p — 3 pa uvritavanjem u drugu dobivamo kvadratnu jednadzbu p* — 3p — 4 = 0 &ije je
jedino strogo pozitivno rjeSenje p = 4. (RjeSenje p = —1 ne dolazi u obzir jer broj p — kao duljina — ne moze biti
strogo negativan.) Stoga je ¢ = 1, pa je duljina hipotenuze c jednaka

c=p+q=5.

Tako je trazena povrSina trokuta jednaka

1 2

P=—cv=5cm".

2
1006. Neka su x, y € R realni brojevi takvi da vrijedi (2 + 3i))x + (3 + 2i)y = 1, pri Cemu je i
imaginarna jedinica (i* = -1). Izracunajte x — y.
RjeSenje: 1z zadane jednakosti mnoZenjem i grupiranjem dobivamo:

2x+3y)+GBx+2y)i=1.

Izjednacavanjem realnih, odnosno imaginarnih dijelova dobivamo sustav dviju jednadZbi s dvije nepoznanice:

2x+3y=1
3x+2y=0

Oduzimanjem prve jednadZbe od druge izravno dobivamo x —y = —1.

X +x

2
x° -

<0.

1007. Odredite najmanje rjeSenje nejednadzbe

Rjesenje: Razlikujemo dva moguca slucaja:

L)2+x>0
¥ -4<0

Iz prve je nejednadzbe x € (—oo, —1) U (0, +o0), a iz druge x € (-2, 2). Presjek tih rjeSenja je skup
(2,-1) U0, 2).

2)x>+x<0
X —4>0

Iz prve je nejednadzbe x € (-1, 0), a iz druge x € (—oo, —2) U (2, +o0). Presjek tih rjeSenja je prazan skup.

Tako je skup svih realnih rjesenja polazne nejednadZzbe (-2, —1) U (0, 2). Budu¢i da je rije¢ o uniji otvorenih
intervala, taj skup nema najmanjega elementa.

2
1008. Rijesite jednadzbu: 2°%* +2°%) =2 .
RjeSenje: Zadanu jednadZbu najprije transformirajmo ovako:

210g3x + 2210g3x =2
(2log3,\')2 + 210g3x _ 2 — 0

Uz zamjenu 7 = 2"°** dobivamo kvadratnu jednadzbu 7 + 7 — 2 = 0 &ija su realna rjeSenja t, =—2 i1, = 1. No, za
svaki y € R vrijedi 2 > 0, pa rjeSenje ¢, ne dolazi u obzir. Tako iz 2°** = 1 dobivamo logaritamsku jednadZbu
logszx = 0 ¢ije je jedino rjeSenje x = 1. To je ujedno i jedino realno rjeSenje polazne jednadzbe.

1009. Koliko realnih rjeSenja ima jednadiba N x+7 =x + 1?
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RjeSenje: Kvadriranjem polazne jednadzbe dobivamo:

x+7=(x+1)3

odnosno

Y +x-6=0.
Rjesenja ove kvadratne jednadZbe su x; = =3 i x, = 2. Izravnim uvr$tavanjem u polaznu jednadzbu utvrdujemo da
x; = -3 nije njezino rjesenje (jer je u tom slucaju lijeva strana jednadzbe nenegativan, a desna strogo negativan

realan broj), a x, = 2 jest. Stoga polazna jednadZba ima jedinstveno rjeSenje x = 2.

1010. Izracunajte koeficijent smjera simetrale duZine AB ako jeA=(=2,-1)iB=(2,2).

Rjesenje: Simetrala duZine je, prema definiciji, pravac kroz poloviste duZine okomit na duZinu. Njegov
koeficijent smjera je suprotan i reciprocan koeficijentu smjera pravca na kojemu lezi duzina. Stoga je:

1 1 X=Xy  —2-2 4

kx:——:— = = = ——,
kAB yB_yA yB_yA 2_(_1) 3

Xp ~ X4

1011. Neka su ay, az, az i as uzastopni clanovi rastucega aritmetickoga niza, a by, by, by i by
uzastopni ¢lanovi geometrijskoga niza. Ako je ay = by = 1, ay = by i by — a3 = 1, izracunajte
b4 — ay.

Rjesenje: Bududi da je

612=611+d,
by=b,-q,

gdje su d i g redom razlika aritmeti¢koga, odnosno koli¢nik geometrijskoga niza, zbog uvjeta a, = b, mora biti
a+d=>b g,

pa uvrStavanjem a, = b; = 1 u tu jednakost dobivamo

g=d+ 1.
Nadalje, budud¢i da je
ay=a; + 2d,
by=b, - 612,

oduzimanjem prve jednakosti od druge dobivamo
bs—az=bi - ¢’ ~(ar +2d),
pauvrsStavanjem by —a; =1,b;=1,g=d + 1ia; = 1 dobivamo jednadzbu
l=(d+1)y-1-2d,

a odavde je d| = -1, d, = 1. Rjesenje d, = —1 ne dolazi u obzir jer je niz (a,), < n rastuci, pa preostaje d = 1. Stoga
jeg=2te

by=b -¢=1-2=8,
as=a;+3d=1+3=4,

te konac¢no
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b4—a4=8—4=4.

1012. Odredite skup svih vrijednosti realnoga parametra m € R takvih da za svaki x € R
vrijedi nejednakost (m — l)x2 -2m+ Dx+m<0.

RjeSenje: Promotrimo funkciju fix) = (m — Dx* — 2(m + Dx + m. Zadatak zapravo traZi da odredimo sve
vrijednosti realnoga parametra m € R za koje ¢e ta funkcija poprimati strogo negativne vrijednosti. NuZni i

dovoljni uvjeti za to su:

m-1<0
R2m+ D -4(m-1) -m<0,

tj.

m<1
12m+4<0,

. 1 . . 1
Iz ovoga je sustava m € (—co, -3 ), pa je traZeni skup (—co, 3 ).

1013. Neka je (a, b, ¢) rjesenje sustava jednadZbi

2x—y+3z=-1
x+2y—4z=15
3x+y+2z=1

Izracunajte a — 2b + 3c.
Rjesenje: Oduzimanjem prve jednadzbe od trece dobivamo x + 2y — z = 2, a iz druge jednadzbe je x + 2y =4z +
+ 5. Tako dobivamo linearnu jednadzbu 4z + 5 — z = 2 iz koje je z = —1. UvrStavanjem z = —1 u prvu i tre¢u

jednadzbu sustava dobivamo sustav dviju linearnih jednadzbi s dvije nepoznanice:

2x—-y=2
3x+y=3

Zbrajanjem tih jednadZbi dobivamo x = 1, pa je y = 0. Prema tome, rjeSenje zadanoga sustava je uredena trojka
(1,0,-1),8toznaCidajea=1,b=0ic=-1.Stogajea—2b+3c=1-3=-2.

1014. Odredite vrijednost strogo pozitivnoga realnoga parametra a za koju je pravac p... x +
+y—3 =0 tangenta krivulje K... a’x* + 4y" = 4a’.

RjeSenje: Krivulja K je elipsa ¢ija je duljina male poluosi b, = a, a velike a; = 2. Koeficijent smjera zadanoga
pravca je k =—1, a odsjeCak na osi Oy [ = 3. Te vrijednosti uvrstimo u uvjet tangencijalnosti za elipsu:

alk>+bl =1,
pa dobivamo:
4-(-1Y+d =3
odnosno a” = 5. Zbog zahtjeva a > 0 jedino rjesenje ove jednadzbe je a = V5.

1015. Odredite ukupan broj svih razlicitih realnih rjesenja nejednadZbe 2 cos x + 1 < 0 na

{ 2 27[}
Segmentu -, — |.
3 3
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RjeSenje: Graf funkcije fix) = 2 cos x + 1 na zadanom segmentu je:

. . . y S 2z . 2z
Stoga zadana nejednadzba na tom segmentu ima to¢no dva realna rjeSenja: x; = — EY ix,=—.

3
1016. Odredite najvecu vrijednost realne funkcije f : R — R definirane formulom

fx) = — 11— 12x + 1.

R y o 1. .. .
RjeSenje: Nultocke pribrojnika su x; = —5 ix, =1, pa zadanu funkciju razmatramo na tri intervala:

1
1.) {(—o0, ——
)< b 2]

Naovome jeintervalulx — ll=—(x - 1) =1-xil2x+ ll=—(2x+ ) =-2x— LI, pajeflx) =1 —x - (-2x—- 1) =x +
+2.

1
2)(-=.1
) (=511

Naovome jeintervalu lx — 1l=—(x—-1)=1-xil2x+ 1l=2x+ 1,paje fix)=1 —x— 2x+ 1) = -3x.
3.) (1, 4o0)
Naovome jeintervalulx — 1l=x—-112x+ 1l=2x+ 1l,pajefix) = x -1 - (2x+ 1) =—x-2.

Tako graf zadane funkcije izgleda ovako:

L it
8 & F & & 4
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Vidimo da funkcija f{x) ima najvecu vrijednost % zax= —% . Dakle, traZena vrijednost jednaka je % .

1017. Odredite ukupan broj razlicitih rjeSenja jednadzbe llogyx| = Isin xI.

Rjesenje: Nacrtamo li grafove funkcija fi(x) = llogyxl i f>(x) = Isin xI, dobit ¢emo:

Bududi da je fi(x) strogo padajuca na intervalu (0, 1), a strogo rastuca na intervalu (1, +oo), a f,(x) periodicna (s
temeljnim periodom T), zadana jednadZba ima to¢no dva razlicita realna rjeSenja.

1018. Rijesite sljedecu jednadzbu u skupu C: 2lzl — z =7 + 4i.
Rjesenje: Pretpostavimo da je z = a + bi, gdje su a, b € R. Tada zadanu jednadZbu moZemo zapisati u obliku
2Va* +b* —a—bi=T+4i,

otkuda izjednacavanjem realnih, odnosno imaginarnih dijelova dobivamo sustav:

2Va*+b* —a=7
-b=4

1z druge jednadZbe toga sustava je b = —4, §to uvrsteno u prvu jednadzbu daje
2Va*+16=a+7,
odnosno nakon kvadriranja

3>~ 14a+15=0.

Rjesenja ove kvadratne jednadzbe su a; = % i a, = 3. Stoga su sva rjeSenja polazne jednadZbe z; = % -4ii

Z2=3—4i.

3x+2

1019. Izracunajte aritmeticku sredinu svih realnih rjesenja jednadzbe =35.

1-2x
RjeSenje: Postoje to¢no dvije moguénosti:

3x+2>

>0
1-2x

1)
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3x+2

U tom je slucaju zadana jednadZzba ekvivalentna jednadzbi 3
—2x

= 5, odnosno jednadzbi 3x + 2 = 5 — 10x.
Jedino realno rjeSenje ove jednadzbe je x = % Izravnim uvrStavanjem u polaznu jednadZzbu utvrdujemo da je

X = % ujedno i rjesenje polazne jednadZbe.

2) 3x+2 <0
1-2x
U tom je slucaju zadana jednadZba ekvivalentna jednadZzbi ?x-;2 = -5, odnosno jednadzbi 3x + 2 = 10x — 5.
-2x

Jedino realno rjeSenje ove jednadZbe je x = 1. Izravnim uvrStavanjem u polaznu jednadzbu utvrdujemo da je
x, = 1 ujedno i rjesenje polazne jednadZbe.

1+
. . . . . a . . + 8
Stoga je traZena aritmeticka sredina svih realnih rjeSenja polazne jednadzbe jednaka xl_zxz -—13_°

1020. Odredite skup svih vrijednosti realnoga parametra a € R za koje sva realna rjesenja

Lilles

X X

jednadzbe ax(x — 1) = x* — 1 zadovoljavaju nejednakost

RjeSenje: Zadanu jednadZbu najprije zapisimo u obliku
x=D(ax-x-1)=0,

pa vidimo da su sva realna rjeSenja zadane jednadZzbe x; = 1 (neovisno o vrijednosti realnoga parametra a) i

Xy = % (za a # 1). Tako imamo dva slucaja:
a—

1)a=1

U ovom slucaju zadana jednadzba ima jedinstveno rjeSenje x = 1. To rjeSenje zadovoljava zadanu nejednakost jer
je nejednakost 1 < 3 istinita.

2)a#l

U ovom slucaju zadana jednadzba ima dva rjesenja: x; = 11 x, = ek Zbroj njihovih reciproc¢nih vrijednosti
a—
jednakje 1 +a—1=a, paizlal <3 slijedia € [-3, 3].

Prema tome, traZeni je skup jednak [-3, 3].

1021. Rijesite jednadzbu: 102 5+ = 5x _ 5,
Rjesenje: Zadanu jednadzbu najprije transformirajmo ovako:

lolog(x' —8x+17)+log10 — Sx _ 5

10g[1[)-(x2—8x+17)J

10 =5x-5

a odavde, zbog jednakosti 10°¢“ =g, Va e R, slijedi
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104> — 80x + 170 = 5x — 5,
odnosno

28 - 17x+35=0.
R . Y 7. . . S
Rjesenja ove kvadratne jednadZzbe su x; = 5 ix, = 5. Izravnom provjerom utvrdujemo da su navedena rjeSenja
ujedno i sva rjeSenja polazne jednadzbe.

1022. Ivica je tijekom zime i ljeta na svojoj teZini izgubio 10%, u proljece je dobio 15%, a
ujesen jos 6%. IskaZite u postotcima ukupnu promjenu Ivicine teZine u promatranom
razdoblju.

Rjesenje: Iskoristit cemo formulu za odredivanje postotka sukcesivne promjene osnovne veli¢ine:

R=100-| 1+ 2o | 1422 | [1+22 2100
100 100 100

u koju ¢emo uvrstiti n = 4 (jer imamo ukupno to¢no 4 promjene), p; = —10 (- znaci smanjenje), p, = + 15 (+
znaci povecanje), p; = —101i py = + 6. Tako dobivamo:

2
R=100- l—ﬁ . 1+1—5 . 1+i -100,
100 100 100

odnosno
R=-1.261.

Odatle slijedi da je u promatranom razdoblju Ivica izgubio na teZini ukupno 1.261% (tj. njegova krajnja teZina je
za 1.261% manja od pocetne).

1023. Suprotni kutovi tetivnoga cetverokuta odnose se kao 17 : 3, odnosno 4 : 5. Izracunajte
te kutove.

RjeSenje: Koristit ¢cemo ¢injenicu da je zbroj dvaju nasuprotnih kutova tetivnoga ¢etverokuta jednak 180°. Stoga
u prvom slucaju veli¢inu 180° trebamo podijeliti u omjeru 17 : 3, a u drugom u omjeru 4 : 5. Prvi omjerni
koeficijent jednak je

k= 180 — e,
17+3

pa je rije¢ o kutovima oo =17 - 9° = 153°i B = 3 - 9° = 27°. Analogno, drugi omjerni koeficijent jednak je

ky = 180 =20°,
5+4

pa je rije¢ o kutovima y=4 - 20° =80°i 8 = 5 - 20° = 100°. Poredani po veli¢ini, traZeni kutovi su 27°, 80°, 100°
1153°.

1024. Odredite troznamenkasti prirodan broj abc ako je 12% od toga broja jednako ac.

RjeSenje: Najprije odmah istaknimo uvjete a € [9], b, ¢ € [9] U {0}. Podatak iskazan u zadatku moZemo
zapisati u obliku jednadzbe
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10a + ¢ = % (100a + 10b + ¢),
odnosno
2a+1.2b-0.88c =0,
odnosno
25a+ 15b - 11¢ =0.
Budu¢i da je zbroj 25a + 15b djeljiv s 5, takav mora biti i broj 11c, §to znaci da je c € {0, 5}. No, ¢ = 0 ne dolazi
u obzir jer bi u tom slucaju slijedilo 25a + 15b = 0, pa bi brojevi a i b bili suprotnoga predznaka (Sto je
nemoguce jer su a i b znamenke istoga predznaka). Zato mora biti ¢ = 5. U tom je slucaju
25a + 15b =55,
odnosno
Sa+3b=11.
Odatle slijedi a = 11 b =2, pa je traZeni broj 125.
1025. RijeSite nejednadzbu: 2 sin’x — 3 cos x < 0.
Rjesenje: Izrazimo sin’x pomoéu cos’x:
sin’x = 1 — cos’x
pa dobivamo nejednadZzbu
2cos’x +3cosx—2>0.
Uz zamjenu ¢ = cos x dobivamo kvadratnu nejednadzbu

27 +3t-2>0.

1
Odavde je t € (—o0, -2) U <E , +00). Zbog —1 < cos x < 1 ne moZe biti cos x < —2, pa preostaje
1
cosx>—.
2

Na intervalu [-x, ) ova nejednadzba ima za rjeSenje skup <—§ , % ). Stoga je skup svih rjeSenja te nejednadzbe

U<—£+k-27r, §+k-27r>.

keZ

1026. Odredite jednadibu teZisnice iz vrha C trokuta ABC ako je A = (1, 1), B=(5,2) i
C=(-1,23).

R . . L 1+5 1+2
RjeSenje: Poloviste vrhu C nasuprotne stranice AB je tocka P:[—, —

=| 3, E . TraZena teZiSnica
2 2 2

prolazi vrhom C i tockom P pa je njezina jednadzba
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odnosno 7, ... 3x + 8y —21=0.
1027. Ravnina prolazi jednim bridom osnovke kocke, zatvara s tom osnovkom kut od 30°, te

sijece kocku u liku povrsine 323 cm? Izracunajte oplosje kocke.

RjeSenje: Ozna¢imo s a duljinu brida kocke. Presje¢ni lik je pravokutnik kojemu je duljina jedne stranice

jednaka a, a duljina druge a30 = %a , pa je njegova povrsina P = %az. Tako iz %az =323 slijedi
cos30°
a* = 48, pa je oplogje kocke O = 64” = 288 cm’.
.o .. . . 1 1
1028. Izracunajte vrijednost brojevnoga izraza —+—+—+...+ ——.
20 30 42 2756
1 11 1 1 1 1 11 1 1 1
Rjesenje: Uocimo da vrijede jednakosti —=—-—, —=———, —=———,..., —— =———_ Njihovim
jete 20 4 5 30 5 6 42 6 7 27565253J
zbrajanjem (zbrojimo posebno lijeve, a posebno desne strane) dobivamo da je vrijednost zadanoga izraza
jednaka L = el .
4 53 212

1029. Koliko rjesenja u skupu N ima jednadZba \/ 30— \/ 29—-12++/3x+10 =57

Rjesenje: 1z zadane jednadZzbe kvadriranjem redom slijedi:

\/30—\/29—\/12+\/3x+10 =5
30—\/29—\112+\/3x+10 =25

\/29— 12++/3x+10 =5

29-124+3x+10 =25
12+3x+10 =4

124+-3x+10 =16

Bx+l0=4

3x+10=16
x=2

Stoga zadana jednadZba u skupu N ima to¢no jedno rjeSenje: x = 2.
1030. Odredite skup svih realnih rieSenja jednadzbe (a> —2)* - 272 =0.

Rjesenje: Iz zadane jednadzbe slijedi (4 — 2)> = 272, otkuda je a2 — 2 = 2, odnosno a > = 4. Obje strane ove

1 - - 1
jednadZzbe potenciramo na potenciju 5 pa konacno dobijemoa= 4 2 =(2%) 2=2"' = 5

1031. Ako je x+l = 4, izracunajte x* +i4.
X X
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RjeSenje: 1z zadane jednakosti kvadriranjem dobivamo (x+l)2 =16, tj. x° +2+L2 =16, a odavde je
X X

1
2

. . . .. 1
X+ iz =14 . Ponovimo navedeni postupak s ovom jednako$éu pa dobijemo: x* +—= (xz +
X

X
=194.

2
j -2=196-2

2008
v . -2006
1032. Izracunajte (z +—i2007j .

RjeSenje: Buduéi da je ™ =i* ' *2 = (N 2= 17" () = (=), to je i = . i= (1) - i=—i, paje

% S = —Ll = i. Tako je zadani izraz jednak (=1 + i)™ = [(=1 + )’]'® = (1 2i + &' =
1 1 L1 1 -
(<24)100% = (L1004 . Q1004 ;1004 _ 91004 (ARSI _ 91004 1251 _ 51004

x(1+xH) =1+ +1
x(1=xH"+1-x)"=x"

1033. Pojednostavnite izraz:

RjeSenje: Zadani je izraz jednak

L—Lﬁ'l
.#_L_i_l 1+1 I+x
LR Rl () Bie DI T S T _
—18\—1 ] - = =
R D R R R 1_1+ !, .1t .
I-x" 1-x o1 1-x
X
x 1 X =1+x+1 X +x
__x+l 1+x  _ x+1 __x+l :x(x+1)=x
2 —
xi+i—x X =1-x(x-1) x-1 x+1
x-=1 1-x x—1 x-1

1034. Neka je a € R\ {3, 3}. Odredite koeficijent smjera pravcap... 2ay — ax+a+ 6y + 9x
-3=0.

Rjesenje: Zapisimo najprije jednadZbu pravca p u obliku p... (9 —a*)x + (6 + 2a)y + a — 3 = 0, pa odavde odmah
a-9 (a-3)(a+3) a-3

dobivamo k = =
2a+6 2(a+3) 2

103S. Odredite ukupan broj svih razlicitih realnih rjesenja jednadZbe X —x -2x=0.
RjeSenje: Lijevu stranu zadane jednadZbe moZemo faktorizirati ovako:

o -2x=x (- - =x- (P2 - =x [P P+ D=2 P D] =x- P+ D (P -2)
Tako vidimo da zadana jednadZba ima tocno tri razli¢ita realna rjeSenja: x; = —v2 ,x, =01 x3 = V2.

1036. Povrsina pravokutnika je 168 cm?, a opseg mu je 52 cm. Kolika je duljina dijagonale
pravokutnika?

Rjesenje: Neka su a i b duljine stranica pravokutnika. Iz podataka iskazanih u zadatku mozZemo postaviti
sljedec¢i sustav jednadzbi:

2a+2b=52
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ab = 168.

1z prve jednadZbe toga sustava slijedi a + b = 26. Kvadriranjem te jednakosti dobijemo a* +2ab + b*=676. U tu

jednakost uvrstimo ab = 168, pa dobijemo a* + b = 340. Stoga je traZena duljina dijagonale d = va’ +b*> =

V340 = 2/85 cm.
1037. Rijesite jednadZbu: log4(1 + 5 loga(x — 3)) = 2.
Rjesenje: Imamo redom:

1+5log(x—3)=4
1+5logy(x—3)=16
5logy(x—3) =15
logy(x—3)=3
x-3=2}

x-3=8

x=11

4 3
1038. Odredite imaginarni dio kompleksnoga broja z = (;Jr;) + (l+i\/§ ) .

—4i
Rjesenje: Izratunajmo najprije (1 +i)*i (1+ i\/§)3 . Imamo:

A+ =[(1+ D) = (1 +2i+ 7 = (20) = 4i° = 4

A+iV3)P =P +3-1 i3 +3-1-(1W3)* + (iW3)’ = 1+33i + 332 +33° = 1+33i-3-33i = 2.

Tako je zadani kompleksan broj jednak

e gy THGHAD , Cl2716i ) -Dd-l6, c12-16i 6216,
3-4i (3—4i)(3+4i) 9-16i 9+16 25 25 25

ajelmz= —1—6
paJ 25

1039. Cijena nekoga proizvoda uvecana je za 11%, pa sad iznosi 99 kn 90 lp. Izracunajte
cijenu toga proizvoda prije poveéanja.

Rjesenje: Neka je ¢ traZena cijena. Tada je cijena nakon povecanja jednaka ¢ + % c=c+0.11-c=1.11"-c.
Tako iz jednadzbe 1.11 - ¢ = 99.9 slijedi ¢ = 90 kn.

1040. Duljine kateta pravokutnoga trokuta odnose se kao 3 : 4. Ako je povrsina toga trokuta
Jjednaka 150 cm’, izracunajte njegov opseg.

Rjesenje: Neka su standardno a i b duljine kateta, a ¢ duljina hipotenuze trokuta. Iz podatka a : b = 3 : 4 slijedi
da postoji jedinstven (strogo pozitivan) realan broj k takav da je a = 3k i b = 4k. Te izraze, zajedno s P = 150,

1
uvrstimo u formulu P = —ab, pa dobijemo:
1
150 = —- 3k - 4k,
2

a otuda je k* = 25, odnosno (zbog k > 0) k = 5. Stoga su duljine katetaa =3 - 5=15cmib=4-5 =20 cm, pa je

duljina hipotenuze (prema Pitagorinu poucku) ¢ = \/ a’+b* = \/ 157 +20% =+/225+400 = /625 = 25 cm. Tako
je opseg zadanoga trokuta jednak O =a+ b+ ¢ =15 + 20 + 25 = 60 cm.
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1041. Kugla polumjera 41 cm presjecena je ravninom koja je od sredista kugle udaljena 9
cm. Izracunajte povrsinu presjeka kugle i ravnine.

Rjesenje: Presjek kugle i ravnine je kruznica. Oznac¢imo s r njezin polumjer. Odredenosti radi, neka je S srediste
zadane kugle, S, srediSte navedene kruznice, a AB neki njezin promjer. Promotrimo pravokutan trokut SS1A (s
pravim kutom kod vrha S;). U njemu je ISS;| = 9 cm, IS,Al = r i ISAl = 41 cm, pa primjenom Pitagorina poucka
dobivamo:

9+’ =417

odnosno 7 = 41> — 9* = 1600. Tako je traZena povriina presjeka jednaka P = r°m = 1600% cm’.

1042. Tri metalne kocke cije su osnovice redom duge 30 cm, 40 cm i 50 cm pretaljene su u
Jjednu kocku. Izracunajte duljinu brida te kocke.

RjeSenje: Obujam dobivene kocke jednak je zbroju obujmova triju pretaljenih kocaka:
V=30 +40’ + 50° = 216 000 cm’.

Ozna¢imo li s a trazenu duljinu brida, onda iz jednadzbe @’ = 216 000 slijedi a = 60 cm.

1 -2
25‘92+(j
4

/490

1043. Izracunajte vrijednost brojevnoga izraza:

Rjesenje: Imamo redom:

1 ) 1 )
L Lo
25924~ | 2532 4| =

(4] ~ &) (fj 0253427 _25:3+2° 75416 91 13 _13J10

/490 V4910 J49 1o 7410 7410 7410 V1o 10

1044. Tek posjeceno stablo sadrZi 31 % vode. Nakon tromjesecnog susenja maseni udio vode
iznosi 8%. Kolika je masa stabla nakon susSenja ako tek posjeceno stablo ima masu 400 kg?

Rjesenje: U tek posje¢enom stablu ima 100% — 31% = 69% suhe tvari. Stoga je masa suhe tvari u 400 kg tek

posjecenoga stabla jednaka m = % 400 = 276 kg. Tih 276 kg ¢ini 100% — 8% = 92% ukupne mase stabla

nakon suSenja. Oznac¢imo li traZzenu masu s m,, onda iz jednadZbe % - my =276 dobivamo m, = 300 kg.

1045. Koliko vode treba dodati u 3 litre 15 %—tne otopine da bi se dobila 8%—tna otopina?

RjeSenje: Primijenjujemo jednostavan ra¢un smjese, tj. "pravilo zvijezde":

Dakle, otopinu i vodu treba pomijesati u omjeru 8 : 7, tj. treba uzeti 8k 15%—tne otopine i 7k vode (za neki

k € R"). Budu¢i da obujam otopine iznosi 3 litre, iz jednadzbe 8k = 3 dobivamo k = % , pa traZena kolic¢ina vode

iznosi 7 % = % =2.625 litara (= 26.25 dI).
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1046. Krivulja y = ax’ + bx + c, gdje su a, b, c € R realni parametri, prolazi tockama
A=(0,3),B=(-1,2)i C=(2, 11). Izracunajte 3a + 2b + c.

RjeSenje: Budu¢i da svaka od tocaka pripada krivulji, njezine koordinate moraju zadovoljavati jednadzbu
krivulje. Za to¢ku A dobivamo:

3=a-0"+b-0+c,
za tocku B
2=a- (-1 +b-(-1) +c,
a za tocku C
ll=a-2°+b-2+c.

Te tri jednadZbe daju sljedeci sustav triju linearnih jednadZbi s tri nepoznanice:

da+2b+c=11
a-b+c=2
c=3.

Uvrstimo li ¢ = 3 u prvu i drugu jednadzbu sustava, dobit ¢emo:

da+2b=38
a-b=-1,
odnosno
2a+b=4
a-b=-1

Zbrajanjem tih jednadZbi dobivamo a = 1, a oduzimanjem b =-2. Stogaje 3a +2b+c=3-1+2-(-2) +3=2.
1047. Odredite ukupan broj realnih rjesSenja jednadzbe log(x —2) = 2 log (x — 3) — log(x — 1).

RjeSenje: Zadanu jednadZbu moZemo zapisati u obliku log(x — 2) + log(x — 1) = 2 log(x — 3), odnosno u obliku
log[(x — 2)(x — 1)] = log[(x — 3)]*. Izjednatavanjem logaritmanada dobivamo x* — 3x + 2 = x* — 6x + 9. Odavde je

X = % Ali, zax = % izraz log(x — 3) nije definiran, a kako drugih kandidata za rjeSenje nema, zakljucujemo da

polazna jednadzba nema niti jedno realno rjesenje.

1048. Napisite neku kvadratnu jednadZbu s cjelobrojnim koeficijentima cije je jedno rjesenje
x=3-2i.

Rjesenje: Primijenit ¢emo Cinjenicu da ako je z € C rjeSenje kvadratne jednadZbe s realnim koeficijentima, onda

jei ereﬁenje te iste jednadZzbe. U naSem slucaju to znaci da su brojevi x i x = 3 + 2i sva rjeSenja traZene
kvadratne jednadzbe. Zbroj tih dvaju brojeva jednak je 6, a umnozak 3% — (2i)*> = 9 + 4 = 13, pa prema Viéteovim
formulama slijedi da traZena jednadZzba glasi:

X—6x+13=0.

X +6x+9 1

-9 3—x

1049. Pojednostavnite izraz:

Rjesenje: Imamo redom:
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¥ 4+6x+9 1 (x+3) PN
¥ =9 3-x (x=3)x+3) @=x)=—x+3).
1050. Rijesite nejednadzbu: _ >0.
x+2 x—-4

RjeSenje: Svodenjem na zajednicki nazivnik dobivamo:

x—4—-(x+2) S
(x+2)(x—4)

s

odnosno

_—62()
(x+2)(x—4)

Lijeva strana ¢e biti nenegativan realan broj ako i samo ako vrijednost izraza (x + 2)(x — 4) bude strogo manja od
nule. Tako iz

x+2)(x-4)<0
slijedi x € (-2, 4), i to je skup svih realnih rjeSenja polazne nejednadzbe.

1051. Odredite skup svih realnih rjesenja jednadzbe (x* —x-pP =1,

RjesSenje: Prirodan broj 1 moZemo dobiti ili kao a, za svaki a € R*, ili kao 1%, za svaki b € R ili kao (—1)2" za
svaki k € Z. U skladu s tim razlikovat ¢emo tri slucaja:

Lyx-x*=0

Rjesenja ove jednadzbe su x; = 0 i x, = 1. Uvritavanjem tih brojeva u polaznu jednadzbu dobit éemo (—1)° i taj
broj je identicki jednak 1. Prema tome, x; = 0 i x, = 1 su rjeSenja polazne jednadzbe.

) -x-1=1

Ova jednadzba je ekvivalentna jednadzbi ¥-x-2=0 ¢ija su rjeSenja x; = —1 i x, = 2. Medutim, za x = 2 izraz

v x—x" nije realan broj, pa ta vrijednost nije rjeSenje polazne jednadZbe. Stoga u ovom slu¢aju dobivamo samo
jedno rjesenje: x = —1.

3)x —x—1=-1ivx—x" je paran cijeli broj

Iz x* — x — 1 = -1 slijedi x* — x = 0, §to je sludaj 1. Prema tome, u ovom slu¢aju ne dobivamo niti jedno novo
rjesenje.

Zakljucimo: skup svih realnih rjeSenja polazne jednadzbe je S = {-1, 0, 1}.

2 2
a —b
1052. Pojednostavnite izraz: ———.
J a’—a—-b-b*
Rjesenje: Imamo redom:
a-b>  (a-b)a+b) _  (a—b)a+b) _ (a-b)a+b) _ a-b

@ —a-b-b a*—b*—(a+b) (a-b)a+b)—(a+b) (a+b)a—-b-1) a-b-1

1053. S kojim od sljedecih brojeva nikada nije djeljiv broj n—8(ne N):4,5,7ili23?
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Rjesenje: Lako se vidi da je za svaki paran prirodan broj n € N broj n* — 8 djeljiv s 4 (jer su i n” i 8 djeljivi s 4).
Nadalje, za n = 8 je n* — 8 = 56, a taj broj je djeljiv sa 7. Napokon, za n = 10 je n* — 8 = 92, a taj je broj djeljiv s
23. Stoga n’ — 8 nikada nije djeljiv s 5. To je ¢ak lako i dokazati jer kad bi postojao k € N takav da je n’ - 8 = 5k,
onda bi n* bio oblika 5k + 8, a taj broj zavr3ava ili s 3 (za neparne ) ili s 8 (za parne k). No, kvadrat prirodnoga
broja ne moze zavrSavati niti s 3 niti s 8, nego s to¢no jednim od elemenata skupa {0, 1, 4, 5, 6, 9}.

n n n
1054. Pojednostavnite izraz: (1 ] + 6[2J +6 (3) .

Rjesenje: Zadani je izraz jednak

_ 3 _ . _ 2 _ 3_ 2
n+6n+6n :£+6.n(n 1)+6.n(n 1)-(n 2):n+6~n n+6.n 3n +2n:
1 2 3) 1 2! 3! 2 6

=n+3n*-3n+n’-3n*+2n=n’

! 12!
1055. Rijesite jednadibu; ———=—=""_.
(n—4)! (n-2)!

Rjesenje: Odmah primijetimo da zadana jednadZzba ima smisla samo za prirodne brojeve n > 4. PomnoZimo
(n-2)!

zadanu jednadzbu s ’
n!

, pa ¢emo dobiti:

(n-2)!
(n—4)!

Kako je
m-!l=n-4)!-(n-3) (n-2),
posljednja jednadzba je ekvivalentna jednadzbi
n-3)n-2)=12,

a ova kvadratnoj jednadzbi n* — 51— 6 = 0. RjeSenja te jednadzbe su n; = —1 i n, = 6, ali zbog uvjeta n > 4 u obzir
dolazi samo n, = 6. Taj je broj ujedno i jedino realno rjeSenje polazne jednadZzbe.

1056. Zbroj znamenaka dvoznamenkastoga prirodnog broja x jednak je 12. Podijelimo li broj
x njegovom znamenkom jedinica, dobit éemo kolicnik 8 i ostatak 1. Odredite x.

RjeSenje: Budu¢i da je, prema uvjetima zadatka, x dvoznamenkast prirodan broj, postoje jedinstveni prirodni
brojevia € [9]1b e [9] LU {0} takvi da je x = 10a + b. Znamo da je a + b = 12. 1z ¢injenice da x pri dijeljenju s b
daje kolicnik 8 i ostatak 1 slijedi da je x = 86 + 1, tj. 10a + b = 8b + 1. Tako smo dobili sustav dviju linearnih

jednadzbi s dvije nepoznanice:

a+b=12
10a-Tb=1

Rjesenje toga sustava je a =5, b =7, pa je traZeni broj jednak x = 10a + b = 57.

1057. Ako se duljina jedne stranice pravokutnika uveca za 25%, za koliko postotaka treba
smanjiti duljinu druge stranice tako da povrsina pravokutnika ostane nepromijenjena?

Rjesenje: Iskoristit ¢emo formulu za odredivanje postotka sukcesivne promjene osnovne velicine:
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R=100-| 1+ 20 |.[ 1+ 22| [ 1+ 22 |-100
100 100 100

Zahtjev da povrSina pravokutnika ostane nepromijenjena ekvivalentan je s R = 0. UvrStavanjem R =0, n =2 i
p1 =+25 u tu formulu dobivamo jednadZbu

0=100-[ 1422 [ 1422 | ~100
100 100

iz koje je p, = —20. Stoga duljinu druge stranicu pravokutnika treba smanjiti za 20%.

% . .2 2006
1058. Izracunajte i - i - ... - i7" .
sy . . 0+ 2+ ...+ 2006 2% 1+2006) 1003 - 2007 10032007 4 - 250 + 312007 32007 2007
RjeSenje: Izraz je jednak i =1i? =i =@ )T = YU =) =) =

(12007 207 ()L Sy B = () - () = i

1059. Izracunajte ® — 7 ako su ® i 7 rjeSenja sustava

iz+w=1

7—iw=2—1

RjeSenje: Neka suz=a + bii = c + di, gdje su a, b, ¢, d € R. UvrStavanjem tih jednakosti u gornji sustav
dobivamo:

i(a+bi)+(c—di)=1
(a-bi)—i(c+di)=2—i

odnosno

(c-b)+(@a-di=1
(@a+d)—(b+c)i=2—i.

Izjednacavanjem realnih i imaginarnih dijelova u obje jednadZbe dobivamo sljede¢i sustav Cetiriju linearnih
jednadzbi s Cetiri nepoznanice:

-b
-d
d
c

S Q@0
+ +

1l
—_N O =

Zbrajanjem prve i Cetvrte jednadZbe dobivamo ¢ = 1, pa je b = 0. Takoder, zbrajanjem druge i trece jednadZbe
dobivamoa=1,pajed=1.Takojez=11iw=1+1, paje konano w—-z=(1+i)—-1=1i.

1060. Pomocu dviju cijevi neki se bazen moZe napuniti za tri sata. Pritom je za punjenje
bazena samo pomocu prve cijevi potrebno 8 sati vise nego samo pomocu druge cijevi. Za
koliko sati druga cijev sama napuni bazen?

Rjesenje: Neka je 7 trazeno vrijeme. Tada je  + 8 vrijeme za koje prva cijev sama napuni bazen. U jednom satu

e 1 1 2t+8 2t+8  6r+24
obje cijevi zajedno napune —+——= —_— =
t t+8 t(t+8) t(t+8) t({t+8)

Kako taj dio mora biti cijeli bazen, dobivamo jednadzbu:

dio bazena.

dio bazena, pa za 3 sata napune 3-

6r+24 |
1(t+8)
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koja je ekvivalentna kvadratnoj jednadzbi
£+2t-24=0.
Rjesenja ove jednadzbe su t; = —6 i t, = 4. RjeSenje #; ne dolazi u obzir (jer vrijeme mora biti nenegativan realan

broj), pa preostaje t = 1, = 4 sata.
1061. Odredite najvecu vrijednost realne funkcije f : R — R definirane formulom

fx)=k+1l-Ilx-2l

Rjesenje: Kriticne tocke dobivamo iz x + 1 =01 x — 2 = 0, pa zakljuujemo da se radi o x; = -1 i x, = 2. Stoga
funkciju razmatramo na intervalima (—oo, —1), [-1, 2) i [2, +00).

1) x € (—oo, 1)

Naovome jeintervalu lx+ ll=—(x + 1) =—x—-lilx - 2l=—(x—-2)=2-xpajefix) =—x—-1-(2 - x) =-3.
2)xe [-1,2)

Na ovome jeintervalu lx + ll=—(x + 1) =—x—-lilx-2l=x-2pajefix) =—x -1 -(x-2)=-2x+ 1.
3) x € [2, +o0)

Na ovome je intervalu lx+ ll=x+ lilx—2l=x-2pajefix) =x+ 1 -(x—2)=3.

Stoga graf zadane funkcije izgleda ovako:

Prema tome, najveca vrijednost zadane funkcije jednaka je 3.
1062. Odredite ukupan broj razlicitih realnih rjesenja jednadZbe Ix| = Ix + 2.

RjeSenje: Nacrtajmo u pravokutnom koordinatnom sustavu u ravnini grafove funkceija f(x) = Ixl i g(x) = lx + 2l.
Dobivamo:
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N S
N

Navedeni grafovi imaju to¢no jednu zajedni¢ku toc¢ku: T = (-1, 1), pa polazna jednadZba ima to¢no jedno realno
rjeSenje: x = —1.

1063. Iz kruZne ploce izrezan je jednakostranican trokut maksimalne povrsine. Koliko
postotaka povrsine te ploce iznosi otpadak?

RjeSenje: Neka je R polumjer kruZzne ploce. Tada je R zapravo polumjer kruZnice opisane izrezanom

)a:x/g - R, pa je

NG

2
povrsina trokuta Py = %x/— = %Rz . Budu¢i da je povrina ploée P, = R°T, postotak otpatka jednak je

jednakostrani¢nom trokutu. Stoga je duljina stranice toga trokuta jednaka (zbog R =

33
p-p BT R 4 3f3
T

= > =~(0.586503 = 58.65%.
P R°7

1064. Mjerni broj povrsine nekoga kruga jednak je duljini njegova promjera. Izracunajte
opseg toga kruga.

Rjesenje: Neka je R polumjer toga kruga. Buduéi da je povrSina brojéano jednaka promjeru kruga, moZemo

pisati: R?m = 2R, a odavde dijeljenjem s R7 dobivamo R = 2 . Stoga je opseg kruga jednak O =2Rnt =2 - ES =
V4 V4

=4.

1065. U jednakokracan pravokutan trokut upisan je kvadrat tako da dva njegova vrha leZe na
hipotenuzi, a dva na katetama. Izracunajte duljinu stranice kvadrata ako je duljina hipotenuze
Jjednaka c.

RjeSenje: Nacrtajte sliku! Neka je ABC zadani jednakokracan pravokutan trokut (s pravim kutom pri vrhu C),
neka suD € AC, E, F € AB1 G € BC uzastopni vrhovi upisanoga kvadrata i neka je a traZena duljina stranice

kvadrata. Trokut DAE je pravokutan (jer je DE 1 AB) i jednakokracan (jer je kut kod A jednak 45°), pa je IAEl =
IDE| = a. 1z analognih je razloga |IFBl = |IFG| = a. Tako iz |AE| + |IEF| + |FBI = |AB| uvrStavanjem |AE| = |[EF| =

IFBl = ailAB| = ¢ dobivamo jednadZbu 3a = c, a odavde je a = % .

1066. Odredite ukupan broj razlicitih realnih rjeSenja jednadzbe \x+7 —~2x =1.
RjeSenje: Jednadzbu najprije zapi§imo u obliku
Jx+7 =2x+1.

Obje strane dobivene jednadZbe su nenegativni realni brojevi, pa kvadriranjem dobivamo:

X+T7=2x+2~2x +1,
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odnosno

2m=6—x.

Kvadriramo i ovu jednadzbu (pri ¢emu moramo pripaziti da dobiveno rjeSenje zadovoljava nejednakost
6 —x = 0), pa dobivamo:

x*—20x + 36 = 0.
Rjesenja ove kvadratne jednadZbe su x; =21 x, = 18. No, x, = 18 ne zadovoljava nejednakost 6 — x, = 0, pa to
rjeSenje ne dolazi u obzir. Stoga je jedino realno rjesenje zadane jednadZzbe x = 2, tj. traZeni je broj jednak 1.
Lo . . . 1
1067. Izracunajte vrijednost brojevnoga izraza log, —-log, 16.
2 3

2

Rjesenje: Prelaskom na dekadsku bazu dobivamo:

1
lOgE.log16:10gl—log27. log(2) _ -log27 4log2 _, log(3") _, 3log3 _

lo i~lo 16=
ggz g% . 1 logl-log2 logl-log3 —log2 log3 log3 log3
: ogE logg

12.

1068. Odredite ukupan broj realnih rjeSenja jednadzbe logs(5* —24) =2 — x.
RjeSenje: 1z zadane jednadzbe antilogaritmiranjem dobivamo:
5°-24=5""
a odavde je mnoZenjem s 5*
5%-24.5°-25=0.
Stavimo li ¢ = 5%, dobivamo kvadratnu jednadZbu F—24r-25=0 ¢ije je jedino strogo pozitivno rjeSenje t = 25 (
t = -1 ne dolazi u obzir jer je = 5" > 0 za svaki x € R). Tako iz 5" = 25 slijedi x = 2, pa zadana jednadZba ima

tocno jedno realno rjeSenje: x = 2.

1069. U sjecistima krivulja K;... 3x — 2y — 6 =01i K;... y2 = 6x poloZene su tangente na
krivulju K,. Odredite sjeciste tih tangenata.

RjeSenje: Odredimo najprije sjecista zadanih krivulja. U tu svrhu rije§imo sustav

3x-2y-6=0
2
y =6x

PomnoZimo li prvu jednadzbu s 2, dobit ¢emo:
6x =4y + 12,
pa uvrstavanjem u drugu jednadzbu dobivamo kvadratnu jednadZzbu

Y —4y-12=0

¢ija su rjeSenja y; = —2 iy, = 6. Pripadne vrijednosti nepoznanice x su x; = éylz = % ix;= éyzz = 06, pa je rije¢ o

toCkama S, = (%,—ZJ 15, = (6, 6). Budu¢i da je K, parabola oblika y2 = 2px, jednadzba tangente u tocki T = (xr,

yr) te parabole glasi:
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yyr = plx + xq).

Stoga je jednadzba tangente na krivulju K, u tocki S (pri ¢emu je 2p = 6, odnosno p = 3):
t...2y= 3(x+z),
3
odnosno

tl...y=—%x—1.

Analogno je jednadZba tangente na krivulju K, u tocki S,:
... 6y=3(x+06),

odnosno
1
Hh...y=—x+3.
2... Y >

SjeciSta tangenata ¢, i #, dobivamo rjeSavajuéi sustav:

3
=——x-1
YT
1
=—x+3
Y 2

Taj je sustav najlakSe i najbrZe rijeSiti metodom usporedbe (komparacije). Lijeve strane obiju jednadzbi su
jednake, pa takve moraju biti i desne strane:

otkuda je

Stoga je pripadna vrijednost nepoznanice y jednaka % - (=2) + 3 =2, pa je sjeciSte tangenata tocka S; = (-2, 2).

1070. Izracunajte kut izmedu krivulja K ... X+ y2 =2iK... y2 =X.

RjeSenje: TraZeni je kut jednak Siljastom kutu izmedu tangenata povucenih na krivulje u bilo kojemu njihovu
sjeciStu. Stoga najprije odredimo barem jedno sjeciSte zadanih krivulja. U tu svrhu rijeSimo sustav:

x2+y2=2
Y=x

Uvrstavanjem druge jednadZbe u prvu dobiva se:
¥ +x-2=0.

Rjesenja ove kvadratne jednadzbe su x; = -2 i x, = 1. Odaberimo x, = 1 i izraCunajmo pripadnu vrijednost
nepoznanice y:

y=1,
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a odavde je y; =-11y, = 1. Odaberimo y, = 1, tj. sjeciSte S = (1, 1), pa odredimo koeficijente smjera tangenata.
Uoc¢imo da je krivulja K kruZnica sa srediStem u ishodistu, pa je koeficijent smjera tangente na nju u bilo kojoj
njezinoj tocki T = (x7, yr) jednak

odnosno u sluéaju tocke S = (1, 1) k, = —1. Nadalje, krivulja K, je parabola oblika y* = 2px pa je koeficijent
smjera tangente na nju u bilo kojoj njezinoj tocki T = (x7, y7) jednak

1 1
$to u nasem slucaju (za p = ) ixp=yr=1)dajek,= 5" Oznacimo li trazeni kut s o, onda uvrStavanjem k; = —1

1
ik,= 5 u jednakost

dobivamo tg o = 3. Odavde je oo = 71.5650511770779893515721937204533° = 71°33'54".

.a 2 . . a-—b
1071. Ako je =—, izracunajte
a— 3
RjeSenje: 1z zadane jednakosti slijedi 3a = 2a — 2b, odnosno a = —2b. Tako je a ;b = _Zi_b =-3.
L
108 3
1072. Izracunajte —————— .
97'7.30.25
RjeSenje: Imamo redom:
L 1
1083 1083 9'? o3 33 _2_32_9

1 1 1 1

1 1
97%.0.25% 1083.0.25° (108-0.25)3 273 (3%)3

1

971%.3/0.25

1073. Duljina promjera kruznice je 12 cm. Izracunajte duljinu one njezine tetive kojoj
odgovara obodni kut od 60°.

RjeSenje: TraZena je duljina / = 2R sin 2 gdje je R polumjer kruZnice, a o srediSnji kut. Prema poucku o

obodnom i sredi$njem kutu nad istom tetivom vrijedi jednakost oo = 2B, gdje je P obodni kut. Zbog toga je
[ = 2R sin B. UvrStavanjem 2R = 12 i B = 60° kona¢no dobivamo [/ = 6 V3 cm.

1074. Neka su A i B zajednicke tocke krivulja K;... X - 2y2 =2iK...x-2y+4=0.
Odredite jednadibu simetrale duZine AB .

RjeSenje: Odredimo najprije koordinate to¢aka A i B. U tu svrhu rijeS§imo sustav

x2—2y2=2
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x-=2y+4=0
1z druge jednadZbe je x = 2y — 4 pa uvrStavanjem u prvu jednadzbu dobivamo:
Qy-47-2"-2=0,
odnosno nakon kvadriranja i reduciranja
2
y-8+7=0.

Odavde je y; = 11y, =7, pa su pripadne vrijednosti nepoznanice x jednake x; = 2y; —4 =-21ix, =2y, — 4 = 10.
Stoga mozemo oznaciti: A = (-2, 1), B = (10, 7). Simetrala duZine Ab prolazi poloviStem te duZine okomito na

+ +
pravac kroz A i B. Poloviste duZine AB je P = [xl_zxz’ %J = (4, 4), a koeficijent smjera simetrale s
o= L =M
A ks Y2 =V

Stoga je traZzena jednadzba simetrale s
S...y—4==-2(x-4),
odnosno
s...2x+y—-12=0.
+2006

1075. Zadan je kompleksan broj 7 =—————. Odredite Z.
A+2)3-i0)

Rjesenje: Izra¢unajmo zasebno brojnik, a zasebno nazivnik navedenoga razlomka. Buduéi da je 2006 : 4 = 551 i
ostatak 2, to je

PO _ 2 g
Nadalje je
(1+20B-i)=3+5i-2"=5+5i=5-(1+i).

Zbog toga je

111 1+i 1od+i 1140 1 1,

—_——— =]

1
S51+i S1+i S 1-i 5 1-id+i) 51-i# 5 2 10 10 °

1076. Nazivnik nekoga razlomka je za 700 veci od brojnika. Potpunim skracivanjem razlomka

s prirodnim brojem n dobije se razlomak % . Odredite n.

RjeSenje: Neka je x nazivnik polaznoga razlomka. Tada je brojnik toga razlomka jednak x — 700. Budu¢i da je

.. . 3 Y o
vrijednost razlomka jednaka 7 moZzemo pisati:

Odavde slijedi
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Tx — 4900 = 3x,

odnosno x = 1 225. Tako iz jednadzbe 1225 : n =7 dobivamo n = 1225 : 7= 175.

x+2005 X 2006

1077. Rijesite nejednadzbu: < .
x+2006 x+2007

Rjesenje: Nejednadzbu najprije transformiramo ovako:

x+2005 _ x+2006 _
x+2006 x+2007
(x+2005)(x +2007) — (x +2006)* <0
(x+2006)(x+2007)
x* +4012x+2007 - 2005 — x> —4012x — 2006° <
(x+2006)(x +2007)
(2006 +1) - (2006 —1) — 2006° <
(x+2006)(x +2007)
2006° —1-2006
(x+2006)(x+2007)
-l <0
(x+2006)(x+2007)

0

Vrijednost posljednjega razlomka ¢e biti nepozitivna ako i samo ako njegov nazivnik bude strogo pozitivan. To
znaci da mora vrijediti nejednakost

(x +2006)(x +2007) > 0.

Odavde lako dobivamo x € R\ [-2007, —2006].

1078. Racionalizirajte nazivnik razlomka:

1
PB+2-2-1

Rjesenje: Imamo redom:

1 1 1 1
P21 Ya2+42-V2-1 da2+82-V2-1 24248221
_ 1 _ 1 _ V2-1 _ 2
f2.(2+D-G2+) §2+D)-@2-1) (2-1)-(2+)-@2-1)  @-D-@2-D
Va-1_@2yr-1_@2-1-d2+n _,

= = = =42+1

f-1 -1 2-1 V2

1079. Ako je log,,y = -2, izracunajte log y.

3
RjesSenje: 1z zadane jednakosti slijedi

1 p—
log, (xy)

odnosno

© Bojan Kovaci¢ 631  Tehnicko veleuciliSte — Elektrotehnicki odjel, Zagreb



Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike — 2. dio

Odavde je logyx = —% . Stoga je

1 1 1

logx y: = =
; logvz log)-x_logy y _E_l

2
-

1080. Tocka M ima svojstvo da je njezina udaljenost od bilo kojega vrha jednakostranicnoga

trokuta ABC jednaka J13em, a njezina udaljenost od bilo koje stranice istoga trokuta 2 cm.
Kolika je udaljenost tocke M od ravnine u kojoj leZi trokut ABC?

RjeSenje: Postavljeni zadatak je ekvivalentan sljedeéem: Zadana je pravilna uspravna trostrana piramida ¢iji je

bocni brid dug b = V13 cm, a bocna visina v, = 2 cm. Izracunajte visinu te piramide. Ozna¢imo s a duljinu
osnovnoga brida te piramide. Iz jednoga od jednakokracnih trokutova koji tvore pobocje piramide slijedi:

2
b= (%j +vf,

pa uvrStavanjem b = /13 i v, = 2 dobivamo a = 6 cm. Boc¢ni brid, polumjer osnovki opisane kruZnice i visina
piramide tvore pravokutan trokut:

2
p= [i +
ks

pa uvrStavanjem b = \/E i a =6 dobivamo & = 1. Stoga je trazena udaljenost jednaka 1 cm.

1081. Odredite vrijednost realnoga parametra a € R za koju je zbroj kvadrata rjesenja
JjednadZbe X —ax+a*=3a+2 najveci.

RjeSenje: Prema Viéteovim formulama zaklju¢ujemo da za rjeSenja x, i x, zadane jednadZbe vrijede jednakosti:

X1+Xxy=a
2
X -Xx=a —-3a-2

Odatle slijedi:
x12 +x22 =(x +x2)2—2x1x2 = a2—2(a2—3a—2) =—a’+6a+4.

Taj izraz — kao kvadratna funkcija varijable a — poprima najvecu vrijednost za a = —%1) =3.

1082. Pojednostavnite izraz: 2—sm' 4x ctg2x .
sin4x

Rjesenje: Koriste¢i adicioni poucak za sinus dvostrukoga kuta imamo redom:
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2~ (2sin?2 > .cos2x
2-sindxctg2x 2 (BSIN2XCOS20) L T 5 dcos?2r  2(l-cos’2x) | 2sin’2x  sin2x

= = =tg 2x
sin4x sin4x sin4x sin4x 2sin2xcos2x  cos2x &

3
1083. Duljina hipotenuze pravokutnoga trokuta iznosi 25 cm. Ako je tg oL = 37, izracunajte
zbroj duljina kateta toga trokuta.

Rjesenje: Neka su a i b duljine kateta toga trokuta. Iz zadanih podataka dobivamo sljedeci sustav jednadzbi:

1z prve jednadzbe je a = % b, pa uvrStavanjem u drugu jednadzbu dobivamo:

2
(%bj + b* =625,

aodavde je b = 7. Stoga je a = 24, pa je trazeni zbroj duljina kateta jednak 24 + 7 = 31 cm.

1084. x i y su strogo pozitivni i medusobno reciprocni brojevi. Ako se vrijednost broja x uveca
za p%, kako treba promijeniti vrijednost broja y pa da dobiveni brojevi takoder budu
reciprocni?

Rjesenje: To §to su x i y medusobno recipro¢ni brojevi znaci da je xy = 1. Neka je p, postotak promjene broja y.

Tada moZemo pisati:
)4 P
X+—x || y+—y |=1,
[ 100 j[y 100 y]

odnosno
x.y.[HL (121,
100 100
ataj izraz je — zbog xy = 1 — ekvivalentan s
R N Py Y
100 100

00- .
P , Sto znaci da vrijednost broja y treba smanjiti za 00- p %
100+ p 100+ p

1085. Izracunajte velicinu Siljastoga kuta kojega zatvaraju kazaljke sata u pet minuta do
dvanaest sati.

Odavde se dobiva p; = —

Rjesenje: U 12:00 sati mala i velika kazaljka se poklapaju, tj. zatvaraju kut od 0°. U jednom satu velika kazaljka
1
opise kut od 360°, pa u 5 minuta = S :iz sati opiSe kut od o 360° = 30°. Mala kazaljka u jednom satu opiSe

o

30
12 puta manji kut, tj. B

= 2.5°. Stoga je trazeni kut jednak 30° — 2.5° = 27.5°= 27°30".
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1086. Duljina brida kocke jednaka je a (a > 0). U kocku je upisan uspravan kruzni stoZac tako
da je njegova osnovka upisana jednoj strani kocke, a vrh ujedno i srediste toj strani
nasuprotne strane kocke. Izracunajte omjer obujmova kocke i stosca.

Rjesenje: Polumjer osnovke stoSca R jednak je polumjeru kruga upisanoga kvadratu stranice a, a taj je jednak

a .. v . . . v s . .
> Visina stoSca jednaka je a, pa je trazeni omjer jednak:

2
Vie: V= (d): B(gj ;m}: 12: 7

1087. Neka je A najmanja, a B najveca vrijednost realne funkcije f : R — R definirane

Sformulom f(x) = \/)c2 —6x+9— \/x2 —4x+4- \/x2 —2x+1 na segmentu [2, 3]. Izracunajte
IA - BI.

RjeSenje: Najprije funkciju f(x) zapiS§imo u sljede¢em obliku:

J) = J(x=3) =J(x=2)> =J(x=1)* =lx =31 —lx =21 — lx — 1I.
Na segmentu [2, 3] vrijede jednakosti:
x-3l=—(x-3)=3-x
x-2l=x-2
k-1ll=x-1
pa je na tom segmentu
f)=3—-x-x-2)-(x-1)=-3x+6.
Ova funkcija je linearna i strogo padajuca (jer joj je koeficijent uz x strogo negativan), pa svoju najvecu
vrijednost poprima na lijevom, a najmanju na desnom rubu segmenta. Stoga je A = f(3) =-3,a B =f(2) =0, pa je
[A-Bl=1-3-01=3.
1088. Rijesite sustav jednadzbi:
a=b"
b=9a
Rjesenje: Uvrstavanjem druge jednadZbe u prvu dobivamo:
a9a — (9a)a7
odnosno
(aQ)u — (9a)a.
Izjednacavanjem baza dobivamo:
@ =9a,

a zbog prirodnoga zahtjeva a > 0 (jer baza potencije mora biti strogo pozitivan realan broj) dijeljenjem s a
dobivamo

a=9.
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Odavde je a = 9 = §/3_2 =43, pajeb=9- 3. Stoga je jedino rjeSenje sustava (a, b) = ((‘/5, 9~§‘/§) .

1089. Kutija sadrZi tocno 10 loptica oznacenih redom brojevima 1, 2, ..., 10. Istovremeno i
slucajno izvlacimo tocno 6 loptica, zapisemo brojeve na njima i poredamo ih po velicini od
najmanjega do najvecega. Izracunajte vjerojatnost da drugi clan tako dobivenoga niza bude
jednak 3.

RjeSenje: Ukupan broj mogucéih ishoda jednak je ukupnom broju razli¢itih nacina da se iz skupa od 10 razli¢itih
10
elemenata izabere 6-eroclani podskup, a taj je jednak [6 ] . Odredimo ukupan broj povoljnih ishoda. Prvi ¢lan

niza moZe biti 1 ili 2, drugi ¢lan mora biti 3, a na 4 preostala mjesta mogu do¢i bilo koja 4 broja od 7 preostalih.
2

1

GGG GG ses oy
&) Ll

3
10y 10987 1098 9.8 3°
J
1090. Odredite (a+b) : (b+c)akojeb:a=2:1ic:b=3:1.

7
Prema nacelu umnog$ka, ukupan broj povoljnih ishoda jednak je [ ][‘J , pa je traZena vjerojatnost jednaka

3

4 1.2-3-4 4

Rjesenje: 1z zadanih razmjera slijedi b = 2a, te c =3b =3 - 2a = 6a. Tako je (a + b) : (b + ) =(a+ 2a) : 2a +
+6a)=3a:8a=3:8.

2log,,12+log 516
log,; 36 —3log, 2

1091. Izracunajte

RjeSenje: Sve logaritme zapisati ¢emo u obliku logsa, pri éemu ¢emo koristiti jednakosti log,(a?) = 2 logya i

log,, a= %Jogb a . Tako redom dobivamo:

—2log512+%10g516
2log, 12+log , 16 2]og_, 12+log , 16 -
5 52 ) 52

2logy,12+log 16 )

log,;36—3log,2  log.36—3log,2  log..36—log,(2)

%log5 36-logs8

210g, 10 210g,
_ —2log;(12)+2log;16 _2(log, 16—log 12) %8515 “8s3 2og. * = 210g. [ 3 o
! log, 6—log. 8 6 3 23 2
log, (36%) —log, 8 0850~ 108s logso logs s s

=2.(-)=-2

1092. Opsezi dvaju krugova odnose se kao 3 : 4, a zbroj njihovih povrsina je 6257 cm?.
Izracunajte povrsinu vecega od tih dvaju krugova.

Rjesenje: Neka su r; i r, duljine polumjera tih krugova. Tada je opseg prvoga kruga O, = 2rix, a opseg drugoga
0, =2nm, pa je O, : O, = 2rm) : (2r,w) = r; : r,. U zadatku je zadano O, : O, = 3 : 4, §to znaci da je
ri : r; =3 : 4. Prema definiciji razmjera postoji strogo pozitivan realan broj k takav da je

r1=3k
)"2=4k.

© Bojan Kovaci¢ 635  Tehnicko veleuciliste — Elektrotehnicki odjel, Zagreb



Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike — 2. dio

Povrsine krugova su redom P, = r° i P, = r; @, pa je njihov zbroj jednak P, + P, = (7 + 1, )n. U tu jednakost

uvrstimo P + P, = 6257 i gornje izraze za ry i r,, pa dobivamo:
6257 = [(3k)* + (4k)]m,
odnosno

25k = 625.

Odavde je k = 5, pa je duljina polumjera vecega kruga r, =4 - 5 = 20 cm i njegova je povrsina jednaka P, =7, T
= 4007 cm”.

1093. Tocka A = (1, y) pripada pravcu p... y =3x + 1, a tocka B = (x, -5) pravcu q... 2x + y +
+ 1 =0. Odredite segmentni oblik jednadzbe pravca kroz tocke A i B.

RjeSenje: Odredimo najprije koordinate to¢aka A i B. U jednadZbu pravca p uvrstimo x = 1, pa dobijemo:
y=3-1+1=4,

te je A = (1, 4). Nadalje, u jednadZbu pravca g uvrstimo y = -5, pa dobijemo:
2x+(-5)+1=0,

a odavde je x = 2. Stoga je B = (2, —5). Jednadzba pravca kroz tocke A i B je

-5-4
x=1),
> 1 (x=1

pPi... y—4:

odnosno
p1---y=-9x+13.

Ova jednadZba zapisana u segmentnom obliku glasi:

X .y
e+ —=1.
pl E 13

9
1094. Kompleksan broj z € C je rjeSenje jednadzbe z + |zl = 2 + 8i. Izracunajte |zI*.
Rjesenje: Neka je z = a + bi, gdje su a, b € R. Tada zadanu jednadZzbu moZemo zapisati u obliku
a+bi+Va*+b* =2 +8i,

a odavde izjednacavanjem realnih, odnosno imaginarnih dijelova dobivamo sustav:

a+ Na*+b* =2
b=38.

Prvu jednadzbu toga sustava mozemo zapisati u obliku
a+b=2-a,
odnosno

@+ b =2 -a),
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pa kad ovamo uvrstimo b = 8 dobijemo
A +64=4-4a+d,

te je a = —15. Tako je konacno

P =(Na* +b* Y =d’ + b’ = (2 - a)’ = (-17)> = 289.

1095. Odredite najveci prirodan broj koji pripada skupu svih realnih rjesenja nejednadZbe
200 _ <300
X <57

Rjesenje: Zadanu nejednadzbu najprije zapiSemo u obliku
()1 < (53100,
pa je traZzeni prirodan broj najve¢i medu svim prirodnim brojevima koji su rjeSenje nejednadzbe
P <5,
tj. nejednadzbe
X< 125.

Kako je 117 = 121 < 125 i 12° = 144 > 125, traZeni prirodan broj je n = 11.

1096. Odredite skup svih vrijednosti realnoga parametra ¢ € R za koje prikaz uredenoga
para (x, y) rjesenja sustava

x—y=2
cx+y=3

u pravokutnom koordinatnom sustavu u ravnini pripada prvom kvadrantu.

RjeSenje: Mi zapravo trazimo skup svih vrijednosti realnoga parametra ¢ € R za koje su rjeSenja zadanoga
sustava strogo pozitivna, tj. za koje istovremeno vrijede nejednakosti x > 0 1 y > 0. Zbrajanjem postavljenih
jednadzbi dobivamo

(c+ Dx=5.
Odavde slijedi da ¢e vrijednost nepoznanice x biti strogo pozitivna ako i samo ako vrijedi nejednakost ¢ + 1 > 0,
tj. ako i samo ako vrijedi ¢ > —1. Za ¢ = 0 dobivamo sustav x — y = 2, y = 3 ¢ije je rjeSenje (x, y) = (5, 3) i to

rjeSenje pripada prvom kvadrantu. Sad prvu jednadZbu pomnoZzimo s —c # 0, pa dobivamo sustav

—cx+cy=-2c
cx+y=3

pa ponovnim zbrajanjem jednadzbi dobijemo (¢ + 1)y = 3 — 2c. Ve¢ smo utvrdili da je ¢ > -1, pa je izraz ¢ + 1
strogo pozitivan. Stoga ¢e vrijednost nepoznanice y biti strogo pozitivna ako i samo ako vrijednost izraza 3 — 2¢

. . . 3 . . 3 . .
bude strogo pozitivna. Tako iz 3 — 2¢ > 0 dobivamo ¢ < 3 Kona¢no, iz c>-1lic< > dobivamo traZeni skup

svih vrijednosti realnoga parametra ¢ € R: (-1, 5 )

215
W2+\B+45
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Rjesenje: Imamo redom:

o5 ois WIS [(B+5)-2V2]
2243435 (BV5)+n2 [(B+5)+22 ][ (B +5)-22 ]
215 [(B3+45)-2v2] 215 [(3+V5)-22] 2415 [ (V3 +45)-242]
W3++5) - (2V2)? 3+2415+5-4-2 215

=V3+5-22

1098. Odredite ukupan broj znamenaka broja x = 416 . 5%

brojevnom sustavu.
Rjesenje: Opcenito, za broj y = (a,a, _ 1...a1d0)19 je ukupan broj znamenaka jednak n + 1, a kako je n = |_10g al,
slijedi da je trazeni broj jednak |_10g x]+ 1. Zato najprije izracunamo:

zapisanoga u dekadskom

log x = log(4'® - 5%) = log(4'®) + log(5%) = 16 - log 4 + 25 - log 5 =~ 27.1072099696478683664961722630715
pajellogx]+1=27+1=28.

1099. Duljina prostorne dijagonale kvadra je za 1 cm dulja od jednoga brida kvadra, za 2 cm
od drugoga, a za 3 cm od tre¢ega. Odredite duljinu te dijagonale.

RjeSenje: Neka je d trazena duljina. Tada su duljine bridova kvadraa =d - 1, b=d -2 i c = d — 3. Zbroj
kvadrata tih duljina mora biti jednak kvadratu duljine dijagonale, pa dobivamo jednadzbu:

@d-1Y+@-2+d-3)=d,
odnosno nakon kvadriranja i reduciranja

&F-6d+7=0.

Rjesenja ove kvadratne jednadzbe su d; = 3 — V2 i d =3+ V2. No, za d; su duljine bridova b i ¢ strogo

negativni realni brojevi, a to je nemoguce. Stoga je jedino moguée d=d, =3 + 2 V2 em.
1100. Duljine stranica trokuta su u omjeru S : 6 : 7. Izracunajte najmanji kut toga trokuta.
Rjesenje: Neka su a, b i ¢ duljine stranica trokuta. Iza : b:c=5:6: 7 slijedi da postoji strogo pozitivan realan

broj k takav da je a = 5k, b = 6k i ¢ = 7Tk, pa zakljuCujemo da je najmanja stranica trokuta a, a to znaci da je
najmanji kut u trokutu kut nasuprot stranici a, tj. kut o.. Primjenom kosinusova poucka dobivamo:

b +c? -a?
coso= ———,
2bc

odnosno

cos 1o (6k)* +(Tk)* —(5k)* _ 36k> +49k* —25k* _ 60k* _ 5
2-(6k)-(7k) 84k> 84k 7'

Odavde je o, = arccos % =44.4153085971929749741112400523565° = 44°24'55".

1101. Izracunajte zbroj svih razlicitih realnih rjesenja jednadzbe 04> =25"
. ” . 5 2. - . N N o .

RjeSenje: Uoc¢imo da je 2.5 = > = (g) =0.4"", pa zadanu jednadZbu moZemo zapisati u obliku
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0427 = 0.47,

a odavde izjednacavanjem eksponenata dobivamo:
2x* - 31 = —x.

Razlikujemo to¢no dva slucaja:
1)2x*-32>0
U ovome je sluéaju 12x* — 3| = 2x* — 3, pa jednadzba prelazi u

2 +x-3=0.
Rjesenja ove kvadratne jednadZbe su x; = —% i x, = 1. Uvjet 2x* — 3 > 0 zadovoljava samo x; = —%, pa je to
ujedno i jedino rjeSenje jednadzbe u ovom slucaju.
2)2x-3<0
U ovome je slucaju 12x% =31 =324, pa jednadzba prelazi u

2 —x-3=0.

Rjesenja ove kvadratne jednadzbe su x; = -1 i x, = 5 Uvjet 2 -3<0 zadovoljava samo x; = —1, pa je to

ujedno i jedino rjeSenje jednadzbe u ovom slucaju.
. o y oy S 3. . . .. 5
Stoga polazna jednadzba ima tocno dva razlicita realna rjeSenja: x; = ) ix, =—1. Njihov je zbroj jednak —5

1102. Izracunajte opseg krivocrtnoga lika koji se dobije kad se iz jedinicnoga kruga izreZe
kruZni isjecak Ciji je sredisnji kut 60°.

. NP . . o 0. 60 1 .5
RjeSenje: Kruzni isjecak kojemu je srediS$nji kut 60° ¢ini 360 :g cijeloga kruga. Opseg preostalih 3 kruga
jednak je O, = % -2-1-7m= %7‘5. Da dobijemo traZeni opseg, ovome opsegu valja pridodati duljine dvaju

polumjera kruga koji odreduju izrezani isjecak. Stoga je O = O; + 2r = % T+2-1= %TE +2.

1103. Ako za svaki x € R vrijedi jednakost f(x2 + 1) =x* + 5x% + 3, odredite f(x2 —1).
Rjesenje: Uocimo da je
a5 +3=+ DP 4300+ D - 1,
paiz
P+ D=+ D*+37+ -1
zakljuéujemo da je fix) = x* + 3x — 1. Tako je

fP-D= -1 +3"-D-1=x"+x"-3.
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1104. Duljine stranica kvadra su tri uzastopna clana geometrijskoga niza. Ako je oploSje
kvadra 32 cm?, a obujam kvadra 8 cm’, izracunajte zbroj duljina svih stranica kvadra.

Rjesenje: Neka su a, b i ¢ duljine stranica kvadra. Cinjenicu da su a, b i ¢ tri uzastopna ¢lana geometrijskoga
niza moZemo zapisati u obliku

b* =ac.
PomnoZimo ovu jednakost s b > 0, pa dobivamo:
b* = abc.

No, abc = V = 8, pa iz jednadzbe b’ = 8 slijedi b = 2. Stoga je ac = b* = 4 pa uvritavanjem O = 32, b= 21 ac = 4
u formulu za oplosje kvadra

O =2(ab + ac + bc)
Dobivamo
32=2-(2a+4+20),
a odavde je
a+c=6.
Stoga je traZeni zbroj jednak O, =4-(a+b+c)=4-[(a+c)+b]=4-(6+2)=32.

1105. Odredite prirodno podrucje definicije (domenu) realne funkcije f: R — R definirane
1

l =
Jormulom  (x) 2 —sin 2006x

RjeSenje: f(x) nije definirana za sve x € R za koje je 2 — sin(2006x) = 0. Medutim, za svaki realan broj a € R
vrijedi nejednakost sin(ax) < 1, pa ta nejednakost posebno vrijedi i za a = 2006, tj. vrijedi sin(2006x) < 1. No,
onda je 2 — sin(2006x) =2 — 1 = 1 > 0, $to znaci da jednadZba 2 — sin(2006x) = 0 nema realnih rjeSenja. Stoga je
D(f)=R.

1106. Koliko prostih brojeva strogo manjih od 100 zavrsava znamenkom 77

Rjesenje: Njih 6, i to su redom: 7, 17, 37, 47, 671 97.

1107. Ako je (x, y) rjeSenje sustava jednadzbi

xy==6
Xy +xy° +x +y=63,

izracunajte X+ y2.
RjeSenje: Drugu jednadZzbu sustava zapisimo u obliku

xy(x +y)+ (x+y) =63,
odnosno u obliku

(x+ y)(xy + 1) = 63,

pa uvrStavanjem xy = 6 dobivamo
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x+y=09.
Stoga je x> + y* = (x + y)* = 2(xy) =81 - 2 - 6 = 69.

1108. Izracunajte ukupan broj razlicitih nacina na koje moZemo poredati slova rijeci POTPIS
tako se da na prva dva mjesta nalaze samoglasnici.

Rjesenje: Samoglasnike poredamo na 2! = 2 razli¢ita nacina, a na 4 preostala mjesta poredamo 4 preostala
4 4! s .
suglasnika od kojih su dva jednaka. To moZemo uciniti na [1 5 J:E razli¢itih nacina. Prema nacelu

!
umnoska, traZeni je broj jednak 2! - % =41=1-2-3-4=24.

1109. Sankt Peterburg (Rusija) smjesten je na 60° sjeverne geografske Sirine i 31° istocne
geografske duZine. Seward (SAD) smjesten je na 60° sjeverne geografske Sirine i 149°
zapadne geografske duZine. Kolika je priblizna udaljenost tih dvaju mjesta ako se uzme da je
Zemlja kugla opsega 40000 km?

Rjesenje: Promotrimo kosokutni sferni trokut PS;S,, pri ¢emu je P (sjeverni) pol Zemlje, S; poloZaj Sankt
Peterburga i S, poloZaj Sewarda. S obzirom da oba mjesta leZe na istoj geografskoj Sirini, taj trokut je
jednakokracan, tj. vrijedi a = b = 90° — 60° = 30°. Nadalje, kut pri vrhu P toga trokuta jednak je y= 149° + 31° =
180°. Oznacimo li traZenu udaljenost s d, prema kosinusovu poucku za sferni trokut

cosd=cosacosb+sinasinb - cos ¥,
dobivamo

1
cos d = (cos 30°)* + (sin 30°)° - cos(180°) = >

Odavde je d = 60°. Kako 1 stupanj priblizno odgovara udaljenosti od 111.3 km, traZzena udaljenost je jednaka
111.3- 60 =6 678 km.

1110. Izracunajte mjerilo zemljovida na kojemu udaljenost od 91 mm odgovara udaljenosti
od 2275 m u prirodi.

Rjesenje: Trazeno mjerilo moZemo izracunati i tako da odredimo kojoj udaljenosti u prirodi odgovara udaljenost
od 1 mm na zemljovidu. Kako je 2275 m = 2 275 000 mm, iz razmjera 1 : x = 91 : 2 275 000 dobivamo
x =25 000. Stoga je traZeno mjerilo 1 : 25 000.

1111. Teodolit je postavljen u razinu s podnoZjem TV tornja na udaljenosti od 199 m od
podnoZja tornja. Visina teodolita je 1.6 m. Teodolitom je izmjereno da se vrh tornja vidi pod
kutom elevacije 30°. Kolika je visina tornja?

RjeSenje: Spojimo vrh teodolita s vrhom tornja, te povucimo spojnicu vrha teoolita i tornja usporedno s
horizontalnom podlogom. Tako dobijemo pravokutan trokut u kojemu znamo duljinu jedne katete (b = 199 m) i
jedan kut (o0 = 30°), a trazimo duljinu druge katete (a). 1z a = b tg o. dobivamo a = 199 - tg 30° = 114.9 m, pa je
visina tornja (priblizno) jednaka a + 1.6 = 116.5 m.

1112. Jedrilica jedri pravocrtno 8 milja prema jugu. Potom promijeni smjer kretanja pa
pravocrtno jedri 8 milja pod azimutom od 54°. Izracunajte udaljenost jedrilice od njezine
polazne tocke.

© Bojan Kovaci¢ 641  Tehnicko veleuciliste — Elektrotehnicki odjel, Zagreb



Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike — 2. dio

RjeSenje: Neka je A polazna tocka, B toc¢ka u koju jedilica dojedri nakon plovidbe od 8 milja prema jugu, a C
krajnja tocka. U trokutu ABC znamo duljine dviju stranica: IABl = 8 i IBCl = 11, te kut kod vrha B y = 54°.
TraZimo duljinu stranice |ACI. Prema kosinusovu je pouc¢ku

IJACI* = IABI* + IBCI* = 2 - IACI - IBCI - cos v,
pa uvrStavanjem podataka dobivamo
IACP = 81.5497955965247292663077519835232,
a odavde je
d=1ACl = 9.03 milja.

1113. Presjek kanala ima oblik trapeza s osnovicama duljine 4 m i 6 m. Dubina kanala je 3
m, a dubina vode u njemu 1.5 m. Kanalom tece voda brzinom od 0.5 m/s. Koliko kubnih
metara vode protekne kanalom za jedan sat?

RjeSenje: Izracunajmo najprije povrsinu presjeka kanala kojega zauzima voda. I taj je presjek trapez kojemu je
jedna stranica duga 4 m, a visina 1.5 m. Budud¢i da je dubina vode jednaka polovici dubine kanala, to je veca

. . . . . . . 4+6 . .
osnovica trapeza kojega zauzima voda jednaka srednjici presjeka kanala, tj. T: 5 m. Tako je obujam vode

4+
koji u jednoj sekundi prode kanalom jednak V; = TS -1.5-0.5=3375m’, pa u jednom satu (= 60% =3 600 s)

kanalom protekne ukupno V=V, - 3 600 = 12 150 m’ vode.

. . 2x'y’
1114. Pojednostavnite izraz: 3y 5
X'y
S .. 2 45 s _xy3
RjeSenje: Izraz je jednak Z~x Sy = e

1115. Stup visine 1.1 m zabijen je okomito u vodoravnu podlogu. Duljina njegove sjene u 16
sati iznosila je 1.5 m. Izracunajte visinu zgrade cija je istodobna duljina sjene iznosila 55 m.

RjeSenje: Visina sjene razmjerna je visini objekta, pa mozemo postaviti razmjer: 1.1 : 1.6 = x : 55. Odavde je
x=40.33, pa je traZena visina zgrade 40.33 m.

1116. Simetricnu igracu kocku nezavisno i slucajno bacamo tocno pet puta, svaki put
biljezimo dobiveni broj, te naposljetku zbrojimo sve zapisane brojeve. Izracunajte ukupan
broj medusobno razlicitih zbrojeva koje moZemo dobiti na taj nacin.

RjeSenje: Najmanji zbroj koji mozemo dobiti jednakje 1 + 1+ 1+ 1+ 1=15,anajvei6+6+ 6+ 6 + 6 =30.
Stoga je traZeni broj jednak ukupnom broju prirodnih brojeva u segmentu [5, 30]. Njih ima to¢no 30 -5+ 1 = 26
pa zakljucujemo da moZemo dobiti to¢no 26 razli¢itih zbrojeva.

1117. Dva mjesta nalaze se na istom podnevniku. Mjesto A se nalazi na 31° sjeverne
geografske Sirine, a mjesto B je 1 200 km sjevernije. Uz pretpostavku da je Zemlja kugla,
izracunajte pribliznu geografsku Sirinu mjesta B.

RjeSenje: 1 stupanj na ekvatoru priblizno je jednak 111.3 km. Stoga udaljenosti od 1200 km odgovara Sirina od
1200
113
mjesta B jednaka 31° + 10°46'54" =41°46'54".

= 10.7816711590296495956873315363881° = 10°46'54". Stoga je traZena priblizna geografska Sirina
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1118. PomnoZite i reducirajte: (%a —gbj-(%a —lbj .

Rjesenje: Imamo redom:

)

PP PR e 0 L Ly
302 3

3 32

! ! 2—1—7 b+1b2

1
0T HTRY TR T3y

1119. Prosjecna slanost svjetskoga mora iznosi 3.5%. Uz pretpostavku da 1 litra morske vode
ima masu 1.030 kg, izracunajte koliko litara morske vode treba ispariti da se dobije T kg soli.

RjeSenje: U 1.030 kg morske vode ima ukupno %4.030 = 0.03605 kg soli. Budu¢i da su masa morske vode i

masa soli u njoj (upravno) razmjerne veli¢ine, ozna¢imo li s x masu morske vode koja treba ispariti, onda iz
razmjera x : 7 = 1.030 : 0.0365 dobivamo x = 197.34 kg morske vode. Stoga treba ispariti ukupno 197.34 — 7 =

190.34 kg, odnosno 190.34
1.030

=~ 185 litara morske vode.

1120. Pretpostavimo da u posudu kaplju savrsSeno okrugle kapljice vode. Ako polumjer svake
takve kapljice iznosi r = 0.5 mm, koliko kapljica treba nakapati da se nakupi 1 litra vode.

3
RjeSenje: Obujam jedne kapljice jednak je V = %r% = i(lj V4

z. 107 litara (jer je 1 litra = 1 dm®). Stoga je traZeni broj jednak n = é:

treba nakapati 1 909 860 kapljica.

1121. Pojednostavnite izraz:

Rjesenje: Imamo redom:

Loyt

a*b* —b?

b* -

210 dm® =Z . 107 dm® =
6 6

6~10(’

312

= 1909859.3. Prema tome,

1 11 1

a’—a*b* a*-

1122. Izracunajte 2003, ;2004 | 22005 2006
Rjesenje: Kako je:
2003 _ eS0043 _ (NS0 3 S0 33
te analogno
e
P =it =i
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trazeni je zbroj jednak (i) + (-1) +i+ 1=0.
1123. Ako je x + y = m, izracunajte sin x — sin y.
RjeSenje: 1z x + y = w slijedi x = @ -y, pa slijedi:

sinx—siny=sin(t—y)—siny=sinwcosy—coswsiny—siny=0-cosy—(-1)-siny—siny=siny—siny=
=0.

1124. Odredite ostatak pri dijeljenju polinoma f(x) = P R, PR | polinomom g(x) =
=x>+2x—-1.
Rjesenje: Podijelimo zadane polinome prema pravilima o dijeljenju polinoma:
-+ 2 x- D +2x - =x*-3x+9
oo 4P
B +3%+x—1
32 + 6x° — 3x
ox?—2x—1
—9x*— 18x+9
—20x + 8

Stoga je traZeni ostatak jednak r(x) = —20x + 8.

1125. Neki je proizvod poskupio za 20%, a zatim je pojeftinio za 15%. Ako je sadasnja cijena
1249 kn 50 lp, kolika je bila cijena prije poskupljenja i pojeftinjenja?

RjeSenje: Iskoristit ¢cemo formulu za odredivanje postotka sukcesivne promjene osnovne velidine:

R=100-| 1+ L |1 Lo e Lol j00
100) (" 100 100

u koju ¢emo uvrstiti # = 2 (jer imamo ukupno to¢no dvije promjene), p; = +20 (+ znaci poskupljenje) i p, = — 15
(- znaci pojeftinjenje). Tako ¢emo dobiti:

R=+2,

$to znaci da je krajnja cijena za 2% veca od pocetne. Oznacimo li trazenu cijenu s ¢, onda iz jednadzbe
c+ i~c= 1249.5
100

slijedi ¢ = 1225 kn.

1126. S kojim od sljedecih brojeva broj 2006 daje isti ostatak kao i pri dijeljenju sa 7: 5,9, 11
ili 127

RjeSenje: Pri dijeljenju sa 7 broj 2006 daje ostatak 4, dok pri dijeljenju sa 5,9, 11 i 12 dobivamo redom ostatke
1, 8,41 2. Stoga je traZeni broj jednak 11.

1127. Rijesite jednadbu: [(x+3)-(x+4) —/(x+4)-(x+5) =0.

RjeSenje: 1z zadane jednadzbe slijedi:

Ja+3)-(x+4) = J(x+4)-(x+5),
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a odatle kvadriranjem
@+3)x+4)=x+4x+5),
odnosno

x+4d - [x+3)-x+35]=0,
2x+4)=0,
x+4=0

te konac¢no

x=-4.
1128. Na nekom studiju postoje dvije studijske grupe s istim ukupnim brojem studenata. U
jednoj je grupi omjer broja Zena i broja muskaraca 1 : 2, a u drugoj 3 : 2. Koliki je omjer
broja Zena i broja muskaraca u obje studijske grupe zajedno?
RjeSenje: Budu¢i da obje studijske grupe imaju isti ukupan broj studenata, zakljuujemo da u prvom slucaju taj
broj dijelimo u omjeru 1 : 2, a u drugom u omjeru 3 : 2. Neka je J; ukupan broj Zena, a @; ukupan broj

muskaraca u i—toj grupi, i = 1, 2. Tada postoje prirodni brojevi k, / € N (jer brojevi Zena, odnosno muskaraca
moraju biti prirodni brojevi) takvi da vrijede sljedece jednakosti:

C? 1=1-k

P1=2-k

32=3-1

Q=2-1
Buduc¢i da obje grupe imaju jednak broj studenata, mora vrijediti jednakost:

31+ =32+ %

UvrStavanjem gornjih Cetiriju izraza dobivamo:

1 k+2-k=3-1+2-1
a odatle je

3k =5l,

odnosno

Tako je ukupan broj Zena u obje grupe jednak

3+ Sa=k+3l=k+3- =14
5 5
a ukupan broj muskaraca
Ql +Q2=2'k+2~l=2.k+2. §k=§k.

Stoga je traZeni omjer jednak
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S+ 32 : (L +92)=%k: ?k=14:16=7:8.

1129. Odredite vrijednosti cjelobrojnoga parametra a € Z. tako da jedno rjesenje jednadzbe
X —2a*%-4a-11=0

bude jednako 5.

Rjesenje: U zadanu jednadzbu uvrstimo x = 5, pa dobijemo:
25-10a’-4a—11=0,

odnosno

5a°+2a-7=0.
S . . 7. S TR .
Rjesenja ove kvadratne jednadZbe su a; = 3 i ay = 1. Rjesenje a, nije cijeli broj, pa preostaje a =a, = 1.

1130. Odredite 2006. clan niza 1, 2, 2, 3, 3, 3, 4,4, 4,4, 5,5, 5,5, 5, . . ., u kojemu se svaki
prirodan broj k uzastopno pojavljuje tocno k puta.

Rjesenje: Zaklju¢ujemo redom:

1 jedinica — ukupno: 1 ¢lan niza

2 dvojke — ukupno: 1 + 2 = 3 ¢lana niza

3 trojke — ukupno: 1 + 2 + 3 = 6 ¢lanova niza

4 Cetvorke — ukupno: 1 + 2 + 3 + 4 = 10 ¢lanova niza,
5 petica —ukupno 1 +2 + 3 + 4 + 5 = 15 ¢lanova niza,

¢lanova niza.

kbrojevak—ukupno: 1 +2+3+ ...+ (k-1 +k= @

k-(k+1
Odredimo sada najve¢i prirodan broj k takav da je % < 2006. Iz ove kvadratne nejednadzbe dobijemo k =

62-(62+1)

62, Sto znaci da je = 1953. ¢lan niza broj 62 i odatle se niz nastavlja s ukupno 63 broja 63 sve do

1953 + 63 = 2016. ¢lana. Stoga je ayye = 63.
1131. Zadane su koncentricne kruznice (x — 1+ (y + 1)* =4, (x = 1> + (y + 1)* = 16.

Tangenta na manju kruznicu u njezinoj proizvoljno odabranoj tocki presjeca vecu kruZnicu u
dvije tocke. Izracunajte duljinu tako dobivene tetive vece kruznice.

RjeSenje: Za rjesavanje zadatka zapravo nisu bitna srediSta kruZnica, ve¢ samo njihovi polumjeri. Neka je S
zajednicko srediSte obiju kruZnica, T tocka manje kruZnice u kojoj je povucena tangenta na manju kruZnicu i D
bilo koji kraj tetive odredene sjeciStima tangente i vece kruznice. Trokut SDT je pravokutan (s pravim kutom kod
vrha T), kvadrat duljine jedne njegove katete je ISTI* = 4, a kvadrat duljine njegove hipotenuze je ISDI* = 16.
Prema Pitagorinu je poucku tada

IDTV = ISDF ~IST = 16 - 4 = 12,
paje DT = V12 =243 . Ta je udaljenost upola kraca od traZene duljine tetive, pa je ta duljina jednaka

d=2-1DT1=43.
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1132. Rijesite jednadZbu: 5 + 2log,5 = 4log,25 — 1.
Rjesenje: Zadanu jednadzbu najprije zapiSimo u obliku:

4log;25 — 2log,5 = 6,
a odavde je

4l0g,25 — log,5* = 6,
4log;25 —log,25 = 6,
3log,25=6 /3
log,25 =2
b* =25.

Jedino strogo pozitivno rjeSenje posljednje kvadratne jednadzbe je b = 5.
1133. Dvije macke ulove dva misa u dva sata. Za koliko ¢ée sati deset macaka uloviti deset
miseva?

RjeSenje: Jedna macka ulovi jednoga miSa u dva sata. Upravo toliko vremena trebat ¢e i deset macaka da ulove
deset miSeva (svaka macka po jednoga miSa u dva sata).

1134. U kocku je upisana uspravna Cetverostrana piramida tako da joj je osnovka cetverokut
kojeg cine polovista osnovke kocke. Izracunajte omjer obujmova kocke i piramide.

2 2
R . . o . a a a
RjeSenje: Osnovka kocke je kvadrat stranice a, a osnovka piramide kvadrat stranice a; = (EJ +(—j =—.

2) 2

1
Njegova je povrSina P = Eaz. Visine kocke i piramide jednake su a (jer je piramida uspravna), pa je traZeni

omjer obujmova jednak

11 1
w:w:m%m§~5f~m=1:g=6:L

1135. Dvije stranice pravokutnika leze na pravcimap... x+2y—1=0iq... x+ 2y +4=0.
Ako je duljina njegove dijagonale 5 cm, izracunajte njegov opseg.

Rjesenje: Udaljenost izmedu usporednih pravaca p i g jednaka je duljini jedne stranice pravokutnika (ozna¢imo

je s a). Za raCunanje udaljenosti usporednih pravaca p; ... Ax+ By+ C; =0 ip,... Ax + By + C, = 0 koristimo
formulu

a=18=Gl
VA + B
U nasem je sluajuA=1,B =2, C, =-11 C, =4, paslijedi:

lacn_

5

NEFT N NG
Sada u formulu za racunanje duljine dijagonale pravokutnika
d=da+b

uvrstimod =5, a = \/g , pa dobijemo:

© Bojan Kovaci¢ 647  Tehnicko veleuciliste — Elektrotehnicki odjel, Zagreb



Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike — 2. dio

57 = (5 )+

odnosno
25=5+0b
Odavde je
b* =20,
tj.

bh=25.

Tako je konacno opseg pravokutnika jednak
O =2a+b),

0=2(+/5 +2+/5),
0=645.

1136. Polinom p(x) = 2+ 3 + 207 + 3x + 2 djeljiv je polinomom g(x) = 26 + ax* + x + b.
Ako su a, b € Z, izracunajte zbroj a + b.

Rjesenje: Podijelimo polinome p i g prema pravilu za dijeljenje polinoma:

'+ 30+ 2P 4 30+2): @+ al x4 b) = xS

2+ e+ P+ bx
G-ax + L+@B-bx+2
— 2 — —
3—ax3+3a a x2+32a ot 3b2ab

3—-a W2 3b—ab

3a—

2
(1-22"4 2y 3-b-

3a—

2
4 VP +G-b-

Budu¢i da su polinomi p i ¢, prema pretpostavci, djeljivi bez ostatka, ostatak r(x) = (1 —

- b—ab
- 3 2a x+2-— 3b—a treba biti jednak nulpolinomu. Prema poucku o nulpolinomu istodobno moraju vrijediti
sljedece jednakosti:
_ 2
| 3a—a ~0
2
3_p-3% 29
2
5 3b—ab -0
2
Prva jednakost je ekvivalentna kvadratnoj jednadzbi
a-3a+2=0
¢ija su cjelobrojna rjeSenja a; = 1 i a, = 2. UvrStavanjem a = 1 u drugu jednakost dobivamo b = 2, a

uvrStavanjem a = 2 dobivamo b = 5 Budu¢i da a i b, prema pretpostavci, moraju biti cijeli brojevi, druga

mogucénost otpada, pa je jedino moguce rjeSenje a =1, b =2. Stogaje a + b = 3.
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1137. Ako se realan broj x podijeli brojem y, dobije se kolicnik 2 i ostatak 2. Podijeli li se
zbroj tih brojeva njihovom razlikom, dobije se kolicnik 2 i ostatak 4. Izracunajte umnoZak xy.

Rjesenje: Cinjenicu da broj x podijeljen brojem y daje koli¢nik 2 i ostatak 2 moZemo zapisati u obliku
jednakosti:

x=2y+2.

Nadalje, ¢injenicu da zbroj x + y podijeljen razlikom x — y daje koli¢nik 2 i ostatak 4 moZemo zapisati u obliku
jednakosti

x+y=2(x-y) +4.
1z tih dviju jednadZbi dobivamo sustav dvije jednadZbe s dvije nepoznanice:

x—2y=2
—x+3y=4

¢ije je rjeSenje x = 14, y = 6. Stoga je xy = 14 - 6 = 84.

1
1138. Izracunajte: 1+ ! 5
2 A P T )
7T 137, 3
[ 3——
8 9 5
Rjesenje: Imamo redom:
1 1 1
1 s |1 1 s |1 1 B
7 1 2_6+1 1 4 2 6+1 72 | 4 10
—+— | - +— —t—— | =t —+— | -+
7 1,1 5.3 7 9+8 |3 15-3 7 9+48) 3 12
2 5
1 1 1
t,t j_s 1,1 |5 _(1,119) 5 (521+714) 12
6 1,72|16+10 |6 17+504 | 26 (6 521) 26 | 3126 ) 130
71 12 119 12 12

1235 6 6519 6 _ 19
3126 65 5216 65 521

1139. Izracunajte umnoZak svih realnih rjesenja jednadzbe

1-x
! + ! (1+4™) = 4 .
4*+1 16"-1 4* -1

RjeSenje: Najprije primijetimo da vrijedi identitet
16°-1=@4"-1- @4+ 1.

Tako redom imamo:
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41 X
4 -1

1+47) =
4*+1 16" - )( )=

1 1 A+ L) 4”
F 11 @ D@ D) 4l
[ 4 —1+1 j 441 4

(4*—1)(4*+1) 4 4
441 4T

@ —1)(4X+1) & 4l

1 4

-1 4 -1

Odavde slijedi:

417;(:1’
41—.)::40,
1-x=0,
x=1.

Dakle, jedino realno rjeSenje polazne jednadzbe je x = 1, pa je trazeni umnoZak jednak 1.

1140. Odredite skup svih realnih rjesenja nejednadzbe >2.

2x—1

RjeSenje: TraZeni je skup unija skupa svih rjeSenja nejednadzbe

> 2 i skupa svih rjeSenja nejednadzbe

2x—1
3 ol N < -2. Prva od tih dviju nejednadZzbi je ekvivalentna nejednadzbi i_&I = 0, odnosno sustavu nejednadZbi
xX— X—

1 2
2-3x)- 2x-1) 20, 2x — 1 # 0. RjeSenje toga sustava je x € (5 5} Analogno, druga od tih dviju

=2 < 0, odnosno sustavu nejednadzbi (5x — 2) - 2x — 1) <0,

nejednadzbi ekvivalentna je nejednadzbi >x
o . 2 1 . N D . 5
2x — 1 # 0. RjeSenje toga sustava je x € 35 Tako je traZzeno rjeSenje polazne jednadzbe skup
s [2 Do (L 3] (2 2]/10
5 2 22 5 3] (2
1141. Odredite skup svih realnih brojeva a € R takvih da rjeSenje jednadzbe

2—ax 2a-—x
2—-x  2+x

=q—-

po nepoznanici x zadovoljava uvjet | x | < 2.

Rjesenje: Rijesimo polaznu jednadZbu po nepoznanici x. Uz uvjet x ¢ {-2, 2} ta je jednadZba ekvivalentna
jednadzbi

R-ax)2+x)+Ra-x)2-x)=@-1D2-x)2+x),
odnosno

4-2ax+2x—ax* +4a—-2x—2ax + X = (a— )4 - xD),
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odnosno
4-2ax +2x—ax* + 4a - 2x - 2ax + X’ =4a — 4 — ax’ + x°.
Reduciranjem dobijemo:
—dax = -8,

odnosno

Q|

UvrsStavanjem ove jednakosti u uvjet | xI < 2 dobivamo
2

-1 <2,
a

aodavde je la | > 1. Stoga je traZeni skup S =R\ [-1, 1].

1142. U prodavaonici cokolade kilogram svicarske cokolade stoji 60 kn, a belgijske 35 kn.
Ako za 2 kg smjese tih cokolada Zelimo platiti 90 kn, koliko kg Svicarske cokolade trebamo
uzeti?

RjeSenje: Prema jednostavnom ra¢unu smjese, masu od 2 kg trebamo razdijeliti u omjeru (60 — 45) : (45 — 35),
tj. u omjeru 3 : 2. Prema jednostavnom racunu diobe, iz 3k + 2k = 2 slijedi k = 0.4, pa trebamo uzeti 3k =3 - 0.4
= 1.2 kg $vicarske ¢okolade.

1143. Odredite vrijednost realnoga parametra k € R tako da pravac p... 2k —3)x + (k + 2)y
— 15 = 0 bude okomit na pravac kroz tocke A= (2,7)i B = (3, 4).

S . . . k
Rjesenje: Koeficijent smjera pravca p je k, = T2
+

, a koeficijent smjera pravca kroz tocke A i B je

k,p =%=—3. Spomenuti pravci ¢e biti okomiti ako i samo ako vrijedi jednakost k, - k,z = -1, pa iz
jednadzbe
3-2k
(3)=-1
k+2 9

najprije slijedi
6k-9=-2-k,
aodavde je k= 1.

1144. Ortogonalne projekcija kateta na hipotenuzu pravokutnoga trokuta razlikuju se za 527
mm. Izracunajte duljinu hipotenuze ako je omjer duljina kateta toga trokuta 7 : 24.

Rjesenje: Oznacimo redom s a, b, ¢, p i ¢ duljine kateta, hipotenuze i ortogonalnih projekcija kateta na
hipotenuzu. Bez smanjenja opéenitosti moZemo pretpostaviti da je p > g, te daje a : b =7 : 24. Budu¢i da je
kateta a ocito kraca od katete b, njezina ortogonalna projekcija ima duljinu ¢, a ortogonalna projekcija katete b
ima duljinu p. Znamo da je p — g = 527, te da je prema Euklidovu poucku a® = g - ¢, b* = p - ¢. Podijelimo li te

dvije jednakosti, dobit ¢emo (a : b)* = ¢ : p, odnosno g : p = (7 : 24)* = 49 : 576. Odavde jep= %96 - g, pa

uvrStavanjem u jednakost p — g = 527 dobijemo:
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576
— - q—q=1521,
49 -4

a odavde je g = 49 mm. Stoga je p = 576 mm, pa je traZzena duljina hipotenuze jednaka ¢ = p + ¢ = 625 mm.

1145. Pojednostavnite izraz:

( Ya+5¢p %—S%J, Ja +5vb

WJa—py  Ja—b ) Aa—dby

Rjesenje: Radi jednostavnosti, stavimo: x = Ya, y= b . Tada je Ja=x* b= y*, pa zadani izraz prelazi u
ekvivalentan izraz:

[ x+5y + x—=S5y ].xz+5y2 :[ x+5y + x—=5y ] (x—y)’ :[(x+5y)(x+y)+(x—5y)(x—y)j.
=y =y ) =)’ (=) =+ y)) 245y (x=y)(x+y)

(x=y) :[x2+6xy+5y2+x2—6xy+5y2j.(x—y)2 _ 245y (x-y) 2

X +5y° (x=y)(x+y) X +5y° _(x—y)z(x+y) X +5y° _x—i-y
Stoga je konacna vrijednost zadanoga izraza 2
Jarih

1146. Odredite realni dio kompleksnoga broja

2005
l

7= (1_3i2006)(2+i2007) :

Rjesenje: Podijelimo 1i 2005 s 4, dobit ¢emo 501 i ostatak 1. Stoga je i =" **' =" - i' = 1" i = te

nadalje " =" . i=i-i=# =117 =% .= (-1) - i = —i. Tako imamo:
20 i i i-(2+1) 2i+i?
= 22006 2007 o N : = N
L=3Y 2+ (1-3-(-D)2+(=) 4Q-i) 4Q2-i)-2-i) 4¢4-i%)
C2i+(=1)  —1+2i -1 2. -1 1

= =—+—i=—+—I
44-(=1) 4.5 20 20 20 10

Stoga je traZena vrijednost Re(z) = L .

20

1147. Zadan je krug polumjera 15 cm. Pod kojim se kutom taj krug vidi iz tocke udaljene 39
cm od njegova sredista?

RjeSenje: Neka su S srediste kruga, T tocka iz koje se promatra krug, D jedno diraliSte tangente povudene iz T
na kruznicu koja omeduje krug i o trazeni kut. Kut ZSTD je polovica kuta o, a trokut STD je pravokutan trokut s
pravim kutom kod vrha D. Stoga je

o _ISDI_15_5

1 = = =
2 ISTI 39 13

bl

pa odavde lagano slijedi o = 45.2397298960808523458980217533594° = 45°14'23".
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1148. Neka je T = (a, b) tocka pravca p... x —y — 2 = 0 najbliZa tocki A = (2, 2). Izracunajte
vrijednost izraza a* + b

Rjesenje: Jednadzbu pravca p najprije zapisSimo u eksplicitnom obliku: p... y = x — 2, pa o€itajmo koeficijent
smjera pravca p: k, = 1. ToCka T je sjeciSte pravca p i okomice g povucene iz tocke A na pravac p. Koeficijent

smjera te okomice je k, = ——— = -1, pa je njezina jednadzba g... y -2 =(-1) - (x - 2), §j. q... y = x + 4.
»
Koordinate toc¢ke T lako dobijemo rjeSavajuci sustav

y=x-2
y=—-x+4

Njegovo je rjeSenje x =3, y =1, paje T= (3, 1). Dakle,a=3,b=1id*+b*=9+1=10.

1149. Ako je log aX = 3, izracunajte log , y.

X y

6
Y
3
X

2 3
Rjesenje: Iz log , x =3 slijedi x = [y—J =<, odnosno x* = y°, te vadenjem drugog korijena x* = y’. Tako
— X

X

odmah imamo:

1=1.
2

N | =

1
logi y= logi y= log)_Z y= Elogy y=

¥y y

1150. Polumjeri triju kugala su u omjeru 1 : 2 : 6. Koliko je puta obujam najvece kugle veci
od zbroja obujmova ostalih dviju kugala?

RjeSenje: Iz podatka o omjeru polumjera kugala slijedi da postoji strogo pozitivan realan broj k € R takav da je
ri=1-k,r,=2-kir;=06-k. Tako odmah imamo:

3 4 3
v, I L A S . S 5 26k,
Vi+V, 45 45 s s PR B+Qk) K +8k 9%k
1 2 A= T (R +r) 1 2

Dakle, obujam najvece kugle je 24 puta veci od zbroja obujmova ostalih dviju kugala.

1151. Za neke kutove o, P € R su brojevi tg o i tg P rjeSenja jednadibe x* — px + ¢ = 0, a
brojevi ctg a. i ctg B rjeSenja jednadzbe x> — rx + s = 0. Izrazite umnoZak r - s kao Sfunkciju
argumenata p i q.

RjeSenje: Prema Vieteovim formulama vrijede jednakosti:
p=tga+ tgh,
g=tga-tgp,
r=ctg o+ ctgf,
s=ctga-ctgP.

Tako sada imamo:

r=ctg o+ cth:L.‘_L:tga"'tgﬂ:ﬁ’
tgea tgf twwatgf q
11 1 1
s=ctgo-ctgp=———=———=—
tga tgf tga-tgf ¢
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Prema tome je

R
q

Q| =
’le"g

1152. Broj 2.5 rastavljen je uniformno i slucajno na dva strogo pozitivna pribrojnika, pa su ti
pribrojnici zaokruZeni na najblie cijele brojeve. Izracunajte vjerojatnost da je zbroj tako
dobivenih cijelih brojeva jednak 3.

Rjesenje: Oznacimo navedene nenegativne pribrojnike s x i y. ZaokruZivanjem x i y moZemo dobiti sljedece
parove cijelih brojeva: 01 2 (npr. za x = 0.1, y = 2.4), 21 0 (obratno od prethodnoga), 1i2 (npr. zax=0.61y =
1.9), 21 1 (obratno od prethodnoga), te 1 i 1 (npr. za x = 1.2, y = 1.3). Stoga je ukupan broj moguc¢ih parova
cijelih brojeva 5. Broj povoljnih parova cijelih brojeva je 2 ((1, 2) i (2, 1)), pa je, prema klasi¢noj definiciji

vjerojatnosti, traZzena vjerojatnost jednaka p =

g .
1153. Neki autobus vozi linijom na kojoj je tocno 7 razlicitih stajalista (pocetno stajaliste je
uracunato). Ukoliko na pocetnom stajalistu udu tocno 4 osobe, na koliko razlicitih nacina one
mogu izaci na preostalim stajalistima ako svaka od njih izlazi na razlicitom stajalistu?

Rjesenje: Oznacimo osobe (uz ispriku!) brojevima 1, 2, 3 i 4. To moZemo napraviti na 4! = 24 razlicita nacina.
Fiksirajmo jedno oznaCavanje, pa izraCunajmo na koliko nacina oznacene osobe mogu iza¢i na preostalim
stajaliStima. Osoba 1 na 6 razliCitih na¢ina moZe izabrati stajaliSte na kojemu ¢e izaci. Osoba 2 to moZze uCiniti
na 5 razliCitih naCina, osoba 3 na 4 razliita naCina, a osoba 4 na 3 razli¢ita naCina. Tako za fiksirano
oznacavanje osoba dobivamo 6 - 5 - 4 - 3 razlicita nacina izlaska iz autobusa. Stoga je traZeni broj 24 puta veci i
iznosi 24 - (6 - 5 - 4 - 3) = 8640.

1154. Neka su a, b i ¢ stranice proizvoljnoga trokuta, a o, B i Y redom tim stranicama
b—2acos7+ c—2bcosa a—2ccosf

nasuprotni kutovi. Izracunajte vrijednost izraza - - -
asiny bsina csin

Rjesenje: Svedimo tri zadana pribrojnika na najmanji zajedni¢ki nazivnik abc - sin o - sin B - sin y. Brojnik tako
dobivenoga razlomka jednak je

b*c - sin o sin B — 2abc cos y sin o sin B + ¢’a - sin B sin y — 2abc cos o sin B sin Y + a’b - sin o sin Y — 2abc cos
[ sin o sin 7.

Oznacimo li s R polumjer trokutu opisane kruZnice, prema sinusovu poucku imamo:

a=2Rsin 0.
b=2Rsin B
c=2Rsiny

Stoga je zadani izraz jednak:
8R® - sin o - sin B - sin y - (sin®B — 2 cos 7y sin o sin B + sin®y — 2 cos @ sin B sin Y + sin“0.— 2 cos P sin @ sin ).

Prema kosinusovu je pouc¢ku

b +c?-a?
2co sl = —,
bc
2 2 2
a +c —-b
2cosPp=——m,
ac
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a’+b*-¢*

2cos Y= -
a

Uvrstavanjem gore navedenih izraza za a, b i ¢ dobivamo:

(2Rsin )’ +(2Rsin )’ —(2Rsin@)’ _ sin’ B+sin’ y—sin’ &

2cos o= o - - -
4R” sin fBsiny sin fsin ¥

te potpuno analogno:

=2 s 2 =2
sin“ @ +sin” y—sin” S

2cos P = - - ,
sinasiny
a2 s 2 a2
sin® @ +sin” f—sin
2cos Y= - ,ﬁ /4 .
sin¢sin S
Tako je
. . .2 .2 .2
2 cos o sin B sin y = sin”P + sin“y — sin“o
i analogno
. . .2 .2 )
2 cos B sin o sin y = sin“a + sin“y — sinB,
2 cos ysin o sin B = sin*o + sin’B — sin’y.
Stoga je

8R® - sin o - sin B - siny - (sin’B — 2 cos y sin @ sin B + sin®y — 2 cos o sin B sin 7y + sin’0t— 2 cos B sin o sin y) =
=8R’ - sin o - sin B - sin - (sin’B — sin’0 — sin’B + sin*y + sin®y — sin® B — sin® ¥ + sin’c + sin® o — sin” y — sin” &
+ sin’B) =8R’ -sin - sin B - siny- 0 =0,

pa je i vrijednost polaznoga izraza jednaka 0.

1155. Od 2 matematicara i 8 fizicara treba formirati peteroclano povjerenstvo tako da barem
Jjedan njegov clan bude matematicar. Na koliko se razlicitih nacina to moZe uciniti?

Rjesenje: Postoje tocno dvije moguénosti:
1.) to¢no jedan ¢lan povjerenstva je matematicar (a ostala Cetiri su fizicari);
2.) tocno dva ¢lana povjerenstva su matematicari (a ostala tri su fizicari).

U prvom slucaju jednog matemati¢ara moZemo izabrati na 2 razli¢ita nacina, a Cetiri fiziCara na (4 razlicita

8
nacina. U drugom slucaju, oba matemati¢ara ulaze u povjerenstvo, pa biramo samo fizicare, i to na (3 razli¢itih

8 8
nacina. Prema nacelu zbroja, traZeni je broj jednak 2 - [4] + [3] = 196.

sinl b= sin2  sin3

1156. Poredajte po velicini brojeve a =——, b=——, c=——.
sin 2 sin3 sin4

RjeSenje: Najprije primijetimo da je funkcija f(x) = sin x strogo rastuca na intervalu (0, % ), a strogo padajuca

. T . T . . 3z -
na intervalu (3 , ), a na oba ta intervala vrijedi nejednakost f{x) > 0. Nadalje, na intervalu (T, 7> funkcija je
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strogo padajuca i vrijedi nejednakost f{x) < 0. Budu¢i da vrijede relacije 1 € (0, % % 2,3¢€ (% , M), 4 e (m, 3?7[ )
zakljuujemo redom:

sin 3

- Razlomak

je negativan jer mu je, prema gornjim razmatranjima, brojnik strogo pozitivan (f(3) =

= sin 3 > 0), a nazivnik strogo negativan (f{(4) = sin 4 < 0);
sin2

. . Ce . ., . V4 .
- Razlomak je strogo veci od 1 jer Cinjenica da je fix) strogo padajuca na intervalu <E , T) kojemu

sin
pripadaju i 2 i 3 izravno povlaci f2) > f(3), tj. sin 2 > sin 3;

Preostaje jo$ usporediti sin 1 i sin 2. U tu svrhu odredimo predznak razlike tih brojeva, tj. izraCunajmo:

1 1
sin 1 — sin 2 = (prema formulama pretvorbe zbroja u umnozak) = 2 cos % sin (_E) =-2cos % sin 5

. . . 3 . . .3 . 3 o1

Funkcija g(x) = cos x strogo pozitivna na intervalu (0, E> kojemu pripada broj 5 pa je cos 5 > 0. Broj 5
1

pripada istom tom intervalu, a ve¢ smo vidjeli da je na tom intervalu f(x) = sin x > 0, pa je sin 5 > 0. Stoga je

.. . 3 .1 . " Lo
vrijednost izraza —2 cos 5 sin 5 strogo negativna, Sto znaci da je

sinl-sin2<0,

tj.
sin 1 < sin 2,
paje
s.1n 1 1
sin 2
Tako smo dobili sljede¢i niz nejednakosti:
s?n3<0< s.1n1 1< 51.n27
sin4 sin 2 sin 3

pa traZeni poredak po veli¢ini glasi: c, a, b.

1157. Zadane su funkcije fi(x) = 2°2%, H(x) = log22), f5(x) = xifi¥) = (x - 272V Ima li
medu njima medusobno jednakih funkcija?

RjeSenje: Prirodno podrucje definicije (domena) funkcije fi(x) je interval (0, +o0) (jer log,x nije definiran za
nepozitivne realne brojeve), a prirodno podruéje definicije funkcije f>(x) je skup R (jer je izraz 2" definiran za
svaki realan broj x). Stoga je f; # f>.

Uocimo da su funkcije 2* i logox medusobno inverzne bijekcije. To znaci da je prirodno podruéje definicije te
funkcije skup R (jer je R prirodno podruéje definicije eksponencijalne funkcije 2%), podruéje vrijednosti takoder

skup R (jer je R podrucje vrijednosti funkcije logyx koja je bijekcija sa skupa (0, +o0) u skup R) i propis fo(x) =
x. Stoga je f> = f; jer i funkcija f3(x) ima skup R i za prirodno podrucje definicije i podrucje vrijednosti, te o€ito
isti propis.

Funkcija f; definirana je samo za brojeve iz intervala (0, +00). Naime, funkcija Jx preslikava interval [0, +00)

na sama sebe, a funkcija log,x, kako smo ve¢ vidjeli, preslikava interval (0, +0o0) u skup R. Odavde zaklju¢ujemo
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da je prirodno podrucje definicije funkcije fi(x) skup [0, +o0) N (0, +00) = (0, +00), a prirodno podrucje

vrijednosti isti taj skup, tj. (0, +00). Propis funkcije f; zapi§imo na sljede¢i nacin:

Fi) = (- 27y = (0 20T = ()Y = (e x 2) = ()P = x

Funkcija f; takoder ima skup (0, +o0o) i za prirodno podrucje definicije i za podruc¢je vrijednosti, te je na tom

skupu fi(x) = x. Stoga je f| = f.
Zakljuc¢imo: Medu zadanim funkcijama postoje dva para medusobno jednakih funkcija: > = f; i f; = fi.

1158. Odredite zbroj najmanje i najveée vrijednosti funkcije f(x) = x> + 3x* — 72x + 90 na
segmentu [-5, 5].

Rjesenje: Odredimo najprije intervale rasta i pada zadane funkcije na promatranom segmentu. U tu svrhu
nadimo prvu i drugu derivaciju zadane funkcije:

f(x)=3x2+6x—72=3~(x_4).(x+6).
f'(x)= 6x+6.

RijeSimo 1i nejednadZbu f'(x) = 0 na segmentu [-5, 5], dobit ¢emo x = 4. Budu¢i da je f'(4) > 0, za x = 4 funkcija
f(x) postize svoj lokalni minimum f(4) = —86 na segmentu [-5, 5]. To ujedno znaci da f(x) raste na intervalu (4,
5], a pada na intervalu [-5, 4). Budu¢i da je f{-5) = 400, a f(5) = 70, najveca vrijednost funkcije f{x) na segmentu
[-5, 5] jednaka je 400, a najmanja — kako smo ve¢ vidjeli — jednaka je f(4) = —86. Zbroj tih dvaju brojeva jednak
je 400 + (-86) = 314.

1159. U geometrijskom nizu (g,)n e N poznato je: g1 + gs =51, g2 + g¢ = 102. Odredite n € N
za koji je zbroj prvih n ¢lanova toga niza jednak 3 069.

Rjesenje: Odredimo najprije formulu za opéi ¢lan zadanoga niza. Oznac¢imo sa ¢ koli¢nik niza. Tada je:

g2=g1'qi
g5=g1'q59
86=81°9 >

pa uvrStavanjem u zadane jednakosti dobivamo sustav:

gi-(1+4"=51

g (qg+q)=102,
odnosno

g~ (1+¢" =51

gr-q-(1+4"H=102.

Dijeljenjem ovih jednadZbi odmah dobivamo g = 2, pa slijedi g, = 3. Te vrijednosti uvrstimo u formulu za zbroj
prvih n ¢lanova aritmeti¢koga niza

pa dobivamo:
2" -1
S, =3 ——=3-(2"-1).
71 ( )

Prema zahtjevu zadatka, traZimo prirodan broj n takav da je S, = 3 069. Stoga rjeSavamo jednadZbu
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3-(2"-1)=3069,
odnosno eksponencijalnu jednadzbu
2" =1024.

Jedino rjesenje te jednadZzbe je n = 10 i to je trazena vrijednost broja n.

13
1 . v
’x +ﬁj koji ne sadrZi x.
vax
RjeSenje: Prema binomnom poucku, opéi ¢lan navedenoga razvoja je :
13 k 1 13-k 13 2k k k=13 2k-26 13 Tk-26 13k-104
(4a2x) 5|— = a®-xt-a’ x5 = g 0 Ly 20
k ax’® k k

Clan koji ne sadri x je onaj u kojemu varijabla x dolazi s eksponentom 0. Odavde dobivamo linearnu jednadzbu

1160. Odredite onaj clan u razvoju binoma (4 a

13k —104 ~0
20

¢ije je jedino rjeSenje k = 8. Dakle, 8. ¢lan navedenoga razvoja ne sadrZi x i on je jednak

13 7-8-26 13-8-104
[Sjﬂ 0Ly 0 =12874.

1161. Ako je polinom p(x) = trat+b djeljiv polinomom q(x) = x>+ 4x + 6, izracunajte
a+b.

Rjesenje: 1z uvjeta zadatka slijedi da postoji polinom r(x) stupnja 4 — 2 = 2 takav da je p(x) = g(x) - r(x). Buduéi
da su vodec¢i koeficijenti polinoma p i g jednaki 1, i vodeci koeficijent polinoma r(x) mora biti jednak 1, Sto
znaci da je r(x) polinom oblika r(x) = x>+ cx +d, zaneke ¢, d € R. Tako imamo jednakost:
x4+ax2+b=(x2+4x+6)(x2+cx+d),
a odavde mnoZenjem i sredivanjem dobivamo:
M rad +b=x"+ (c+Hx + (e +d + 6)x7 + (6¢ + 4d)x + 6d.

Usporedbom koeficijenata uz x’ i x na lijevoj i desnoj strani dobivamo sustav:

c+4=0
6¢ +4d=0.

Njegovo je rjeSenje ¢ = —4, d = 6. Tako je
a+b=4c+d+6)+6d=32.

sin 86° +sin 76° —sin 26° —sin 16°
c0s 86° +c0s 76° + 08 26° + cos 16°

1162. Izracunajte vrijednost izraza

RjeSenje: Primjenom formula pretvorbe zbroja u umnozak dobivamo redom:
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sin86° +5sin 76° —sin 26° —sin16°  (sin86° —sin26°) +(sin 76° —sin16°)
c0s86°+c0s76°+c0s26°+cos16°  (cos86°+cos26°)+ (cos 76°+cos16°)

_2¢0s56°sin 30° + 2 cos 46°sin 30° €08 56° +cos 46° 1 3

T 2¢0856°c0s30° + 205 46°c0s 30° 3+ (cos 56° + cos 46°) - 33
1163. Odredite ukupan broj razlicitih realnih rjeSenja jednadzbe

9>l 4.3 1320,

Rjesenje: Oznadimo: ¢ = 3**7'. Tada je 9" =(3*)"*' =(3*")? = 7, pa zadana jednadba prelazi u
njesenje: J p J p
kvadratnu jednadZbu

F—4t+3=0.
Sva realna rjeSenja te jednadzbe su t; = 1 it = 3. 1z GRS slijedi T2 30 pa izjednaCavanjem
eksponenata dobivamo iracionalnu jednadzbu 2+/x—1 = 0. Dijeljenjem s 2 i kvadriranjem dobijemo x — 1 = 0,
odnosno x; = 1. Nadalje, iz 3 =3 slijedi 2+/x—1 =1, odnosno dijeljenjem i kvadriranjem x, = 2 Izravnom

provjerom (uvrStavanjem u polaznu jednadZzbu) utvrdujemo da su x; i x, rjeSenja polazne jednadZzbe, pa
zakljucujemo da polazna jednadzba ima to€no dva razli¢ita realna rjesenja.

1164. Odredite ukupan broj razlicitih realnih rjeSenja jednadbe cos’x — sin"2x = 0 na
segmentu [0, 27].

RjeSenje: Prelaskom na dvostruki argument dobivamo ekvivalentnu jednadzbu:

1+0052x_1—cos4x
2 2

s

odnosno mnoZenjem s 2 i reduciranjem

cos 2x + cos 4x =0,
te pretvorbom zbroja u umnozak

2 cos 3xcos x =0.
Razlikovat ¢emo to¢no dva slucaja:

1.)cos3x=0

1z ove jednadZbe je x; = %(1 +2k), k € Z, paiz uvjeta 0 < x; < 21 dobivamo nejednadzbu

0< %(1+2k) <or,

odnosno nejednadzbu

11

< k< —
2

N | =

koja u skupu Z ima to¢no 6 rjeSenja (to su 0, 1, 2, 3, 41 5). Stoga u ovom slucaju dobivamo ukupno 6 razli¢itih
realnih rjesenja polazne jednadZbe.
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2)cosx=0

Sva rjeSenja ove jednadzbe u segmentu [0, 27] su x| = % ix; = 377[ Laganom provjerom utvrdujemo da za te
dvije vrijednosti vrijedi identitet cos 3x = 0, pa navedena rjeSenja pripadaju skupu rjeSenja dobivenom u 1.
podslu¢aju (konkretno, x = %i x= 37” dobivamo redom uvritavajuéi k = 1 i k = 4 u izraz x, = %(1+2k) ).
Stoga u ovom podslu¢aju ne dobivamo niti jedno novo rjesenje polazne jednadzbe.

Opaska. Zbog identiteta cos 3x = 4 cos’x — 3 cos x, jednadZba cos 3x = 0 ekvivalentna je jednadZbi cos x - (4 cos’x — 3) = 0, pa odavde slijedi

da je skup svih rjeSenja jednadzbe cos 3x = 0 jednak uniji skupa svih rjeSenja jednadZbe cos x = 0 i skupa svih rjeSenja jednadzbe 4 cos*x — 3
= 0. Stoga je skup svih rjeSenja jednadZbe cos x = 0 pravi podskup skupa svih rjeSenja jednadzbe cos 3x = 0, pa zato u drugom podslucaju

Tako zakljuujemo da polazna jednadZzba ima to¢no 6 razlicitih realnih rjeSenja na segmentu [0, 27].

1165. Neka su x, i x, rjeSenja jednadzbe 3x* + 17x — 14 = 0. Izracunajte vrijednost izraza

3x] +5x,x, +3x;
2 2 :
4x, x5 +4x,x;

Rjesenje: Prema Vieteovim formulama vrijede jednakosti:

X1+ X = —H
3

_ 14

X1 Xp = —?

Stoga je vrijednost zadanoga izraza jednaka:
[TV (L14) 280 14
3x) +5x,x, +3x;  3(x, +x,)" —xx, 3 3)_.3 3909

4x,x; +4x,x] 4x,x, (X, +x,) 4(_14)(_17j 952 952"
3 3 9

(x+D(x+2) 51

1166. Odredite skup svih realnih rjeSenja nejednadZbe >
(x=D(x=2)

RjeSenje: Zadanu nejednadzZbu najprije transformirajmo na sljedeéi nacin:

(x+1)(x+2)_1>0@(x+1)(x+2)—(x—1)(x—2)20=) 6x by

2 >0 >0
(x=D(x-2) (x=D(x-2) (x=D(x-2) (x—=D(x-2)

Sada razlikujemo dva podslucaja:

1)x20,(x-1Dx-2)>0

Iz prve nejednadZbe je x € [0, +o0), aiz druge x € R\ [1, 2]. Presjek tih rjeSenja je skup [0, 1) U (2, +o0).
2)x<0,x-1D(x-2)<0

Iz prve nejednadZbe je x € (—oo, 0], a iz druge x € (1, 2). Presjek tih rjeSenja je prazan skup.

Tako zakljucujemo da je skup svih realnih rjeSenja polazne jednadZbe [0, 1) U (2, +oo).
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1167. Odredite ukupan broj razlicitih realnih rjesenja jednadzbe 1ogy(1 — x) = logy(x — 3).
RjeSenje: Zbog bijektivnosti bilo koje logaritamske funkcije vrijednosti logaritmanada moraju biti jednake, pa
dobivamo jednadzbu 1 — x = x — 3 iz koje je x = 2. Medutim, izravnim uvrStavanjem x = 2 u polaznu jednadzbu
dobivamo log,(—1) = log,(—1), Sto je neistinita jednakost jer log,(—1) ne postoji. Stoga polazna jednadzba nema
niti jedno realno rjesenje.

1168. Izracunajte omjer oplosja bilo koje kugle i toj kugli opisane kocke.

Rjesenje: Neka je R polumjer kugle, a a duljina brida kocke. Budu¢i da je kocka opisana kugli, duljina njezina
brida mora biti jednaka promjeru kugle, tj. @ = 2R. Tako je traZeni omjer jednak

Orugia : Okocka = (4R*T) : (6 - 2R))) = (4R’m) : (6 - 4R*) =T : 6.
1169. Ako je Ix + al = a, za a 2 0, izracunajte llx| — al.

Rjesenje: Jednakost |x + al = a ekvivalentna je relaciji x + a € {-a, a}, odnosno s x € {-2a, 0}. Tako je Ixl €
{2a,0}, xl—ae {a,—a}illxl —al € {a, a} = {a}. Odavde izravno slijedi lIx| — al = a.

(1+l-)2008 _(l_l-)2009
(1 + l-)Z()()f) + (1 _ i)20()7 .

1170. Izracunajte vrijednost izraza

Rjesenje: Uogimo da je (1 +i)* = 1 + 2i + i* = 2i, te analogno (1 — i)* = —2i. Stoga je:

s

(1 + i)2006 — [(1 + l-)2]1003 — (21-)1003 — 21003 . l-1003 — 21003 . l.4~250+3 — 21003 . (14) 250 i3 — 21003 . 1250 . (—l) —-_ 21003 i

(1= Y7 = (1= 206+ 1 (1 — 2096 (1 iy = [(1 = 021" - (1 — ) = (=20)"°% . (1 = i) = (=2)"°P . {19 . (] —j) =
1003 425043 [y l003 (@250 3y oI008 250 py o Ly 2 1003 (g Ly 9008
Z 1003 2 1003 ;1003 ( gy 91003 | 1003 ;.

(1 + I-)ZOOS — [(1 + l-)2]1004 — (21-)1004 — 21004 . l-1004 — 21004 . l-4~251 — 21004 . (14) 251 — 21003 . 1251 — 21004;

(1= Y% = (1= P08+ 12— 2008 iy = [(1 = 021" - (1 — i) = (<20)"%% . (1 = i) = (=2)°% . /1% . (1 —j) =
D1004 4251 () iy 2 pl00 (ST iy 2 1004 251y pl00k (91004 51004,

Tako vidimo da je brojnik zadanoga razlomka jednak 2'°* — (2'%* — 21 . j) = 219 . "4 nazivnik — 2'% . ;
+ 2/ 4 21935 = 21 Stoga je vrijednost razlomka jednaka 2'%% 1% . ;i = 2! i = 2.

Opaska: Zadatak se mogao rijesiti i uporabom Moivreove formule za potenciranje kompleksnih brojeva. Kompleksne brojeve z; = 1 + i i
2 = 1 — i najprije zapiSemo u trigonometrijskom obliku:

V4 V4 T T
= /2| cos—+isin— |,zo= 2| cos—+isin— |,
1= B (s Fisin ] o= B (cos o isin 7

pa imamo:
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2008 2009
2008 2009 \/E{coszﬂ'sinzj - \/E(COSL+151H7—”J
A+ (i) 4"y 4 4

1+ l-)zuué +(- l)zutw 2006 2007
[ﬁ(cos%ﬂ'sin%ﬂ +|:\/5(cos77+zsm77ﬂ-ﬂ
1004 (COS 20287!' +isin 203872')} |:21()04\/—[ 2003 T +isin 2003- 772')}

2|003{00520267[+isi 2026 ﬂ |:21002 J—( 2001'7”+isin 2001-7;;ﬂ

140637 . . 140637:]}
+181n 4

[ 2/ (cos 5027 +isin 5027) | - [2""‘4J— (
o0 {COS 10237: T isin 10(;37rﬂ R {2.003 «/E(cos 140:97: T isin 140:9;;)}

[21004(1_‘_1-.0):' |:21()04\/—(£_ £

J:I 21004 _ (1004 _ 1004y

J} - 01003 4 (1005 4 1003y

I:zmus (0+i-(—1))] |:2|()03\/—(\/— +1%111£

s istim rezultatom.

1171. Pojednostavnite izraz: \ xv xvJx zax>0.
Rjesenje: \/)C\/X\/; =\/\/x2 N :\/\/x3x/_ =\/\/\/x6 =4

1172. Izracunajte vrijednost izraza 2°° — 2° — (2°° + 2%,

Vol _G2-b2+n-1_@-n-l

V241 V2+1 V2+1 =0

Rjesenje: Izraz je jednak 2°° —1-(2*° + 1) =

1173. Izracunajte zbroj svih znamenki dekadskoga broja 13 u binarnom brojevnom sustavu.

Rjesenje: Pretvorbom broja 13 u binarni sustav dobivamo broj (1101),. Stoga je traZeni zbroj jednak 3.

1174. U nekom se mravinjaku populacija mrava svake godine poveca za prosjecno 20%. Ako
danas u mravinjaku ima tocno M mrava, koliko najmanje godina treba proci da se taj broj
mrava barem udvostruci?

RjeSenje: Brojevi mrava tvore geometrijski niz kojemu je prvi ¢lan M, a koli¢nik 1 + % = 1.2. Mi traZimo prvi

¢lan toga niza vedi ili jednak broju 2M. Ako s n oznac¢imo taj ¢lan, onda iz eksponencijalne nejednadzbe M -

1.2" ' > 2M slijedi n > 110g122 + 1, tj. n = 4.801784. Dakle, rije¢ je o petom ¢lanu niza, pa zakljuCujemo da
ogl.

trebaju pro¢i najmanje 4 godine da se populacija mrava barem udvostruci obzirom na sadasnji broj.

1175. Ako je f(2x — 1) = x, odredite (f ° f)(x).

t—1 t—1
Rjesenje: Oznac¢imo 7 = 2x — 1. Odavde je x = 5 paje f(t) = B3 odnosno — prelaskom na varijablu x —

fx) = XT_l . Tako je

(Fo H) = ) = ﬂ%*) 2 _x-1-2 x-3
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1177. Odredite ukupan broj razlicitih cjelobrojnih vrijednosti parametra k € Z takvih da je
izraz (k — l)x2 —2(k + 5)x — (k + 5) strogo negativan za svaki realan broj x € R.

Rjesenje: Oznacimo: p(x) = (k — Dx* = 2(k + 5)x — (k + 5). p(x) je polinom stupnja 2 u varijabli x. On ¢e
poprimati iskljucivo strogo negativne vrijednosti ako i samo ako istodobno budu vrijedile sljedece nejednakosti:

k-1<0
[2(k+5)]2—4~(k—1) - [-(k+5)]<0

Iz prve nejednakosti je k < 1, a druga je ekvivalentna s 8 - (k —2) - (k + 1) <0, otkuda je k € [-1, 2]. Tako iz
uvjeta k€ Z, k< 1ik e [-1, 2] slijedi k € {1, 0}. Dakle, postoje tocno dvije razli¢ite cjelobrojne vrijednosti
parametra k za koje polinom p(x) poprima iskljucivo strogo negativne vrijednosti za svaki realan broj x € R.

1178. Odredite najvecu vrijednost funkcije f(x) = sin(sin x).

Rjesenje: Funkcija g(x) = sin x poprima vrijednosti iz segmenta [-1, 1]. Ista ta funkcija je strogo rastu¢a na
Lo . T T o.... . .
segmentu [—1, 1] jer je strogo rastuéa na segmentu [—E ,E] ¢iji je pravi podskup segment [-1, 1]. Stoga

funkcija fx) poprima najvecu vrijednost na "desnom kraju" segmenta [-1, 1], tj. za sve x € R takve da je
sin x = 1. Ta vrijednost iznosi sin 1 = 0.0174524064372835128194189785163162.

1179. Ravnina prolazi sredistem jednoga polumjera kugle okomito na taj polumjer i sijece ga
u liku povrsine 48w cm’. Izracunajte duljinu polumjera kugle.

RjeSenje: Lik u kojemu ravnina sije¢e kuglu je krug. Promotrimo poprecni presjek kugle i ravnine ravninom
okomitom na promatranu ravninu. Oznac¢imo li s S srediSte kugle, a s R traZeni polumjer, onda je navedeni
poprecni presjek jednakokracan trokut. Duljina njegovih krakova jednaka je R. Duljina visine na osnovicu

R
jednaka je > jer, prema uvjetu zadatka, zadana ravnina sijece polumjer kugle u njegovu sredistu, tj. polovistu.

Duljina osnovice jednaka je duljini promjera kruga povrine 487 cm’, pa je duljina polovice osnovice jednaka
duljini polumjera kruga povrSine 487 cm’ S druge strane, prema Pitagorinu je poucku kvadrat polovice osnovice
jednakokracnoga trokuta jednak razlici kvadrata duljine kraka i kvadrata visine trokuta. To znaci da je, u ovom

2 2 2
R
slu¢aju, kvadrat duljine polumjera kruga jednak R’ - (gj :T , pa je povrsina kruga jednaka 377[ . Tako

iz jednadzbe

2
3R T =48n

slijedi R = 8 cm.

1180. Pravac p sijece pravac q...2x —y —2 =0 u tocki A, a pravac r... x —y + 1 = 0 u tocki
B. Ako je poloviste duZine AB tocka M = (1, 1), odredite jednadzbu pravca p.

RjeSenje: Neka su A = (x4, ya) i B = (xp, yp). Tocka A pripada pravcu ¢ pa njezine koordinate moraju
zadovoljavati jednadZbu toga pravca. Dakle, vrijedi jednakost:

Z)CA —ya— 2 =0.
Iz analognog razloga koordinate to¢e B moraju zadovoljavati jednadZbu pravca r, pa vrijedi jednakost:
Xp — Y+ 1 =0.

Tocka M je poloviSte duZine AB pa je njezina prva koordinata jednaka poluzbroju prvih koordinata tocaka A i B,
a njezina druga koordinata jednaka poluzbroju drugih koordinata tocaka A i B, tj. vrijede jednakosti:
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“(xq +xp)=1

O +yp) =1

Tako smo dobili sustav Cetiriju linearnih jednadzbi s Cetiri nepoznanice:

ZXA—yA—2=0
.XB—yB"'l:O
1

E'(XA"'XB):l
Low4m=1
> Ya +yp)=1.

Zbroj prve i druge jednadzbe toga sustava mozemo zapisati ovako:
Xa+ (xa +xp)—(a +yp)—1=0.
Iz tre€e i Cetvrte jednadZbe slijedi

XA +XB=2
Ya +yp=2

pa kad te vrijednosti uvrstimo u jednadzbu
X+ (g +xp)—(a +yp)-1=0

odmah dobivamo x, = 1. Sada iz prve jednadzbe sustava slijedi y, = 0, pa je A = (1, 0). Jednadzbu traZzenoga
pravca moZemo naci i kao jednadzbu pravca kroz tocke A = (1, 0) i M = (1, 1). Ta je jednadzba ocito p... x = 1.

1181. Odredite najmanju vrijednost realnoga parametra a € R za koju jednadiba x* — 2x —
logra = 0 ima barem jedno realno rjeSenje.

Rjesenje: Uvjeti na parametar a sua > 01 (-2)* — 4 - 1 - (-log,a) > 0 (uvjet da jednadZba ima barem jedno realno
rjeSenje ekvivalentan je uvjetu da diskriminanta te jednadZbe bude barem jednaka 0). Drugu nejednadZbu

moZemo zapisati u obliku log,a > 1, a odavde je a > 27" = % Tako iz uvjetaa >01ia = % zakljucujemo da je

1

traZzena najmanja vrijednost parametra a jednaka 3"
1182. Zadan je skup svih uspravnih kruZnih stoZaca cija izvodnica ima duljinu s. Odredite
onaj element toga skupa koji ima najveci obujam.
Rjesenje: Oznacimo s r polumjer toga stosca, a s v njegovu visinu. Prema Pitagorinu poucku vrijedi jednakost:

Pt =g
iz koje je

2 2 2

r=s—-v.
Tada je obujam stosca (kao funkcija varijable v) jednak:

1 1
vevm=2r ~;r-v=§(s2—vz)-mv=§(s2v—v3).

Prva i druga derivacija te funkcije (po varijabli v) jednake su:
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V'v)= %sz —v?

V'(v) ==27v

Izjednacavanjem prve derivacije s nulom dobivamo jednadZbu

V.4
Z-m* =0
3

¢ije je jedino strogo pozitivno rjeSenje (jer duljina visine stoSca ne moZe biti nepozitivan realan broj) v = TS .

Za navedeni v je vrijednost druge derivacije V'"(v) strogo negativna, pa je rije¢ o vrijednosti varijable v za koju
funkcija V(v) poprima lokalni maksimum. Taj maksimum iznosi:

B, N 2

Vmaxzz(s2~—3s——3s3): -s
3 3 9 9

i to je trazeni najveci obujam.

1183. "Spil" od 32 karte sadrZi tocno 4 asa. Na koliko razlicitih nacina moZemo izabrati tocno
5 karata tako da medu njima budu barem dva asa?

Rjesenje: Razlikovat ¢emo ukupno tri razlicita slucaja:

4
1.) Medu 5 izabranih karata su to¢no dva asa. Ta dva asa moZemo izabrati na Ezj razli¢itih nacina, a
. 32-4 28 . -
preostale tri karte na 3 = 3 razli¢itih nacina.
. . . . . 5 . . 4 . .
2.) Medu 5 izabranih karata su to¢no tri asa. Ta tri asa mozemo izabrati na 3 razli¢itih nacina, a
. 32-4 28 N
preostale dvije karte na 5 = 5 razli¢itih nacina.

32-4 28
3.)) Medu 5 izabranih karata su sva Cetiri asa. Preostaje odabrati jo§ jednu kartu na [ 1 j:[ 1j

razlicitih nacina.

. . S 4 28 4 28 28
Tako je, prema nacelu zbroja, traZeni broj jednak N + N + 1 =21 196.

1184. Izracunajte zbroj svih troznamenkastih prirodnih brojeva djeljivih sa 11.

RjeSenje: Rije¢ je o zbroju svih ¢lanova aritmetickoga niza ¢iji je prvi ¢lan 110, posljednji 990, a razlika 11.
Odredimo ukupan broj ¢lanova toga niza. Iz formule za op¢i ¢lan aritmeti¢koga niza

a, =a;+(n-1)-d

lagano slijedi

pa uvrStavanjem a, = 990, a; = 1101 d = 11 u tu formulu dobijemo da promatrani niz ima ukupno
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n= w+l =81 ¢lanova.

Preostaje nam izraCunati zbroj svih tih ¢lanova tako da u formulu za zbroj prvih n ¢lanova aritmeti¢ckoga niza
n
S, = > (a,+a,)

uvrstimo n =81, a; = 1101 a,, = 990. Tako dobivamo: Sg; = 44 550.

1182. U 2007—znamenkastom broju 1234512345...1234512 precrtane su sve znamenke na
neparnim mjestima (pocevsi od prve slijeva). Isti je postupak ponavijan s tako dobivenim
prirodnim brojevima sve dok naposljetku nije preostala tocno jedna neprecrtana znamenka.
Odredite tu znamenku.

RjeSenje: Pogledajmo na kojim se mjestima u polaznom broju nalaze znamenke precrtane u pojedinim
koracima. U prvom su koraku precrtane (broje¢i slijeva) 1., 3., 5., ..., 2003., 2005. i 2007. znamenka. U drugom
su koraku precrtane 2., 6., 10., ..., 2002. i 2006. znamenka. U tre¢em su koraku precrtane 4, 12, 20, ..., 1996. i
2004. znamenka. Tako uo¢avamo da u n — tom koraku imamo aritmeticki niz pozicija znamenki kojemu je prvi
¢lan 2", te da je ukupan broj koraka potrebnih da u nizu ostane samo jedna znamenka jednak ukupnom broju
znamenki u binarnom zapisu broja 2007. Kako je 2007 = (11111010111),, imat ¢emo to¢no 11 koraka. U 11.
koraku preostat ¢e jedna jedina znamenka. Ona se nalazi na 211 = 1024, mjestu polaznoga broja. Buduc¢i da se
na svakoj ¢etvrtoj poziciji u polaznom broju nalazi znamenka 4, to je i 1024. znamenka jednaka 4 i to je trazena
znamenka.

2x—1
3x+2

1183. Odredite (1) ako je fix) =

RjeSenje: "Klasi¢no" bi se zadatak mogao rijesiti tako da odredimo inverz zadane funkcije i potom izratunamo
njegovu vrijednost za x = 1. No, imamo jedno brZe i elegantnije rjeSenje. Prema definiciji inverzne funkcije,
(1) je realan broj a takav da je f{a) = 1. Kako je

2a—-1
a) = N
fa) 3a+2
dobivamo jednadzbu
2a—-1 _
3a+2

¢ije je rjeSenje a = —3. Prema tome,fl(l) =-3.
1184. Realni brojevi x i y zadovoljavaju jednakosti 372" = 2, log ; (x + 2y) = 2. Izracunajte
zbroj tih brojeva.

Rjesenje: Iz druge zadane jednakosti slijedi x + 2y = 2, a odavde je x = 2 — 2y. UvrStavanjem u prvu jednakost
dobivamo eksponencijalnu jednadzbu

3=2
koju nakon mnozZenja s 3% = 9 mozemo zapisati u obliku

3. 2=18,
odnosno u obliku

92" =18,
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tj. kao
18 =18.
Odavde jey=1,pajex=2-2-1=0. Stoga je traZeni zbroj jednak x + y = 1.

1185. Odredite vrijednost realnoga parametra a € R tako da polinom p(x) = xt -4 — 2ax -
— 1 bude djeljiv polinomom q(x) = X+ 1.

Rjesenje: Nultocke polinoma ¢(x) dobivamo iz jednadzbe x* + 1 = 0, a odavde je x; = —i, x, = i. Da bi polinom
p(x) bio djeljiv polinomom ¢(x), nuzZno mora vrijediti p(i) = p(—i) = 0. Budu¢i da je p(i) = 4P —2ai-1=1+
4i —2ai — 1 =(4 - 2a) - i, taj e broj biti jednak 0 ako i samo ako je 4 — 2a = 0, tj. ako i samo ako je a = 2. Istu
vrijednost dobivamo i iz uvjeta p(—i) = 0, pa je a = 2 traZena vrijednost.

a+b
a+b b_l
1186. Pojednostavnite izraz: 4=2
a-b a->b
+1
a+b
Rjesenje: Izraz je jednak:
a+b_ a-b | a-b+a+b 2a
a+b ,_p _a+b.a+b+ _a+b. a+b _a+b.a+b_a+b.a~(a—b)_£
a—b'a—b+1 a=b a+b_, a-b atb—a+b a-b 2b  a-b b-(a+b) b’
a+b a-b a-b a-b

1187. Odredite skup svih realnih rjesenja nejednadzbe 1x + 3| > 2x — 1.

RjeSenje: Zadanu jednadZbu ¢emo razmatrati na tri intervala:

1.) x € (=0, 3]

Za x—eve iz toga intervala je Ix + 3l = —(x + 3) i [2x — 1| = —(2x — 1) = 1 — 2x, pa dobivamo nejednadzbu
—~x-3>1-2x

¢ije je rjeSenje x > 4. No, niti jedan broj strogo veci od 4 ne pripada intervalu (—eo, 3], pa polazna nejednadzba u
ovom slu€aju nema rjesenja.

1
2)xe (3, -]

Za x—eve iz toga intervala je Ix + 3l =x + 31 12x — 1l =—(2x — 1) = 1 — 2x, pa dobivamo nejednadzbu

x+3>1-2x

1 1
¢ije je rjeSenje x > —%. Realni brojevi iz intervala (-3, E] koji su strogo veci od —% tvore skup (—%, E] itajje

skup u ovom slucaju rjeSenje polazne nejednadzbe.

3.) xe (%,+oo)

Za x—eve iz toga intervala je Ix + 3l =x + 31 12x — 11 = 2x — 1, pa dobivamo nejednadzbu

x+3>2x-1
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¢ije je rjeSenje x < 4. Realni brojevi iz intervala (%, +00) koji su strogo manji od 4 tvore skup (%, 4) i taj je skup

u ovom slucaju rjeSenje polazne nejednadZzbe.
. e b . . 2 1 1 2
Preostaje nam zakljuciti da je skup svih rjeSenja polazne nejednadzbe <_§ , E] v <5 ,4) = <_§ , 4.

1188. Odredite vrijednost strogo pozitivnoga realnoga parametra b € {0, +o0) za koju pravac

1 .
p... bx + 3y + 4 = 0 s objema koordinatnim osima zatvara trokut povrsine 5 kv. jed.

RjeSenje: Zapisimo jednadZbu pravca p u segmentnom obliku:

X Y

= 42

p _f+_f )
b 3

pa slijedi da je povrsina trokuta kojega pravac p zatvara s objema koordinatnim osima jednaka

P:l._i. _Ay_1 61 16 _ 8 kv. jed.
21 b\ 3) 213 2 31bl 3lbl

1
Tako iz uvjeta P = 5 dobivamo jednadzbu:

s - D 16 . . Y ..
¢ije je strogo pozitivno realno rjeSenje b = 3 i to je traZena vrijednost realnoga parametra b.

1189. Omjer povrsina dvaju slicnih trokuta je 25 : 9. Izracunajte duljinu najkrace stranice
manjega od njih ako je duljina najkrace stranice vecega od njih 10 cm.

Rjesenje: 1z podatka da su povrSine sli¢nih trokuta u omjeru 25 : 9 slijedi da se odgovarajuée stranice tih

trokuta u omjeru /25 :\9 =5:3. Oznagimo li s x duljinu najkrace stranice manjega trokuta, onda iz razmjera

10:x=5:3slijjedix = 35—0 =6cm.

1190. Duljine stranica trokuta su a = 8§ cm, b = 11 cm i ¢ = 14 cm. Svaku od njih treba
produZiti za duZine jednakih duljina tako da dobiveni trokut bude pravokutan. Odredite
duljinu svakoga od tih produZetaka.

RjeSenje: Neka je x traZena duljina. O¢ito mora biti x > 0. Duljine (u cm) stranica novoga trokuta su 8 + x, 11 +
+x114 + x, te, zbog x > 0, vrijede nejednakosti: 8 + x < 11 + x < 14 + x. Stoga su 8 + x i 11 + x duljine kateta, a

14 + x duljina hipotenuze dobivenoga pravokutnoga trokuta. Prema Pitagorinu je poucku

B+ + (11 +x)7° = (14 +x),
a odavde kvadriranjem i sredivanjem dobivamo kvadratnu jednadzbu

2 +10x-11=0.

Jedino strogo pozitivno rjeSenje te jednadZbe je x = 1. Stoga je traZena duljina 1 cm.
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1191. Odredite jednadzbu kruznice koja prolazi kroz sjecista kruznica ki... x* + y* — 6x + 4y —
—12=0 iky... X +y2— 10x — 16y + 40 = 0 i ima srediste na pravcu p... 8x —3y -2 =0.

Rjesenje: Odredimo najprije koordinate sjecista zadanih kruZnica. Oduzimanjem jednadZzbi kruznica dobivamo:
4x +20y-52=0,
odnosno
x+5y-13=0.
Presjek tetive ¢... x + 5y —13 = 0 i kruZnice k; dobivamo uvrStavaju¢i x = 13 — 5y u jednadzbu kruZnice k;:
(13 =5y +y* = 6(13 = 5y) + 4y — 12 =0,
otkuda kvadriranjem i reduciranjem dobivamo kvadratnu jednadzbu

26y — 96y + 79 = 0.

. 48-5410 . 484510 . 3 . .
Njezina rjesenja su y; = 6 iy, = 6 . Pripadne vrijednosti nepoznanice x su:
o= 13— 5y, = BF2VI0
26
1= 13- 5y, = 2010 "222“@ :

Stoga su sjecita zadanih kruznica §, = (2o 2510 B V10 )i S =( 98-2510 : 48+510 ).

26 26 26 26
Tetiva ¢ zajedniCka je tetiva obiju zadanih kruZnica, ali i traZene kruZnice (jer krajnje tocke S 1 S, tetive #, prema
uvjetu zadatka, pripadaju i traZenoj kruznici). To znaci da pravac povucen polovistem P duZine S;S, okomito na
pravac ¢ prolazi srediStem trazene kruznice. Odredimo njegovu jednadzbu.

A% Bty

Poloviste P duZine S5, ima koordinate P=( ):(ﬁ 2—4j Koeficijent smjera tetive ¢ je

2 2 13713
k= —é , pa je koeficijent smjera pravca koji prolazi toCkom P okomito na tetivu ¢ k, = _ki = 5. Njegova je
t
jednadzba:
24 49
ey —=5-(x- —),

¢y =)

odnosno

q...65x— 13y -221=0.
Sjeciste pravaca p i g je srediSte traZzene kruZnice. Dobivamo ga rjeSavajudi sustav:
8x-3y-2=0
65x —13y—-221=0

Odavde je x =7, y = 18, pa je srediste traZene kruznice toc¢ka S = (7, 18).
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Kvadrat udaljenosti tocaka S'i S, jednak je kvadratu polumjera r traZene kruZnice:

= (1- 0)2=281.

98+25V10 1, (g 48-5V10
26 26

Tako je konacno jednadZba traZene kruZnice
(x=77+ (y—18)*=281.

1192. Neka su x) i x; rjeSenja kvadratne jednadZbe Ax* + Bx + C = 0. Izrazite zbroj x, +x,
pomocu A, Bi C.

Rjesenje: Prema Vieteovim formulama vrijede jednakosti:

.\ B
Xp+x,=——,
A

=0

XX =

Tako je

B

3 3 3
X +x; =(x1+x2)3—3(x1'xz)'(x1+x2)=[—§j —3-%~(——)=—B BC_3ABC-B

)R A

1193. Zadani su pravokutnik ABCD i polovista Py, P,, Ps i P4 Cetiriju njegovih stranica. Ako
lik P\P>PsP, ima opseg 40 cm i povrsinu 96 cm?, izracunajte duljinu krace stranice
pravokutnika ABCD.

RjeSenje: Oznacimo duljine stranica pravokutnika s a i b. Bez smanjenja opéenitosti moZemo pretpostaviti da je

a 2 b. Lik P,P,P;P, je romb ¢ija stranica ima duljinu d = (%jz +(%)2 = %W . Iz podatka da je opseg
lika P,P,P5P, jednak 40 cm slijedi:
4d = 40 cm,
odnosno
d=10cm,
pa uvrStavanjem izraza za d i kvadriranjem dobivamo:
a’ + b* = 400.

Nadalje, P P,P3P, — kao romb — je Cetverokut s okomitim dijagonalama i te dijagonale imaju duljinu a i b. Stoga
je povrsina romba P, P,P;P, jednaka:

P= lab s
2
pa kad u tu jednakost uvrstimo P = 96 dobivamo
ab=192.
Tako smo dobili sustav jednadZzbi
a’ + b =400
ab=192
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kojega najlakSe i najbrze moZemo rijesiti ovako: Pomnozimo drugu jednadZzbu s 2, pa je najprije pribrojimo, a
potom oduzmimo od prve jednadZbe. Dobivamo:

a +2ab + b* =784
a* —2ab +b* =16,

odnosno

(a+b)* =784
(a-b)*=16.

Zbog pretpostavke a > b smijemo korjenovati obje navedene jednadzbe, te dobiti:

a+b=28
a-b=4

Oduzimanjem tih jednadZzbi odmah dobivamo b = 12 cm i to je traZena duljina krace stranice pravokutnika.

1194. U grupi od 11 studenata ima tocno 6 studenata matematike, a ostali studenti su studenti
fizike. Izmedu njih treba sastaviti 7-¢lanu ekipu tako da veéina clanova ekipe budu studenti
matematike. Na koliko se razlicitih nacina to moZe uciniti?

RjeSenje: Razlikovat ¢emo tri moguca slucaja:

1.) Ekipu tvore to¢no 4 studenta matematike i 3 studenta fizike. 4 studenta matematike moZemo izabrati na [4]

5 6 5
nacina, a 3 studenta fizike na (3) nacina. Prema nacelu umnoska u ovom je slucaju traZeni broj LJ . £3j .

2.) Ekipu tvori to¢no 5 studenata matematike i 2 studenta fizike. 5 studenata matematike moZemo izabrati na

ESJ nacina, a 2 studenta fizike na EZ nac¢ina. Prema nacelu umnoSka u ovom je sluCaju traZeni broj

<) C)

3.) Ekipu tvore svi studenti matematike i to¢no jedan student fizike. Njega moZemo izabrati na 5 razliitih
nacina.

Primijenjujuci nacelo zbroja zaklju¢ujemo da je trazeni broj jednak

) () (o

1195. Izracunajte zbroj kvadrata svih vrijednosti realnoga parametra k € R za koje
kvadratna jednadzba

- Qk+dDx+k+8=0

ima tocno jedno dvostruko realno rjesenje.

Rjesenje: Navedena jednadzba ¢e imati toéno jedno dvostruko realno rjeSenje ako i samo ako njezina
diskriminanta bude jednaka nuli, tj. ako i samo ako vrijedi jednakost

(k+4)*-4-(k+8)=0.
Odavde je
K +3k—4=0.
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Sva realna rjedenja te jednadzbe su k; = —4 i k, = 1. Zbroj njihovih kvadrata jednak je (—4)* + 1’ =16 + 1 = 17.

inx+ 1
1196. Izracunajte M ako jetg x = ——.
sin x —cos x 2006

Rjesenje: Svaki pribrojnik u brojniku i nazivniku izraza ¢iju vrijednost trazimo podijelimo s cos x. To smijemo

C . o . 1 PR . . ..
uciniti jer iz uvjeta zadatka tg x postoji (i jednak je 2006 ), Sto znaci da je cos x # 0. Tako dobivamo da je trazeni

izraz jednak:

Lo, 2007
tgx+1_2006 _ 2006 __ 2007

gx-1 1, 2005 2005
2006 2006

1197. Ako je f(x) = sin x, te x, y realni brojevi takvi da je (x — y) € [-R, =], izrazite vrijednost
izraza

pomocu f(x) i f(y).

R S T . T s e
RjeSenje: Koristeci ¢injenicu da za svaki kut o € {—E, E} vrijedi nejednakost cos o > 0, te formule pretvorbe

umnoska trigonometrijskih funkcija u njigov zbroj imamo redom:

Zf(izyj 1_[]{36;)’)] =25in(x;yj 1—[sin[x_yD =25in(x+y) l—sinz(x;zyj =
=25in(x+yj cos{uJ=25in[x+yjcos(x_yj=2~l-{sin(x+y+u]+5in(u—x_yﬂ
2 2 2 2 2 2 2 2 2

=sinx+siny = f(x)+ f(y)

1198. Izracunajte umnoZak svih realnih rjesenja jednadzbe

1 1 1
+ +
log 8 log, 8 log, 8

RjeSenje: Koristit ¢cemo identitet =log,b. Tako zadanu jednadZbu moZemo zapisati u obliku:

log, a
loggx + logg(2x) + logg(4x) =2,
a odavde je
logg(8x’) = 2.
Antilogaritmiranjem dobivamo:

8x’ = 8%,
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odnosno
x =8.

Jedino realno rjesenje ove jednadzbe je x = 2. Stoga je traZzeni umnozak jednak 2.

2005[-2()()7 + 2007i2()()5
2006i"°

1199. Odredite apsolutnu vrijednost kompleksnoga broja z =

RjeSenje: Najprije izracunajmo navedene potencije broja i. Zbog identiteta 2005 = 4 - 501 + 1 imamo:

2005 _ 450141 _ #4501 1 =(i4)50'-i= PO =i
2006 _ 2005 . . 2 )
i =1 i=i-i=1 =-1;

L N )

Tako imamo:

Izl

2005 +2007i*| [2005(-i)+2007i| | 2i |
) n |

| 2006i2°% =

| i | il 1
2006-(-1) | |-2006] | B

21003|  1-10031 1003 °

1200. Duljine dviju stranica Siljastokutnoga trokuta su a = 28 i b = 26. Za kut nasuprot trecoj

12
stranici vrijedi jednakost tg 'y = 35 Izracunajte duljinu stranice c.

S D

+
JI+ig?y \/ (12)2
s

Siljastokutan, kosinusi njegovih kutova su strogo pozitivni realni brojevi, pa je jedino moguce cos y = % . Tako

RjeSenje: 1z podatka tg v = % slijedi cos v = . Budu¢i da je trokut

primjenom kosinusova poucka dobivamo =28 4+26"-2-28-26- S =900. Odavde je ¢ =30 i to je traZena

duljina trece stranice.

1201. Izracunajte vrijednost sljedeceg brojevnog izraza:

1

- 1
2! (% ’ -(1/(—7)2 +18§+10.6j:83

9

Rjesenje: Imamo redom:

2

1 3 1 3

2“(%}_2-(«/(—7)2+18§+10.6J:83 = %(3%]_2~(JE+18.4+10.6):(23)3

1 1

:{E-(3'2)';-(7+29):2‘}§ :[§-3~36:2f :(27)§ :(33)2 =3"=9

1202. Neka je T = (x, y) ortogonalna projekcija tocke M = (=1, 4) na pravac odreden tockama
A=(=2,-1)iB=(4,3). Izracunajte zbroj x + y.
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RjeSenje: Odredimo najprije jednadzbu pravca kroz tocke A i B. koeficijent smjera pravca kroz tocke A i B:

3-(-1)
4-(=2)

y—(-1)= Jx=(-2)]

y+1=§(x+2)

— 204!
HEERRE
_ . .. S . y o . 1 3 .
Koeficijent smjera pravca koji prolazi tockom M okomito na pravac kroz tocke A i B jednak je 5= > pa je
3
njegova jednadzba:
3
—4=-—=[x-(-D1],
y 2 [x— (D]
tj.
I
T
Tako iz sustava
SEpoE
Y733
_ 22
Y 2 2

dobivamo x = 1, y = 1. Stoga je traZeni zbroj jednak x + y = 2.

1203. Odredite ukupan broj razlicitih cjelobrojnih rjesSenja nejednadzbe

(P +x-6) V6+5x—x>>0.

RjeSenje: Razlikovat ¢emo to¢no dva slucaja:

1)
X +x-620
6+5x—x"20

(druga je nejednadzba nuzna radi osiguravanja definiranosti drugoga korijena). Iz prve nejednadzbe slijedi
X € (=0, =3] U [2, + o0y, a iz druge x € [-1, 6]. Presjek skupova (—oo, =3] U [2, + o0) i [-1, 6] je skup [2, 6] i u
tom se skupu nalazi to¢no 5 razli€itih cijelih brojeva: to su 2, 3, 4, 5, 6.

2)6+5x-x*=0,+x-6€R

Ovaj slucaj zapravo znaci da je izraz pod korijenom jednak 0, pa vrijednost izraza izvan korijena moZe biti bilo
koji realan broj. Iz 6 + 5x — x* = O slijedi x; = —1, x, = 6 i to su jo§ dva cjelobrojna rjesenja polazne nejednadzbe.

Prema tome, sva razli€ita cjelobrojna rjeSenja polazne nejednadzbe su: —1, 2, 3, 4, 51 6. Ima ih ukupno 6, pa je
traZeni broj jednak 6.

sin32°+5co0s58°
2c0s58° '

1204. Izracunajte vrijednost izraza
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Rjesenje: U identitet sin(90° — o) = cos o uvrstimo o = 58°, pa dobijemo jednakost sin 32° = cos 58°. Tako je
traZena vrijednost zadanoga izraza jednaka

sin32°+5c0s58° cos58°+5c0s58°  6c0s58°
2c0s58° 2c0s58° 2c0s58°

2007

1205. Odredite ukupan broj racionalnih ¢lanova u razvoju binoma (\/g +32 )

k 2007-k

2007 2007 =
RjeSenje: Op¢i ¢lan navedenoga razvoja je oblika ( p j(ﬁ)k (f2)7+ :[ B j.SZ -2 3 . Racionalne

¢lanove dobit ¢emo za sve one prirodne brojeve k za koje 2 | k, odnosno 5 | 2007 — k. Iz prvoga uvjeta
zaklju€ujemo da broj k mora biti paran, a iz drugog slijedi k = 2, 7, 12, 17, .... Tako zapravo trazimo ukupan broj
¢lanova rastucega aritmetickoga niza 2, 12, 22, 32, ... najviSe jednakih 2007 (jer, prema binomnom poucku, k ne
moZe biti ve¢i od eksponenta razvoja, tj. od 2007). Opéi €lan toga niza je

a,=2+m-1)-10=10n-38,
pa iz nejednadzbe

10n — 8 <2007

slijedi n < 201.7. Ukupan broj svih prirodnih brojeva najvise jednakih 201.7 jednak je 201 i to su: 1, 2, 3, ...,
199, 200, 201.

7 - 2aX € R\ {-1,0,1}.

3
1206. Pojednostavnite izraz (x L j: x+l
X =x x-1

X—X

Rjesenje: Imamo redom:

RN S N s T TR e X' +1 L) x(=xY)
X=x x-1) x=x x-(x*=1) x-1) x+1 x-(x=Dx*+x+1) x-1 x+1

XHl-x- (P +x+D) ) x1-x)(1+x) 1-x*—x 1-x*—x
= > . = 5 x-(1=-x)=- 3 x-(1-x)=
x-(x—D(x"+x+1) x+1 x-(x—D(x"+x+1) x-(I=-x)(x"+x+1)
_x2+x—1
X +x+1

ijz —3x+1 ~ ﬁ

x=2
1207. Izracunajte zbroj svih realnih rjesSenja jednadZbe (%) ( 5 =37

Rjesenje: Zadanu jednadzbu najprije transformiramo na sljede¢i nacin:

BT ]
DRt
S

Izjednacavanjem eksponenata odavde dobivamo kvadratnu jednadZzbu
2 -Tx+1=0
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zbroj ¢ijih je rjeSenja — prema Viéteovim formulama — jednak 5 Ta rjeSenja su realna jer je diskriminanta
dobivene jednadzbe D = 7 — 4 - 2 = 41 > 0, a buduéi da nema nikakvih dodatnih uvjeta na vrijednost

. S . . S . N . o .. 7
nepoznanice x, spomenuta rjesenja su ujedno i sva rjeSenja polazne jednadzbe. Stoga je traZeni zbroj jednak 5

1208. Neka je a = . Izracunajte vrijednost izraza 144° — 169",

ib=
log,,12 log,,13

Rjesenje: Koristit ¢emo identitet

= log,b. 1z tih je razloga a = log,13, b = log312. Tako je:
log, a

144° = 1442213 = (122)10g|213 =12%0a13 12]0g12(132) =132 =169
169b — 16910g|312 — (132 )longZ — 13210&;12 — 1310g|3(122) — 122 — 144

pa je traZena vrijednost izraza jednaka 169 — 144 = 25.

1209. Za koje je vrijednosti parametra m € R prirodno podrucje definicije funkcije

1
= kup R?
S mx> +(m—-8)x+1 SEp

Rjesenje: Prirodno podruéje definicije zadane funkcije ée biti skup R ako i samo ako polinom p(x) = mx” + (m —
— 8)x + 1 nema realnih nultocaka, odnosno ako i samo ako istodobno vrijede nejednakosti m # 01 (m — 8)? — 4m
< 0. Potonja nejednakost je ekvivalentna nejednadzbi m’ = 20m + 64 < 0, a odavde je m € (4, 16). Budu¢i da za
svaki realan broj iz segmenta (4, 16) vrijedi nejednakost m # 0, trazeni skup svih vrijednosti parametra m je
otvoreni interval (4, 16).

1210. Na stranicama AC i BC trokuta ABC odabrane su tocke D i E takve da spojnica DE
prolazi teZistem trokuta ABC usporedno sa stranicom AB. Izracunajte omjer povrsina likova
CDE i ABDE.

RjeSenje: Bududi da trazeni omjer ocito ne ovisi o vrsti trokuta, radi jednostavnosti moZemo uzeti da je ABC
jednakostranian trokut ¢ija stranica ima duljinu a. Tada je teZiSte T trokuta ABC ujedno i ortocentar toga
trokuta. Neka je N noZiSte visine povucene iz vrha C na stranicu AB. Trokutovi ANC i DTC su sli¢ni, pa vrijedi

razmjer:

[ANI: INCI = IDT1 : ITCI.

Duljina duZine AN jednaka je polovini duljine osnovice IABI, tj. % . Duljina duZine NC jednaka je duljini visine

. .y . . oy .. " . .2 ..
jednakostrani¢noga trokuta ABC, tj. %\/3 . Prema poucku o teziStu trokuta, duljina duZine TC iznosi 3 duljine
teziSnice iz vrha C, a kako se ta teZiSnica i visina iz vrha C podudaraju, zakljucujemo da je duljina duzine 7C

jednaka % duljine visine iz vrha C, tj. % . % 3 = %\/3 . Tako iz razmjera

IANI : INCI = IDT1 : ITCI

slijedi
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a a
|AN|-|TC|_§'§“/3
INCI a5z 3’
2

DT = =2

Povrsina trokuta CDE jednaka je

1 2
P, =—I|DEI-\TCE DT 1TC=2.23=23,
2 33 9

pa je omjer povrSina trokutova CDE 1 ABC jednak
a a
P i Py == 3:23=4:9,
9 4
a odavde je

Pypc= Z  Pep-

Stoga je traZeni omjer povrSina trokuta CDE i trapeza ABED jednak
9 5 5
PCDE:PABED=PCDE:(PABC_PCDE)=PCDE:(Z 'PCDE_PCDE)=PCDE:(Z “Pepp) =1 Z =4:5.

1211. Ako se plast uspravnog kruznog valjka razvije u ravninu, dobije se kvadrat povrsine
100 cm®. Izracunajte obujam toga valjka.

Rjesenje: Neka je r polumjer osnovke, a v visina valjka. Cinjenica da se razvijanjem plasta zadanoga valjka u
ravninu dobije kvadrat zna¢i da je opseg osnovke valjka (koji iznosi 2rm) jednak njegovoj visini v i da je
povriina toga plata jednaka P = v*. Tako iz P = 100 cm® slijedi v* = 100, tj. v = 10 cm. Nadalje, iz v = 2/ slijedi

r= 3 cm, pa je konatno V=r'm - v = 230 cm’.
T T

1212. Rijesite jednadZbu: logsz(logsx) = loge(5 — 4logsx).
Rjesenje: Prelaskom na bazu 3 dobivamo:

log,(5—4log, x) log,(5—4log;x) log;(5—4log,x) _
log, 9 log,(3*) 2

= %log3 (5—4log, x) =log, /5—4log, x

Tako antilogaritmiranjem i kvadriranjem slijedi

log,(5—4log, x) =

log? x +4logzx-5=0,
a ta jednadzba — uz zamjenu ¢ = logzx — prelazi u kvadratnu jednadZbu
£+4:-5=0.

Rjesenja te jednadZzbe su #;, = -5 11, = 1. RjeSenje #; = -5 ne dolazi u obzir jer za log;x = -5 nije definirana lijeva
strana polazne jednadzbe (log;(—5) ne postoji). Stoga je jedino moguce log;x =1, a odavde je x = 3.
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1213. Svjeze sljive sadrie 80% vode, a suhe 12%. Koliko se kg suhih sljiva moZe dobiti od 220
kg svjeZih?

RjeSenje: Neka je x trazena masa. U 220 kg svjezih §ljiva ima (1 —%) - 220 = 44 kg suhe tvari. Ta 44 kg suhe
tvari trebaju tvoriti 100% — 12% = 88% mase suhih §ljiva. Stoga iz jednadzbe % -x =44 slijedi x = 50, pa se iz
220 kg svjezih §ljiva moZe dobiti 50 kg suhih.

1214. Zbroj prva tri clana strogo rastucega geometrijskoga niza jednak je 52, a umnoZak
prvoga i trecega clana jednak je 144. Odredite zbroj prvih dvaju clanova toga niza.

Rjesenje: Prema osnovnom svojstvu geometrijskoga niza, umnozak prvoga i trecega ¢lana jednak je kvadratu
drugoga ¢lana niza. Tako iz g; = 144 slijedi g, = 12 (g, = =12 ne dolazi u obzir jer tada niz ne bi bio strogo
rastuci). Stoga moZemo postaviti sustav:

g1+g3:52—12
g1 -g3=144

Odavde je g; = 4 (g, = 36 ne dolazi u obzir jer je tada niz strogo padajuci), pa je traZeni zbroj jednak g, + g, =
=4+12=16.

1215. Odredite ukupan broj razlicitih rieSenja jednadzbe sin’x + cos x + 1 = 0 koja pripadaju
segmentu [20067, 20077].

Rjesenje: Zbog identiteta sin’x = 1 — cos*x polazna jednadzba je ekvivalentna jednadzbi
cos’x —cosx—2=0
koja, uz zamjenu ¢ = cos x, prelazi u kvadratnu jednadzbu
£—1-2=0.
Sva rjeSenja te jednadzbe su #; = -1 i f, = 2. RjeSenje #, = 2 ne dolazi u obzir zbog Icos x| = Ifl < 1, pa je jedino

moguce cos x = —1. Odavde je x; = (2k + 1) - T, k € Z. Stoga u zadanom segmentu imamo samo jedno rjeSenje
polazne jednadzbe, i to je xjn03 = 20077.

1216. Neka su x| i x; rjeSenja jednadibe x* + 2m — D)x + 2m — 5 = 0, pri ¢emu je m € R
realan parametar. Odredite najmanju vrijednost zbroja kvadrata tih rjeSenja.

RjeSenje: Prema Vieteovim formulama je

X1 +x=—2m-1)
X; - X=2m-5

Tako je
X Hxl =+ =2 (xx) = [-Qm—-1D]P =2 Qm—-5)=4m’ —8m + 11.
L . . 44 11=(8)7 N
Najmanja vrijednost ovoga izraza jednaka je 42 =71 to je traZena vrijednost.

1217. Duljine stranica trokuta su 7 cm, 5 J2emi 13 em. Izracunajte velicinu najvecega kuta
toga trokuta.
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RjeSenje: Najveci kut nalazi se nasuprot najduljoj stranici trokuta, a to je stranica duljine 13 cm. Oznac¢imo li
traZeni kut s o, onda prema kosinusovu poucku slijedi

7 +(5\2) 13 2

cosfl= ————————————=———.

2:7-5J2 2
. 3 S
Odavde je o = 2 T = 135°1 to je traZena veli¢ina kuta.
1218. Odredite ukupan broj razlicitih Sesteroznamenkastih prirodnih brojeva cije znamenke
pripadaju skupu [6] = {1, 2, 3, 4, 5, 6} i koji imaju barem dvije jednake znamenke.
Rjesenje: Sesteroznamenkastih prirodnih brojeva &ije znamenke pripadaju skupu [6] ima ukupno 6° (na svako

od 6 mjesta moZe do¢i bilo koja od navedenih 6 znamenaka). Medu njima ima 6! onih ¢ije su sve znamenke
medusobno razliite (zapravo su to sve permutacije skupa [6]). Stoga je traZeni broj jednak 6° — 6! = 45 936.

.\ 2007
1219. Odredite apsolutnu vrijednost kompleksnoga broja z = (2—lj .
—1i

lzl=

Rjesenje: Imamo redom:

2007 2007

(3 +i jzom ~ (3 v j 2007 B 1341l 2007 ~ /32 +12 B \/E B (\/5)2007 B 2&207
2—i 2—i 12—il 22+ 1y '

J5
1220. Odredite visinu najvecega mogucega valjka upisanoga u sferu polumjera J3em.

RjeSenje: Neka je r polumjer osnovke, a v visina toga valjka. Poprecni presjek sfere i valjka ravninom
okomitom na ravninu osnovke valjka je pravokutnik kojemu je duljina 2r, Sirina v, a polumjer opisane kruZnice
= /3 cm. Buduéi da je jedan promjer te kruZnice ujedno i dijagonala pravokutnika, prema Pitagorinu je poucku

e*+vV =232
odnosno
4 + vV =12,
Stoga se polazni zadatak svodi na rjeSavanje sljede¢ega optimizacijskoga problema:

max. V=rn-v

472+ =12,

Iz uvjetne jednakosti je ¥ = 3 — sz, pa se navedeni optimizacijski problem svodi na odredivanje ekstrema

sljedece realne funkcije jedne realne varijable:
1,
V=V(v)=3- Zv)-TE~v.

Prva i druga derivacija te funkcije (po varijabli v) su
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1
V) =3-m-(1- =),
4
3
V'(v) =——mv.
) 5
Izjednacavanjem prve derivacije s 0 dobivamo kvadratnu jednadZbu
I-—v"=0

¢ije je jedino strogo pozitivno rjeSenje v = 2 (v = —2 ne dolazi u obzir jer visina valjka ne moZe biti negativan
realan broj). Ocito je V'(v) <0, pa je v = 2 uistinu maksimum funkcije V(v). Dakle, trazZena visina valjka iznosi
v=2cm.

2a—-4 a—2 3% ab) 9

2+43a +3a—1j‘(15a—12 3 j‘a\/b_S

1221. Pojednostavnite izraz: (

Rjesenje: Imamo redom:

[2+3a +3a—lj.(15a—12_ij.a b’

[ 2+3a +3a—1)(15a—12—9a)ab\/5

2a-4 a-2 3a’h ab 9 2a-2) a-2 3a’h 9
_(243a+2-(3a-1) .£6a—12j.ab\/3_ 9 .[6(5;—2))511;\/3_\/5
2(a-2) 3a’b 9 2(a-2) 3a’b 9

5 i\t -3
1222. Izracunajte: (lj : 2—_2 : (%j
2 3 3

RjeSenje: Primijenjuju¢i pravila za potenciranje potencije, te mnoZenje i dijeljenje potencija jednakih baza

redom dobivamo:
1 Z_H _A (222t 1y 33
2 32 ) (3 25 (3273 ) 25 31 2! 2

1223. Odredite f(x) ako za svaki realan broj x € R vrijedi f (21)6) =2x

2+
Rjesenje: Stavimo t = Tx . Odavde je x = 41 — 2, pa je f(t) = 2 - (4t — 2) = 8¢ — 4. Preostaje nam preimenovati

nezavisnu varijablu: f{x) = 8x — 4.

1224. Odredite jednadzbu pravca koji prolazi sjecistima krivulja y = 2x* —4x +2 iy =x" +x —
-4,

Rjesenje: Sjecista zadanih krivulja odredujemo rjeSavajuci sustav jednadzbi

y=2x2—4x+2
y=x2+x—4

Izjednadavanjem desnih strana tih jednadzbi dobivamo kvadratnu jednadzbu x* — 5x + 6 = 0 &ija su sva realna
rjeSenja x; = 2 1 x, = 3. UvrStavanjem svake od dobivenih vrijednosti u bilo koju jednadZbu polaznoga sustava
dobivamo y; = 2, y, = 8. Stoga su sjecista zadanih krivulja tocke S| = (2, 2) 1 S, = (3, 8). JednadZba pravca kroz
te tocke je
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8-2
p...y—-2=——-(x-2),

W

odnosno p... y = 6x— 10.

1225. Odredite strogo pozitivan realan broj x takav da apsolutna vrijednost kompleksnoga

x\/§+\/§‘i
32

Rjesenje: Najprije imamo:

broja z = bude jednaka Ji0.

T 3+ﬁ-i|:|x 3+ﬁ”t (+3) +(v2) :\/3x2+2:\/3x2+2:\/3x2+2
| V3-v2:i | [N3-+2] \/(ﬁ)er(_ﬁ)z J3+2 NG 5

Tako iz jednadZzbe

2
3x5+2 :\/E

kvadriranjem slijedi 3x* + 2 = 50, odnosno x* = 16. Jedino strogo pozitivno realno rjesenje ove jednadzbe je
x =41 to je traZeni broj.

1227. Polinom p(x) drugog stupnja ima dvostruku realnu nultocku i zadovoljava jednakost
p(=1) = p(2). Odredite njegovu dvostruku nultocku.

Rjesenje: Pokazimo da ako polinom p(x) ima dvostruku realnu nultocku x, i ako za neka dva realna broja a i b,
1
a # b, vrijedi p(a) = p(b), onda je nuzno x, = E (a + b). Iz &injenice da p(x) ima dvostruku realnu nultocku x,

slijedi da p(x) moZemo zapisati u obliku
) =A - (x-x),
za neki realan broj A € R\ {0}, a odavde je
P =AC -2 -A-x-x+ x_.
Stoga je

p(a):Aa2—2~A-a~x0+ xg,
p(b)=ADP* ~2-A-b-xo+ x; .

Prema pretpostavci je p(a) = p(b), pa izjednacavanjem desnih strana dobivamo jednadZbu
Aa-b) -xo=a’ -1

Opet prema pretpostavci vrijedi nejednakost a # b, tj. a — b # 0, pa dijeljenjem gornje jednakosti s 2 - (a — b)
dobivamo

1
Xo= —(a+b),
0 2( )

§to smo i htjeli pokazati. Preostaje dokazanu tvrdnju primijeniti na konkretan zadatak u kojemu je a = -1, b =2
(ili obratno). Dobiva se da je traZena dvostruka realna nultocka jednaka
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1 1
Xo = E[(—1)+2): E

6—2x>4x—3
1-2x " 2x-1"

1228. Rijesite nejednadzbu:

RjeSenje: Zadanu nejednadZzbu moZemo zapisati u obliku

2x—6 4x-3
_— >0,
2x—1 2x-1
odnosno, nakon oduzimanja i reduciranja, u obliku

2x+3
2x—1

<0.

Zbog znaka stroge nejednakosti navedena je nejednadZba ekvivalentna nejednadzbi (2x + 3)(2x — 1) < 0, a

1 1
odavde je x € —%, > ). Dakle, skup svih realnih rjeSenja polazne nejednadzbe je ¢ —%, > ).

1229. Odredite ukupan broj svih realnih rjesenja jednadibe 7T — Ix — 5l = 2 + x|l koja
pripadaju intervalu [5, +oo).

RjeSenje: Za x € [5, +oo) vrijede jednakosti Ix — 5I=x—51ilxl=x, §toznac¢idaje |7 -Ix-5I=17 - (x - 5)I =
=112 — xl, te 2 + Ixl = 2 + x. Stoga zadanu jednadZbu mozemo zapisati u obliku

12 —xI=2+x.

Zax e [5,12] je 112 — x| = 12 — x, pa se na tom segmentu jednadzba svodi na linearnu jednadzbu 12 —x =2 + x
¢ije je rjeSenje x = 5. Buduéi da je relacija 5 € [5, 12] istinita, x = 5 je rjeSenje polazne jednadZbe koje pripada
intervalu [5, +o0).

Za x € [12, 4o0) je 12 — xl = —(12 — x) = x — 12, pa se na tom intervalu jednadZzba svodi na linearnu jednadzbu
x — 12 =2 + x koja nema rjeSenja.

Zaklju¢imo: Polazna jednadZba na zadanom intervalu ima to¢no jedno rjeSenje: x = 5.

1230. Odredite ukupan broj znamenaka u heksadecimalnom zapisu broja 2007%.

1og(2007**7) _ 2007 -1og 2007
log16 logl6

Odatle zaklju¢ujemo da navedeni zapis ima ukupno 5504 + 1 = 5505 znamenaka (poc€injemo sa znamenkom uz
potenciju 16>, nastavljamo sa znamenkom uz potenciju 16™* itd. sve dok ne dodemo do znamenke uz
potenciju 16%).

Rjesenje: Neka je x = 2007°". Tada je logjex = ~5504.6, pa je x =~ 16™%°,

1231. Duljine stranica trokuta su 11 cm, 12 cm i 13 cm. Svaki vrh trokuta je srediste kruznice
koja izvana dodiruje preostale dvije kruznice. Odredite polumjer najvece od tih triju kruzZnica.

RjeSenje: Oznac¢imo traZene polumjere s ry, r, i r3. Iz podatka da se kruZnice medusobno dodiruju izvana slijedi
da je zbrojevi dvaju po dvaju polumjera moraju biti jednaki duljinama stranica trokuta, tj. moraju vrijediti
jednakosti

r1+r2=11
r2+r3:12
r3+r1=13
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(navedene polumjere uvijek moZemo oznaciti tako da vrijede navedene jednakosti). Zbrajanjem tih triju
jednakosti dobivamo r; + r, + r; = 18. TraZeni polumjer dobit ¢emo kad od dobivene jednakosti oduzmemo
najmanji od triju navedenih zbrojeva, tj. zbroj | + r, = 11, tj. traZeni je polumjer jednak r3 = (r| + r, + r3) — (1 +
+r)=18-11=7cm.

1232. Odredite polumjer kruznice koja prolazi Zaristima hiperbole x* — 3y* = 12 i tockom
A=(0,8).

2 2

Rjesenje: Jednadzbu hiperbole najprije zapisimo u obliku f—z +y7 =1, otkuda oitavamo a* = 12, b* = 4, pa je

¢’ =a* + b* = 16, tj. zarista zadane hiperbole su tocke F; = (-4, 0) i F, = (4, 0). Trokut F,F>A je jednakokradan

jer su mu duljine dviju stranica b = IAF|| = IAF,| = V4% +8° =/80 =44/5 . Duljina visine na osnovicu F,F,
jednaka je v = 8, a duljina osnovice a = |F|F,| = 8. TraZeni polumjer R moZemo izracunati iz op¢e formule za
polumjer bilo kojemu trokutu opisane kruZnice

_abe
4P

pri cemu ¢emo uvaziti da je b = ¢ (jer je trokut jednakokracan) i P = %av (opet formula koja vrijedi za bilo koji

trokut). Tako dobivamo:

_ab b 80
4v 20 2.8
2

1233. Odredite ukupan broj clanova konacnoga padajucega geometrijskoga niza realnih
63

brojeva ako zbroj svih njegovih clanova iznosi 3 umnoZak prvih triju ¢lanova 8, a razlika

prvih dvaju clanova 2.

RjeSenje: Ozna¢imo s g, prvi ¢lan, a s g koli¢nik toga niza. Podatak da je umnozak prvih triju ¢lanova niza
jednak 8 moZemo zapisati u obliku jednadzbe

81 & g=28.

No, kvadrat svakoga €lana geometrijskoga niza (osim prvoga) jednak je umnosku tom c¢lanu neposredno
susjednih ¢lanova niza, pa vrijedi jednakost:

g, =818

Stoga je umnoZak g, - g» - g3 jednak (g, - g3) - 2= &, - &2 = g, - Tako smo dobili kubnu jednadzbu g; = 8 &ije je
jedino realno rjeSenje g, = 2. Nadalje, iz podatka da razlika prvih dvaju ¢lanova iznosi 2 i upravo odredenoga
podatka da je g, = 2 dobivamo jednadzbu

&1—-2=2,

a odavde je g; = 4. Prema tome, rije¢ je o geometrijskom nizu 4, 2, ... ¢iji je koli¢nik jednak ¢ =5 =l.
8

Preostaje nam u formulu za zbroj prvih n ¢lanova geometrijskoga niza

g -1

S =
81 g-1
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%. Dobit ¢emo eksponencijalnu jednadZbu (%j =a koja je ekvivalentna
eksponencijalnoj jednadzbi 2" = 64, tj. 2" = 2°. Odatle je n=61to je trazeni ukupan broj ¢lanova.

uvrstiti S, = %, gr=41iq-=

1234. Zbroj prvoga i sedmoga clana aritmetickoga niza jednak je 2007. Odredite zbroj
trecega i petoga clana toga niza.

Rjesenje: Najprije ¢emo pokazati da ako je (a,), < n aritmeticki niz, a p, g, r, s € N bilo koja (ne nuzno razlicita)
prirodna broja, onda jednakost p + g = r + s povlaci jednakost a, + a, = a, + a,. Neka su a, prvi ¢lan, a d razlika
aritmetickoga niza (a,), c - Imamo redom:

a,+a,=la+@p-1-dl+[a+(@-1)-d=a+a +@p+qg—-1-1)-d=(zbog pretpostavke p + g=r +5) =
=ai+a+(r+s-1-1)-d=[ay+(-1)-dl+[a;+(s-1)-d]l=a,+a,

(Lako se vidi da vrijedi i obratna implikacija, tj. da jednakost a, + a, = a, + a, povlaci jednakost p + g = r + ).
Primijenimo sada upravo dokazanu jednakost na nas zadatak. U nasem je sluaju zadan podatak a, + a; = 2007, a
trazimo az + as. Buduéi da o€ito vrijedi jednakost 3 + 5 = 1 + 7, to iz dokazane tvrdnje izravno slijedi a; + as =
=a; + a; = 2007.

1235. UmnoZak prvoga i jedanaestoga clana geometrijskoga niza jednak je 2007. Odredite
umnoZak petoga i sedmoga ¢lana toga niza.

RjeSenje: Najprije ¢emo pokazati da ako je (g,), « n geometrijski niz, a k, I, r, s € N bilo koja (ne nuzno
razli¢ita) prirodna broja, onda jednakost k + [ = r + s povlaci jednakost g; - g, = g, - &;- Neka su g; prvi ¢lan, a g
koli¢nik geometrijskoga niza (g,),c n- Imamo redom:

k+1 r+s—1-1

g g=@-qd D@ qd V=g g g " '=(zbog pretpostavke k + I =1+ ) =g - g - q =

=@-qd ) @ ¢ H=g"g.

(Lako se vidi da vrijedi i obratna implikacija, tj. da jednakost g; - g = g, - & povlaci jednakost k + [ = r + ).
Primijenimo sada upravo dokazanu jednakost na na$ zadatak. U naSem je slucaju zadan podatak g; - g;; = 2007, a
traZimo gs - g7. Buduc¢i da oito vrijedi jednakost 5 + 7 = 1 + 11, to iz dokazane tvrdnje izravno slijedi gs - g7 =
= g1 - gu = 2007.

1236. Nad katetom AC pravokutnoga trokuta ABC konstruirana je kruzZnica koja hipotenuzu

AB trokuta ABC sijece u tocki D. Ako je IBD| = 8 i IBCl = 4:6 , izracunajte duljinu duZine
AD.

RjeSenje: Spojimo vrh pravoga kuta C s to¢kom D. Prema Talesovu poucku, kut ZCDA je pravi kut (jer je
duZina AC, prema pretpostavci, promjer kruZnice), pa je trokut CDA pravokutan. No, tada je i trokut CDB
pravokutan (s pravim kutom kod vrha D), pa prema Pitagorinu poucku vrijedi jednakost:

IBCP = ICDV* + |BDI%.

Uvrstavanjem |IBC| = 46 i 1BDI = 8 dobivamo ICDI® = 32. Nadalje, takoder prema Pitagorinu poucku vrijede
jednakosti:

IAC* = ICDF* + 1ADP,
IACP = |ACP* — IBCP = (IAD! + IBDI)* — IBCP

Lijeve strane ovih jednakosti su jednake, pa takve moraju biti i desne. Odatle slijedi:
ICDF* +1ADF = (IAD! + IBDIY’ - IBCT’,

odnosno
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ICDF +1BCF —IBDI> 32+96—64
21BDI 2-8

|ADI = 4.

Stoga je traZena duljina tetive |ADI jednaka 4.

1237. Pravac kroz tocku T = (a, a) i srediste S kruZnice X+ y2 =d (a € R\ {0}) sijece tu
kruZnicu u tocki P € ST . U kojem omjeru, racunajuci od tocke S, tocka P dijeli duZinu ST ?

RjeSenje: Zadana kruZnica je kruZnica sa srediStem u ishodi$tu i polumjerom lal. Dakle, S = (0, 0), pa pravac ST
o€ito ima jednadZbu y = x. Udaljenost tocaka S'i T jednaka je lal V2 pa je traZeni omjer jednak:

SP:PT=SP:(ST—-SP)=lal:(lal\2—-lal)=1:(2-1).

1238. Odredite ukupan broj svih prirodnih brojeva m € N za koje realna rjeSenja x| i x;
kvadratne jednadzbe (po x) mx* + 5x + m — 7 = 0 zadovoljavaju nejednakost x, - x, < —1.

Rjesenje: Oba rjeSenja zadane jednadZbe Ce biti realni brojevi ako i samo ako diskriminanta te jednadzbe bude
nenegativna, tj. ako i samo ako vrijedi nejednakost 5° — 4 - m - (m — 7) > 0, a odavde je 4m* — 28m — 25 < 0.

. . . . -7 7 . . o T
Nadalje, prema Vieteovim formulama je x; - x, = mlo L , pa iz uvjeta x; - x, < —1 slijedi — = 2, odnosno
m m m

m < % Tri su prirodna broja manja od %: 1, 211 3, a lako se vidi da sva tri navedena broja zadovoljavaju uvjet

4m* — 28m — 25 < 0. Stoga postoje toéno tri prirodna broja (1, 2 i 3) za koje zadana jednadzba ima realna rjesenja

¢iji je umnoZzak najvise jednak —1.
1239. Odredite ukupan broj svih cjelobrojnih rjesenja nejednadzbe x + 1 > \J5—x .

Rjesenje: Na vrijednost nepoznanice x najprije postavljamo dva uvjeta: 5 — x = 0 (kako bi drugi korijen na
desnoj strani nejednadzbe bio definiran) i x + 1 = 0 (jer je drugi korijen — kao desna strana nejednadzbe — uvijek
nenegativan realan broj, pa takva mora biti i lijeva strana nejednadzbe). Iz ovih dviju nejednadzbi dobivamo
x € [-1, 5]. Za te x—eve smijemo kvadrirati polaznu nejednadzbu i dobiti

(x+1)7>5-x,
odnosno
X +3x-4>0.
Skup svih realnih rjeSenja ove nejednadzbe je R \ [-4, 1]. Stoga je skup svih rjeSenja polazne nejednadzbe

presjek skupova [-1, 5] 1 R\ [4, 1], a to je interval (1, 5]. Tom intervalu pripadaju to¢no Cetiri cijela broja: 2, 3,
415, pa polazna jednadZzba ima to¢no 4 cjelobrojna rjeSenja.

1240. Pri dijeljenju polinoma f(x) = x> + 2x* + ax + b, gdje su a, b € R realni parametri,
polinomom g(x) = x* — x — 2 dobije se ostatak r(x) = 7x — 1. Izracunajte a + 2b.

Rjesenje: Prema poucku o dijeljenju polinoma s ostatkom mozemo zapisati:

x3+2x2+ax+b:q(x) (P =x=2)+Tx-T.
Ova jednakost mora vrijediti za svaki realan broj x € R, pa posebno mora vrijediti i za nultoke polinoma g(x), a
to su sva realna rjeSenja jednadzbe x> —x — 2 = 0. Odavde je x; = -1, x, = 2, pa u gornju jednakost najprije

zasebno uvrstimo x = —1, a potom zasebno x = 2. Tako dobivamo:

D +2 D’ +a (D +b=gx) - [(-1) - (D) -21+7-(-1) -7,
2 42.2%4a-2+b=qx) [2°-2-2]1+7-2-1,
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odnosno sljedeci sustav dviju linearnih jednadZbi s dvije nepoznanice

—a+b=-15
2a+b=-9.

Zbrajanjem dobivenih jednadzbi dobivamo traZenu vrijednost a + 2b = —24.

1241. Odredite skup svih realnih rjesenja nejednadzbe log 3055 (x* =4)> logmm (3x).

2006 2006

RjeSenje: Najprije moramo postaviti uvjete na vrijednost nepoznanice x tako da obje strane nejednadzbe uopcée
budu definirane. Ti uvjeti su:

©-4>0
3x>0

a iz njih se lako dobiva x € (2, + oo). Baza logaritma je o€ito realan broj iz intervala (0, 1), pa se
antilogaritmiranjem nejednadzbe mijenja znak nejednakosti. Stoga se dobiva nejednadzba x* — 4 < 3x, odnosno
nejednadzba x* — 3x — 4 < 0. Skup svih realnih rjeSenja te nejednadzbe je segment [—1, 4]. Tako je skup svih
realnih rjeSenja polazne nejednadZbe presjek skupova (2, + o) i [-1, 4], a to je interval (2, 4].

1242. Jednakokracni pravokutni trokutovi ABC i ABD pripadaju dvjema medusobno okomitim

ravninama. Ako duljina zajednicke hipotenuze AB tih trokutova iznosi 242 cm, izracunajte
oplosje tijela ABCD.

RjeSenje: Tijelo ABCD je trostrana piramida. Za njezinu osnovku moZemo uzeti trokut ABC i njegova je

11—2
povrsina B = Z|AB| =2 cm?. Tolika je 1 povrsina strane ABD piramide ABCD. Odredimo duljinu duZine CD. U

tu svrhu povucimo okomice iz vrhova C i D na zajedni¢ku hipotenuzu AB. Budu¢i da su trokutovi ABC i ABD
sukladni, te okomice ¢e se sjeci u istoj tocki, pa oznacimo tu tocku s E. Trokut CED je pravokutan s pravim
kutom kod vrha E jer su ravnine trokutova ABC i ABD, prema pretpostavci, medusobno okomite. Primjenom
Pitagorina pou¢ka dobivamo:

2 2
|CDF=K1#+4DEP=[%|A30 +(%|A3q,

tj. ICDI =2 cm. Budu¢i da su i duljine stranica AC, BC i BD takoder jednake 2 cm, zakljucujemo da su preostale

dvije strane piramide jednakostrani¢ni trokutovi s osnovicom duljine 2 cm. PovrSina svakoga od njih je V3 em?
Stoga je traZzeno oplosje jednako

0=2+2+3 ++3 =4+23 cm’.

1243. Odredite ukupan broj medusobno razlicitih realnih rjeSenja jednadzbe

1 1 1 2
— | 1+ctgx+ 1+ctg x— =
\/x—zﬂ'( g sinxj( g sinx) Jx—zz

na segmentu [g, 8m].
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RjeSenje: Najprije primijetimo da za x € [g , 2m] zadana jednadZba nije definirana jer drugi korijen u nazivniku

razlomaka s obje strane jednadZbe nije definiran. Stoga je zapravo rjeSavamo na intervalu (2w, 87]. Najprije je
transformirajmo na sljede¢i nacin:

T
I+ctgx+ I+ctgx— =
x=27 sin x sin x x=2r

1 cos x cosx 2
1+ 1+
Ny sin x smx sinx sinx Jx—zfc

1 (s1nx+cosx+lj[smx+cosx 1) 2
1

Ny sin x sin x Jx—2r
1 (s1nx+cos x)* =
\/x—27r sin” x \/X—Zﬂ'
1 sin’ x+2sinxcosx+cos’x—1 _ 2
Jx—27 sin® x Cx-or
1 2sinxcosx 2

Ji—2r  sinfx Jx-2rm
1 2cosx _ 2

NJx—27r sinx x—2x

cigx 1
Jx—Zﬂ Jx—ZE
tg x—1

ctg x -0

Nx=2m

Odatle slijedi da su sva rjeSenja polazne jednadZbe u intervalu (27, 87t] ona rjeSenja jednadzbe ctg x = 1 koja
pripadaju tom intervalu. Ta rjeSenja su odredena formulom x; = % (4k + 1), pri ¢emu je k € Z, pa dobivamo

nejednadzbu (po k)

2n<-g‘Mk+DS8m

tj. nejednadzbu

w
—

<k<

EEIEN
& |

Postoji ukupno 6 cijelih brojeva koji zadovoljavaju ovu nejednadzbu: to su 2, 3, 4, 5, 6 1 7. Za svaki od tih
brojeva dobivamo drugu vrijednost rjeSenja x;, pa zaklju€ujemo da polazna jednadZba na zadanom segmentu ima
to¢no 6 medusobno razli¢itih realnih rjeSenja.

1244. Odredite skup svih realnih rjesenja nejednadzbe 1og; . 3()62 —5) = log,+3(3xl - 1).

Rjesenje: Odredimo najprije za koje vrijednosti broja x nejednadzba uopée ima smisla. Imamo ukupno 4
razlicita uvjeta:

x+3>0
x+3=1
©=5>0
3lxI-1>0

IzxX’-5>0 slijedi Ixl > NG ,paje3lxl-1>3 5 —1>0. Stoga valjanost tre¢ega uvjeta povlaci valjanost
cetvrtoga, pa Cetvrti uvjet smijemo zanemariti. Nadalje, iz x + 3 = 1 slijedi x = -2, a taj broj ne zadovoljava
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nejednakost x* — 5 > 0. Stoga valjanost treéega uvjeta povladi i valjanost drugoga uvjeta. Tako smo navedeni
sustav sveli na sustav nejednadzbi

x+3>0
©-5>0

¢iji je skup svih realnih rjeSenja (-3, -5 YU (\/g , +o0). Stoga ¢emo polaznu jednadZbu razmatrati na dva
razliCita intervala:

1)xe (-3,-5)

Za sve x iz navedenoga skupa vrijedi jednakost lx| = —x, te nejednakost O < x + 3 < 1. Stoga pri antilogaritmiranju
moramo promijeniti znak nejednakosti. Tako ¢emo dobiti nejednadzbu:

¥ -5<-3x-1,
odnosno nejednadzbu
X +3xr-4<0

¢iji je skup svih realnih rjesenja [-4, 1]. Stoga je u ovom slucaju skup rjeSenja polazne nejednadzbe presjek
skupova (=3, —+/5 ) i [4, 1], a buduéi da je o&ito (-3, —/5 ) = [4, 1], taj je presjek skup (-3, /5 ).

2) x €(/5, +9)

Za sve x iz navedenoga skupa vrijedi jednakost Ix| = x, te nejednakosti x + 3 > 1. Stoga pri antilogaritmiranju ne
trebamo promijeniti znak nejednakosti. Tako ¢emo dobiti nejednadZbu:

¥-523x-1,
odnosno nejednadzbu
X —3x-420

¢iji je skup svih realnih rjeSenja (oo, —1] U [4, +0). Stoga je u ovom slucaju skup rjeSenja polazne nejednadzbe
presjek skupova ( \/g , +00) 1 {(—c0, —1] U [4, +00), a to je skup [4, +oo).

Tako konac¢no zakljucujemo da je traZeni skup svih realnih rjeSenja polazne nejednadZbe (-3, -5 YU [4, 4o0).

1245. U kuglu polumjera R treba upisati uspravni kruZni stoZac tako da povrsina njegova
plasta bude sto veéa. Izrazite najvecu mogucu vrijednost te povrsine kao funkciju varijable R.

RjeSenje: Neka su r polumjer osnovke, v visina, a s duljina izvodnice upisanoga stoSca. Promotrimo presjek
zadane kugle i stoSca ravninom okomitom na ravninu osnovke stoSca. Rije¢ je o jednakokracnom trokutu cija
osnovica ima duljinu 27, visina duljinu v, a krak duljinu s, dok je polumjer tom trokutu opisane kruznice jednak
R. Prema rjeSenju zadatka 1232. vrijedi jednakost

iz koje je

a tu jednakost zbog jednakosti
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mozemo zapisati u obliku

a odavde je

Tako je kvadrat povrSine plasta upisanoga stoSca jednak

4

PP=Fm ¢ =(s" - 4st )y st
Uz oznaku x = 57 slijedi da traZimo maksimum funkcije
x2
f) = (- W ) T x.

Odmah uocimo: kad izraCunamo vrijednost maksimuma promatrane funkcije, trazena ¢e povrsina plasta stoSca
biti jednaka kvadratnom korijenu iz toga maksimuma. Prva derivacija te funkcije je

2

=2 x - (8R - 3x),

4R’
pa izjednacavanjem s nulom slijedi xo = %Rz . Druga derivacija funkcije f(x) je

2

T
2R?

') == - (4R* - 3x),

pa je ocito f'(xp) < 0, j. u to€ki x, funkcija f(x) ima lokalni maksimum. Vrijednost toga maksimuma je

64 4 o
Xg)= —R" -7,
Sfixo) 77

pa slijedi da je traZena najve¢a moguca povrsina plasta stoSca jednaka

8 , 83,
Pmaxzv (x): R'rm=——Rrx.
f 0 3\/5 9

1246. Razlika duljina dviju stranica trokuta je 5 cm. Treca stranica trokuta duga je 7 cm, a
kut nasuprot njoj iznosi 60°. Izracunajte opseg toga trokuta.

Rjesenje: Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da su stranice trokuta oznacene tako da vrijede
jednakosti a — b = 5, ¢ = 7. Uz standardne oznake u trokutu tada mora biti y = 60°. Kvadriramo 1i jednakost
a—b =35, dobit ¢emo:
a’—2ab + b’ =25,
dok prema kosinusovu poucku vrijedi
2

c =a2+b2—2abcosy,

odnosno, nakon uvrstavanja podataka,
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a’+b* —ab=49.
Oduzimanjem prve dobivene jednadZzbe od druge dobivamo ab = 24. Tako sada imamo:
(a+by¥=d*+2ab+b* = (" -2ab+b>) +4ab=25+4 - 24 = 121,
aodavde je a + b = 11. Stoga je traZeni opseg trokuta jednak

O=a+b+c=11+7=18 cm.

1247. Izracunajte umnoZak svih cjelobrojnih vrijednosti realnoga parametra m € R za koje
realna rjesenja x, i x, kvadratne jednadZbe F4+2m+Dx+m=0 zadovoljavaju nejednakost

L2+i2 > 8.
X X

Rjesenje: Zadana kvadratna jednadzba ¢e imati dva (ne nuzno razliita) realna rjeSenja ako i samo ako njezina
diskriminanta bude nenegativna, tj. ako i samo ako vrijedi nejednakost

[-2(m + D> —=4m > 0,
a odavde je
m+m+1>0,
tj.
(m+ %)2 +% >0,

a ta je jednakost o€ito istinita za bilo koju vrijednost realnoga parametra m. Prema tome, zadana jednadZzba
uvijek ima dva realna rjeSenja (neovisno o vrijednosti parametra m). Odredimo sada skup svih realnih vrijednosti
parametra m za koje realna rjeSenja zadane jednadzbe zadovoljavaju zadanu nejednakost. Bududi da je

I )clz+)cz2 _(x +x2)2 —2(x,x,)

s

2 2
X5 XX (%,x,)
a prema Vieteovim formulama vrijede jednakosti

X +x="2m+1)
XX = m,

zadana je nejednakost ekvivalentna nejednadzbi

[2(m+1)]" -2m N

2
m

8.

Lako se vidi da za m = 0 dobivamo nepotpunu kvadratnu jednadzbu x* + 2x = 0 &ija rjeSenja x; = 0 i x, = -2 ne
zadovoljavaju navedenu nejednakosti. Stoga gornju jednadzbu smijemo pomnoZiti s m’, pa ¢emo nakon
kvadriranja i reduciranja dobiti kvadratnu nejednadzbu

2m* —3m-2<0.

Skup svih realnih rjeSenja te nejednadzbe je segment [—%, 2]. U tom segmentu nalaze se to¢no tri cijela broja: 0,

112. Ve¢ smo vidjeli da m = 0 ne dolazi u obzir, pa su jedine moguce cjelobrojne vrijednosti parametra m takve
da vrijedi navedena nejednakost m = 11 m = 2. Stoga je traZzeni umnoZzak jednak 2.

© Bojan Kovaci¢ 690  Tehnicko veleuciliste — Elektrotehnicki odjel, Zagreb



Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike — 2. dio

1248. Izracunajte zbroj svih realnih rjeSenja jednadzbe (7+4~/3)" 7 +(7-4J3)" > =14
RjeSenje: Najprije primijetimo da vrijedi jednakost
(T+43) - (71-43)=49-48=1,

a odavde je

otkuda slijedi

230 1
(7_4\/5),\ —3x+3 — _ .
(7+4\/§)x —3x+3

X2 -3x+3

Stoga moZemo uvesti zamjenu ¢ = (7 + 4/3) , pa dobivamo jednadZbu

t+l=14
t

koja je ekvivalentna kvadratnoj jednadzbi
£—14t+1=0.

Sva realna rjeSenja te jednadZzbe su t, =7 — 4 V3 i, =7+4+3 . Tako najprije iz eksponencijalne jednadzbe

(T+443)"73 =7 243 =(T+4+/3)"
izjednac¢avanjem eksponenata dobivamo kvadratnu jednadzbu
X -3x+4=0
koja nema realnih rjeSenja. Potom iz eksponencijalne jednadzbe
(T+443)"7 =7 4+43 =(7+443)!
izjednaCavanjem eksponenata dobivamo kvadratnu jednadZbu
¥ -3x+2=0
koja ima to¢no dva realna rjeSenja: x; = 1 ix, = 2. Stoga je traZeni zbroj jednak 1 + 2 = 3.

1249. Odredite ukupan broj medusobno razlicitih vrijednosti realnoga parametra k € R za
koje jednadzba kx* — 2(k + 3)x + k + 4 = 0 ima tocno jedno rjesenje.

RjeSenje: Zadana jednadzba ¢e imati to¢no jedno realno rjeSenje ako i samo ako njezina diskriminanta bude
jednaka nuli, tj. ako i samo ako vrijedi jednakost
20k +3)° -4 k- (k+4)=0.

Kvadriranjem i reduciranjem dobivamo linearnu jednadZbu

8k+36=0
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¢ije je jedino realno rjeSenje k = —% . Stoga je traZeni broj jednak 1.
1250. Odredite skup svih vrijednosti realnoga parametra m € R za koje kvadratna jednadzba
(m+ Dx* = 2m — Dx + m —3 =0 ima dva razlicita strogo pozitivna realna rjesenja.

Rjesenje: Zadana jednadzba ¢e imati dva razli¢ita realna rjeSenja ako i samo ako istovremeno vrijede sljedece
nejednakosti:

m+1#0
QCm-1"-4-(m+ D(m-3)>0.

Nadalje, ta ¢e rjeSenja biti strogo pozitivna ako i samo ako istovremeno vrijede sljedece nejednakosti:

2m—1
m+1

>0

m-—3
m+1

> 0.

(obje nejednakosti slijede iz Vieteovih formula i ¢injenice da su dva realna broja strogo pozitivna ako i samo ako
su im zbroj i umnozak strogo pozitivni realni brojevi) Tako smo dobili sljedeci sustav nejednadzbi:

m+1+0
Cm-1"-4-(m+D(m-3)>0

2m—1 50

m+1

Kvadriranjem i reduciranjem druge nejednadZzbe dobivamo sljede¢i sustav:

m+1#0
dm+13>0

2m—1
m+1

Zbog prve nejednakosti, tre¢u i Eetvrtu nejednadzbu smijemo pomnoZiti s (m + 1), pa gornji sustav prelazi u:
m+1+0
4m+13>0

@Cm—-1)m+1)>0
(m-3)m+1)>0.

1z druge je nejednadzbe m € (—% , +oo), iz tre¢e m € (—oo, —1) U (%, +o0), a iz Cetvrte m € (—oo, —1) U (3, +o0).

1
Presjek tih rjeSenja je skup (—?3 ,—1) U (3, +o0) i to je traZeni skup.

(a—b)* +3ab ) a’b+ab® —ab
a’-b "a*-b*+b-a

1251. Izracunajte vrijednost izraza aa= - ib=2a.

RjeSenje: Zadani izraz ¢emo najprije pojednostavniti na sljede¢i nacin:
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(a—b)2+3ab_a2b+ab2—ab_ a* —2ab+b* +3ab ) ab-(a+b-1) _
@ - d*-b*+b-a (a-b)a*+ab+b*) (a—-b)a+b)—(a—Db)
a’ +ab+b* _ab-(a+b-1) 1 ab 1 .a—b_l

T a-b\a +ab+1?) (a—b)a+b—-1) a—b a—b a—b ab _ ab

Stoga je traZena vrijednost jednaka _ = 2 =1.
V2 N 2
N2 2
2
1252. Ako je logs7 = a i log;2 = b, izrazite log;72 pomocu a i b.

Rjesenje: Imamo redom:

log;72 =1logs(9 - 8) =log;9 + log;8 = log7(32) + log7(23) =2log;3 +3log;2 = + 3 log;2 = g +3b=
a

log, 7
3ab+2

a

1253. Neka roba je tijekom godina poskupjela tocno tri puta, i to svaki put po 20%. Odredite
ukupno godisnje poskupljenje (u %) te robe.

Rjesenje: Trazeno ¢emo poskupljenje izracunati iz jednakosti

R=100-| 142 || 1+ 2= |.[ 142 | —100
100 100 100

u koju ¢emo uvrstiti p; = p, = p3 = 20. Tako se dobije R = 72.8, pa je trazeno poskupljenje 72.8%.

tg 10°-sin 80°

1254. Izracunajte vrijednost izraza .
V3 tg10°-1

Rjesenje: Uocimo najprije da je sin 80° = sin(90° — 10°) = (adicioni poucak za sinus razlike dvaju kutova) =
cos 10°, §to znaci da je

sin10°

cos10°

tg 10° - sin 80° = - cos 10° = sin 10°.

Nadalje, transformirajmo nazivnik zadanoga izraza na sljedeci nacin:

ﬁ i 10°—i 10°
Bt 100_1_\/5.sin10°_1_\/§sin10°—cos10_2. p STV, C08 _ . 5in10°c0s30°~cos10°5in30° _
& cos10° cos10° cos10° cos10°
:2.51n(10 -30°) :_2.sm20 :_2.251n10 cos10 — _4sin10°
cos10° cos10° cos10°

Stoga je traZena vrijednost zadanoga izraza jednaka
tg10°-sin80°  sin10° 1

3 te10°—1  4sinl0° 4
V3 tg

1255. Pri dijeljenju polinoma p(x) = X +6x° + 12X + ax + b (a, b € R su realni parametri)
polinomom q(x) = x> + x — 2 dobiva se ostatak 3. Izracunajte a + 3b.

RjeSenje: Prema poucku o dijeljenju polinoma s ostatkom moZemo pisati:
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X+ + 12 +ax+b=q(x) - (P +x-2)+3,

gdje je gi(x) nepoznati polinom stupnja 5 -2 = 3. Ta jednakost mora vrijediti za svaki realan broj x € R, pa
posebno i za sve realne nultocke polinoma g(x). Njih dobivamo rjeSavajuci jednadZbu

PH+x-2=0.

Odavde je x; = -2, x, = 1. Tako u gornju jednakost najprije uvrstimo x; = —2, a potom zasebno x = 1. Dobit
¢emo:

-32-2a+b=0+3
19+a+b=0+3

odnosno sustav dviju linearnih jednadZbi s dvije nepoznanice:

—2a+b=35
a+b=-16

Oduzimanjem ovih jednadZzbi slijedi a = —17, paje b=1. Stogajea+3b=-17+3 - 1 =-14.

1256. Odredite ukupan broj razlicitih realnih rjesenja jednadZbe V2x-3=x-2-+/x-3.

Rjesenje: Najprije pogledajmo za koje realne brojeve x € R jednadZba uopce ima smisla. Uvjeti na vrijednost
nepoznanice x su:

2x-320
x=220
x-320
Rjesavanjem ovoga sustava dobijemo x > 3. Uz taj uvjet, kvadriranjem polazne jednadZbe dobivamo:

2x=-3=x-2-2J(x=2)(x=3) +x -3,

odnosno

Jx=2)(x-3) =-1.

Budu¢i da je podrucje vrijednosti realne funkcije f(x) = Jx skup [0, +eo), a realan broj —1 ne pripada tom skupu,
zakljuujemo da posljednja jednadzba nema realnih rjeSenja. Odatle slijedi da i polazna jednadZba nema niti
jedno realno rjesenje.

(a* +ab+b*) ) Ja’b* -a’b’
abNa-b  (a‘b—ab')

Rjesenje: Zadani ¢emo izraz najprije pojednostavniti na sljedeci nacin:

1257. Izracunajte vrijednost izraza zaa=1.05ib=0.05.

(a* +ab+b*)> ) a’b’ —a’b’ _ 1 . (a*b—ab*)? _
abla—b  (@'b-ab'y  ab(a® +ab+b*)Na—-b b — b’
b [aba® -6 ] b [ab(a—b)(a* +ab+b*)]
ab(a—b)a® +ab+b*)’ Ja?b* (a—b) ab(a—b)(a* +ab+b*)* abJ(a—b)
_ a=b @’b’(a—b)’ (@’ +ab+b’)’
ab(a—-b)(a®> +ab+b*)’ ab\/(a—b)
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(Pritom smo Koristili ¢injenicu da su zadane vrijednosti brojeva a i b strogo pozitivne.) UvrStavanjem zadanih
vrijednosti brojeva a i b dobivamo da je traZena vrijednost jednaka 1.05 — 0.05 = 1.

RN
NI N

1258. Izracunajte vrijednost izraza

Rjesenje: Najprije uoc¢imo da je \/272 =4(=2)* = Ja=2. Stoga je traZena vrijednost jednaka 22 +222 = % = % .
+ .
C o .. . sin 765°-sin 120°
1259. Izracunajte vrijednost izraza .
cos135°-ctg(-30)°
RjeSenje: Izracunajmo najprije vrijednost svakoga faktora. Imamo redom:
sin(765°) = sin(720° + 45°) = sin(45° + 2 - 360°) = (jer je 360° period funkcije sin x) = sin 45° = 7 ;
sin(120°) =2 - sin 60° - cos 60° =2 - g% zg ;

V2

cos(135°) = cos(90° + 45°) = (adicioni poucak za kosinus zbroja kutova) = —sin 45° = — ;
ctg(-30°) = (neparnost funkcije ctg x) = — ctg 30° = - NG

Tako dobivamo da je traZena vrijednost zadanoga izraza jednaka:

NG

sin765°-sin120° 5 o 1

cos135°-ctg(-30)° 2 2
: (—{J-(—ﬁ)

1260. Neka je a = 1og,3. Izrazite 10g;54 kao funkciju varijable a.
Rjesenje: Imamo redom:

1 3a+l1
=3+ —= .
og,3 a a

log;54 =logz(27 - 2) =logz27 + logs2 = 10g3(33) +

1261. Tijekom studija student treba odslusati i poloZiti tocno 40 razlicitih kolegija. Iz svakoga
od njih — kao zakljucna ocjena — dobiva se tocno jedna ocjena iz skupa S = {2, 3, 4, 5}. Na
koliko razlicitih nacina student moZe biti ocijenjen iz svih kolegija? (Dva nacina ocjenjivanja
svih kolegija se medusobno razlikuju ako postoji barem jedan kolegij takav da su pripadne
zakljucne ocjene medusobno razlicite.)

Rjesenje: Za svaki od 40 kolegija imamo izbor od 4 razliCite mogucnosti, pa je — prema nacelu umnoska —
traeni broj jednak 4*° = 2%° = 1 208 925 819 614 629 174 706 176.

1262. Drugi, cetvrti i osmi ¢lan nekonstantnoga aritmetickoga niza su prva tri ¢lana nekoga
geometrijskoga niza. Odredite kolicnik toga geometrijskoga niza.

RjeSenje: Neka su a; prvi €lan, a d # 0 razlika nekonstantnoga aritmeti¢koga niza. Tada su:

g1 =a = a; +d - prvi ¢lan geometrijskoga niza (tj. drugi ¢lan aritmetickoga niza);
82 = as = a; + 3d — drugi ¢lan geometrijskoga niza (tj. Cetvrti ¢lan aritmeti¢koga niza);
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83 =ag = a; + 7d — tredi €lan geometrijskoga niza (tj.osmi ¢lan aritmetickoga niza).

Prema osnovnom svojstvu svakoga geometrijskoga niza, kvadrat drugoga ¢lana niza treba biti jednak umnosku
prvoga i tre¢ega €lana niza. To znaci da mora vrijediti jednakost:

(ay +3d)* = (a; + d)(a, + 7d),
a odavde je
2d° - 2ad = 0.
Zbog d # 0, tu jednadZbu smijemo podijeliti s 2d i dobiti
d=a.

Tako je prvi ¢lan geometrijskoga niza g =a +d =a + a = 2a, a drugi g, = a; + 3d = a + 3a = 4a. TraZeni
koli¢nik g geometrijskoga niza jednak je koli¢niku drugoga i prvoga €lana niza, tj.

8 _4a_,

q_gl z

1263. Duljina osnovice AB trapeza ABCD iznosi 23 cm, a tolika je i duljina dijagonale BD.

Povrsina trokuta ABD iznosi 3 cm®. Ako kut trapeza kod vrha B iznosi 60°, izracunajte kut
kod istoga vrha u trokutu BCD.

RjeSenje: Odredimo najprije kut kod vrha B u trokutu ABD. Povrsina toga trokuta jednaka je
1 .
P= E-|AB|-|BD|~sm4ABD :

pa uvrStavanjem podataka P =31 |ABl = IBDI =2 /3 dobivamo:

sin ZABD = %

Odatle slijedi da je ZABD = 30°, pa je traZeni kut jednak

ZCBD = ZABC — ZABD = 60° — 30° = 30°.

1264. Prostorna dijagonala kvadra duga je \29 cm, a duljine dijagonala dviju bocnih strana
su5cmi~13cm. Izracunajte obujam kvadra.

Rjesenje: Oznacimo duljine bridova kvadra s a, b i ¢. Bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da su ti
bridovi oznaceni tako da jedna bocna strana (to je pravokutnik) ima duljinu a, Sirinu ¢ i dijagonalu dugu 5 cm, a

njoj susjedna bo¢na strana duljinu b, Sirinu ¢ i dijagonalu dugu V13 cm. Prema Pitagorinu poucku vrijede
sljedece jednakosti:

A+ +c=29
a+ct=25
P +cr=13

Zbrojimo li drugu i tre¢u jednakost, pa od nje oduzmemo prvu, dobit éemo ¢* = 9, a odavde je ¢ = 3 cm. Sada iz
druge jednakosti slijedi a = 4 cm, a iz treée b = 2 cm. Stoga je traZeni obujam jednak V = abc = 24 cm’.

1265. Odredite skup svih realnih rjesenja nejednadzbe log,(x + 2) < 2.
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Rjesenje: Lijeva strana nejednadZzbe Ce biti definirana ako i samo ako istodobno vrijede nejednakosti x > 0, x # 1
ix +2>0. Lako se vidi da prve dvije nejednakosti povlace trecu, pa ¢emo u nastavku razlikovati dva slucaja:
1)0<x<1,t.x€(0, 1)

U ovom je slucaju baza logaritma strogo manja od 1, pa se antilogaritmiranjem mijenja znak nejednakosti. Tako
dobivamo:
P <x+2,
t.
X -x-2<0.

Skup svih realnih rjeSenja ove kvadratne nejednadZbe je otvoreni interval (-1, 2). Tako je skup rjeSenja polazne
nejednadZbe u ovom slucaju presjek skupova (0, 1) i {(—1, 2), a to je ocito otvoreni interval {0, 1).

2)x>1,t.x € (1, +o0)
U ovom je slu€aju baza logaritma strogo ve¢a od 1, pa se antilogaritmiranjem ne mijenja znak nejednakosti.
Tako dobivamo kvadratnu nejednadzbu

¥ -x-2>0

¢iji je skup svih realnih rjeSenja (—eo, —1) U (2, +o0). Tako je skup rjeSenja polazne nejednadzbe u ovom slucaju
presjek skupova (1, +o0) i (—eo, —1) U (2, +o0), a to je oCito interval (2, +oo).

Preostaje nam zakljuciti da je traZeni skup svih realnih rjeSenja polazne nejednadZbe jednak uniji skupova
dobivenih u 1.1 2. slucaju, a to je skup (0, 1) U (2, +oo).

1266. Izracunajte zbroj svih rjesenja jednadZbe sin’x + sin®(120° + x) = sin®(120° — x) na

{ 2 57[}
segmentu | ——, — |.
4 4

Rjesenje: Polaznu jednadZzbu moZemo zapisati u obliku :
sin’x = sin*(120° - x) — sin’(120° + x),
odnosno u obliku
sin’x = [sin(120° — x) + sin (120° + x)] - [sin(120° — x) — sin (120° + x)].

Koriste¢i formule za pretvorbe zbroja trigonometrijskih funkcija u umnozak, desnu stranu gornje jednadZzbe
moZemo dalje transformirati na sljedeci nacin:

[sin(120° — x) + sin (120° + x)] - [sin(120° — x) — sin (120° + x)] = [2 sin 120° cos(—x)] - [2 cos 120° sin(—x)] =

=—(2 sin 120° cos 120°) - (2 sin x cos x) =—2 - sin 240° - sin x - cos x = \/5 - sin x - cOS Xx.
Zbog toga je polazna jednadzba ekvivalentna jednadzbi
sin x - (sin x — \/g -cos x) =0,
pa razlikujemo dva podslucaja:
1.)sinx=0
U zadanom segmentu ova jednadzba ima tocno dva rjesenja: x; =01 x, = 7.

2.)sinx — \/§~cosx:0,tj.tgx: NG
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. o L S . V4
U zadanom segmentu ova jednadZba ima to€no jedno rjeSenje: to je x3 = 3

Tako zakljucujemo da je traZeni zbroj jednak x; + x, + x3 = 4?7[ .
1267. Pravilnom deveterokutu cija je povrsina P = 289.25 cm? opisana je kruZnica.
Izracunajte njezin polumjer.

Rjesenje: Koristit ¢emo formulu

P= lnr2 sinz—”
2 n

koja opisuje vezu povrsine pravilnoga mnogokuta s n stranica i polumjera tom mnogokutu opisane kruznice. Iz
te je formule

o[ 2P 228925
_\/ . 27r_\/ . 2T
nsin— 9sin—

n 9

1268. Tri vrha jedne osnovke pravilnoga tetraedra spojene su s polovistem njegove visine.
Izracunajte kut koji zatvaraju dvije takve spojnice.

10 cm

RjeSenje: Oznacimo s a duljinu brida tetraedra. Tada je duljina visine tetraedra v = %. Izracunajmo najprije

duljinu jedne od tih spojnica. Projicirajmo poloviSte visine na promatranu osnovku, pa uo¢imo pravokutan trokut

kojemu je hipotenuza jedna spojnica, duljina jedne katete %v = %, a duljina druge katete polumjer osnovki

opisane kruZnice, tj. % . Primjenom Pitagorina pou¢ka dobivamo da je duljina jedne spojnice jednaka:

-5
6 3 6 3 2

Dvije spojnice zajedno s jednim bridom osnovke tvore jednakokracan trokut kojemu je duljina kraka jednaka d, a
duljina osnovice a. Oznacimo li traZeni kut s o, onda iz navedenoga jednakokra¢noga trokuta slijedi

d a2 V227
2

a
. a 9 a a 1 2
sin —=%=—=

2 d

[\

pa odatle lako dobivamo o = 90°.

1269. Poprecni presjek kanala dubokog 1 m i dugog 200 m je jednakokracan trapez cije su
osnovice duge 4 m i 2 m. Ako se manja osnovica trapeza nalazi na dnu kanala i ako je kanal
ispunjen vodom do polovice svoje dubine, izracunajte koliko najvise kubicnih metara vode jos
moZe stati u taj kanal.

RjeSenje: Kanal moZemo shvatiti kao prizmu ¢ija je osnovka jednakokraCan trapez s osnovkama 4 mi 2 m, te

442
visinom 1 m, a visina 200 m. Povr§ina osnovke te prizme je B = — -1=3 m’, pa je obujam prizme V=B - v =
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600 m’. Izratunajmo sada obujam vode u kanalu. Ta voda ima "oblik" manje prizme &ija je osnovica
jednakokracan trapez s jednom osnovicom 2 m i visinom 0.5 m, a visina ponovno 200 m. Da bismo mogli
izraCunati obujam vode, moramo izracunati duljinu dulje osnovice osnovke manje prizme. Oznacimo tu duljinu s
a,. Iz karakteristi¢noga trokuta polaznoga jednakokracnoga trapeza slijedi:

4-2 g -2

A

2 2

:0.5,

odnosno
a) = 3m.

Stoga je obujam vode u kanalu jednak V, = SLZZ‘O.S -200= 250 m’, pa u taj kanal moZe stati jo$ najvise V — V,

=350 m’ vode.
1270. Osnovka uspravne prizme je romb povrsine 20 cm’. Dijagonalni presjeci prizme

.. . .. . . o 2 . 2 . . v.
okomiti na ravninu njezine osnovke imaju povrsinu 30 cm” i 48 cm”. Izracunajte oplosje ove
prizme.

RjeSenje: Neka su e i f, e > f, duljine dijagonala osnovke prizme, a v visina prizme. Iz podataka iskazanih u
zadatku moZemo postaviti sljedeci sustav jednadZbi:

1
—ef=20
2

ev =48
fr=30

1z prve je jednadzbe ef = 40. Nadalje, mnoZenjem druge i trece jednadzbe dobivamo
(ef)~v2=48~30
pa zbog ef = 40 slijedi
Vv =36,

odnosno v =6 cm. Tako je e =8 cmif=5 cm, pa je duljina osnovke prizme jednaka

TG E

Prema tome, traZeno je oplosje prizme jednako

O=2B+P=ef+4-a-v=40+12+/89 cm’.

1271. Neka je a € Z najveci cijeli broj takav da za svaki realan broj x € R vrijedi

X +ax+4

X’ —x+4

rjeSenja nejednadzbe log 63—2x < a.

nejednakost < 2. Odredite ukupan broj svih medusobno razlicitih cjelobrojnih

Rjesenje: Najprije primijetimo da za svaki realan broj x € R vrijedi nejednakost x* — x + 4 = (x — %)2 + % > 0.

Stoga prvu nejednakost smijemo pomnoZiti s x* — x + 4. Nakon reduciranja dobit ¢emo kvadratnu nejednadzbu

P—(@a+2Dx+4>0
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&iji skup rjesenja treba biti skup R. Taj zahtjev ée biti zadovoljen ako i samo ako vrijedi nejednakost (a + 2)* —
—4 -4 <0, odnosno nejednakost a* + 4a — 12 < 0. Skup svih realnih rjeSenja ove nejednadzbe (po a) je otvoreni
interval (-6, 2), pa zakljuCujemo da je @ = 1 najveci cijeli broj koji pripada navedenom intervalu. Tako u
nastavku rjeSavamo nejednadzbu

log V63—-2x<1.

Ta nejednadzba ima smisla zax >0, x #1163 -2x >0, tj. zax € (0, % »\ {1}. Formalno ¢emo razlikovati dva
podslucaja:
1)xe (0, 1)

Uobicajeno bismo sad antilogaritmirali nejednadZbu i promijenili znak nejednakosti. No, pogledajmo §to zadatak
traZi od nas. Mi Zelimo odrediti ukupan broj cjelobrojnih rjeSenja navedene nejednadzbe. U otvorenom intervalu
(0, 1) nema cijelih brojeva, a budu¢i da svako rjeSenje polazne nejednadZbe u ovom podsluc¢aju mora biti neki
podskup intervala (0, 1), ovaj slu¢aj moZemo zanemariti.

63
2)xe{l, —
) x € 5 )
Uz navedeni je uvjet baza logaritma strogo veca od 1, pa se antilogaritmiranjem ne mijenja znak nejednakosti.
Tako dobivamo iracionalnu nejednadzbu +/63—2x < x. Zbog pretpostavke x € (0, %) obje su strane te

nejednadZbe strogo pozitivni realni brojevi, pa navedenu nejednadzbu smijemo kvadrirati. Nakon kvadriranja i
sredivanja dobivamo kvadratnu nejednadzbu

P +2x-63>0

¢iji je skup svih realnih rjeSenja (—eo, —9] U [7, +e0). Stoga je u ovom podslucaju skup svih realnih rjeSenja

polazne nejednadzbe presjek skupova (1, % Y (=0, =9] U [7, +o0), a to je skup [7, 6_23 ).

Tako smo dobili da je skup svih realnih rjeSenja promatrane nejednadzbe [7, % ). U tom se skupu nalazi ukupno

tocno 25 cijelih brojeva: 7, 8, 9, ..., 29, 30, 31, pa je traZeni broj jednak 25.

1272. Neki rjecnik sadrli sve peteroslovne rijeci sastavljene od tocno tri razlicita elementa
skupa {A, B, C, D, E, F}. Koliko ukupno rijeci ima taj rjecnik?

RjeSenje: Tri slova od kojih ¢emo sastaviti peteroslovnu rije¢ moZemo odabrati na [3 nacina. Pretpostavimo

da smo odabrali slova A, B i C. Razlikovat ¢emo sljedeca dva podslucaja:

1) Rijec sadrzi dva slova A i dva slova B, te jedno slovo C.

Ovakvih rije¢i ima ukupno [ j: 30. Toliko rije¢i dobivamo i u slu¢ajevima kad rije¢ sadrZi dva slova A i

s &5

dva slova C, te dva slova B i dva slova C. Time smo ukupno izbrojali 90 razlicitih rijeci.

2.) Rijec sadrzi 3 slova A, te po jedno od slova B i C.

Ovakvih rije¢i ima ukupno [ j = 20. Toliko rije¢i dobivamo i u slu€ajevima kad rije¢ sadrZzi tri slova B,

s Ly

odnosno tri slova C. Time smo ukupno izbrojali 60 razli€itih rijeci.
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Kako drugih moguénosti oc¢ito nema, za fiksirani izbor slova dobili smo ukupno 90 + 60 = 150 razlicitih rijeci.
6

Prema nacelu umnoska, traZeni je broj jednak [3} - 150 = 3000.

1273. U sferu polumjera R upisan je valjak najvecega mogucega obujma. Izrazite polumjer

njegove osnovke kao funkciju varijable R.

Rjesenje: Oznac¢imo s r polumjer osnovke, a s v visinu valjka. Promotrimo popre¢ni presjek sfere i valjka

ravninom okomitom na ravninu njegove osnovke. Rije¢ je o pravokutniku kojemu su duljine stranica 2r i v, a

polumjer opisane kruznice R. Prema Pitagorinu poucku mora vrijediti jednakost:

2r*+1v* = (2R).

Budu¢i da je obujam valjka dan formulom

rjeSavamo sljedeci problem optimizacije:
2
max. V=rm-v

p-u. (pod uvjetom)

47 + v} = 4R
1z uvjeta odmabh slijedi
=R - 1 Ve,
4

pa trazimo maksimum funkcije
2 1,
V=V{)=(R" - Zv)‘n‘v.
Prva derivacija te funkcije (po varijabli v) je

3
V)= | R ==V | - m,
=(r-2v)
pa njezinim izjednacavanjem s nulom dobivamo vy = N R . Nadalje, druga derivacija funkcije V(v) je

3
V') =—=-T -,
) 2 v

pa je ocito V'(vy) < 0, tj. za v = v funkcija V(v) ima lokalni maksimum. Preostaje nam odrediti traZeni polumjer
1o iz jednadzbe

g . 4 .
Uvritavanjem v, = §R2 dobivamo r,, = ——
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1274. Odredite ukupan broj svih medusobno razlicitih cjelobrojnih rjeSenja jednadzbe

\/logZ(l—x)—4log2(l—x)+4 =2 —logx(1 —x).

Rjesenje: Uotimo da je izraz pod korijenom jednak [2 — log,(1 — x)]°, pa je polazna jednadzba ekvivalentna
jednadzbi

12 —logy(1 —x)I =2 —logy(1 —x).
Prije negoli prijedemo na simo rjeSavanje jednadZbe moramo postaviti odredene uvjete na vrijednost
nepoznanice x. Lijeva strana dobivene jednadzbe je nenegativna, pa takva mora biti i desna strana, tj. mora
vrijediti nejednakost
2-logy(1-x)=0

iz koje je

1-x<4,
odnosno

x=-3.
Nadalje, logy(1 — x) je definiran ako i samo ako je 1 — x > 0, odnosno x < 1. Tako zaklju¢ujemo da dobivenu
jednadZbu rjeSavamo na intervalu [-3, 1). Na tom je intervalu, prema gornjem razmatranju, 2 — log,(1 — x) 20,
pa izravno iz definicije funkcije apsolutne vrijednosti slijedi 12 — logy(1 — x)I = 2 — logy(1 — x). Stoga je skup svih

realnih rjeSenja polazne jednadzbe interval [-3, 1). U tom intervalu nalaze se ukupno 4 cijela broja: -3, -2, -1 i
0, pa je trazeni broj jednak 4.

1275. Izracunajte zbroj kvadrata najmanjega strogo pozitivnoga i najvecega Strogo

. e . .4 X X
negativnoga realnoga rjesenja jednadzbe cos 2x + sin* 5 = cos' =.

2
Rjesenje: Zadanu jednadzbu najprije ¢emo zapisati u obliku:

X . .X
cos 2x = cos* = —sin* = .
2 2

Desnu stranu dobivene jednadZbe transformiramo na sljede¢i nacin:
X . 4X X . aX X . .X X X X
cos* =—sin* = =| cos’ = —sin’* = |-| cos’ =+sin’ = | =| cos’ = —sin’ = |-1=cos(2- =) =cos x .
2 2 2 2 2 2 2 2 2

Stoga je polazna jednadZba ekvivalentna jednadzbi
cos 2x —cos x =0,

a ova — prema formulama pretvorbe razlike trigonometrijskih funkcija u umnozak — jednadzbi

3
sin—x -sinf =0.
2

© Bojan Kovaci¢ 702 Tehnicko veleuciliste — Elektrotehnicki odjel, Zagreb



Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike — 2. dio

Iz identiteta sin 3x = 3 sin x — 4 sin’x = sin x - (3 — 4 sin’x) slijedi da su sva realna rjeSenja jednadzbe sin % =0
ujedno i rjesenja jednadZzbe sin 7)( = 0, pa je za odredivanje skupa svih rjeSenja polazne jednadZzbe dovoljno

rijesiti jednadZbu sin 37)6 =0. Iz te je jednadZbe

3—x=k‘1t,ke Z,
2

a odavde slijedi da su sva rjeSenja polazne jednadZzbe
xi=k- 2?” ke Z.

Najvece strogo negativno rjeSenje dobivamo za k = —1, a najmanje strogo pozitivno za k = 1. Ta su rjeSenja

2 27 4r* E

X = 3 ix; = X pa je traZeni zbroj njihovih kvadrata jednak 2- Y = 9

1276. Jedan kut trokuta iznosi 120°, a duljina stranice nasuprot njemu 2~/7 cm. Ako povrsina

toga trokuta iznosi 23 cm?, izracunajte zbroj duljina preostalih dviju stranica trokuta.

RjeSenje: Bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da je y = 120°, §to, uz standardne oznake u trokutu,

povlatidajec=2 /7 cm. Prema kosinusovu je poucku tada

(272 = d* + b* = 2ab cos 120°,
a odavde je
& +b*+ab="28.

Nadalje, iz sinusova poucka slijedi

2P 223 43
ab= —=—"——""" — _—— =

siny  sin120° /3

2

Stoga je
(a+by=d*+2ab+b*=(d* +ab+b>) + ab=28 + 8 = 36,

pa je traZeni zbroj jednak a + b = 6 cm.

1277. Ako je polinom p(x) = ¥ =3x'+a + x>+ b (a b e R surealni parametri) djeljiv
polinomom q(x) = (x — 2)*, izracunajte a* + b*.
Rjesenje: Bududi da je x, = 2 dvostruka realna nultocka polinoma g(x), ona mora biti nulto¢ka i polinoma p(x) i
njegove prve derivacije p'(x). Buduci da je p(2) = 8a + b — 12, iz uvjeta p(2) = O slijedi

8a+b=12.

Nadalje je p'(x) = 5x* — 12x° + 3ax” + 2x, pa je p'(2) = 12a — 12. Buduéi da mora vrijediti p'(2) = 0, dobivamo
jednadzbu

12a-12=0.
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Iz ove je jednadzbe a = 1, paje b= 4. Stogaje a® + b* = 1 + 16 = 17.

1278. Izracunajte zbroj svih troznamenkastih prirodnih brojeva djeljivih sa 7.

Rjesenje: Prvi troznamenkasti prirodan broj djeljiv sa 7 je a; = 105, a posljednji a, = 994. Buduéi da svi oni
tvore konacni aritmeticki niz s razlikom d = 7, njihov ukupan broj odredit ¢emo tako da u formulu za n — ti ¢lan
aritmetickoga niza

a,=a;+n-1)-d

uvrstimo a, = 994, a; = 105 i d = 7. Tako dobivamo n = 128. TraZeni ¢emo zbroj izrac¢unati tako da u formulu za
zbroj prvih n €lanova aritmetickoga niza

n
S, =E(a1 +a,)

uvrstimo n = 128, a; = 105 1 a, = 994:

Sps = %(105 +994) =70 336.

1279. Odredite koeficijent uz X u razvoju binoma (\/; +3/;)7 .

7-k k+14

.o v . reow . . 7 k /3 T—k 7 k N N b3 3 .
Rjesenje: Op¢i ¢lan navedenoga razvoja je ‘ Q) = ‘ x2x 3 = ‘ x ¢ . Clan x” dobivamo tako

7
da u razlomak k14 uvrstimo k = 4 jer iz k+14 = 3 slijedi k = 4. Stoga je traZeni koeficijent jednak [4] =35.

3:2°-1 2:2"-1_5
+ —

2.2°—1 3.2°—-1 2°

1280. Izracunajte zbroj svih rjeSenja jednadzbe

X

RjeSenje: Stavimo ¢ = % , pa dobivamo jednadzbu ¢ + ! = % , odnosno kvadratnu jednadzbu 2¢* — 5 + 2 =
2t — t

= 0. Sva rjeSenja te jednadZzbe su t; = % it,=2.

Iz ;; _i :% dobivamo eksponencijalnu jednadzbu 2" = i tj. 2° =27, a odavde je x; = 2.
3-2° -1

Sli¢no, iz > = 2 dobivamo eksponencijalnu jednadzbu 2* = 1, tj. 2 = 2°, otkuda je x, = 0.

Stoga je traZeni zbroj jednak x; + x, = 2.

@”ﬁ—;}%u—m

Va+3x—x°

1281. Odredite ukupan broj razlicitih realnih rjeSenja jednadzbe =0.

Rjesenje: Razlomak na lijevoj strani jednadzbe bit ¢e jednak nuli ako i samo ako mu je brojnik jednak nuli, a
nazivnik razli¢it od nule. U njegovu brojniku imamo dva faktora, pa svaki od njih moramo izjednaciti s nulom.

IzjednaCavanje prvoga faktora s nulom daje eksponencijalnu jednadzbu 3o :i, odnosno 37 =3" a

odavde izjednacavanjem eksponenata dobivamo kvadratnu jednadZzbu ¥ -5x+4=0 ¢ija su rjeSenja x; = 1 1
x, =4. No, za x = 1 nije definiran izraz log(x — 2), a za x, = 4 vrijednost nazivnika jednaka je nuli, pa ti brojevi
nisu rjeSenja polazne jednadZbe.
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Izjedanacavanje drugoga faktora s nulom daje logaritamsku jednadzbu log(x — 2) = 0, odnosnoi linearnu
jednadZbu x — 2 = 1, a odavde je x = 3. Za x = 3 vrijednost nazivnika jednaka je 2, pa je taj broj rjeSenje polazne
jednadzbe.

Budu¢i da drugih moguénosti nema, zaklju¢ujemo da polazna jednadZzba ima to¢no jedno rjeSenje: x = 3.

1282. Za koju je vrijednost realnoga parametra m € R zbroj kvadrata svih rjesenja jednadZbe
x>+ 2mx + m — 3 = 0 najmanji moguéi?

RjeSenje: Oznacimo rjeSenja navedene jednadzbe s x; i x,. Prema Vieteovim formulama vrijede jednakosti:

X1+ X, =-2m
X X=m-3

Zbroj njihovih kvadrata je

X2+ x2 = (v +x0) = 2(x) - Xp) = (=2m)* = 2(m —3) = 4m” — 2m + 6.

2

Taj izraz (kao kvadratna funkcija varijable m) poprima najmanju vrijednost za m = =— 1 to je traZena

1
2-4 4
vrijednost parametra m.

NG

Rjesenje: Uotimo da je (1 + i) = 17+ 2i + i = 1 + 2i + (1) = 2i. Stoga je tra¥ena vrijednost zadanoga izraza

jednaka
N 2008 N2 T]too4 .
(ﬂ -l = -[2 " =i =" =1 =1
2 2 2 '

1284. Dijagonala AC pravokutnoga trapeza ABCD okomita je na krak BC. Ako je pravi kut
trapeza kod vrha A i ako su duljine kraka AD i manje osnovice CD redom jednake 8 cm i
6 cm, izracunajte duljinu vece osnovice AB toga trapeza.

.\ 2008
. . .. . +1
1283. Izracunajte vrijednost izraza (—j .

RjeSenje: Trokut ACD je pravokutan s pravim kutom kod vrha C jer iz pretpostavke da je ABCD trapez slijedi
CD || AB, a takoder znamo da je AD 1 AB. Primjena Pitagorina poucka na taj trokut daje

IACP = IADP® + ICDF* = 8 + 67 = 100,

odnosno |ACI = 10 cm. Povucimo sada iz tocke C okomicu na osnovicu AB i ozna¢imo njezino noZziSte s E.
Promotrimo trokutove ABC i BCE. Ti trokutovi su pravokutni jer su im pravi kutovi kod vrha C, odnosno vrha E.
Oni imaju jednu zajednicku stranicu: to je BC. Izrazimo iz svakoga od tih trokutova kvadrat duljine duZine BC.
U trokutu ABC duzina BC je kateta, pa prema Pitagorinu poucku slijedi:

IBCP = |ABI* —1ACT.
U trokutu BCE duzina BC je hipotenuza, pa prema Pitagorinu poucku slijedi:

IBCF* = ICEV + |EBF.
No, ICEl = |ADI jer je Cetverokut AECD pravokutnik (ima dva prava kuta i dvije usporedne stranice), a iz istoga
je razloga i IAEl = ICDI, pa je |IEBl = IAB| — IAEl = |IAB| — ICDI. Tako posljednju jednakost mozZemo zapisati u
obliku:

IBC = IADP* + (IAB| — |ICDI)>.
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Na taj smo nacin kvadrat duljine stranice |BCl izrazili na dva nacina:

IBCP = |IABF —1ACF
IBCP = |IADF + (IAB| - |CDI)®

Lijeve strane tih jednakosti su jednake, pa takve moraju biti i desne strane. Odatle slijedi:
IABI’ —1ACF = IADF + (IABI - ICDIY’,
tj., zbog IADI* + ICDI* = 1ACP,
21ABI - ICDI =2 - IACF.
Uvrstavanjem ICDI = 61 |IACl = 10 izraCunavamo traZenu duljinu vece osnovice:

IAB| = 2 cm.
3

c0s80°-cos350°-ctg 20°
sin110° '

128S. Izracunajte vrijednost izraza

Rjesenje: Uocimo da vrijede sljedece jednakosti:

cos 80° = cos(90° — 10°) = (prema adicionom poucku za kosinus razlike kutova) = sin 10°;

cos 350° = cos(360° — 10°) = (jer je 360° period funkcije kosinus) = cos(—10°) = (jer je funkcija kosinus parna
funkcija) = cos 10°;

sin 110° = sin(90° + 20°) = (prema adicionom poucku za sinus zbroja dvaju kutova) = cos 20°.

Stoga je traZena vrijednost zadanoga izraza jednaka:

o o €0s20°
cos80°-cos350°-ctg 20° sin10%-cos10 sin20° _ sin10°cos10° sin10°cos10°  sin10°cos10° 1

sin110° c0s 20° sin 20° sin(2-10°)  2-sin10°cos10° T2

1286. Pravac p prolazi tockom A = (8, 15) i u tocki B sijece pravac q... Tx —y + 9 = 0 pod
pravim kutom. Izracunajte zbroj koordinata tocke B.

Rjesenje: Koeficijent smjera pravca g je k, = 7. Koeficijent smjera pravca p je reciprocan i suprotan koeficijentu
. 1 L . . o .
ky, pa je k, = -5 Stoga je jednadZba pravca p (jednadZzba pravca kroz jednu zadanu tocku sa zadanim

koeficijentom smjera)
1
p...y-15 =—7(X—8),

odnosno
p...x+7y—-113=0.
Sjeciste pravaca p i g odredit ¢emo rjeSavajuci sljedeci sustav dviju linearnih jednadZzbi s dvije nepoznanice:

Ix-y+9=0
x+7y-113=0

Odavde je x =1, y = 16, pa je traZeni zbroj jednak x+y =1+ 16=17.
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1287. Neka su a =4""2% i p=/(-1)> =3/-1. Izracunajte d”.

Rjesenje: Izracunajmo najprije vrijednosti brojeva a i b. Imamo redom:

a = (22)ouS = p2-2lons _ logs (2)-log (5%) _ 21"52% _ 2_2 _ i
5% 25
b=1-(-)=1+1=2
2
Stoga je a” = 4 :i.
25 625
e . 1 a’-a 1 a a* -1
1288. Izracunajte vrijednost izraza | — - =1 zaa=-1.5
a+2a+l a-1\a—-a l-a 2

Rjesenje: Zadani cemo izraz najprije pojednostavniti na sljedeé¢i nacin:

1 _az—a( 1 _a j.az—l_

a+2a+1 a-1\d*-a 1-4* 2
o a@n (1 a (a=Da+l) _
| @+)? (a-D@ +a+D) \a-(a-1) (1-a)l+a) 2 B

_ 1 _ a . 1 + a .(a—l)(a+l)_
a+)* a+a+l a-@-1) (a-D(a+l) 2 B

1 a [ a+l+ad’ H.(a—l)(a+l)=

L@+)? @ +a+l (a-(a=D-(@a+1) 2
o 1 (a-D@+1) _[a-1-(a+D) ] (@a=D@+1) _
L@+ (@-I)a+1) 2 |(a+D)*(a-1) 2
o 2 @-Da+h) _ 1

(a+1)*(a-1) 2 Ca+l

1

Stoga je traZena vrijednost zadanoga izraza za a = —1.5 jednaka — =———=
-1.5+1 -0.5

1289. Cijena neke knjige je povecana za 60%. Za koliko postotaka treba sniziti novu cijenu da
se dobije stara?

Rjesenje: Primijenit cemo formulu

R=100-| 1+ |.[ 1422 |—100
100 100

u koju ¢emo uvrstiti R = 0 (jer krajnja cijena treba biti jednaka pocetnoj) i p; = 60. Tako ¢emo dobiti linearnu

jednadzbu s jednom nepoznanicom
0=100- 1+ 22 |- 1422 ] 100
100 100

iz koje je p, = —37.5. Stoga novu cijenu treba sniziti za 37.5%.

© Bojan Kovaci¢ 707  Tehnicko veleuciliste — Elektrotehnicki odjel, Zagreb



Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike — 2. dio

1290. Ako je f(x)= x-1 , odredite (f°f)(l ).
x+1 X

Rjesenje: Imamo redom:

1, I=x_,
PNE L I Y ok I e S
R B o e s

+1
X 1+x

1291. Ako za svaki realan broj x € R vrijedi jednakost fle' — 1) = 1 — x, odredite (f °
° N(0).

Rjesenje: Odredimo najprije propis funkcije f{x). Stavimo ¢ = ¢* — 1. Otuda slijedi x = In(z + 1), paje 1) = 1 -
—In(z + 1), odnosno fix) = 1 —In(x + 1). Tako je fil0) =1 —In 1 = 1, te konacno (f° f)(0) = f(f(0)) =f(1) =1 -1n 2.

1292. Ako za neki strogo pozitivan realan broj p € R p% od p iznosi 11 — p, izracunajte (11 —
—-p)% od p.

RjeSenje: Na temelju podataka iskazanih u zadatku moZemo postaviti jednadzbu

p
£ ,=11-
100 7 P

koja je ekvivalentna kvadratnoj jednadzbi p* + 100p — 1 100 = 0. Jedino strogo pozitivno rjeenje te jednadzbe je
p = 10. Stoga je traZeni broj jednak

H=10 0L 2o
100 10

1293. Ako za neki strogo pozitivan realan broj p € R (p — 15)% od p iznosi 50 — p,
izracunajte (50 — p)% od (p — 15).

Rjesenje: Na temelju podataka iskazanih u zadatku moZemo postaviti jednadzbu

p—15
P20 5 —-50—
100 P

koja je ekvivalentna kvadratnoj jednadzbi p2 + 85p — 5 000 = 0. Jedino strogo pozitivno rjesenje te jednadzbe je
p =40. Stoga je trazeni broj jednak

S0-40 -(40—15)=i.25 =25.
100 10

1294. Izracunajte zbroj svih cijelih brojeva m € Z za koje jednadZba m(mx — 3) = 2(3 + 2x)
ima barem jedno rjesSenje barem jednako 1.

Rjesenje: Zadanu jednadZbu najprije zapisimo u obliku (m* — 4)x = 3m + 6. Uz uvjet m* =4 20, tj. m € Z\ {-2,
2} polazna jednadzba ima jedinstveno rjesenje

_3m+6

m* -4

Zelimo li da to rje$enje bude barem jednako 1, mora vrijediti nejednakost
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3m+6
m’ -4

21

koja je ekvivalentna nejednakosti

2
m-—3m—10 <

m*—4 0.
aovaje —zbog uvjetam € Z\ {-2, 2} — ekvivaletna nejednadzbi
(m®* = 3m—10)(m* - 4) < 0.
Razlikujemo dva slucaja:

LYym*=3m-10<0,m*—4>0

Iz prve nejednadzbe je m € [-2, 5], a iz druge m € R\ [-2, 2]. Stoga je u ovom slucaju skup rjeSenja polazne
nejednadzbe (2, 5].

2)m*=3m-1020,m*-4<0

Iz prve nejednadzbe je m € R\ (-2, 5), a iz druge m € (-2, 2). Stoga u ovom slucaju polazna nejednadZzba nema
rjeSenja.

Dakle, skup svih realnih rjeSenja nejednadZbe 3m+j 21 je (2, 5]. Svi cjelobrojni elementi toga skupa su 3, 4 1

5, pa je traZeni zbroj jednak 3 + 4 + 5 =12.

1295. Izracunajte cos*105° + sin*75°.

Rjesenje: Kako je cos 105° = cos(180° — 75°) = (adicioni poucak za funkciju kosinus) = —cos 75°, zadani izraz
je jednak:

(—cos 75°)* + sin*75° = cos*75° + sin*75° = (cos>75° + sin?75°) — 2 - (cos?75° - sin’75°) = 1 — 2 - (cos75° -
1 1 1 1 1 7
5in75°)7 =1-2-[= -sin(2- 759" = 1 — —(5in 150°)’ =1 - — - (=)’ =1- —=—.
) [2 ( )] 2( ) 5 (2) 23

1296. U trokutu ABC stranice AC i BC imaju duljine redom 5 i 7, a zatvaraju kut od 60°.
Izracunajte umnoZak sinusa preostalih dvaju kutova toga trokuta.

RjeSenje: Sukladno standardnim oznakama u trokutu, moZemo zapisati: a = 7, b = 5 i y = 60°. Zadatak trazi
izraunavanje umnoska sin o - sin B. Prema kosinusovu poucku

F=d®+ b - 2abcosy

slijedi da je duljina stranice ¢ jednaka ¢ = J39. Stoga je polumjer R tome trokutu opisane kruznice jednak

_ C _ \/@ _ \/@ _\/E
2siny  2sin60° 2J§ ’

2

pa je trazeni umnozak — opet prema sinusovu poucku — jednak:
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sinoc~sin|3—i.i—a_b—_7'5 _3
2R 2R 4R* 413 52°

1297. Odredite ukupan broj medusobno razlicitih cijelih brojeva iz segmenta [-20, 20] za

koje je definirana realna funkcija f(x)=, }I_M .
x =3x+2

Rjesenje: Zadana funkcija je definirana za sve x € R za koje je vrijednost radikanda nenegativna. Stoga
moZemo postaviti uvjet:

1_I32x—4l+x >0
x=3x+2
a odavde je

2
x —4x+2-13x—-41 50
X2 =3x+2

Primijetimo da razlomak na lijevoj strani nejednadzbe nije definiran za nulto¢ke polinoma p(x) = x* — 3x + 2,
odnosno za rjeSenja kvadratne jednadzbe X —3x+2=0atosux =11iux, =2 Takoder, prema definiciji
funkcije apsolutne vrijednosti, vrijedi:

4
3x—4, zax>—
13x-41 = 3
4
4-3x, zax<—
3

. . . . . . 4.4
Stoga ¢emo dobivenu nejednadZbu razmatrati na ukupno dva intervala: [-20, g] 1 (5 , 20].

4
1. -20, —
)yxe [ 3]

Za te je vrijednosti x brojnik jednak K odx+2-(4-3x)=x"-x-2, pa dobivamo nejednadzbu

2
X =x=2 o
x> =3x+2

Razlikovat ¢emo dva podslucaja:
A’ —x—220,x"=3x+2>0.

Iz prve je nejednakosti x € R\ (-1, 2), a iz druge x € R\ (1, 2). Stoga je u ovom podslucaju skup rjeSenja
polazne nejednadZbe na segmentu [-20, 20] jednak presjeku skupova R\ (-1, 2), R\ (1, 2) i [-20, ?], a to je
skup [-20, —1].

b)x*—x-2<0,x"-3x+2<0.
Iz prve je nejednakosti [-1, 2], a iz druge x € (1, 2). Stoga je u ovom podslucaju skup rjeSenja polazne

nejednadZbe na segmentu [-20, 20] jednak presjeku skupova [-1, 2], (1, 2) i [-20, %], a to je skup (1, %].

4
2. —,20
)x € [3 ]
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Za te je vrijednosti x brojnik jednak x* — 4x + 2 — (3x — 4) = x* — 7x + 6, pa dobivamo nejednadzbu

2
x°=T7x+6 >
X2 -3x+2

Razlikovat ¢emo dva podslucaja:
X —Tx+620,x—3x+2>0.

Iz prve je nejednakosti x € R\ (1, 6), a iz druge x € R\ (1, 2). Stoga je u ovom podslucaju skup rjeSenja polazne

nejednadzbe na segmentu [-20, 20] jednak presjeku skupova R\ (1, 6), R\(1, 2) i [%, 201, a to je skup [6, 20].

b) x> —Tx+6<0,x*—3x+2<0.
Iz prve je nejednakosti x € [1, 6], a iz druge (1, 2). Stoga je u ovom podslucaju skup rjeSenja polazne

nejednadzbe na segmentu [-20, 20] jednak presjeku skupova [1, 6], (1, 2) i [g , 20], a to je skup [%, 2).

Tako zakljucujemo da je skup svih rjeSenja polazne nejednadZbe na segmentu [-20, 20] jednak uniji skupova
[-20, -1],(1, ?], [%, 2)i[6, 20], tj. skupu [-20, 20] \ ({1, 1] U [2, 6)). U segmentu [-20, 20] nalazi se ukupno

41 cijeli broj, a u skupu (-1, 1] U [2, 6) njih 6 (tosu 0, 1, 2, 3, 41 5) Stoga je traZeni broj jednak 41 — 6 = 35.

1297. Izracunajte zbroj svih rjeSenja jednadzbe 2 (cos’x — sin’x)[1 + 2 cos*(x —g)] =2+
+ sin 2x)° koja pripadaju segmentu [-2T, 27).

Rjesenje: Najprije primijetimo da za svaki realan broj x € R vrijede sljedeci trigonometrijski identiteti:

cos’x — sin’x = (prema formuli za razliku kubova) = (cos x — sin x)(coszx + 8in X COS X + sinzx) = (cos x — sin x) -

-(1 +sinxcosx)=(cosx—sinx) - (1 + %sin 2x) = %(cosx—sinx)(2+ sin 2x);

T
1+cos[2-(x—4)}

1 +2 cos’(x —%) = (prema formuli za kosinus dvostrukoga kuta) =1+ 2 - 2

T
=2+ cos(2x ——
( 2)

=2 + sin 2x.

Stoga zadanu jednadzbu moZemo napisati u obliku:
% (cos x — sin x)(2 + sin 2x)* = (2 + sin 2x)>.

Zbog nejednakosti —1 < sin 2x < 1, odnosno 1 < 2 + sin 2x < 3, izraz 2 + sin 2x ne moZe biti jednak nuli, pa cijelu
jednadzbu smijemo podijeliti s (2 + sin 2x)°. Tako ¢emo dobiti:

2
— (cos x—sinx) = 1.
2
Lijevu stranu te jednadZbe moZemo zapisati u obliku

. T T
sin — cosx—cos — sinx =1,
4 4
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odnosno u obliku
. I
sin(— —x)=1.
( 2 )
Odavde je

—x=Z + k- 2m,
2

A3

odnosno
X=—s—k- ke Z
4

Sada tebamo odrediti koja od dobivenih rjeSenja pripadaju segmentu [-27, 27t]. Lako se vidi da su to rjeSenja

T T Tn Tn T 3
Xo=—— 1 x_; =2n— — = — . Njihov je zbroj jednak — + (——)= —.
0 1 1 1 1 ] J ] ] 1 ( 4) >

1298. Odredite skup svih realnih rjeSenja nejednadzbe log, (log . , x*)>0.
18,

RjeSenje: Najprije postavimo uvjete na vrijednost nepoznanice x. Baza logaritma mora biti strogo pozitivan
realan broj razlicit od 1, a logaritmand strogo pozitivan realan broj. Tako dobivamo nejednakosti:

P-2x+1>0
-2+ 1#1
©>0

iz kojih se dobivax € R\ {0, 1, 2}. UvaZavajud¢i taj uvjet antilogaritmiranjem polazne jednadZzbe dobivamo:

log X <1,

X -2x+1
U nastavku moramo razlikovati dva podslucaja:
1)0<x*—2x+1<1
Zbog identiteta

X=2x+1=(x-1)

i ranije navedenoga uvjeta x € R\ {0, 1, 2}, nejednakost X=2x+1>0 vrijedi za svaki x € R\ {0, 1, 2}. Stoga
jedino preostaje razmotriti nejednakost x* — 2x + 1 < 1, odnosno nejednadzbu x* — 2x < 0. Skup svih realnih
rjeSenja ove nejednadzbe je otvoreni interval (0, 2), pa je skup svih realnih brojeva koji zadovoljavaju uvjete
xe R\{0,1,2}i0<x*—2x+ 1 <1jednak (R\ {0, 1,2}) N (0,2) =0, 2)\ {1}.

Tek sada moZemo antilogaritmirati nejednadzbu log, , x> £ 11 uz ponovnu promjenu znaka nejednakosti

dobiti

P22+ 1,

odnosno

N | =
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Tako je skup rjeSenja polazne nejednadzbe u ovom podslucaju jednak ({0, 2)\ {1}) N [%, +o0) = [%, 2\ {1}.
2)x8-2x+1>1

U ovom podsluéaju dobivamo nejednadzbu x* — 2x > 0. Skup svih realnih rjeenja ove nejednadzbe je R\ [0, 2],
pa je skup svih realnih brojeva koji zadovoljavaju uvjete x € R\ {0, 1, 2} i -2x+1>1 jednak (R\ {0, 1, 2})

N (R\[0,2]) =R\ [0, 2].
Tek sada moZemo antilogaritmirati nejednadzbu log , , x* <11 dobiti

<2+ 1,

odnosno

N | =

1
Tako je skup rjeSenja polazne nejednadzbe u ovom podsluéaju jednak (R \ [0, 2]) N (oo, E] = (o0, 0).

1
Dakle, skup svih realnih rjeSenja polazne nejednadZbe je unija skupova (—eo, 0) i [5, 2)\ {1}, a taj skup moZemo

zapisati u obliku (—oo, 0) LU [%, 1) u(l, 2).

1299. Odredite ukupan broj svih medusobno razlicitih cetveroznamenkastih prirodnih brojeva
djeljivih s 5 koji se sastoje od Cetiri medusobno razlicite znamenke.

RjeSenje: Prirodan broj je djeljiv s 5 ako i samo ako mu je posljednja znamenka element skupa {0, 5}. Stoga
moramo razlikovati dva podslucaja:

1.) Posljednja znamenka jednaka je 0.

Tada prvu znamenku moZemo odabrati na 9 razlicitih nacina (ona je bilo koji broj iz skupa {1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8,
9}), drugu na 8, a tre¢u na 7. Prema nacelu umnoska zaklju¢ujemo da dobivamo ukupno 9 - 8 - 7 = 504 razlicita
prirodna broja.

2.) Posljednja znamenka jednaka je 5.

Tada prvu znamenku moZemo odabrati na 8 razlicitih nacina (ona je bilo koji broj iz skupa {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8, 9} \ {0, 5}), drugu takoder na 8 razlicitih nacina (ona je bilo koji broj iz skupa {0, 1, 2, 3, 4,5, 6,7, 8, 9} \
{prva znamenka, 5}), a tre¢u na 7 razliitih nacina. Prema nacelu umnoska zaklju¢ujemo da dobivamo ukupno
8 - 8 - 7 =448 razlicitih prirodnih brojeva.

Budu¢i da drugih moguénosti nema, preostaje nam primijeniti nacelo zbroja i zakljuciti da je traZeni broj jednak
504 + 448 = 952.

1300. Prvi clanovi strogo rastucega aritmetickoga i geometrijskoga niza jednaki su 2. I treci
Clanovi tih nizova su takoder medusobno jednaki. Ako je drugi clan aritmetickoga niza za 4
veci od drugoga clana geometrijskoga niza, izracunajte zbroj cetvrtih clanova tih nizova.
Rjesenje: Bez smanjenja opCenitosti moZemo pretpostaviti da su 2, b i ¢ pva tri ¢lana aritmetickoga niza, pri
¢emu, zbog Cinjenice da je aritmeticki niz strogo rastu¢i, nuzno vrijedi nejednakost 2 < b < ¢. Prema osnovnom
svojstvu aritmetickoga niza mora vrijediti jednakost

2b=2+c.

Nadalje, iz uvjeta da se tre¢i ¢lanovi nizova podudaraju, te da je drugi €lan aritmeti¢koga niza za 4 vec¢i od
drugoga ¢lana geometrijskoga niza, slijedi da su prva tri ¢lana geometrijskoga niza
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2,b-4,c.
Prema osnovnom svojstvu geometrijskoga niza mora vrijediti jednakost
(b-47=2-c.
Tako smo dobili sustav dviju jednadZbi s dvije nepoznanice:

2b=2+c
(b-4’=2-c¢

1z prve jednadzbe je ¢ = 2b — 2, pa uvrStavanjem u drugu dobivamo:
b-47=2-2b-2),
odnosno kvadratnu jednadzbu
b*—12b+20=0.
Sva realna rjeSenja ove jednadzbe su b, = 2 1 b, = 10. RjeSenje b, = 2 povlaci da je aritmeticki niz 2, 2, 2, a taj

niz nije strogo rastuéi. Stoga to rjeSenje zanemarujemo, pa preostaje b = 10, te je ¢ = 18. Dakle, rije¢ je o
nizovima 2, 10, 18 i 2, 6, 18. Razlika aritmetickoga niza jednaka je d = 18 — 10 = 10 — 2 = 8§, a koli¢nik

SR Ne

geometrijskoga niza g = %: = 3, pa su Cetvrti ¢lanovi tih nizova 18 + 8 = 261 18 - 3 = 54. Njihov je zbroj

jednak 26 + 54 = 80.

—2log, § 1

1301. Izracunajte vrijednost izraza (1+ log & %) 5 5 44l 9

Rjesenje: Izracunajmo najprije vrijednosti pojedinih pribrojnika. Imamo redom:

1 1 11, 1.5 5 5

logy: = =log,. ~=log , == —log, = =>log,(3") = —log,3=—>;

%8y~ e g ToE g T lon g T lon G = los 3=y
5

5721025 _ 57210g5,15 — 5210g55 — 52 — 25 :

1

1 1 1
log 25 = 4—510g4 ® = 4log4 S = 4log45 =5

4loeas16 _ glog25 _ 41080

Stoga je traZena vrijednost izraza jednaka

(1—%)-(25+5—2)=—7.

1-a? 4 1+a

1302. Izracunajte vrijednost izraza ! a = 5
a+8 a -4

- > za a=-1.25.
a-2 (a-1)"+3

RjeSenje: Najprije primijetimo da vrijede jednakosti
(@a-1+3=d*-2a+1+3=d"-2a+4,
@ +8=(a+2)d*-2a+4),
a—4=(a-2)(a+2).

Tako je zadani izraz jednak
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( 1 B a J 1-a° + 1+a _
a-2 a*-2a+4) \(a+2)(@*-2a+4) (a-2)(a+2) -
_ a*=2a+4—-a(a-2) ) (A-a*)a-2)+(1+a)a*-2a+4) _

(a=2)a* -2a+4) (a+2)(a-2)a*-2a+4)

_ 4 ) a*+3a+2 _

T (@-2)a’-2a+4) (a+2)(a-2)a*-2a+4)

B 4 (@+2)(a-2)(a*-2a+4) _ 4

C(a-2)(a’-2a+4) (a+1)(a+2) S a+l
pa je trazena vrijednost jednaka ——— = 4 =-16.

-1.25+1 0.25
(1+0)"

1303. Odredite apsolutnu vrijednost (modul) kompleksnoga broja z = e

RjeSenje:
Budu¢i da vrijede jednakosti

(L+)2=[(1+)°=(1+2i+)°=20)°=2°C =64 - (")’ = 64 - (-1)° = 64,
+2007 4501 +3 4\501 -3 501 .3 . .
=l =@y =0 =1 (=) =4,

trazena apsolutna vrijednost jednaka je:

12 _
_laHn®l 1641 64 6464 g

Izl = = = =
7421 12-il 2y N5 S

1304. Izracunajte udaljenost sjecista pravaca py... 2x+y—-1=01ip,... i4+% =1 od pravca
1
p3---y >

RjeSenje: SjeciSte pravaca p; i p, dobivamo kao rjeSenje sustava

2x+y=1
x-y=-+4

Odavde je x =—1, y = 3, pa je traZena udaljenost od pravca ps... x + 2y = 0 jednaka

golm1231 5
NIEFETRING

1305. Odredite ukupan broj svih razlicitih cjelobrojnih vrijednosti parametra a € Z za koje
nejednakost (5 — az)x2 +2(a - \/g x +a+ 1>0vrijedi za svaki realan broj x € R.

RjeSenje: Graf kvadratne funkcije fix) = (5 - a)x* + 2(a - \/g )X + a + 1 je parabola. Mi Zelimo da za parabola
bude strogo iznad osi apscisa. Nuzni i dovoljni uvjeti za ispunjenje toga zahtjeva su:

5-a>>0
[2a—5)P-4-(5-d) - (a+1)<0.

1z prve nejednadzbe je a € (—\/g NG ), a druga je ekvivalentna nejednadzbi
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da-(@*+2a-5-2+/5)<0,
odnosno, nakon rastava u faktore, nejednadzbi
a~(a—\/§)(a+\/§+2)<0.
Zaae (—«/g 5 ) je o€ito a + J5+2>0, pa dijeljenjem dobivene nejednadZbe tim izrazom preostaje
a-(a-5)<o.

Skup svih realnih rjeSenja te nejednadzbe je (0, NG ), pa je skup svih realnih vrijednosti parametra a za koje

polaznu nejednadzbu zadovoljava svaki realan broj x € R jednak <—\/§ NG y M {0, J5 y =40, J5 Y. U tom se
skupu nalaze to¢no dva cijela broja: 11 2. Stoga je traZeni broj jednak 2.

2 2
1306. Pojednostavnite izraz: 4a = 225b — 2_a — & .
10ab—-25b~ 4a”—10ab 5b 2a

RjeSenje: Najprije pimijetimo da vrijede identiteti:

10ab — 256> = 5b - (2a — 5b),
4a® — 10ab = 2a - (2a — 5b).

Stoga je zadani izraz jednak:

4a’ 250 2a Sb 4d 256 2a 5b
10ab—250* 4a*—10ab 5b 2a  5bQ2a—5b) 2a(2a—5b) 5b 2a
8a’ —125b° —2a-2a(2a—5b)—5b-5b(2a—5b) _ 8a’ —125b" —8a’ +20a’b—50ab’ +125b° _
10ab(2a —5b) B 10ab(2a —5b) B
_ 20a’b—-50ab®
© 20a’h-50ab>

1307. Zadani su kompleksni brojevi z; =3 + 2i i z, = 2 + i. Odredite kompleksan broj z3 € C

takav da vrijede jednakosti Re(z, -z_l) =-1i Im (ﬁj = %
2,

RjeSenje: Stavimo zz; =a + b - i, gdje su a, b € R. Tada je:

Re(z, - 7,) = Re[(a+bi)- (3—2i)] = Re[(Ba +2b) + (3b—2a)-i] = 3a +2b
Im[zij:Im(a+bijzlm{(a+bi)(2—i)}=hn(2a+b+ 2%b-a 'ijz 2%b-a
Z, 2+i +i)2-i) 5 5 5

pa dobivamo sljedeci sustav dviju lineanih jednadZzbi s dvije nepoznanice:

3a+2b=-1
2b—a 3

5 5
Njegovo je rjeSenje a = —1, b = 1, pa je trazeni broj z; =—1 + i.
1308. Odredite strogo pozitivno cjelobrojno rjesenje jednadzbe (3 + 4iy ™' = (1 +i)* = 5"
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Rjesenje: Najprije primijetimo da je (1 + i)* = [(1 + )*]* = (1 + 2i + i*)* = (2i)* = —4. Stoga zadanu jednadZbu
moZemo zapisati u obliku:

B +4iy =54,
Desna strana te jednadZbe je strogo pozitivan realan broj, pa takva mora biti i lijeva strana jednadzbe. Stoga
realni dio kompleksnoga broja na lijevoj strani jednadzbe treba biti strogo veci od 0, a imaginarni dio treba biti

identic¢ki jednak nuli. Stoga zapiSimo kompleksan broj z = 3 + 4i u trigonometrijskom obliku, tj. izraCunajmo
modul i argument toga broja:

lzl = N3 +4% =5

tg ¢=%:>¢)z53°13'

paje
z=5"-(cos 53°13' + i - sin 53°13").
Primjenom Moivreove formule dobivamo:
(3+4)" ' =[5-(cos 53°13" +i-sin 53°13)]* "' = 5" - {cos [53°13" -(x — 1)] + i - sin [53°13" -(x — 1)]}.
Izjednacavanjem imaginarnoga dijela toga broja s nulom dobivamo:

sin [53°13" -(x - 1)] =0,

odnosno
53°13'-(x—1)=k- 180° k e Z.
Odavde slijedi
k- _ 53°13'
x—1 180°

Sto je kontradikcija jer je desna strana te jednakosti iracionalan broj, a lijeva racionalan. Jedina moguca pogreska
koja je mogla dovesti dok kontadikcije bila je dijeljenje pretposljednje jednakosti s x — 1. Taj ¢e postupak biti
pogreSan ako i samo ako je x — 1 = 0. Odavde je x = 1. Budu¢i da doista vrijedi jednakost:

G +4i)' " '=5"-4,
tj. jednakost
1=5-4,
x =1 je trazeno strogo pozitivno cjelobrojno rjesenje polazne jednadzbe.

1309. Odredite propis realne funkcije fix) ako za sve dopustive x € R vrijedi jednakost

f(x+g):2sinx+3tg2x.

Rjesenje: Stavimo 7 = x + % .Odavde jex=1— % , pa uvrstavanjem u gornju jednakost slijedi:
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tg2t—tgm

=-2cost+3tg2t.
1+tg2t-tgm

F(t)=2sin (t - g)+3tg(2t—n)=2(sintcos§ —costsing)+3~

Preimenovanjem nezavisne varijable kona¢no dobivamo:
f(x)=3tg2x—2cosx.

1310. Odredite skup svih realnih rjesenja jednadZbe Icos x| = cos x + 1 koja se nalaze u
segmentu [0, 27].

RjeSenje: TraZena rjeSenja o€ito ne mogu zadovoljavati nejednakost cos x > 0 jer, prema definiciji funkcije
apsolutne vrijednosti, tada dobivamo trigonometrijsku jednadzbu cos x = cos x + 1 koja nema rjeSenja. Stoga
mora vrijediti nejednakost cos x < 0, tj. sva rjeSenja polazne jednadZzbe nalaze se u II. i IIl. kvadrantu. U tom je
slu¢aju polazna jednadzba ekvivalentna jednadzbi

—cosx=cosx+1,

otkuda je

1
cosx=——.
2

. . . . 2 . 4 . .
U drugom kvadrantu ova jednadZba ima rjeSenje x; = ?n ,autretem x, = 2T — x| = ?n . Stoga je traZzeni skup

2n 4m
S={—, —}.
{3 3}

1311. Prva tri ¢lana nekoga aritmetickoga niza imaju svojstvo da je zbroj cCetvrtine prvoga
Clana i petine drugoga clana za 2 manji od polovine trecega clana. Odredite sedamnaesti
¢lan toga niza.

Rjesenje: Neka je a; prvi €lan niza, a d njegova razlika. Tada je drugi ¢lan toga niza a, = a; + d, tre€i a; = a; +
+ 2d, a sedamnaesti a;7 = a; + 16d. Prema prvom uvjetu zadatka mora vrijediti jednakost

1 1 1
Zal +§(a1 +d)+2=5(a1 +2d),

odnosno
a; + 16d = 40.
Odatle izravno slijedi a;; = 40, pa je sedamnaesti ¢lan zadanoga niza jednak 40. Primijetite da postoji

beskona¢no mnogo aritmeti¢kih nizova kojima prva tri ¢lana imaju zadano svojstvo, ali svim tim nizovima je
sedamnaesti ¢lan jednak 40.

1312. Krivulja y2 = 3x dijeli kruznicu X+ y2 = 4 na dva luka. Izracunajte omjer duljina tih
lukova.

RjeSenje: Odredimo najprije koordinat sjeciSta zadanih krivulja. U tu svrhu, rijeSimo sustav
v =3x
X +y =4

Uvrstavanjem prve jednadZbe u drugu dobije se kvadratna jednadzba x* + 3x — 4 = 0 &ija su rjeSenja x, = —4 i x, =
= 1. RjeSenje x; = —4 ne dolazi u obzir jer iz y* = 3x zakljutujemo da x mora biti nenegativan realan broj (jer su
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y* i 3 nenegativni realni brojevi). Stoga preostaje x = 1, pa iz y* = 3x slijedi y; = NCE W= 3 . Dakle, rije€ je o

tockama S; = (4, 2~/3 )1 8, = (4, 2+/3).
Pogledajmo sada koji nam sve podaci trebaju za odredivanje traZenoga omjera. Oznacimo li s /; i /, duljine tih
lukova, onda je

rme,

Lo_180° _ &

lZ % (ZZ
180°

Dakle, traZeni je omjer jednak omjeru pripadnih sredi$njih kutova. Buduéi da je srediite kruznice x* + y* = 4
ishodiste, tj. S = (0, 0), pripadne kutove najlakSe ¢emo izracunati rabeci skalarni umnozak vektora. Naime,
moZemo zapisati:

85, =i-+3j

SS, =i+-3]
paje
SS,-SS,  11+3.(=3) 1-3 1
oSt =————= = J___
|SS,1-185, 1- 2.2 4 2

Odatle je oy = 120°, pa je o = 360° — 120° = 240°. Stoga je traZeni omjer jednak
I :L=120°:240°=1:2.

Opaska: Navedene smo kutove mogli izracunati i koriste¢i formulu za kut izmedu dvaju pravaca. No, navedeni je nacin brZi jer iz ¢injenice
da tocke S, i S, pripadaju kruZnici polumjera r = 2 sa srediStem u § izravno slijedi da je ‘T&‘ = ‘TSI‘ =2, pa se moZe primijeniti neovisno o

koordinatama tocke S, $to znaci da prakticki samo treba izracunati skalarni produkt navedenih vektora.

1313. Duljine stranica usporednika su a = 6.8 cm i b = 8.4 cm. Ako je duljina vece dijagonale
d = 14 cm, izracunajte veci kut toga usporednika.

RjeSenje: Promotrimo trokut kojega tvore dvije susjedne stranice usporednika i veca dijagonala. TraZeni je kut

jednak kutu nasuprot vecoj dijagonali u navedenom trokutu. Oznacimo li ga s o, primjenom kosinusova poucka
dobivamo:

2 2 _q1»2
cos o= % =-0.693277310924369747899159663865546 .

Odavde je o = 133.890099625795785941709034062309°, odnosno o, = 133°53'24".

. . X .. . .
1314. Pravci py... 2x+y—-12=01i p,... T+l3 =1 sijeku se na paraboli y2 = 2px. Odredite
jednadzbu ravnalice te parabole.
RjeSenje: SjeciSte zadanih pravaca dobivamo rjesavajuéi sustav
2r+y=12
3x-y=3

Odavde je x = 3, y = 6, tj. S = (3, 6). Ta tocka mora pripadati paraboli y* = 2px pa uvritavanjem x =3iy=6u
jednadzbu parabole dobivamo
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6>=2p -3,

a otuda je p = 6. Jednadzba ravnalice parabole y* = 2px je r... x = —%, pa uvrStavanjem p = 6 konacno

dobivamo traZenu jednadzbu: d... x =-3.

1315. Odredite skup svih realnih rjesenja nejednadzbe 1 < Ll
x—

RjeSenje: Zadanu nejednadZbu najprije zapisimo u obliku

1
1< 1+——r,
x—

a odavde je

Brojnik razlomka na lijevoj strani dobivene nejednadzbe je strogo pozitivan realan broj, pa takav mora biti i
nazivnik:

x—1>0.
Odavde je x > 1, pa je trazeni skup S = (1, +oo).

1316. Odredite skup svih vrijednosti realnoga parametra m € R za koje kvadratna jednadzba
(3 —m)x* =2 —m =0 ima realna rjeSenja.
RjeSenje: Navedena jednadzba ima realna rjeSenja ako i samo ako istodobno vrijede sljedece tvrdnje:

1.) koeficijent uz x” je razli¢it od nule;

2.) diskriminanta D je nenegativan realan broj.
Iz prvoga uvjeta odmah slijedi m # 3. Budu¢i da je

D=0"-(GB-m)(=2-m)=(m+2)3-m),
iz nejednadZbe D > 0O slijedi m € [-2, 3]. Zbog uvjeta m # 3, traZeni je skup [-2, 3).

1317. Opseg pravilnoga mnogokuta koji ima ukupno 54 dijagonale iznosi 108 cm. Izracunajte
njegovu povrsinu.

Rjesenje: Neka su n ukupan broj stranica, d ukupan broj dijagonala, a duljina bilo koje stranice i o sredi$nji kut

n-(n-3)
2

toga mnogokuta. Ukupan broj dijagonala ra¢unamo prema formuli d = . Uvrstimo 1i u tu formulu d =

54, dobit ¢emo kvadratnu jednadzbu
n*-3n-108=0

¢ija su rjeSenja n; = -9 i n, = 12. Broj stranica mnogokuta je uvijek prirodan broj, pa rjeSenje n, zanemarujemo,
§to znaci da je n = 12. Sada u formulu za opseg pravilnoga n — terokuta

O=n-a

uvrstimo O = 108 i n = 12, pa dobijemo a = 9 cm. Sredis$nji kut mnogokuta izraCunat ¢emo iz formule
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360°
o=

n
pa uvrStavanjem n = 12 dobivamo o = 30°. Tako je traZzena povrsina jednaka

o
P= lnazctggzl~12~9zctg 30
4 2 4 2

=243 - ctg 15°.
Zbog

clgdsetgd0°+l 1341 (B 423 g

ctg 15° = = = =
g ctg30°—ctgd®  3-1  WB-DHE3+1) 2

slijedi P =243 - (2 + /3 ) = 906.89 cm”.

1318. Uspravni kruZni stoZac ciji je promjer osnovke jednak R i kugla polumjera R imaju
Jjednaka oplosja. Odredite omjer obujma stosca i obujma kugle.

1
Rjesenje: Oplosje kugle je O, = 4RT. Polumjer osnovke stoSca je r, = ER, pa je oplosje stoSca jednako

1 1
O;=r;- - (r+s)==R-w-(=R+5s).
(r+s) 5 (2 )
1z uvjeta O, = O, dobivamo jednakost

4R = lR-n~(lR+s)
2 2

N 15 . .. - " .. ..
iz koje je s = Py R. Izracunajmo sada duljinu visine v stoSca kao funkciju varijable R. Imamo:

—_ (15 (RY _ =
v=4s" -1 =,/| —R -3 =+/56R> =2-R-/14,

2

pa je obujam stoSca jednak

Tako je trazeni omjer jednak

ﬁRsﬂ'
Vv, =0 =148

4

—R'7

1319. Duljine vece osnovice i kraka jednakokracnoga trapeza su redom a =12 cmib =9 cm.

. : o r . . ..
Ako je kosinus kuta medu njima jednak 3’ izracunajte povrsinu trapeza.

Rjesenje: Neka je ¢ duljina manje osnovice trapeza. Tada je kosinus kuta izmedu vecée osnovice i kraka jednak
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Odavde je
1
c=a-2bcosa=12-2-9. 5 =6,
pa je duljina visine v zadanoga trapeza

2
v=bsina=byJl-cos’a =9- 1—(%) =9~§\/§=6\/§ cm.

Stoga je traZzena povrsina P jednaka

P=a+c-v=12;6~6x/§=54x/§cm2.

1320. Duljine kateta pravokutnoga trokuta su a = 10 cm i b = 24 cm. U trokut je smjesten
kvadrat stranice d = 9 cm tako da mu se jedan vrh podudara s vrhom pravoga kuta trokuta, a
dvije stranice leZe na katetama. Izracunajte povrsinu presjeka kvadrata i trokuta.

Rjesenje: Presjek kvadrata i trokuta je konveksni peterokut. Njegovu ¢emo povrSinu izracunati tako da od
ukupne povrsine zadanoga pravokutnoga trokuta oduzmemo povrsinu dijela trokuta koji ne pripada kvadratu, a
kojega tvore dva pravokutna trokuta sli€éna zadanom trokutu. Prvi od tih trokuta ima jednu katetu duljine a; = a —
d=10-9 =1 cm, a duljinu b, druge katete izraCunat ¢emo iz razmjera:

a:b=(a-d):b,.
I 12
b =
Odatle je b, = (a=d)-b 1134 =% = 2.4 cm. PovrSina toga trokuta je P, = “1_21 ZTS =gcm2. Nadalje,
a

drugi od tih trokuta ima jednu katetu duljine @, = b — d = 24 — 9 = 15 cm, a duljinu b, druge njegove katete
izracunat ¢emo iz razmjera:

a:b =b,:(b-ad.

25
15-22
Odavde je b, = M 1510 10 25 — cm, pa je povrSina toga trokuta jednaka P, = % b, =—4 - 375 cm’.
b 24 4 2 2 8
Tako kona¢no dobivamo da je traZena povrSina presjeka jednaka
10-24 6 375 2877
P,= P, (P+P)— > —~(P+P)=—— —(— —)_ m = 71.925 cm®.

1321. Pojednostavnite izraz tgzoc + ctgzoc za o€ (0, %).

Rjesenje: Imamo redom:

cosa sina sinacoso

. 2 . . 2
sina | cosar) _, sina cosa _ sin® ¢ +cos’ o ”e
cosa sina

tg’o+ ctg’o = (tg o+ ctg a)* — 2 - (tg o - ctg o) = [
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2

2
1 ——(,zj—zz,f 4,8
1. sin2a sin” 2o 1-cos4a 1—-cos4a
Esta #

1322. Izracunajte duljinu najvece stranice trokuta ABC zadanoga koordinatama svojih
vrhovaA=(1,-1),B=4, )i C=(7,7).

RjeSenje: Izra¢unajmo redom duljine duzina AB, BC i AC, pa ih usporedimo:

|E|=\/(4—1)2+[1—(—1)]2 =37 +22 =413,
|BC|=\7-4y +(7-1 =3’ +6* =45,
|A_C|=\/(7—1)2 +[7-(=D]’ =+/6> +8> =/100 =10.

Odavde izravno slijedi da je traZena duljina jednaka 10.

1323. Izracunajte f (200) ako za svaki dopustivi realan broj x € R vrijedi jednakost

2+x
f =Xx.
X
RjeSenje: Uocimo odmah da iz navedene jednakosti izravno slijedi da je traZeni broj rjeSenje jednadZbe
2+x 2 2

=200. Odatle je x= —, paje f(200) = —.
jex 199pJf( ) 199

X

2 2
1324. Izracunajte povrsinu trokuta kojega omeduju asimptote hiperbole %_% =1 i pravac

okomit na os Ox koji prolazi desnim Zaristem te hiperbole.
Rjesenje: 1z jednadzbe hiperbole odmah slijedi a* = 16, b* = 9i ¢* = a* + b* = 25. Stoga su jednadZbe asimptota

2 2
hiperbole pi... y = — /b—zxz—%x ippy= Jb—zx:%x, a desno 7arite hiperbole Fy = (Ve? , 0) = (5, 0).
a a

Odatle slijedi da je jednadZzba trece stranice trokuta ps;... x = 5. Pravci p; i p, se sijeku u ishodiStu (jer se
asimptote svake hiperbole sijeku u ishodistu), a sjeciSta pravaca p; i p;, odnosno p, i p3 su rjeSenja sustava

1 1
Stoga su vrhovi trokuta ¢iju povrsinu trazimo S; = (0, 0), S, = (5, —ZS) 183=(5, ZS). Duljina osnovice $,S; toga

trokuta jednaka je % + % = %, a duljina visine na tu osnovicu jednaka je 5. Stoga je traZena povrSina
jednaka
P= lE5 =7—5 =18.75 kv. jed.
2 2 4

1325. Izracunajte zbroj svih prirodnih brojeva djeljivih s 9 koji pripadaju skupu [1000].
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RjeSenje: Ti prirodni brojevi tvore aritmeticki niz kojemu je prvi ¢lan jednak a, = 9, razlika d = 9, a posljednji
¢lan a, = 999. Njihov broj n odredit ¢emo iz formule za op¢i ¢lan aritmeti¢koga niza

a,=a;+(n-1)-d
u koju ¢emo uvrstiti a, = 999, a; = d = 9. Tako ¢emo dobiti linearnu jednadzbu s jednom nepoznanicom
99 =9+@n-1)-9

iz koje je n = 111. Preostaje nam u formulu za zbroj prvih n ¢lanova aritmeti¢koga niza
n
S =—-(a,+a
n 2 ( 1 n)

uvrstiti n =111, a; =91 a, = 999. Dobiva se S;;; = 55 944 i to je traZeni zbro;j.

1326. Odredite prikloni kut pravilne uspravne cetverostrane piramide Cije su sve pobocke
Jjednakostranicni trokutovi.

Rjesenje: Neka je a duljina osnovnoga brida te piramide. Tada je i duljina bo¢noga brida te piramide jednaka a.
Uocimo pravokutan trokut kojega tvore bo¢ni brid, polovica dijagonale osnovke i visina piramide. Njegova je

. . . 2 . S o
hipotenuza jednaka a, a jedna kateta - a. Oznacimo li traZeni kut s o, slijedi:

V2
24 2
Cos = =—
a 2

Odatle je oo = 45°.
1327. Odredite skup svih realnih rieSenja jednadzbe log’x + 3 log’x + 3 log x + 2 = 0.

Rjesenje: Zadanu jednad?bu mozemo zapisati u obliku (log x + 1)* + 1 = 0, a odavde je log x + 1 = —1, odnosno
log x = -2. Stoga je jedino realno rjeSenje polazne jednadzbe x = 107 = ﬁ = 0.01. Dakle, traZeni je skup

§=1{0.01}.
1328. Puni li se neka posuda jednom slavinom, bit ¢e napunjena za 18 minuta, a puni li se

drugom, napunit ¢e se za 9 minuta dulje. Koliko je minuta potrebno za punjenje pet devetina
obujma posude otvore li se obje slavine?

Rjesenje: Prva slavina u jednoj minuti napuni % posude, a druga 181 5 =% posude. Stoga obje slavine u
+

jednoj minuti napune L+L—i osude, pa je za punjenje é osude potrebno é'1—22—6 minuta

Jecnel P8 2775 P » PALIE 24 PURJERE o P P 9'54 9 5 )

1329. U prvom je tjednu neka robna kuca prodala 15% ukupne posiljke televizora na
rasprodaji, a u drugom tjednu 40% ostatka posiljke. Izracunajte ukupni postotak rasprodanih
televizora te posiljke u prva dva tjedna.

RjeSenje: Ozna¢imo li s x ukupan broj televizora u toj posiljki, onda je traZeni postotak jednak

15 40 15

— Xt (X = X) 49
_ 100 100 100 _ %7 _ 499,
X 100

p
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1330. Graf realne funkcije fix) = ax* +bx+c¢(a,b,ce R,a#0) dodiruje os Ox, sijece os Oy
u tocki s ordinatom 3, te prolazi tockom T(2, 3). Odredite vrijednost parametra a.

RjeSenje: To sto graf realne funkcije dodiruje os Ox znaci da je jednadzba f(x) = 0 ima to¢no jedno realno
rjeSenje, pa zadanu funkciju moZemo zapisati u obliku f(x) = a(x — x,)°, gdje je x, spomenuta jedina realna
nultoc¢ka zadane funkcije. Nadalje, ¢injenica da graf zadane funkcije sijece os Oy u tocki s ordinatom 3 znaci da
je fl0) = 3, a ¢injenica da graf prolazi tockom (2, 3) znaci da je f{2) = 3. Tako u izraz f(x) = a(x — Xo)* uvrstimo
najprije x = 0, a potom x = 2. Dobit ¢emo:

0) = a0 - xo)’,
f2) = a2 - x),

a te jednakosti — zbog f(0) = f(2) = 3 — moZemo zapisati u obliku:

3=a- x
3=a2 - x)*
Dijeljenjem tih jednadZbi dobivamo:
2
[ 2-x, j -1
Xo
Odavde je
2—x, -1
Xo
2—x, . oo . " . . . .
(—=—1 vodi na kontradikciju 0 = 2), pa je xo = 1. UvrStavanjem dobivene vrijednosti u izraz

X,
=g 3
3=a- x,

odmah dobivamo a = 3.

4 12 1
1331. Izracunajte vrijednost izraza | log, ——log , 125 log,—.
3 > 8 25

Rjesenje: Koristit cemo jednakost
ay I
log , (b") = ;loga b

koja vrijedi za sve dopustive brojeve a, b € R i sve cijele brojeve k, n € Z. Tako redom imamo:

4 125 1 9Y\" 8 ' 1 9 1 8
log, ——log, — |-log.—=|1lo =1 =log ,|— ‘log. (257 ) =|-log, —+—log, — |- (—log. 25) =
{ g§9 g% 8) 8555 [ g;bj g[2) [125} ] g5(257) g%4 > gg s (—log;25)

5
3V 1 2Y 301 2 3
=|-log.| 2| +=log,| = | |-[-log.(5*)|=| —2log. = +—-3log, = |- (=21og. 5) =| =2-1+=>-1|-(=2-1) =1.
{ g;(zj 5 gﬁ[SM[ g5 ] { 55" g§5]( g:5) [ > ]( )

1332. Pravac p... 3x + y + 10 = 0 je normala kruznice koja ima srediste u trecem kvadrantu i
dodiruje obje koordinatne osi. Odredite polumjer te kruzZnice.
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Rjesenje: Neka je r (r > 0) traZeni polumjer. Cinjenica da kruZnica ima srediste u trecem kvadrantu i dodiruje
obje koordinatne osi znaci da je srediSte kruZnice u tocki S = (—r, —r). Ta tocka pripada pravcu p pa uvrStavanjem
njezinih koordinata u jednadZbu pravca dobivamo:

3Br-r+10=0,
. 5
aodavde je r = 5: 2.5.

1333. Vrhovi trokuta ABC su A = (2,4), B= (1, 1) i C = (5, 3). Izracunajte duljinu visine iz
vrha A.

Rjesenje: Trazenu duljinu izra¢unat ¢emo prema formuli
2P
V= — .
[
Dvostruku vrijednost povrSine P trokuta ABC izracunat ¢emo prema formuli:

2P = |xA(yB_yC) +xB(yC_yA) +xc(yA—yB)| = |2 . (1 —3) +1- (3 —4) +5 (4— 1)' = 10,

a duljinu stranice BC prema formuli za udaljenost dviju tocaka u pravokutnom koordinatnom sustavu u ravnini:
|BC|=y5-17+3-1 =5

Prema tome, v, = ? =2.

.\ 38
1334. Izracunajte: (—l+zi+ 3-i j )
5 5 1+2i

Rjesenje: Imamo redom:

. \38 . . 38 . .\ 38
(—l+zi+ 3_lj :( 1+2i+ (3_1)(1_21)J :(_1+21+1_7lj =P =CD* =1 0=

55 142 505 (d+20)(1-20) 5 5
=@ -2=1 (- =-1.

133S. Razlika duljina stranica pravokutnika je 4 cm. Vrtnjom pravokutnika oko njegove dulje
stranice dobije se tijelo Cije je oplosje 1921 cm’. Izracunajte obujam tijela nastaloga vrtnjom
pravokutnika oko njegove krace stranice.

Rjesenje: Ozna¢imo duljine stranica pravokutnika s a i b. Bez smanjenja opéenitosti moZemo pretpostaviti da je
a > b. Podatak da je razlika duljina stranica pravokutnika jednaka 4 cm mozZemo zapisati u obliku jednadzbe

a-b=4.

Vrtnjom pravokutnika oko njegove dulje stranice dobije se valjak kojemu je polumjer osnovke jednak b, a visina
a. Njegovo je oplosje jednako:

0 =2ba(b + a),
pa na temelju podataka iz zadatka dobivamo jednadzbu

2bn(b + a) = 192,
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odnosno
b(b + a) = 96.
Tako smo dobili sustav
a-b=4
b(b + a) =96.

1z prve jednadzbe je a = b + 4, §to uvrsteno u drugu jednadzbu daje

b(2b + 4) =96,
odnosno kvadratnu jednadzbu
b’ +2b-48=0.
Sva realna rjeSenja ove jednadzbe su b; = -8 i b, = 6. RjeSenje b; = -8 ne dolazi u obzir jer duljina stranice

pravokutnika ne moZe biti strogo negativan realan broj. Stogajeb =6 cm, pajea=b+4 =10 cm.
Vrtnjom pravokutnika oko njegove krace stranice, tj. stranice b, nastaje valjak kojemu je polumjer osnovke
jednak a = 10 cm, a visina b = 6 cm. Njegov je obujam V = a’m - v =600m cm’.

1336. U tupokutnom je trokutu kut nasuprot stranice a = 9 cm jednak o = 37°. Izracunajte
tupi kut nasuprot stranice b = 14 cm.

RjeSenje: Prema sinusovu je poucku

_ bsina _14sin37°

a

sin B = 0.93615670268096399098351977846454.

Odavde je  =110.5841701° = 110°35'3".

1337. Odredite skup svih rjesenja nejednadzbe sin x > cos x u intervalu {0, 2T)

Rjesenje: U zadanom intervalu jednadZzba sin x = cos x, odnosno njoj ekvivalentna jednadzba tg x = 1, ima to¢no

dva rjeSenja: x; = %i Xy = %[ Na intervalu (0, %) funkcija f(x) = sin x strogo raste poprimajuéi sve
L oz _ 2 y N

meduvrijednosti od sin 0 = 0 do sin 1 = - dok funkcija g(x) = cos x strogo pada poprimajuéi sve
.. . T \/5 . T - . .

meduvrijednosti od cos 0 = 1 do cos 1 =7. Stoga za svaki x € (0, Z> vrijedi nejednakost sin x < cos x.

T 5z V4
Nadalje, na intervalu <Z s T> funkcija f(x) najprije strogo raste poprimajuci sve meduvrijednosti od sin 1 =

\/5 T V4 . Sz \/5

- do sin 3 = 1, a potom strogo pada poprimajuci sve meduvrijednosti od sin 2 =1 do sin Y = -5 Na

istom intervalu funkcija g(x) strogo pada poprimajuci sve meduvrijednosti od cos % =72 docosm=-1,a
2

potom strogo raste poprimaju¢i sve meduvrijednosti od cos T = —1 do cos Y = - Stoga za svaki

ARY SN .
xe <Z , T> vrijedi nejednakost sin x > cos x.
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2
Napokon, na intervalu (%r , 2m) funkcija f{x) strogo pada popimajuci sve meduvrijednosti od sin %[ = —% do
. 3 S .. . . 3 . .
sin > = —1, a potom strogo raste poprimajuci sve meduvrijednosti od sin > = -1 do sin 2 = 0. Na istom
. . T .. . Sz 2
intervalu funkcija g(x) strogo raste popimajuci sve meduvrijednosti od cos vy = Ty do cos 2 = 1. Stoga za

svaki x € %[ , 2m) vrijedi nejednakost sin x < cos x.

Tako zakljucujemo da je traZeni skup rjeSenja jednak S = (% , %[ )
1338. Odredite apscisu sjecista osi Ox i tangente na krivulju X - y2 = 9 povucene u tocki
T=(5,y >0).

Rjesenje: Odredimo najprije drugu koordinatu tocke 7. Ona pripada zadanoj krivulji, pa njezine koordinate
moraju zadovoljavati jednadZzbu krivulje. UvrStavanjem x = 5 u jednadZzbu krivulje dobivamo

52 =9,
odnosno

y* = 16.
Jedino strogo pozitivno realno rjeSenje ove jednadZzbe je y = 4, pa je T = (5, 4). Nadalje, uo¢imo da je zadana

2 2
krivulja hiperbola %—% =1, pa jednadZzba tangente povucene na hiperbolu u bilo kojoj to¢ki A = (x;, y;)

hiperbole glasi:
AY Ny _
9 9
odnosno u segmentnom obliku
X Yy
———=1.
9 2
XN

TraZena apscisa jednaka je koeficijentu "ispod" varijable x za x; = 5, y; = 4. Taj je koeficijent jednak % itoje

rjeSenje postavljenoga zadatka.

1339. Za koje vrijednosti strogo pozitivnoga realnoga parametra k € R realna funkcija f(x) =
N x* =2kx+3 ima tocno jednu realnu nultocku?

RjeSenje: Zadana funkcija ¢e imati tocno jednu realnu nultocku ako i samo ako diskriminanta D kvadratne
jednadzbe x* — 2kx + 3 = 0 bude jednaka nuli. Buduci da je

D=Qk?*-4-3=4K-12,

dobiva se kvadratna jednadzba
4k -12=0

¢ije je jedino strogo pozitivno realno rjeSenje k = V3ito je jedina traZena vrijednost.
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1340. Jedina realna nultocka realne funkcije f(x) je xo = 5. Odredite barem jednu nultocku

realne funkcije g(x) = f (XT_4J .

RjeSenje: 1z Cinjenice da je xy = 5 jedina realna nultocka realne funkcije fix) slijedi f{5) = 0. Odaberemo 1i x;

X

-4
takav da je =5, onda je g(x;) = A XIT) = f(5) = 0, pa je x| nultocka funkcije g(x). Preostaje nam, dakle,

rijeSiti jednadZbu

Odavde je x; = 29 i to je nultocka funkcije g(x).

1341. Jednakokracan trapez ima visinu duljine 5 i medusobno okomite dijagonale.
Izracunajte povrsinu toga trapeza.

Rjesenje: Neka je ABCD zadani trapez tako da je IABl = a duljina vece osnovice, ICDI = ¢ duljina krace
osnovice, IBCl = IADI = b duljina kraka i v = 5 duljina visine trapeza. Koristit ¢emo Cinjenice (dokazite ih za
vjezbu) da dijagonale jednakokranoga trapeza imaju jednake duljine, te da njihovo sjeciSte S pripada
zajednickoj simetrali osnovica AB i CD. Potonja ¢injenica izravno povlaci

|AS| = IBSI
ICSI = DS,

tj. trokutovi ABS i CDS su jednakokrac¢ni. Oznacimo |AS| = e, ICSI = f. Budu¢i da im kut kod vrha §, prema
uvjetu zadatka, pravi kut, rije¢ je o nesukladnim jednakokracnim pravokutnim trokutovima. Povucimo iz vrha §
okomice na stranice AB i CD. Nozista tih okomica su polovista P, i P, stranica AB i CD. Trokut AP,S je
jednakokracan pravokutan trokut (kut P;AS jednak je kutu BAS, a taj je jednak 45° jer je trokut ABS
jednakokraCan pravokutan trokut), pa zakljucujemo da je |AP,| = IP;Sl. Iz potpuno analognih razloga je |CP,| =
=|P,Sl. Zbrojimo li te dvije jednakosti, dobit ¢emo:

lAPll + |CP2| = |PIS| + |P2S|
U ovu jednakost uvrstimo:

1 1
AP\l = —IABl=—a
2 2

1 1
|ICPyl = —ICDI=—¢
2 2
IP1S1 + |P,SI = |P Pyl = v,

pa dobivamo:
1
v=—(a+c),
2( )

tj.
a+c=2v.

Stoga je traZena povrSina trapeza jednaka

_a+tc
2

P

v=%-v=v2=25 kv. jed.
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1342. Polumjer osnovke uspravnoga kruznoga valjka jednak je R. Visina polaznoga valjka
produljena je tako da plast dobivenoga valjka ima povrsinu jednaku oplosju polaznoga
valjka. Izrazite produljenje visine kao funkciju varijable R.

Rjesenje: Neka je v visina polaznoga valjka. Tada je njegovo oplosje
O=2Rm-(R+V).
Oznacimo traZeno produljenje s d. Visina v, dobivenoga valjka je
vi=v+d,

pa je povrsina njegova plasta

P, =2Rn-v,=2Rn- (v+d)
Prema uvjetu zadatka je O = Py, pa izjednacavanjem desnih strana slijedi

2Rt - (R+v)=2Rn - (v+d),
odnosno

R+v=v+d

Odavde je d = R, pa je trazena funkcija d = d(R) = R.

1343. Srediste kruZnice upisane jednakokracnomu trokutu dijeli visinu na osnovicu trokuta u
omjeru 12 : 5. Ako je duljina kraka toga trokuta jednaka 60, izracunajte duljinu osnovice
trokuta.

Rjesenje: Neka su a duljina osnovice, v duljina visine na osnovice i b = 60 duljina kraka zadanoga trokuta, a r
polumjer trokutu upisane kruZnice. SrediSte kruZnice upisane jednakokracnomu trokutu opéenito dijeli visinu na
osnovicu toga trokuta na dva dijela: manji od njih ima duljinu r, a ve¢i od njih ima duljinu v — r. Tako iz
razmjera

w-r:r=12:5

slijedi
Sv—5r=12r,

odnosno

5

r=-—v

17

No, s druge je strane
e E _ Eav _av
s %(a+2b) a+2b

pa izjednacavanjem desnih strana posljednjih dviju jednakosti dobivamo

av _i
a+2b 17

v,
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a odavde je

a= §b= §~60=50.
6 6

1344. Jedan vanjski kut trokuta iznosi 104°, a omjer njemu nesusjednih unutrasnjih kutova
trokuta je 3 : 5. Odredite najmanji kut ovoga trokuta.

RjeSenje: Koristit ¢emo ¢injenicu da je vanjski kut trokuta jednak zbroju njemu nesusjednih unutrasnjih kutova
trokuta. Jedan unutrasnji kut trokuta jednak je 180° — 104° = 76°. Preostala dva dobit ¢emo razdijelimo li kut od
104° u omjeru 3 : 5. Pripadni omjerni koeficijent jednak je

k= 104 =13,
3+5
pa su ti kutovi jednaki 3 - 13 =39°1 5 -13 = 65°. O¢ito, najmanji kut trokuta iznosi 39°.

1345. Duljine dviju stranica Siljastokutnoga trokuta su 10 cm i 12 cm, a povrsina trokuta
iznosi 48 cm’. Izracunajte duljinu trece stranice toga trokuta.

Rjesenje: Bez smanjenja opCenitosti moZemo pretpostaviti da je a = 10 cm i b = 12 cm, te da trazimo duljinu
stranice c. Uz standardne oznake u trokutu, primjenom sinusova poucka dobivamo

. 2P 248 4
siny= —=——=—,
ab 10-12 5

pa je, zbog pretpostavke o Siljastokutnosti trokuta, kosinus istoga kuta jednak

2
cos Y= /l—sin’ y = 1—(%} :%

Preostaje primijeniti kosinusov poucak:

c=.d* +b* —ZabCOS}/Z\/IOZ +12° —2~10~12% =+/100 =10 cm.

1346. Odredite jednadzbu pravca cija je svaka tocka jednako udaljena od tocaka A = (2, 6) i
B=(4,4).

Rjesenje: Trazeni pravac je simetrala duzine AB. Njezin je koeficijent suprotan i reciprocan koeficijentu smjera
pravca kroz tocke A i B, t;.

a ona prolazi kroz poloviste P duzine AB ¢ije su koordinate

po xA+xB’yA+yB _ 2+4,6+4 = (3,5)
2 2 2 2

Stoga je njezina jednadZzba

y_5=1.(x_3)9
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odnosno s... y=x+2.

1347. Odredite realni dio kompleksnoga broja z = 1= 3.1 + 1= 4.1 .
2+ 3+4i

Rjesenje: Imamo redom:

-1-13i 1 1 3
c =

Re z= Re(1_3l +1_4lj:Re U=30C=0) | g U=4)C=D) _p ~1+7i ¢

240 3+4i 2+i)2-10) GB+iH(3-10) 5 10 510 10
1348. Kojoj vrsti krivulja pripada krivulja K ... 20 = 5x — y2 +17?
Rjesenje: Jednadzbu krivulje K zapiSimo u obliku
2 —5x+y =1,
odnosno u obliku

5, 25
2(x=2)? == 442 =1,
( 4) g TV

a odavde je
S0
(x 4) +y_2=1
EEER
16 8

ZakljuCujemo da je zadana krivulja elipsa sa srediStem u tocki S = (%, 0) ¢ija velika poluos ima duljinu

a =i 33 , a mala poluos duljinu b = \/% zi@'

1349. Odredite skup svih realnih rjesenja jednadzbe log x + log(2x) + log(3x) = log 60 — 4.

RjeSenje: Zadanu jednadZbu moZemo napisati u ekvivalentnom obliku
log(x - 2x - 3x) = log 60 — 10g(104),

odnosno u obliku

60
log(6x*) = log — .
g(6x”) = log 0

Odavde je

odnosno
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Jedino realno rjeSenje ove kubne jednadZbe je x = % . Dakle, traZeni je skup S = { % }.

1350. Razlike duljine prostorne dijagonale kvadra i duljine svakoga od njegovih bridova
redom iznose 20, 18 i 2. Odredite duljinu prostorne dijagonale toga kvadra.

Rjesenje: Neka je d trazena duljina prostorne dijagonale. Tada su duljine bridova kvadra jednake d — 20, d — 18 i
d — 2. Prema Pitagorinu je poucku kvadrat duljine prostorne dijagonale kvadra jednak zbroju kvadrata duljina
bridova kvadra. Stoga mora vrijediti jednakost:

d=(d-20)* +(d~18)" + (d-2)",
a odavde se kvadriranjem i reduciranjem dobije kvadratna jednadzba

& —40d + 364 = 0.

Sva realna rjeSenja ove jednadzbe su d; = 14 i d, = 26. RjeSenje d; = 14 ne dolazi u obzir jer bi duljine dvaju
bridova kvadra bili strogo negativni brojevi —6 i —4, a to je nemoguce. Stoga preostaje d = d, = 26.

1351. Duljine stranica trokuta ABC sua =9 cm, b =14 cm i c = 19 cm. Svaka od tih stranica
produljena je za jednak iznos tako da dobiveni trokut bude pravokutan. Za koliko se postotaka
povecala povrsina trokuta ABC?

RjeSenje: Neka je d > 0 traZeno produljenje. Zbog ocite nejednakosti a < b < ¢ vrijedi nejednakost
9+d<14+d<19+d,

pa 9+ d1i 14 + d moaju biti duljine kateta, a 19 + d duljina hipotenuze novoga trokuta. Prema Pitagorinu poucku
slijedi:

O+d’+(14+d)’=(19+d),
a odavde se dobiva kvadratna jednadzba
d* +8d-84=0.
Jedino strogo pozitivno rjeSenje te jednadzbe je d = 6. Stoga svaku stranicu zadanoga trokuta treba produljiti za 6

cm, pa se dobije pravokutan trokut ¢ije su duljine stranica a; = 15 cm, b; = 20 cm i ¢; = 25 cm. Prema Heronovoj
je formuli povrSina trokuta ABC jednaka

Asc=\/(a+b+cj'(b+c_aj'(a+c_bj(a+129_c)=m=42\50m2,

P
2 2 2

dok je povrsina dobivenoga pravokutnoga trokuta jednaka
1 2
R :§a1b1 =150 cm”.

Stoga je traZzeno povecanje jednako

B—-P,.
p= %z 1.52538136138 = 152.54%.

1

1352. Neki je vozac trebao prijeci odreden put u vremenu t vozeci cijelim putem prosjecnom
brzinom v. Umjesto toga, vozac je Cetvrtinu puta preSao za tocno 90 minuta vozeci
prosjecnom brzinom v, potom se odmarao tocno pola sata, a zatim presao ostatak puta vozeci
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prosjecnom brzinom vy > v i pravodobno stigao na odrediste. Za koliko je postotaka brzina v,
veca od brzine v?

Rjesenje: Koristit cemo osnovnu formulu jednolikoga gibanja po pravcu

gdje je v prosjecna brzina, s prijedeni put, a ¢ ukupno vrijeme potrebno za prelazak puta s. Odavde je
S .
t=— 1 s=v-r
v

Za prelazak prve Cetvrtine puta prosjecnom brzinom v vozacu je trebalo tocno 90 minuta. To znaci da bi — vozeci
prosjecnom brzinom v — vozac presao cijeli put s za to¢no 4 - 90 = 360 minuta. Budu¢i da se odmarao to¢no 30
minuta, za prelazak preostale tri Cetvrtine puta voza¢ mora voziti prosjecnom brzinom v; to¢no 360 — (90 + 30) =
240 minuta. Stoga vrijedi jednakost:

3
=s
240= 4
Vi
iz koje je
s=320-v.
No, s druge je strane
s=360-v

(jer bi vozac isti put preSao za 360 minuta vozeéi prosjecnom brzinom v), pa izjednacavanjem desnih strana
posljednjih dviju jednakosti dobivamo:

320 - v; =360 - v,

odnosno

v = 2v=v+lv=v+12.5%-v,
8 8

pa je brzina v, vec¢a od brzine v za 12.5%.

Lo, 1 1+d’ d+a
2-2Ja 2+2Ja 1-d° '

1353. Pojednostavnite izraz: (

Rjesenje: Imamo redom:

[ L _1+a2].(1+a1): 2+0Wa+2-2Ja  1+d’ -(1+lj=
2-2Ja 2+2Ja 1-d° 2-2Na)2+2a) (-a)l+a) a

|4 1+d® Ja+l | 1 1+d® | a+l_ lta  1+d® | a+l_
|4-4a (-a)1+a)| a a | (-a)+a) (-a)l+a)| a

_a=a®  |a+l__ al-a) a+l_
(-a)1+a)| a (A-a)l+a) a
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1354. Odredite zbroj svih realnih rieSenja jednadzbe 0.2° + 53 = 126.
Rjesenje: Zbog ogite jednakosti 0.2 = 57! zadanu jednadZbu moZemo zapisati u obliku
(Y +57" =126
Uvedemo li zamjenu 7 = 5, dobivamo jednadzbu
1 +5 =126,
odnosno, nakon mnoZenja s t,

125 - 126+ 1=0.

3
Sva realna rjeSenja ove jednadzbe su 7, = é = [éj =53 if,=1=5" Tako iz 5 = 57 slijedi x, = -3, a iz

5" = 5" slijedi x, = 0. Buduéi da su to sva realna rjeSenja polazne jednadzbe, njihov je zbroj jednak x; + x, = 3.

1355. Geometrijski niz se sastoji iskljucivo od strogo pozitivnih clanova. Ako je peti ¢lan niza
162, a sedmi 1458, koliko uzastopnih ¢lanova toga niza, pocevsi od prvoga, treba zbrojiti da
se dobije broj 2427

RjeSenje: Neka je a; prvi ¢lan, a g koli¢nik zadanoga niza. Tada je peti ¢lan niza
as=da - 614,

a sedmi
6
a=a-q,

pa uvrstavanjem zadanih podataka u te jednakosti dobivamo jednadzbe

a-q'=162
ay - ¢° = 1458
Dijeljenjem tih jednadzbi slijedi
g =9,

pa bududi da se niz, prema pretpostavci, sastoji iskljuc¢ivo od strogo pozitivnih ¢lanova, jedino moguce rjeSenje
je g=3.Takoiz

a - ¢ =162

uvrStavanjem ¢ = 3 odmabh slijedi a; = 2. Oznacimo 1i s n trazeni broj uzastopnih ¢lanova, onda uvrStavanjem
S, =242, a; =21¢q =3 uformulu za zbroj prvih n ¢lanova geometrijskoga niza

S, =aq, g =1
g—1

dobivamo eksponencijalnu jednadzbu
3"=243

¢ije je rjeSenje n = 5. Prema tome, treba zbrojiti prvih 5 ¢lanova zadanoga niza.

© Bojan Kovaci¢ 735  Tehnicko veleuciliste — Elektrotehnicki odjel, Zagreb



Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike — 2. dio

1356. Odredite srediste kruZnice cije su normale pravci p;... 2x—3y—-1=01ip;... %+% =
3 5

=1.

Rjesenje: Buduci da svaka normala kruZnice prolazi srediStem kruZnice, traZeno je srediSte sjeciSte zadanih
pravaca. Dakle, trebamo rijesiti sustav

2x-3y=1
3x+5y=11

Odavde je x =2,y = 1, pa je traZzeno srediSte S = (2, 1).
1357. Odredite zbroj svih rjesenja jednadZbe sin 2x = 2 cos x u segmentu [0, 87].
Rjesenje: Zbog identiteta
sin 2x =2 sin x cos x

zadanu jednadZbu mozeno zapisati u obliku

2cosx-(sinx—1)=0.
Odmah uocimo da, prema osnovnom trigonometrijskom identitetu, jednakost sin x — 1 = 0, tj. sin x = 1 povlaci
jednakost cos x = 0. Stoga je skup svih rjeSenja jednadzbe sin x = 1 podskup skupa svih rjeSenja jednadzbe
cos x = 0, pa ¢e biti dovoljno rijesiti jednadZbu

cos x =0.

.. e T . . cuq e -
Njezina rjeSenja u zadanom segmentu su x; = E -(2k+1),k=0,1,2,...,7. Ona tvore konacan aritmeticki niz

S o 15T o . S
osam realnih brojeva ¢€iji je prvi ¢lan R posljednji (osmi) — a razlika niza 7. Prema formuli za broj prvih n

¢lanova aritmeti¢koga niza slijedi traZeni zbroj jednak

SS :§(Z+15_7[] =327
2\2 2

1358. Zadane su realne funkcije f(x) =2x + 1 i g(x) = x. Odredite skup svih realnih rjeSenja
jednadzbe (f ° g)(x) = (g ° H(x).

RjeSenje: Budu¢i da je
(fo ) =lg] =) =2 + 1,
(g° P =glfix)] =g2x+ 1) = 2x+ 1)’ =dx” +dx +
izjednacavanjem tih dvaju izraza dobivamo kvadratnu jednadZbu
2 +4x=0.
Sva realna rjeSenja te jednadZbe su x; = -2 1 x, = 0. Stoga je traZeni skup S = {-2, 0}.

1359. U kuglu je upisana kocka. Koliki dio (u %) kugle se nalazi izvan kocke?

RjeSenje: Neka su R polumjer kugle i a duljina brida kocke. Iz ¢injenice da je kocka upisana u kuglu slijedi da je
duljina prostorne dijagonale kocke jednaka promjeru kugle, tj.

a\/— =2R.
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Odavde je
a= z\/§R )
3
pa je obujam kocke
3_8 ps
Viocke =@ = 6\/§R .

Stoga je traZeni postotak jednak

8 \/_ 3
—+/3R
Viee =V,
Vo Viwie Voo 1 9T 1 23 arag - 63040,
Vkugle Vkugle i Rsﬂ' 3
e o 2
1360. Izracunajte sin 2x ako je sin x — cos x = 5

RjeSenje: Kvadriramo li zadanu jednakost, dobit ¢emo:
. . 1
sin®x — 2 sin x cos X + cos>x = 5 s
odnosno
. 1
1-sin2x= —.
2
Odavde je izravno
. 1
sin 2x = —.
2

1361. Osnovka uspravne prizme je jednakokracan trapez c¢ija dulja osnovica ima duljinu 2a, a
sve ostale stranice duljinu a. Prizmu presjecemo ravninom koja prolazi duljom osnovicom

donje i kracom osnovicom gornje osnovke. Ako je visina prizme Ea, izrazite povrsinu
presjeka prizme navedenom ravninom kao funkciju varijable a.

Rjesenje: Presjek zadane prizme i zadane ravnine je ponovno jednakokracan trapez kojemu je dulja osnovica
a, = 2a, kra¢a osnovica ¢| = a, a kvadrat duljine kraka

2
by =b'=a’ +(%aj Ve

Duljina visine v, toga trapeza jednaka je

2 2
V= blz_(u = Qaz—(za_aj :aﬁ,
2 4 2

pa je traZzena povrsina jednaka
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a, +c 2a+a 3
P=—"1—1.y = a1 =247 -d>.
2 ! 2 2

1362. Duljine kateta pravokutnoga trokuta ABC su |IACl =9 cm i IBCl = 12 cm. U tocki koja
dijeli hipotenuzu |ABl u omjeru 2 : 3 racunajuéi od vrha A povucena je okomica na
hipotenuzu. Izracunajte duljinu onoga dijela te okomice koji se nalazi unutar trokuta ABC.

Rjesenje: Prena Pitagorinu poucku lako izra¢unamo duljinu hipotenuze AB:

IABl = V9* +12% = 15 cm.

Neka su D tocka koja hipotenuzu AB dijeli u omjeru 2 : 3 raunaju¢i od vrha A i E sjeciSte okomice povucene u
toCki D na hpotenuzu AB i katete AC. Podijelimo 1i vrijednost 15 u omjeru 2 : 3, dobit ¢emo najprije omjerni
koeficijent

15

=53 =3
a potom i pojedine dijelove: 2k =2 -3 =613k =33 =09. Stoga je duljina duZine AD jednaka
IADI = 6 cm.
Trokutovi ADE i ABC su sli¢ni (prema poucku K—K-K), pa postavljamo razmjer:
IADI : IDE| = AC! : IBCI
iz kojega je izravno

|AD|-|BC]| _6:12

|DE|=
|AC| 9

8 cm

1363. Zadani su vektori 21:2;—3;‘ i b=—i+ 2;‘. Odredite jedinicni vektor x okomit na
vektor ¢ =2a+3b.

RjeSenje: Odredimo najprije vektor ¢ . Imamo:
c=2a+3b=2Q2i-3))+3(=i+2))=[2-243-(=D]i +[2-(-3)+3-2] j=1-i+0- j =i .
Stoga je traZeni jedini¢ni vektor x okomit na vektor ¢ jednak x= } .

1364. Zadani su vektori ;z=—7;+9;' i l;=5;—;'. Odredite duljinu vektora ¢ takvoga da

vektori a,3b i 2¢ zatvaraju trokut.

RijeSenje: Vektori a, 3b i 2¢ zatvaraju trokut ako i samo ako vrijedi jednakost:
a+3b+2c=0.
Odavde je

= —%(Zz+3z3) = —%[—7?+9}'+3-(5?—}')] = —%(—7?+9}'+15?—3}') = —%(8f+6}') =—4i-3],
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pa je traZzena duljina vektora ¢ jednaka:

e[ =4 + =3 =16+9 =5.

1365. Rijesite sustav jednadZbi: PAREI y =24, 3L, y2 =27.

Rjesenje: Izrazimo y iz prve jednadZbe:

_24 24 12
y 2x+l 2.9% 2% ’
pa dobiveni izraz uvrstimo u drugu jednadzbu:
2
3! (;—Zj =27
3%.37! i =27
4):

-2
BEe)

12
Odavde izravno slijedi x =2, paje y = ? =? = 3. Stoga je rjeSenje sustava (x, y) = (2, 3).
1366. Polumjer osnovke kosoga kruinoga stosSca je R = 1 cm, a najdulja izvodnica je
dvostruko dulja od najkrace. Ako ortogonalna projekcija vrha stosca pripada kruZnici
osnovke, izracunajte obujam toga stosca.

Rjesenje: Promotrimo karakteristican presjek stoSca ravninom okomitom na ravninu osnovke stosca. Rije¢ je o
trokutu ¢ije su dvije stranice najdulja i najkraca izvodnica stoSca, a treca stranica promjer osnovke. Buduéi da se
vrh stoSca ortogonalno projicira na kruZnicu osnovke, najkraca izvodnica stoSca ujedno je i visina stoSca, pa je
navedeni karakteristi¢an presjek pravokutan trokut. Jedna njegova kateta je v, druga je promjer osnovke stoSca
2R, a treca je najdulja izvodnica stoSca Cija je duljina, prema uvjetu zadatka, 2v. Primjena Pitagorina poucka daje

Vv + (2R = (v,

odnosno

V= %\/gR=§\/§ cm.

Stoga je traZeni obujam stoSca jednak

3

V= le:l.lz.”.Z\/’:&.ﬁcm
3 3 3 9

1367. Vrh nekoga bazena je pravokutnik dimenzija 6 m x 20 m, a najmanja i najveca dubina
bazena iznose redom 1 m i 3 m. Odredite obujam vode u do vrha napunjenom bazenu.

Rjesenje: Obujam bilo kojega geometrijskoga tijela ne ovisi o tome kako je to tijelo postavljeno u prostoru.
Stoga bazen moZemo razmatrati "naopacke"” i razloZiti ga na dva geometrijska tijela: kvadar dimenzija 6 x 20 x 1
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i Cetverostranu piramidu ¢ija je osnovka pravokutnik dimenzija 6 X 20, a visina 3 — 1 = 2. Stoga je obujam
bazena jednak zbroju obujmova navedenih tijela:

V=6-20-1+ %-6~20~2=200m3.

Dakle, u do vrha napunjenom bazenu ima 200 m’ vode.

1368. Zadana su cetiri kruga u ravnini. Polumjeri prvih dvaju krugova sury =3 cmir, =5
cm. Opseg trecega kruga jednak je zbroju opsega dvaju zadanih krugova, a povrsSina
Cetvrtoga kruga jednaka je zbroju povrsina preostalih triju krugova. Odredite polumjer
Cetvrtoga kruga.

Rjesenje: Izracunajmo najprije polumjer tre¢ega kruga. Oznacimo li ga s r3, onda iz jednadzbe

2T =2r T + 21,7
1
dobivamo r; = ) (r; + r;) =4 cm. Nadalje, ozna¢imo li polumjer ¢etvrtoga kruga s r4, onda iz jednadzbe

2 _ 2 2 2
BrX=Rr+rr+rx

dobivamo

, :\/r12+r22 +r =32 +5+4% =/50 =5v2 cm.
1369. Obujam kocke brojcano je jednak njezinu oplosju. Izracunajte obujam kugle koja ima
oplosje 6T puta vece od oplosja zadane kocke.

Rjesenje: Neka je a duljina brida kocke, a R polumjer kugle. 1z ¢injenice da je obujam kocke broj¢ano jednak
njezinu oplosju slijedi

3 2
a =6a’,

a odavde dijeljenjem s a* dobivamo a = 6. Tako je oplosje kocke jednako Oy, = 6a* = 216 kv. jed. Prema
uvjetu zadatka, oplosje kugle je

Ohugie = 6T + Oppere = 12961 kv. jed.,
pa iz jednadzbe
4Rm = 12967

slijedi R = 18 cm. Tako je traZeni obujam kugle jednak

Viugte = %R% = 77767 kub. jed.

27 +4

1370. Izracunajte —
8 +9-2

Rjesenje: Imamo redom:
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1+4 1+4 33
-3 ey — -
12 +4_1‘37=12 1‘37=f 9~37=%‘37=§-37:33.
87'+9.2 1.1 1.9 37 37
8 2 8 2 8

1371. U nekoj tvornici 35% ukupnoga broja svih djelatnika cine Zene i njih je za 252 manje
nego muskaraca. Odredite ukupan broj djelatnika u toj tvornici.

Con . .. . . . . . 35 D
RjeSenje: Oznac¢imo traZeni broj s x. Tada je ukupan broj Zena 100 x =0.35 - x, a ukupan broj muskaraca x —

-035-x=(1-035) - x=0.65 - x Buduéi da je ukupan broj muskaraca, s druge strane, za 252 veci od
ukupnoga broja Zena, dobivamo jednadzbu:

0.65-x=0.35-x+252

iz koje je x = 840. Dakle, u toj tvornici ima ukupno 840 djelatnika.

1372. Izracunajte 377"°%%

Rjesenje: Imamo redom:

1p 64
323lom 4 _ 3log3(3’3)+1og3(43) _ 31"5‘(32 4 ) _ 31"%?3 _ ﬁ

1373. Ako je f(x) = i g(x) =27, izracunajte f[g(1)].
Rjesenje: Najprije je g(1) = 2" =2, a potom f[g(1)] =fi2) =2° = 8.

1374. Odredite skup svih vrijednosti realnoga parametra m € R za koje su sve vrijednosti
polinoma p(x) = x*—dmx + 4 strogo pozitivne.

Rjesenje: Mi zapravo trazimo skup svih vrijednosti realnoga parametra m € R takvih da za svaki realan broj
x € R vrijedi stroga nejednakost p(x) > 0. Bududi da je vodeéi koeficijent (tj. koeficijent uz x*) polinoma p(x)
jednak 1, jedini uvjet je da diskriminanta D kvadratne jednadzbe p(x) = O bude strogo negativan realan broj.
Budu¢i da je
D=(4my’ —4-1-4=16m"- 16,

iz nejednadzbe D < O slijedi m € (-1, 1). Dakle, traZeni je skup otvoreni interval (-1, 1).
1375. Odredite imaginarni dio kompleksnoga broja z = (1 — i)**®.
Rjesenje: Izra¢unajmo najprije (1 — /)*. Imamo redom:

A=) =[0=-DP=1=2i+2=[1-2i+ (D]’ =Qi)’=4i"=4- (-1) = 4.

Tako je (1 — i)*°® = [(1 - i)*17 = (-4)>” = 4’2, pa je imaginarni dio zadanoga kompleksnoga broja jednak 0.

1376. Odredite najvece realno rjesenje jednadzbe 126 = 17x + 6 = 0.

w

RjeSenje: Zadana jednadZzba ima to¢no dva realna rjeSenja: x; = % i x, = —. Ocito je %z % < % = % , pa je

N

Y o3
traZeno rjeSenje 7
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1377. Odredite ostatak pri dijeljenju polinoma p(x) = A3 -2+ 7 polinomom g(x) = x +
+ 3.

Rjesenje: Polinom ¢(x) je stupnja 1, pa traZeni ostatak mora biti stupnja 0. To znaci da je traZzeni ostatak neka
realna konstanta r. Prema poucku o dijeljenju polinoma s ostatkom, za svaki realan broj x € R vrijedi jednakost

p) =gx) - q(x) +r,
odnosno
x4+3x2—2x+7=g(x)-(x+3)+r
za neki polinom g(x) stupnja 4 — 1 = 3. Uvrstimo li u ovu jednakost x = -3 (nultoc¢ku polinoma g(x)), dobit ¢emo:
(3)'+3- (3 =2 (D) +T=5(0) [(3) +3]+r,

a odavde je izravno r = 121. Dakle, traZeni ostatak jednak je 121.

1
1378. Izracunajte 20% od broja (%—%) : (16+37,6j2 .

Rjesenje: Imamo redom:

20 [1 2}_[16+EJ; %,[ﬁm}z

100 ({25 4

1379. Tri su realna broja, poredana po velicini od najmanjega do najvecega, uzastopni
¢lanovi istoga aritmetickoga niza, a njihov je zbroj jednak 9. Odredite srednji od tih triju
brojeva.

RjeSenje: Oznacimo te brojeve s a, b i c, te bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da je a < b < c. To znaci da
su navedeni brojevi u danom poretku tri uzastopna ¢lana aritmeti¢koga niza, pa prema osnovhom svojstvu
aritmetickoga niza vrijedi jednakost
2b=a+c.
Objema stranama ove jednakosti pribrojimo b:
2b+b=a+c+b,

pa primijenimo ¢injenicu da je zbroj tih triju brojeva jednak 9. Dobivamo:

3b=9,
a odavde je b = 3. S obzirom na poredak, b = 3 je srednji od tih triju brojeva i to je traZeni broj.
1380. Opseg kvadrata iznosi 12 cm. Izracunajte povrsinu toga kvadrata.
RjeSenje: Oznacimo s a duljinu stranice kvadrata. Tada je opseg kvadrata O = 4q, pa iz jednadZbe

4a=12

slijedi @ = 3. Stoga je traZena povriina jednaka P = a” =3° = 9 cm’.
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1381. Duljina osnovice jednakokracnoga trokuta iznosi 15 cm, a duljina visine na nju 10 cm.
Izracunajte duljinu visine na krak ovoga trokuta.

Rjesenje: Neka je a = 15 cm osnovica, a v = 10 cm duljina visine na osnovicu zadanoga trokuta. Ozna¢imo s b
duljinu kraka trokuta, a s & trazenu duljinu visine na krak. Izra¢unajmo najprije duljinu kraka b:

2 2
b= [ﬂj +? = (Ej +10* = /ﬁﬂooz 5.5
2 2 4 4 2

Povrsinu P zadanoga trokuta mozemo izraCunati na dva nacina:

P= lav i P= lbh.
2 2

Izjednacavanjem desnih strana ovih jednakosti (jer su lijeve jednake) dobivamo
av = bh,

a odavde je

Dakle, trazena duljina visine na krak je 2 =12 cm.

1382. Tetiva kruznice duga je 30 cm, a njezina je udaljenost od sredista kruznice za 9 cm
manja od duljine polumjera kruznice. Odredite duljinu polumjera te kruznice.

Rjesenje: Oznacimo sa S srediSte kruZnice, a s A i B krajnje tocke promatrane tetive. Nadalje, neka je r traZeni
polumjer. Trokut ABS je jednakokracan jer je |AS| = IBS| = r. Njegova je osnovica a = |ABl = 30 cm, a krak
b = |AS| = IBS| = r. Udaljenost tetive AB od srediSta S jednaka je duljini visine v na osnovicu jednakokracnoga

trokuta. Prema uvjetu zadatka, ta je visina za 9 cm manja od polumjera kruZnice, tj. vrijedi jednakost:

v=r-9.

2
b= (%j +1°

(koja vrijedi u svakom jednakokra¢nom trokutu), dobit ¢emo kvadratnu jednadZbu

Uvrstimo lib=r,a=301v =r-9 u jednakost

P =225+ (r-9)
koja kvadriranjem i reduciranjem prelazi u linearnu jednadzbu
18r = 306.

Odavde je r = 17, pa je traZzena duljina polumjera r = 17 cm.

1383. Kut izmedu dviju susjednih stranica nekoga pravilnoga mnogokuta iznosi 120°.
Odredite ukupan broj stranica toga mnogokuta.

Rjesenje: Neka je n traZeni broj. Koristit ¢emo Cinjenicu da je zbroj kuta izmedu dviju susjednih stranica
pravilnoga mnogokuta i sredi$njega kuta o toga mnogokuta uvijek jednak 180°. Budu¢i da u svakom pravilnom
mnogokutu vrijedi jednakost
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360°
o= s
n
dobivamo jednadZzbu:
120° + 360 = 180°
n

iz koje lagano slijedi n = 6. Rije¢ je, dakle, o pravilnom Sesterokutu i on ima ukupno n = 6 stranica.

1384. Duljine dviju stranica usporednika su 10 i 12, a kut medu njima iznosi 30°. Izracunajte
povrsinu toga usporednika.

Rjesenje: Oznacimo: @ = 10 cm, b = 12 cm i o = 30°. Povucimo dijagonalu usporednika koja ne prolazi vrhom
uocenoga kuta. Ta dijagonala dijeli usporednik na dva sukladna trokuta (prema poucku S — K — S: imaju dvije

jednake stranice (a i b) i jednak kut (o) medu njima), pa je povrsina usporednika jednaka dvostrukoj povrSini
jednoga od tih trokutova. Primjenom sinusova poucka odmah dobivamo da je trazena povrSina P jednaka:

P= 2~[%‘a‘b~sinaj =absin o= 10- 12 - sin 30° = 60 kv. jed.

1385. Duljine bridova pravokutnoga paralelepipeda odnose se kao 3 : 4 : 5. Ako je duljina
prostorne dijagonale toga paralelepipeda jednaka 1042 cm, izracunajte njegov obujam.

RjeSenje: Oznacimo s a, b i c¢ duljine bridova zadanoga paralelepipeda. Bez smanjenja opcéenitosti moZemo
pretpostavitidajea: b :c=1:2: 3. Prema definiciji produZenoga omjera, postoji strogo pozitivan realan broj

k >0 takav da je a = k, b = 2k i ¢ = 3k. Te jednakosti zajedno s jednakosti D = 10+/2 uvrstimo u formulu za
izraun duljine D prostorne dijagonale paralelepipeda:

D2=a2+b2+c2,
pa dobivamo:
(102 )2 = (3k)* + (4k)* + (5k)%,
odnosno
50k = 200.

Jedino strogo pozitivno rjeSenje ove kvadratne jednadzbe je k = 2. Dakle, duljine bridova paralelepipeda su a =
=3.2=6cm,b=4-2=8cmic=5-2=10cm, pa njegov obujam iznosi V = abc = 480 cm”.

1386. Izracunajte oplosje kocke ciji obujam iznosi 8 cm’.
Rjesenje: Neka je a duljina brida kocke. Tada je obujam kocke V = a’, pa dobivamo kubnu jednadzbu
a=8.

Jedino realno rjeSenje ove jednadzbe je a = 2. Stoga je traZeno oplosje jednako O = 64* = 24 cm’.

1387. Devet jednakih metalnih kuglica polumjera R = 1 cm pretopi se u jednu kuglu.

Izracunajte obujam te kugle.
Rjesenje: Trazeni je obujam jednak zbroju obujmova svih devet jednakih metalnih kuglica:

V= 9%1337::121?3;:: 12-1° - m=12ncm’.
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1388. Zadan je kut oL = % Izracunajte tg o.

sina S‘“E 2
Rjesenje: Prema definiciji funkcije tangens odmah imamo tg o = —Z—ﬂ_:T:\/S . Ne znamo li
cosa
cos—  —
2

. .o . . T v . . . oy TP ..
vrijednosti sinusa i kosinusa kuta 3 moZemo promatrati polovicu jednakostrani¢noga trokuta ¢ija je duljina

. .a . . a S .
stranice a. Jedna kateta toga trokuta je 5 (polovica osnovice), a druga E«/g (visina jednakostrani¢noga

trokuta), pa iz definicije trigonometrijskih funkcija u pravokutnom trokut odmabh slijedi

a5
" 5

g 2 =
3

NSRS

1389. Odredite najvecu vrijednost realne funkcije f(x) = sin x.

RjeSenje: Za svaki realan broj x € R vrijedi nejednakost: —1 < sin x < 1. Stoga je traZena najveca vrijednost
jednaka 1.

1390. Izracunajte udaljenost tocaka M = (7,7) i N =(1, -1).

Rjesenje: Trazena je udaljenost jednaka

d =\J(1=7)* +(=1=7)* = J(=6)* +(-8)* =~/36+64 =+/100 =10.

1391. Odredite vrijednost realnoga parametra k € R tako da pravcip...y=xiq... y=kx+3
budu okomiti.

Rjesenje: NuZzan i dovoljan uvjet da pravci p i g budu okomiti jest da umnozak njihovih koeficijenata smjerova
bude jednak —1. Koeficijent smjera pravca p jednak je 1, a koeficijent smjera pravca g jednak je k. Tako iz uvjeta

1-k=-1
odmabh slijedi k = —1.

1392. Odredite jednadZbu sredisnje elipse kojoj je jedno tjeme T = (0, -3), a udaljenost
izmedu Zarista elipse jednaka 8.

Rjesenje: Cinjenica da je T = (0, —3) jedno tjeme elipse znaéi da je duljina male poluosi elipse jednaka b = |-3| =
= 3. Oznac¢imo li s e > O linearni ekscentricitet elipse, onda ZariSta elipse imaju koordinate F; = (—e, 0) i
F, = (e, 0), pa je njihova udaljenost jednaka 2e. Tako iz
2e =38
slijedie =4, aiz
c=d-b

slijedi a* =4 +3%=25. Stoga je traZena jednadZba elipse
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2 2
x_+y_:1_
25 9

1393. Odredite srediste kruznice zadane jednadibom x* + (y — 5)* = 1.

Rjesenje: Neka je S = (p, ¢) srediste bilo koje kruZnice, a r njezin polumjer. Tada jednadzba kruznice glasi:
@=p)’+-q’="r.

Budu¢i da je zadana jednadzba ekvivalentna jednadzbi
@=07+(@-5"=1,

odavde odmah slijedip=0,g=51 7 = 1. Dakle, traZeno je srediste S = (0, 5).

1394. Odredite razliku skupova A = { % 3,5V iB={ % 2,371,

RjeSenje: Buduéi da je 37' = % i5'= é zadane skupove moZemo zapisati u obliku

Stoga je A\ B = {3} (jedini element skupa A koji ne pripada skupu B).

1395. Izracunajte kut kojega pravac p... B+ y + 3 = 0 zatvara s negativnim dijelom osi
Oy.

RjeSenje: JednadZzbu pravca p najprije zapisimo u eksplicitnom obliku:
y= \/5 x—3.

Oznacimo li s o kut koji zadani pravac zatvara s pozitivnim dijelom osi Ox, vrijedi jednakost:

tgo=/3.

Odavde je a = 60°, pa je traZeni kut jednak
B=90°+ a=150°.

1396. Za koliko postotaka treba uvecati polumjer neke kruZnice tako da se njezin opseg
poveca za 20%?

RjeSenje: Funkcija koja iskazuje ovisnost opsega kruZnice o polumjeru kruZnice je linearna funkcija
O(r) = 21 - r. Jedno od osnovnih svojstava svake linearne funkcije jest: ako se vrijednost nezavisne varijable
poveca ili smanji p puta, onda se vrijednost zavisne varijable poveca ili smanji p puta i obrnuto. U ovom zadatku
imamo povecanje vrijednost zavisne varijable O(r) za 20%. Izravno iz navedenoga svojstva slijedi da se tada i
nezavisna varijabla — polumjer r — povec¢ava za 20%. Dakle, polumjer kruZnice treba povecati za 20%.

1397. Za koliko postotaka treba smanjiti promjer neke kruZnice tako da se njezina povrsina
smanji za 19%?

Rjesenje: Neka je D pocetni promjer, a d smanjeni promjer. Prema uvjetima zadatka za odgovarajuce povrsine
vrijedi jednakost:
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573 (3]

Kvadriranjem i dijeljenjem dobivene jednakosti s % dobivamo

&=(1-0.19) D
tj.
d=081-D7,
a odavde vadenjem drugoga korijena iz lijeve i desne strane jednakosti slijedi
d=0.9-D,
tj.
d=(1-01)-D=D-0.1-D=D-10% - D.

Dakle, pocetni promjer treba smanjiti za 10%. Uocite da isti odgovor vrijedi i za polumjere.
1398. Odredite skup svih realnih rjesenja nejednadzbe Ix + 11 - J4—x> - (x — 1) < 0.

RjeSenje: Funkcije fix) = Ix + 111 g(x) = V4 —x" poprimaju isklju¢ivo nenegativne vrijednosti, i to prva za svaki
x € R, a druga za svaki x € R koji zadovoljava jednakost 4 — x* > 0, tj. za x € [-2, 2]. Stoga su uvjeti na
vrijednost nepoznanice x:

x+1#0
4-x>0
x—-1<0

(ne smijemo dozvoliti da ma koji od izraza bude jednak O jer je u tom slucaju lijeva strana nejednadZzbe jednaka
0, pa imamo neistinitu jednakost 0 < 0). Iz prve nejednakost je x # —1, iz druge x € (-2, 2), a iz trec¢e x €(—oo, 1).
Presjek tih triju skupova je skup S =(-2, 1) \ {-1} i to je traZeni skup.

ig(x) = @ Izracunajte (f ° g) (%)

1399. Zadane su realne funkcije f(x) = cos
Junkcije f(x) 1004

sy . o« . . T
RjeSenje: Izracunajmo najprije g[gj:

” 2008~
g[—j = 2 - 1004.
2 T

Tako je trazena vrijednost jednaka

7-1004
=cost=-1.
1004

(o 2) @ =f[g[§j1 =f(1004) = cos

1400. Zadani su skupovi A = N, B = [0, 2007] i C = (-2007, 2007). Odredite ukupan broj
medusobno razlicitih elemenata skupa A N B N C.
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RjeSenje: Buduc¢i da za bilo koja tri skupa A, B i C vrijedi skupovna jednakost
ANBNC=AN(BnNCO0),

najprije ¢emo odrediti presjek skupova B i C. To je ocito interval [0, 2007). Tako je A N B N C zapravo skup
svih prirodnih brojeva koji pripadaju intervalu [0, 2007), a to su 1, 2, 3, ..., 2004, 2005 i 2006. Tih prirodnih
brojeva ima ukupno 2006 i to je traZeni broj.

Opaska. Zapravo vrijedi skupovna jednakost A N B N C = [2006], a taj skup, prema definiciji, ima tocno 2006 razli¢itih elemenata.
1)’ 1
v . .. . . 3 5 -
1401. Izracunajte vrijednost brojevnoga izraza (gj 277 +(0.25)*-2° =125 3-10°.

Rjesenje: Imamo redom:

2

-5 1 _L
[%j 27 +(0.25)* - 2° —125 3 -10? =(3“)'5~(33)3+G) 27— (5%)3.10° =

10? 100

2
! j 2% 5710 :3“‘+2—14.25-?:3“‘+2-?:3‘4+2-20:

22

:35~39+[
=3"-18=4782951

1402. U nekoj je dvorani ukupan broj stolica u svakom redu jednak ukupnom broju redova.
Udvostruci li se ukupan broj redova, a ukupan broj stolica u svakom redu smanji za 10, onda
se ukupan broj stolica u dvorani poveca za 300. Odredite broj redova u toj dvorani.

Rjesenje: Neka je r traZeni broj. Tada je broj stolica u jednom redu takoder r, pa u dvorani ima ukupno r - r = r*
stolica. Udvostruci li se broj redova, u dvorani ¢e biti 2 - r redova. Smanji 1i se istodobno broj stolica u svakom
redu za 10, u svakom ¢e redu biti r — 10 stolica. Stoga ¢e nakon ovih promjena ukupan broj stolica u dvorani biti
2 - r- (r—10). Prema uvjetima zadatka, taj broj mora biti za 300 ve¢i od po¢etnoga, pa dobivamo jednadZbu:

P +300=2-r-(r-10),
odnosno
7 —20r - 300 = 0.
Sva realna rjeSenja ove kvadratne jednadZzbe su r; = —10 i r, = 30. Buduéi da ukupan broj redova ne moZe biti

strogo negativan realan broj, rjeSenje r, ne dolazi u obzir, pa preostaje r = r, = 30. Dakle, u dvorani ima ukupno
30 redova.

1403. Dva realna rjesenja jednadzbe X +ax* +bx+3=0(a, b e R su realni parametri) su
prirodni brojevi 1 i 2. Izracunajte umnoZak ab.

Rjesenje: Zadana jednadzba je jednadzba stupnja 3, pa ima tocno 3 rjeSenja. Buduéi da su, prema podacima u
zadatku, dva od njih (1 i 2) realni brojevi, i trece je rjeSenje realan broj, pa ga ozna¢imo s c. Prema osnovnom
poucku algebre, polaznu jednadZbu moZemo zapisati u obliku:

CHat+bx+3=(x-Dx-2)(x-oc),
odnosno, nakon mnoZenja i reduciranja desne strane, u obliku

Crad+bx+3=x+ (-2 +Bc +2)x—2c.

Prema poucku o jednakosti polinoma odavde dobivamo sljede¢i sustav triju linearnih jednadzbi s tri
nepoznanice:
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a=-c-3
b=3c+2
3=-2c
s . 3 " . . . . . 3 5 .
1z trec¢e je jednadzbe ¢ = 5 pa uvrsStavanjem u pvu i drugu jednadzbu dobivamo a = 5 b= 5 Stoga je
traZzeni umnozak jednak ab = 322 = 5 .
2 2) 4
. . o . L 2x" -1
1404. Odredite skup svih realnih rjesenja nejednadZbe —<1.
X

Rjesenje: Ociti uvjet na vrijednost nepoznanice x je x # 0. Uz uvazavanje toga uvjeta, polaznu nejednadzbu
smijemo pomnoziti s x (taj je broj strogo vedi od nule), pa dobivamo kvaratnu nejednadzbu

2%~ 1<,
odnosno
*-1<0.

Skup svih realnih rjeSenja ove kvadratne nejednadzbe je segment [—-1, 1]. Budu¢i da vrijedi relacija 0 € [-1, 1], a
vrijednost nepoznanice x ne moZe biti jednaka 0, traZeni je skup [-1, 1]\ {0} = [-1, 0) U (0, 1].

1405. Neka je z € C rjeSenje jednadzbe =1z koje je Im z > 0. Izracunajte 2.
Rjesenje: Najprije iz z° = 1 slijedi z° — 1 = 0, odnosno, prema formuli za razliku kubova,

(z-D(@+z+1)=0.

NG} 1 3

Sva rjeSenja ove jednadZzbe suz; =1, 2, = —% +7i iz3= 5 _Ti . Od svih njih, jedino za rjeSenje z, vrijedi

nejednakost Im z, = 73 >0.Dakle,z=2= —% + 731' . ZapiSimo zasebno da vrijede sljedece jednakosti:

2 = 1 (jer je z = z, rjeSenje polazne jednadzbe z° = 1)
F=-—2z-1 (jer je z = z, rjeSenje kvadratne jednadZzbe Z+z+1=0, aodavde je 2=—z— 1)

Tako odmah imamo:

20_ 18 2 3.6 6 1 J3 . 1 V3,
— 8 2 _ Az D) =10 (==X )= =2
=z =@) (==z-1 (2 21 ) 5 21

1406. Odredite ukupan broj svih realnih rjesenja jednadzbe logy(x* — 1) = 2 + logyx.
RjeSenje: Zadana jednadzba ima smisla za realne brojeve x € R za koje istodobno vrijede nejednakosti
¥-1>0ix>0 jer su jedino u tom slucaju definirana oba logaritma logz(x2 — 1) i logyx. 1z prve nejednadzbe je
x € R\ [-1, 1], a iz druge x € R = (0, +). Presjek tih skupova je otvoreni interval (1, +oo), pa polaznu
jednadzbu rjeSavamo iskljucivo na tom intervalu. ZapiSimo je u obliku

logy(x* — 1) = logx(2%) + logyx,

odnosno u obliku

log,(x* — 1) = logy(2* x),
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pa izjednacavanjem logaritmanada dobivamo kvadratnu jednadZbu

X-4x-1=0.

Sva realna rjeSenja ove kvadratne jednadzbe su x; = 2 — \/g ix,=2 +\/§. No, x; =2 - \/g = -0.236068 ne
pripada intervalu (1, +o0), pa taj broj nije rjeSenje polazne jednadZbe. Stoga polazna jednadZzba ima jedinstveno

realno rjesenje: x =2 + \/g .

1407. Odredite zbroj svih realnih rjesenja jednadzbe 4 — 12 - 2* + 32 = 0.
Rjesenje: Polaznu jednadZbu najprije zapis§imo u obliku

)" -12-2"+32=0,
odnosno u obliku
29 -12-2"+32=0.
Stavimo ¢ = 2%, pa dobivamo kvadratnu jednadZbu
£ -12t+32=0

&ija su sva realna rjeSenja 1, = 4 i t, = 8. Tako iz 2" = 4, tj. 2* = 2* odmah slijedi x, = 2, a iz 2" = 8, tj. 2" = 2°
slijedi x, = 3. Stoga je traZeni zbroj jednak x; + x, = 5.

1408. Izracunajte povrsinu ravninskoga lika kojega tvore grafovi realnih funkcija fix) = lx — 11

iglx)= %x+ 1.

RjeSenje: Nacrtajmo navedene grafove u pravokutnom koordinatnom sustavu u ravnini, pri ¢emu moramo paziti
da je, prema definiciji apsolutne vrijednosti,

x—1, zax>1

1-x, zax<1l

f(X)={

Dobivamo sljedecu sliku:

+6

+37

(Plavom bojom je nacrtan graf realne funkcije f(x), a crvenom graf realne funkcije g(x).) Stoga je traZeni
ravninski lik trokut kojemu su vrhovi A = (0, 1), B=(1, 0) i C = (4, 3). Njegova je povrsina jednaka:
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P=%-|O-(0—3)+1-(3—1)+4-(1—0)|= % - 6=3kv. jed.

1409. Zadana je realna funkcija f(x) = 23S, Izracunajte f ' (4).

RjeSenje: Prema definiciji inverzne funkcije, zapravo traZzimo realan broj a takav da je fla) = 4. Budu¢i da je
fla) = 2%*3, dobivamo eksponencijalnu jednadzbu

231: +5 — 4’
odnosno

23:1 +5_ 22
pa izjedna¢avanjem eksponenata odmah dobivamo a = —1. Dakle, f'(4) = —1.

1410. Zbroj prvoga i 2007. ¢lana aritmetickoga niza jednak je 2008. Izracunajte zbroj 1000. i
1008. ¢lana toga niza.

Rjesenje: Vidjeti rjeSenje zadatka 1234. Uz oznake iz toga rjeSenja, u ovom je slucaju p = 1000, g = 1008, r =1
i s =2007. Budud¢i da je o¢ito 1000 + 1008 = 1 + 2007, odmah slijedi a;qp0 + a1008 = a1 + @2007 = 2008.

1411. Duljine kateta pravokutnoga trokuta su a = 6 cm i b = 8 cm. Izracunajte udaljenost
sjecista simetrale hipotenuze toga trokuta sa stranicama trokuta.

Rjesenje: Vidjeti rjeSenje zadatka 1362. Uz oznake iz toga zadatka, ovdje je duljina hipotenuze ¢ = 10 cm, a D

poloviSte hipotenuze (jer simetrala hipotenuze sijee hipotenuzu u njezinu poloviStu), pa je traZena udaljenost
jednaka

_|AD|-|BC| 5.6

| |_ =—=375cm.
|AC| 8

1412. U romb opsega 40 cm upisana je kruZnica opsega 6m cm. Izracunajte Siljasti kut
romba.

RjeSenje: Oznac¢imo s o traZeni kut, s a duljinu osnovice romba, s v visinu romba, a s d promjer rombu upisane
kruZnice. Iz podatka da je opseg romba O, = 40 cm slijedi

4a = 40,
odnosno a = 10 cm. Nadalje, iz podatka da je opseg rombu upisane kruZnice O = 6T cm slijedi
dn = 6w,
odnosno d = 6 cm. Duljina visine romba jednaka je promjeru rombu upisane kruZnice, tj.
v=d=6cm.

Prema tome, sinus trazenoga kuta jednak je

. v 6
sinQ= —=—
a 10

W | W

Otuda je o = 36°52'12".

1413. Kruznica prolazi dvama vrhovima i teZistem jednakostranicnoga trokuta. Ako je duljina
stranice trokuta a, izrazite polumjer kruzZnice R kao funkciju argumenta a.
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RjeSenje: Oznac¢imo sa S srediSte te kruZnice, s A i B vrhove jednakostrani¢noga trokuta koji pripadaju kruZnici,
a s T teziSte trokuta. Cinjenica da kruZnica prolazi dvama vrhovima jednakostrani¢noga trokuta zna¢i da je
njezino srediste S jednako udaljeno od vrhova A i B, tj. da srediste S pripada simetrali duZine AB. Ta je simetrala
u jednakostranicnom trokutu ujedno i teZiSnica. Oznacimo li s P poloviSte duZine AB, onda iz pravokutnoga
trokuta SPA (ili SPB) slijedi

ISPI® + IPAI* = ISAP%.

Duljina duzine PA jednaka je % jer je P poloviste jedne stranice trokuta. Duljina duZine SA jednaka je R jer

kruZnica sa srediStem u S i polumjerom R prolazi to¢kom A. Odredimo duljinu duzine SP. U jednakostranicnom
je trokutu teziSte T ujedno i srediSte trokutu upisane kruznice koja prolazi svim trima polovistima stranica
trokuta. Stoga je duljina duZine TP jednaka polumjeru jednakostrani¢nom trokutu upisane kruZnice, a taj je

a3

. Duljina duzine ST jednaka je R jer teziSte T, kao i tocka A, pripada kruZnici sa srediStem u S i polumjerom

R. Tocka S ne moZe pripadati unutrasnjosti jednakostrani¢noga trokuta jer bi u suprotnom njezin polumjer R s

. . . . . .. av3 -
jedne strane bio strogo manji od polumjera polaznom trokutu upisane kruznice (T\/— ), a s druge strogo veci od

polovice duljine stranice |ABI (hipotenuza trokuta uvijek je strogo veca od bilo koje katete), pa bismo imali
ocigledno neistinitu nejednakost

05-a= % <R< a—63z0,288675-a.

Prema tome, to¢ka § mora biti izvan trokuta, pa je
ISPl = IST1 - ITPI,

odnosno
sPl=r— Y3
6

Preostaje nam uvrstiti ISPl = R —

a3
6

, IPAl = % i 1SAl = R u jednakost

ISPI* + IPAI* = ISAP,

pa ¢emo dobiti:

a3

NS o A
(R p )+(2) R

Kvadriranjem i reduciranjem dobiva se
a odatle slijedi

i to je traZeni izraz.
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1414. Duljina brida kocke iznosi a. Kroz tri susjedna vrha nekog vrha kocke poloZena je
ravnina. Izracunajte najvecu mogucu udaljenost nekog vrha kocke od te ravnine.

Rjesenje: Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da smo odabrali vrh A kocke ABCDAB;C,D;. Tri
susjedna vrha odabranoga vrha su B, D i A,. Presjek ravnine poloZene koz vrhove B, D i A, je o€ito trokut BDA; i

taj trokut je jednakostranican jer je IBDI = IDA,| = |A,Bl = a2 (rije€ je o trima ploSnim dijagonalama kocke).
Lako se vidi da je od svih preostalih vrhova kocke najdalje od promatrane ravnine vrh D;. Taj vrh zajedno s
vrhovima B, D i A; odreduje pravilan tetraedar stranice a2 (bocni bridovi tetraedra su tri preostale plosne

dijagonale kocke cija je duljina takoder a2, pa otuda zakljucak da je rije¢ o pravilnom tetradedru). Stoga je

trazena udaljenost jednaka visini pravilnoga tetraedra, a ta je jednaka a.

1415. Uspravni kruZni stoZac ima osnovku povrSine 36T kv. jed. i obujam 96T kub.jed.
Izracunajte obujam tom stoScu upisane kugle.

Rjesenje: Odredimo najprije polumjer osnovke (r) i visinu (v) zadanoga stoSca. PovrSina osnovke je

B=rm,

pa iz jednadZzbe

1 =36m
slijedi » = 6. Nadalje, obujam stoSca jednak je

V= 1 By,

3

a odavde je

3V 3.96

y="—="-+""-=8
B 36

Karakteristian presjek uspravnoga kruZnoga stoSca ravninom okomitom na ravninu osnovke je jednakokracan
trokut. Duljina osnovice toga trokuta je a = 2r = 12, a duljina visine na osnovicu v, = v = 8. Duljina kraka b toga
trokuta jednaka je duljini bilo koje izvodnice s zadanoga stosca, a ta je

s=rr+v* =46 +8* =10.

Polumjer zadanom stoScu upisane kugle jednak je polumjeru kruZnice upisane jednakokra¢nom trokutu ¢ije su
stranice @ = 12, b = 10 i visina na osnovicu v, = 8. Taj je polumjer jednak

1
_P_ 2% av, 128 96 _
s 1(“%) a+2h 12+2:10 32
2

Tako kona¢no dobivamo da je obujam zadanom stoScu upisane kugle jednak

V= ir3ﬂ':i33ﬂ':36ﬂ?.
3 3

1416. Spremnik za naftu ima oblik uspravnoga kruznoga valjka ciji je polumjer osnovke 2 m,
a visina 9 m. Spremnik je polegnut tako da su osnovke valjka okomite na tlo, a izvedenice
plasta usporedne s tlom. Ako je visina nafte u spremniku 1 m, odredite njezin obujam.
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RjeSenje: Nafta u spremniku ima oblik uspravnoga geometrijskoga tijela ¢ija je osnovka kruzni odsjecak
polumjera » =2 m i visine v = 1 m, a visina 7 = 9 m. Sredi$nji kut a toga odsjecka dobijemo iz jednakosti

v = 2r sin’ “ s
4
otkuda je

o =4 - arcsin /L =4. arcsinl =120°.
2r 2

Tako dobivamo da je obujam nafte u spremniku jednak

Vigu=B1-h= 22 [ 2% _gnar|-n=L02[Z12°_Gr1o00 |0=1s. 2 3 =127-9V3 o,
2 180° 27 1800 3 2

odnosno priblizno
Viasia =22.111 m’.

1417. Dvije stranice trokuta imaju duljine 25 cm i 36 cm, a zatvaraju kut od 51°. Izracunajte
duljinu teZisnice na trecu stranicu ovoga trokuta.

RjeSenje: Dopunimo zadani trokut do usporednika osnom simetrijom s obzirom na trecu stranicu trokuta. Tako
dobivamo usporednik ¢ije su dvije stranice 25 cm i 36 cm, a tupi kut o = 180° — 51° = 129°. Trazimo polovicu
duljine dulje dijagonale toga usporednika (jer je ta polovica upravo traZena teZiSnica). Primijenimo kosinusov
poucak, pa odmah dobijemo:

r= %-\/252 +36*—2-25-36-c0s129° = 27.63 cm.

1418. KruzZnica polumjera 8 je Cetirima tockama — A, B, C i D — podijeljena u omjeru 1:3:4:7.
Odredite povrsinu cetverokuta ABCD.

RjeSenje: Podijeliti kruZnicu na cetiri dijela u odredenom omjeru zapravo znaci podijeliti kut od 360° u

navedenom omjeru. Omjerni koeficijent jednak je k = % =24°, pa su kutovi odgovarajucih dijelova
+3+4+

jednaki oy =1-24°=24°, 0, =3-24°=72° 03 =4 -24°=96°1 0y = 7 - 24° = 168°. Oznacimo li sa § srediste
kruZnice, lako vidimo da je traZena povr§ina jednaka zbroju povrSina jednakokra¢nih trokutova SAB, SBC, SCD i
SDA (svaki od njih je jednakokracan jer su mu dvije stranice polumjeri kruZnice). Prema sinusovu poucku
odmah dobivamo:

1 1
P= E 7 - (sin o + sin 0 + sin 0 + sin o) = E 82 - (sin 24° + sin 72° + sin 96° + sin 168°) = 81.93 kv. jed.

1 1
1419. Za kut x € (0, %) vrijedi jednakost — +

= 3. Izracunajte cos 2x.
tgx ctgx

RjeSenje: Odmah primijetimo da je — prema definicijama trigonometrijskih funkcija tg x i ctg x — zadana
jednakost ekvivalentna s

cosx Sinx
+ =

3,

sinx CcoSx

© Bojan Kovaci¢ 754  Tehnicko veleuciliste — Elektrotehnicki odjel, Zagreb



Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike — 2. dio

a odavde je

cos® x+sin’ x 3
—_— =3,
sin xcos x

odnosno, zbog cosix + sin’x = 1,

. 1
sin x cos x = 3

Koriste¢i formulu za sinus dvostrukoga kuta i osnovni trigonometrijski identitet dobivamo da je traZena
vrijednost cos 2x jednaka:

2
cos 2x = \/1—sin2 2x:\/1—(251nxcosx)2 :\/1—4-(sin)ccos,wc)2 = /1—4-(%) = {1—g:§.

1420. Odredite ukupan broj razlicitih realnih rjeSenja jednadzbe sin x = log x.

RjeSenje: Strogo rastuca logaritamska funkcija f{x) = log x definirana je na intervalu (0, +c0), pa polaznu
jednadzbu ima smisla rjeSavati iskljucivo na tom intervalu. Funkcija g(x) = sin x poprima vrijednosti izmedu —1 i
1, pa — zbog svojstva strogoga rasta funkcije f(x) — jednadZba sigurno nema rjeSenja kad je log x> 1, tj. x> 101

kad je logx < —1,tj. x < 107" = % Stoga polaznu jednadZbu rjeSavamo na segmentu [%, 10], a to je najlakse

uciniti graficki:

1

+7

(Crvena krivulja je graf funkcije f(x), a plava graf funkcije g(x).) Tako zakljucujemo da zadana jednadZzba ima
tocno tri razli¢ita realna rjeSenja, pa je traZeni broj jednak 3.

1421. Dva vrha jednakostranicnoga trokuta su A = (1, 2) i B = (3, 1). Odredite eksplicitni
oblik jednadZbe visine toga trokuta povucene iz vrha C.

X, + X, yA+yBj:(1+3 2+1j _

RjeSenje: TraZeni pravac prolazi polovi§tem duZine AB — to je tocka P :( 3 5 7

3 . - . T _— . o .
2, 5) — 1ima koeficijent smjera suprotan i reciprocan koeficijentu smjera pravca kroz tocke A i B:
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Stoga je traZena jednadZzba
3
Viey——=2-(x=2),
y-5 (x-2)

odnosno

V...y=2x- %

1422. Izracunajte duljinu tetive krivulje K. .. X+ y2 = 36 cije je poloviste tocka A = (4, 1).
RjeSenje: Zadana krivulja je kruZnica sa sredi$tem u ishodistu i polumjerom 6, tj. K((0, 0), 6). Zadana tetiva
zajedno s dvama polumjerima kruznice tvori jednakokracan trokut. Duljine krakova toga trokuta jednake su
polumjeru kruZnice, tj. b = 6, a polovisSte osnovice je tocka A. Stoga je kvadrat duljine visine na osnovicu jednak
kvadratu udaljenosti to¢aka S = (0, 0) i A, a taj je jednak

d=0-4"+0-1"=17.

Tako je trazena duljina tetive jednaka duljini osnovice jednakokranoga trokuta s krakom b = 6 i visinom na
osnovicu v = /17 :

a=2- b —v* =246 17 =219 .

1423. Izracunajte povrsinu trokuta kojega s koordinatnim osima zatvara normala krivulje
I.. 3%+ 4y2 =48 povucena u tocki A =2,y >0).

2 2 2 2

RjeSenje: Zapisimo jednadzbu zadane krivulje u obliku z_8+4);_8 =1, tj. u obliku f_6+i)_2 =1, pa vidimo da je
3 4

[ 'srediSnja elipsa €ija je mala poluos a = V16 = 4, avelika b = V12 =24/3 . Odredimo drugu koordinatu to¢ke A
tako da u jednadzbu elipse uvrstimo x = 2. Dobit ¢emo kvadratnu jednadzbu

3.27+4-y* =48,
tj.
y2=9.

Jedino strogo pozitivno rjeSenje ove jednadzbe je y = 3, pa je A = (2, 3). Koeficijent smjera tangente na elipsu
povucene u tocki T = (x;, y;) dan je izrazom

2
b X
2

k= — s
a yr

pa je koeficijent smjera normale u istoj tocki suprotan i reciprocan:

U tu jednakost uvrstimo a*=16,b* =12, yr = ya =3, xr = x4 = 2, pa dobijemo da je koeficijent smjera normale
na zadanu krivulju u tocki A jednak
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Stoga je jednadzba te normale

n.y-3=2-(x-2),

odnosno
n.y=2x-1,
odnosno u segmentnom obliku
X, Y
o —t+=—==1
n T
2
Odavde o¢itamo m = %, n=-1, pa odmah dobivamo da je traZena povrsina jednaka
1 1 1 1 1
P=—lmnl=—--—1= - . — =— kvjed.
2 2 2 2 2 4

1424. Odredite kanonsku jednadzbu sredisnje elipse cija velika poluos ima duljinu 5, a Zarista
se podudaraju sa Zaristima hiperbole x* — y* = 8.

Rjesenje: Najprije zapiSimo jednadzbu zadane hiperbole u obliku

pa otuda "o¢itamo": @° = b* = 8. Stoga je linearni ekscentricitet hiperbole jednak linearnom ekscentricitetu
traZene elipse. Oznacimo li s a, = 5 duljinu velike poluosi, a s b, duljinu male poluosi elipse, onda uvrStavanjem
a* =b*=8ia,=5u jednakost

al—b> =a’ + b,
dobivamo

25— b’ =8+38,
odnosno h? =9. Stoga je trazena kanonska jednadzba elipse (oblik b x* + a’y* = a’h?)

Ox? +25y° =9 . 25,

tj.

9x* + 25y* = 225.

1425. Dijagonale jednakokracnoga trapeza su medusobno okomite. Ako su duljine osnovica
trapeza 8 i 5, izracunajte njegovu povrsinu.

RjeSenje: Vidjeti rjeSenje zadatka 1341. U rjesenju toga zadatka pokazali smo da za duljine obiju osnovica (a i
¢) i duljinu visine (v) jednakokra¢noga trapeza s medusobno okomitim dijagonalama vrijedi jednakost

1
v=—(a+c),
2( )
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pa je povrsina trapeza jednaka

a+tc
v
2 2

_a+c 1

2
P= ‘—(a+c)=%(a+c)2=[%(a+c)} =6.5" = 42.25 cm’.

[\S}

2)('(2)(_2.3)()_ 23x+22x‘3x +3‘2x.3x_22x'3x_2x‘32x
2" +3" 4 +2:6"+9°  2°+3" 4*-9*
Rjesenje: Zbrojimo prvi i tre¢i pribrojnik. Dobivamo:

1426. Pojednostavnite izraz:

2*-(2*'—2~3*)+3-2*-3* 22" -2.2".3"43.2.3"  2°.2"42°.3" 2"-(2"+3") e
2" +3° 2" +3* 2" +3" 2" +3" 2" +3*

Nadalje, uo¢imo da vrijede identiteti:
23){ + 22x . 3){ — 22){ . (2x + 3))’
42649 =2 +2-2- '+ =2 +2- 29 G+ BV =2"+3Y%
22x L3¥ Y. 32x =2%. 3", (2x _ 3)¢),
4)( _ 9){ — (22))( _ (32))( — (2x)2 _ (3){)2 — (2) _ 3)() (ZA + 3)()

Tako je zadani izraz jednak

2x x x X X x X 2x X x 2x X X
S 2@T43) 203203y 2% 23 24203

2" +3)* (2° =392 +39) _2"+3x 2" 43 2" +3*
NS Col ISP S S,
2" +3"
C o .. . %9
1427. Izracunajte vrijednost izraza ———— zax=——.
2°+3 2

RjeSenje: Pojednostavljivanjem zadanoga izraza dobivamo:

2 o0n.9r 2r. @ —gr) 20[27-3)] 27 @) -3 ]

2430 2'43 2t 43 27 43" B
2N (27 =327 +3)
B 27 43"

:2x (2)(_3,\):22)(_(23),\ :22x _6x

Stoga je vrijednost zadanoga izraza za x = —% jednaka

1428. Niz realnih brojeva (a,), < N ima svojstva:

a1:3,
ap—a,_1=5,zasvakin=2,3, ... 98, 99, 100.

Izracunajte zbroj prvih 100 ¢lanova ovoga niza.
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RjeSenje: Iz druge jednakosti izravno slijedi da je razlika svakoga ¢lana niza (osim prvoga) i njemu neposredno
prethodnoga ¢lana niza konstantna i jednaka 5, Sto, prema definiciji, znaci da je zadani niz artimetic¢ki s prvim
¢lanom @, = 1 i razlikom d = 5. Da izraCunamo zbroj prvih 100 ¢lanova ovoga niza, u formulu

Sn=§[2a1+<n—1)‘d]

uvrstimo n = 100, a; = 1 i d = 5. Tako odmah dobivamo:

S100=350- (2 +99 - 5) =24 850.

1429. Realne funkcije f, g : R — R definirane su formulama f(x) = (Ej i g(x) = Ixl. Odredite
najvecu vrijednost funkcije h(x) = (f > g)(x).

Rjesenje: Uocimo odmah da je prirodno podrucje definicije funkcije i(x) skup R jer je taj skup prirodno
podrucje definicije i funkcije g(x) i funkcije f{x). Da bismo odredili traZzenu vrijednost, moramo odrediti sliku
funkcije h(x), tj. skup Im(h) = {h(x): x € R}. Funkcija g(x) preslika skup R u interval [0, +c). Nakon toga

funkcija f{x) preslika interval [0, +e0) u interval (—eo, 1] jer je f(x) strogo padajuca funkcija na cijelom skupu R.
Stoga je slika funkcije A(x) interval (—eo, 1], pa je traZena najveca vrijednost te funkcije jednaka 1.

1430. U jednoj tocki sredisnje jedinicne kruZnice u 1. kvadrantu povucena je tangenta na
kruZnicu koja na osi Oy odsjeca odsjecak dvostruko veci od odsjecka na osi Ox. Odredite
eksplicitni oblik jednadZbe te tangente.

Rjesenje: Neka je m € R\ {0} realan broj takav da je Iml duljina odsjecka navedene tangente na osi x. Tada je
duljina odsjecka na osi y te tangente jednaka 2lml. Zbog uvjeta da je tangenta povucena na kruZnicu u tocki
kruZnice u 1. kvadrantu, tangenta sije¢e koordinatne osi na njihovim pozitivnim dijelovima, $to znaci da broj m

mora biti strogo pozitivan, tj. m > 0, pa je Iml = m i 2lml = 2m. Stoga jednadZba tangente u segmentnom obliku
glasi:

odnosno, u eksplicitnom obliku,
t...y=-2x+2m.

Koeficijent smjera tangente je k = -2, a odsjecak na osi y, kako smo ve¢ utvrdili, [ = 2m. Uvrstimo te podatke,
zajedno s r = 1, u uvjet tangencijalnosti za srediSnju kruznicu:

o1+ ="
Dobivamo:
L [1+(2)°] = 2m)’,
a otuda, zbog uvjeta m > 0, slijedi 2m = /5 . Prema tome, trazena jednadZba je

t...y=—2x+\/§.

1431. Odredite povrsinu trokuta kojega sa Zaristem parabole y2 = X tvore sjecista te parabole
s pravcem p... x = 3.
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RjeSenje: 1z jednadzbe zadane parabole slijedi 2p = 1, otkuda dijeljenjem lijeve i desne strane s 4 dobivamo
1

> p = i Stoga je ZariSte parabole tocka F = (i, 0). SjeciSta zadane parabole i pravca x = 3 dobivamo

rjeSavajudi sustav dviju jednadZzbi s dvije nepoznanice
y=x
x=3
Njegova su rjeSenja x; = 3, y; = —+/3 i1 =3, y, = +/3, §to znadi da su sjecista tocke S; = (3, =/3)i S, =
=3, NG ). TraZena povrSina trokuta §;S>F jednaka je polovici umnoSka duljine stranice S,S, i visine v na tu

1 11
stranicu. Lako se vidi da je IS5, = 2\/5 ,tev=3-— 2 = e paje

1 1111
P=—-2J3-—=—3kv. jed.
2 B 4 4\/— v

1432. Cijene roba R, i R, na pocetku godine iznosile su redom C; i C,. Tijekom godine roba
R poskupjela je Cetiri puta, i to svaki put za p%, a roba R, pojeftinila je dva puta, i to jednom
za 10%, a drugi put za 5%. Ako su cijene roba R, i R, na kraju godine bile redom C, i Cj,
odredite vrijednost broja p.

RjeSenje: Zadatak moZemo shvatiti kao da je cijena robe R, promijenjena ukupno 6 puta: 4 puta je cijena

povecana za po p%, peti put je cijena sniZena za 10%, a Sesti put je cijena sniZzena za 5%. Koristimo formulu za
izracunavanje ukupne promjene koja u ovom slucaju glasi:

R=100-| 1+ 2 | f 1422 | 1+ Lo |4 Lo | [ 14 B |14 Lo | 100,
100 100 100 100 100 100

U ovu formulu uvrstimo p; = p, = p3 = p4 = p (pri ¢emu je p > 0 jer se radi o poskupljenjima), ps = —10, ps =-5
(jer se radi o snizenjima) i R = 0 (jer je krajnja cijena jednaka pocetnoj: u prve Cetiri promjene cijenu C; smo
povecali na C;, a u posljednje dvije promjene cijenu C, smanjili na C;). Tako dobivamo jednadZbu

4
100.[1+Lj -[1-ﬁj-(1—ij—100:0,
100 100 100

odnosno jednadzbu
4
TP 2100
2 100
iz koje je
p=100-| # 200 —1|=3.994.
171

1433. Ucinak triju poskupljenja od kojih svako iznosi p% jednak je ucinku dvaju poskupljenja
po 20%. Odredite vrijednost broja p.

Rjesenje: Vidjeti rjesenje prethodnoga zadatka. Najprije izraGunamo ukupni uc¢inak dvaju poskupljenja po 20%.
U formulu

R=100-| 1+ 2 | 142~ |_100
100 100

uvrstimo p; = p, = 20, pa dobijemo R = 44. Preostaje nam u formulu
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R=100-[ 1421 [ 1422 | [ 1422 ] -100
100 100 100
uvrstiti R =44 1 p; = p, = p3 = p. Dobivamo eksponencijalnu jednadzbu
3
100 1+-2- | —100 = 44
100

iz koje je

p= 100{3/% -1] ~12,92.

1434. Prostorna dijagonala kvadra duga je 102 cm i s osnovkom kvadra zatvara kut od
45°. Ako je razlika duljina bridova osnovke 2 cm, izracunajte obujam toga kvadra.

RjeSenje: Neka su a i b duljine bridova osnovke kvadra, a ¢ visina kvadra. Bez smanjenja opéenitosti moZemo
pretpostaviti da je a > b, pa iz uvjeta da je razlika duljina bridova osnovke 2 cm slijedi

a-b=2.
Nadalje, prostorna dijagonala kvadra, dijagonala uocene osnovke i visina kvadra tvore pravokutan trokut kojemu
je prostorna dijagonala kvadra hipotenuza. Prema uvjetu zadatka, jedan kut toga trokuta je 45°, $to znaci da je taj

trokut jednakokracan pravokutan trokut, odnosno da je duljina visine kvadra jednaka duljini dijagonale uocene
osnovke:

c=Aa*+b*.

Tako u izraz za izraun duljine prostorne dijagonale kvadra
D=~a*+b*+c*

uvrstimo D = 10 x/§ ic=a*+b*, pa dobivamo:

1042 = \/az+b2+(\/az+bz)2 =N +b +d’ + b :\/2(a2+b2) =Ja+b> 2,
a otuda je najprije

c=~a*+b* =10,
a potom
a’+b* =100,
Tako smo dobili sustav dviju jednadzbi s dvije nepoznanice

a-b=2
a + b> =100.

Kvadriramo li prvu jednadZzbu toga sustava i od nje oduzmemo drugu, dobit ¢emo:

—2ab = -96,
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odnosno
ab = 48.
Tako je trazeni obujam kvadra jednak
V =abc = (ab)c =48 - 10 =480 cm’.

1435. Jednakokracan trokut ima osnovicu duljine 6 cm i krakove duljine 8 cm. U kojem
omjeru simetrala kuta uz osnovicu dijeli krak trokuta?

Rjesenje: Koristit ¢emo poucak o simetrali unutarnjega kuta u trokutu koji tvrdi da svaka simetrala unutarnjega

kuta trokuta dijeli kutu nasuprotnu stranicu u omjeru preostalih dviju stranica trokuta. U ovom je slucaju taj
omjer jednak omjeru duljina osnovice i jednoga kraka, tj. 6 : 8, odnosno 3 : 4.

Opaska DokaZimo gore navedeni poucak. Neka je ABC bilo kakav trokut i neka su sve oznake u trokutu standardne. Povucimo iz vrha A
simetralu kuta pi vrhu A i neka ona sijeCe stranicu BC u tocki D. Oznacimo |IADI = s. Tada je povrSina trokuta ABC s jedne strane jednaka

Pasc = Pasp + Panc = % 5 - sin % - (AB +1AC)),
as druge
Papc = %-IAB~ IACI - sin o,
pa izjednacavanjem desnih strana dobivamo:

s+ sin % - (AB +ACl) = AB - IACI - sin 0,
odnosno, zbog sin o = 2 sin % cos % s

s- (Bl +ACl) =2 - IAB - IACI - cos %

a otuda je

a _ s-(|AB|+|AC))
2.-c08 — = ——r——"
2 |AB|-|AC]|

Primijenimo li kosinusov poucak na trokutove ABD i ADC, dobit ¢emo:

2 2 . 2 .
BDP < ABP + 5~ 2 - Bl 5 cos & = 4B+ 52— S (ABIHIACD _ g s [AC|-s AB+HAC] _ |\ o 57|
2 |AC]| |AC]| |AC]|
ICDP = IACP + £ =2 - IACl - 5 - cos & = (kao i gore) = ACP — s* AC]
2 |AB]|

1z ovih jednakosti je

2

o Acl-das -|BD[") .
||

. _ |aB-act -Jepp)
jac] ’

pa izjednacavanjem desnih strana dobivamo:
IACP - (IABF* — IBDP) =IABP - (IACP — ICDP),
odnosno, nakon mnoZenja, reduciranja i korjenovanja (koje smijemo provesti jer su duljine stranica trokuta strogo pozitivni realni brojevi),

IACI - IBDI = |ABI - ICDI,
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a tu jednakost moZemo napisati u obliku
IBDI : ICDI = |ABI : 1ACI,

otkuda izravno slijedi tvrdnja poucka.
1436. Odredite ukupan broj razlicitih nultocaka realne funkcije fix) = sin(3x + 7m) koje

. . T
pripadaju segmentu [—5, ).
RjeSenje: Najprije uo¢imo da zadanu funkciju moZemo transformirati na sljedeci nacin:

fix) = sin(3x + 77) = (adicioni poucak za sinus) = sin 3x cos 7T + cos 3x sin 77t = —sin 3x
Stoga nultocke funkcije f(x) dobivamo iz jednadzbe
sin3x=0

Sva realna rjeSenja te jednadZbe dana su s
x=k-Z kel
3

Rjesenja koja pripadaju zadanom segmentu dobit ¢emo iz uvjeta

IN
a

I
SRR

IN

=~
w |y

koji je ekvivalentan nejednadzbi

|

N | W
IA
=~
IA
w

Tu nejednadzbu zadovoljava ukupno 5 cijelih brojeva: —1, 0, 1, 2 i 3. Stoga je traZeni broj jednak 5.
1437. U kojem je brojevnom sustavu valjana jednakost 136 + 53 = 2117

RjeSenje: Oznacimo bazu toga sustava s b, pri ¢emu je b € N. Najveca znamenka u gornjoj jednakosti je 6, pa
baza b mora biti jednaka barem 7, tj. b > 7. Tako iz

(136), + (53), = (211),

slijedi
b +3b+6+5b+3=20"+b+1,
odnosno
b ~Tb-8=0.
Sva realna rjeSenja ove jednadZbe su b; =—11 b, = 8. RjeSenje b; = —1 ne dolazi u obzir jer nije rije¢ o prirodnom

broju, pa preostaje b = b, = 8. Taj broj zadovoljava uvjet b = 7, pa zakljuCujemo da je jednakost valjana u
oktalnom brojevnom sustavu.

1438. Odredite povrsinu onoga dijela lika X - 2x + y2 — 2y — 2 £ 0 koji se nalazi u prvom
kvadrantu.

RjeSenje: Lijevu stranu zadane nejednakosti moZemo zapisati u obliku

© Bojan Kovaci¢ 763  Tehnicko veleuciliste — Elektrotehnicki odjel, Zagreb



Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike — 2. dio

x=1D*+@y-17>-2-2<0,
a odavde je
=D +@-17<4

Dakle, rije¢ je o krugu sa srediStem u tocki (1, 1) i polumjerom r = 2. PovrSina lika kojega promatramo isSrafirana
je na donjoj slici.

i
|
|
]
|
1
1
]
1

I
I
=
1=

TraZena se povr§ina sastoji iz tri dijela: dvaju trokutova i jednoga kruZnoga isjecka. Uofimo odmah da su
sjecista kruznice sa pozitivnim dijelovima koordinatnih osi tocke S| = (\/5 +1,0)1 8, = (0, \/5 + 1). Povrsine

trokutova OSS; i 0SS, su jednake jer je 105l = 10S,| = V341, a duljine visine na te stranice su takoder
medusobno jednake i jednake 1. Stoga je njihov zbroj

P = 2%~(\/§+1)~1:\/§+1 ~2.73205 kv. jed.

Da bismo odredili kut kruznoga isjecka, moramo odrediti kutove pri vrhu $ u trokutovima OSS; i OSS,. Njih je
najlakse izraCunati koriste¢i vektore:

0S =(1-0)i+(1-0)j =i+
S8, = O-Di+[ B+ =1]j=—i+3-]
55, =[ (34D -1]i+0-1j=+3-i-]

Kutove o, = Z0OSS; i o, = Z0OSS, izraCunamo iz

0S-S5, 1-(-D+1-\3 3-1_ 23-2

cosalz|m|.|s—sl|_ \/5‘2 - 2\/5 4
cosa, = 0555, :1'\/5“‘1'(—1):\/5—1:2«/5—2
2 |m||5—51| V2-2 22 4

Odatle slijedi o = 0, = 68°31'45", pa je srediSnji kut kruZznoga isjecka jednak
o =360° — (04 + 0p) = 222°56'30".
Stoga je povrsina isjecka jednaka
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_rlma4-1-222°56'30"
360° 360°

P, =7.78213 kv.jed.

Prema tome, trazena je povrSina jednaka

P =P, +P,=10.51418 kv. jed.

1439. Majstor i njegov Segrt radeci zajedno obave neki posao za tocno 5 dana. Ako bi Segrt
radio na istom poslu 10 dana, onda bi majstoru trebala jos 4 dana da sam zavrsi posao.
Koliko puta brze majstor sam obavi taj posao od Segrta’

RjeSenje: Neka je m vrijeme potrebno da majstor sam obavi posao, a § vrijeme potrebno da Segrt sam obavi

. . R .1 . . | .
posao. U jednom danu majstor sim napravi — — ti dio posla, a Segrt — —ti dio posla, pa radec¢i zajedno u
m §

jednom danu obave (l + lv) — ti dio posla. Budu¢i da zajednicki mogu zavrSiti cijeli posao za 5 dana, vrijedi
m §

jednakost:

5-(l +lv)=1.
m S

. . « . - 1 o . . .
Nadalje, rade¢i sam 10 dana, Segrt ¢e napraviti (10 - —) — ti dio posla, pa ¢e majstor za preostala 4 dana napraviti
§

“4- 1 ) —ti dio posla. Budu¢i da ¢e po isteku toga vremena posao biti obavljen, vrijedi jednakost:
m

a odavde lagano slijedi

tj. promatrani posao majstor sim obavi 5 puta brzi od Segrta.

1440. Odredite skup svih realnih rjesenja nejednadibe \'x* +2x—3 > x.
RjeSenje: Lijeva strana nejednadzbe definirana je za sve realne brojeve x € R koji zadovoljavaju uvjet
X +2x-320.
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Odavde je x € (—o0, —3] U [1, +e0). Razmatramo dva moguca slucaja:
1.) x € (o0, -3]

U ovome je slucaju lijeva strana polazne nejednadzbe nenegativan realan broj, a desna strogo negativan realan
broj, pa vrijedi znak nejednakosti. Dakle, skup rjeSenja polazne nejednadzbe u ovom je slucaju (—oo, =37 .

2)) x € [1, +)

U ovome su slucaju i lijeva i desna strana polazne nejednadZbe nenegativni realni brojevi, pa nejednadzbu
smijemo kvadrirati. Dobit ¢emo:

x2+2x—3>x2,

a odavde je x € <%, +o00). Presjek skupova ( % +00) 1 [1, +o0) je skup <%, +00) i u ovome je slucaju taj skup skup

rjeSenja polazne nejednadzbe.

Preostaje nam zakljuciti da je skup svih realnih rjeSenja polazne nejednadzbe S = (—eo, -3] U (%, +o0). Taj skup

3

mozemo zapisati i krace kao § = R\ (-3, 5 ].

1441. Realni brojevi a, b, c € R zadovoljavaju razmjere a : b =5 :2, b : ¢ =4 : 7. Odredite
a-c b-c
a+c b+c’

omjer

RjeSenje: PomnoZimo svaki ¢lan desne strane prvoga razmjera s 2 Dobivamo a : b = 10 : 4, §to zajedno s drugim
zadanim razmjerom daje a : b : ¢ = 10 : 4 : 7. Prema definiciji produzenoga razmjera, postoji realan broj k € R
takavdajea=10 -k, b=4-kic="7- k. Te jednakosti uvrstimo u omjer koji Zelimo izracunati, pa dobijemo:

a—c‘b—c_lok—wc‘4k—7k_£‘(—3)k_i(_g)__g_(_“),”
a+c b+c 10k+7k 4k+7k 17k 11k 17 = 3 17 T

1442. Polinom p(x) € R[x] stupnja 2 poprima najmanju vrijednost -8 za x = 1, dok za x = 3
poprima vrijednost 0. Odredite p(x + 1).

RjeSenje: To $to je polinom p(x) € R[x] stupnja 2 znaci da postoje realni brojevi a, b, c € Rtakvidajea#01i
px) = ax’ + bx + ¢. To §to polinom p(x) poprima najmanju vrijednost —8 za x = 1 znaci da vrijede jednakosti

_b

2a

4 _ 2
ac—b -3
da

a ¢injenica da za x = 3 polinom p(x) poprima vrijednost 0 znaci da je p(3) = 0, odnosno
a-3+b-3+c=0,
t.
9a+3b+c=0.

Tako smo dobili sustav triju jednadZzbi s tri nepoznanice:
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_b
2a

4 _ 2
ac—b -3
4a

9a+3b+c=0.

Iz prve jednadZbe je b = —2a, pa uvrStavanjem u drugu odmabh slijedi ¢ = a — 8. Obje navedene jednakosti
uvrstimo u trecu jednadzbu, pa dobivamo:
9a+3-(2a)+a-8=0,

aotuda je a =2, paje b=—4ic=-6. Dakle, p(x) = 2x* — 4x — 6, pa je kona¢no

px+ 1) =2(x+ 1 -4x+1)—6=2x"-38.

1443. Odredite vrijednost realnoga parametra b € R tako da pravac p...2x —y + b =0
dodiruje krivulju y = X

RjeSenje: Pravac p dodiruje zadanu krivulju ako i samo ako sustav jednadzbi

2x-y+b=0
y=x

ima tocno jedno realno rjeSenje. UvrStavanjem druge jednadZbe u prvu dobivamo kvadratnu jednadzbu
¥ -2x-b=0
koja ima to¢no jedno realno rjeSenje ako i samo ako je njezina diskriminanta jednaka 0. Ta je diskriminanta
D=(=2-4-1-b=4—-4b,
pa iz jednadzbe
4-4b=0
slijedi b = 1, i to je jedina vrijednost realnoga parametra b za koju pravac p dodiruje zadanu krivulju.

1444. Duljine osnovice trapeza su 9 i 3, a krakova 3 1 5. Odredite manji kut uz veéu osnovicu
toga trapeza.

RjeSenje: Radi odredenosti, neka je ABCD trapez takav da je IABl = 9, IBCl = 3, ICDI = 3 i IDAIl = 5. Povucimo
vrhom C usporednicu s krakom AD, a vchom D usporednicu s krakom BC i neka te usporednice sijeku osnovicu
AB redom u to¢kama E i F. Prema toj konstrukciji, ¢etverokuti AECD i FBCD su usporednici, te vrijede
jednakosti:

|IAEI=1CDI =3, |[ECI =1ADI| = 5,
|FBl = |BCl =1CDI| = IDF| = 3.

Promotrimo trokutove ADF i EBC. Duljine stranica tih trokutova su |AD| = 5, IDF1 =3, |AF1 = |AB| - IFBI=9 -3
=6,te |[EBl=1ABI-1AEI=9 -3 =6,|BCl=31|ECl =5. Stoga su ti trokutovi sukladni prema poucku § — S — S.
Kutovi kod vrhova A i B u tim trokutovima su ujedno i kutovi uz vec¢u osnovicu trapeza, pa utvrdimo koji od njih
je manji. Kut kod vrha A nalazi se nasuprot stranici DF duljine 3, a kut kod vrha B nasuprot stranici EC duljine
5. Budu¢i da se nasuprot vecoj stranici nalazi ve¢i kut i obrnuto, rjeSenje zadatka je kut kod vrha A. Oznacimo taj
kut s a0 i primijenimo kosinusov pouc¢ak na trokut AFD:

5+6° -3 13

cos o= =—.
2-5-6 15
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Odavde je o= 29.926435° = 29°55"35".

1445. U pravokutnom trokutu simetrala kuta o dijeli tom kutu nasuprotnu stranicu na dva
dijela. Odredite omjer veéega i manjega dijela kao funkciju argumenta Q.

Rjesenje: Vidjeti rjeSenje zadatka 1435. Uz uobicajenu pretpostavku standardnih oznaka u pravokutnom

trokutu, simetrala kuta o dijeli katetu a na dijelove koji se odnose kao duljine preostalih dviju stranica trokuta, tj.

u omjeru b : c¢. Buduéi da u svakom pravokutnom trokutu vrijedi nejednakost b < ¢, trazeni je omjer jednak:
c:b=1:(b:c)=(prema definiciji trigonometrijskih funkcija u pravokutnom trokutu) = 1 : cos .

1446. Neka je x € C kompleksan broj takav da vrijedi jednakost x* =1 + x. Ako je x* = a - x
+ b, izracunajte a + b.

RjeSenje: Primijetimo da vrijede sljedece jednakosti:
K= =0+ =1+2x+x"=1+2x+1+x=2+3x,
A= =Q2+30 =4+ 12x+ 9% =4+ 12x+9 - (1 +x) = 13 + 21x
X0=2% 2= (13 + 210 +x) = 13 + 34x + 2147 = 13 + 34x + 21(1 + x) = 55x + 34.
Tako kona¢no imamo:

20 = (x'9% = (55x + 34)? = 1156 + 3740x + 3025x% = 1156 + 3740x + 3025(1 + x) = 6765x + 4181.

Dakle, a = 6765, b = 4181, pa je a + b = 10 946.

1447. Unutrasnji kut pri vrhu B trokuta ABC iznosi B = 30°. Pod kojim se kutom stranica AC
vidi iz sredista tom trokutu upisane kruzZnice?

Rjesenje: Neka je S srediste trokutu ABC upisane kruZnice. Podsjetimo se, srediSte svakom trokutu upisane
kruZnice je sjeciSte simetrala svih triju unutra$njih kutova trokuta. Uz standardne oznake u trokutu, promotrimo

. . . . o
trokut ACS. Kut ZASC toga trokuta je traZeni kut i oznac¢imo ga s x. Druga dva kuta toga trokuta su ZCAS = 2

i ZACS = % jer su pravci AS i CS simetrale kutova o, odnosno y. Buduéi da je zbroj kutova u svakom trokutu

jednak 180°, vrijedi jednakost:

o+ Z v L _ g,
2 2
Primjena iste ¢injenice na trokut ABC daje jednakost
o+ P +7=180°,

a odavde je

a y 1 1 B
—+s == = —(180° - B)=90° - £
>t 5 2((X+Y) 2( B) 5

Dobivenu jednakost uvrstimo u jednakost

+ = =180°,

=

+
D[R
DR

pa dobijemo:
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x+90° - s = 180°.
2
Otuda je
x=90°+ s .
2

Posebno, za B = 30° dobivamo x = 105°.
1448. Odredite ukupan broj medusobno razlicith rjesenja jednadzbe cos 4x — cos 2x = sin 4x

+ sin 2x u segmentu [0, 27].
Rjesenje: Primjenom formula za pretvorbu razlike i zbroja trigonometrijskih funkcija u umnozak dobivamo:
—2 sin 3x sin x = 2 sin 3x cos x,
odnosno
sin 3x - (cos x + sin x) = 0.
Razlikujemo dva podslucaja:
1)sin3x=0
Sva rjeSenja ove trigonometrijske jednadzbe su

x=k-Z ke
3

Njihov broj u zadanom segmentu dobivamo rjeSavajuci nejednadzbu

iz koje je

Ovu nejednakost zadovoljava ukupno 7 razli¢itih cijelih brojeva, pa imamo 7 razli¢itih rjeSenja polazne
jednadzbe.

2.)cosx—sinx=0

Zbog osnovnog trigonometrijskog identiteta cos’x + sin’x = 1 lako vidimo da moraju vrijediti nejednakosti
cos x # 0, sin x # 0 jer bismo u suprotnom dobili neistinitu jednakost 1 = 0. Stoga navedenu jednadZbu smijemo
podijeliti npr. s cos x i dobiti

1-tgx=0.

Odavde je tg x = 1, a sva rjeSenja te jednadzbe su
m:QHD-%JeZ

Njihov ukupan broj u zadanom segmentu dobivamo rjeSavajuci nejednadZbu
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0<Ql+1)- %SZR.

Odavde je

N | =
IN
IN

NCRIEN

a tu jednakost zadovoljavaju ukupno 4 razlicita cijela broja, pa imamo 4 razli€ita rjeSenja polazne jednadzbe.

Preostaje nam provjeriti ima 1i medu dobivenih 7 + 4 = 11 rjeSenja polazne jednadZbe medusobno jednakih. Ako
ima, onda postoje cijeli brojevi &y, [; € Z takvi da je

T V4
ki- = =@L+1)- =,
3 2L )4

Odavde je
3
ki=—=-QL+1),
1 4(1 )

pa iz Cinjenice k; € Z slijedi da ocito neparan cijeli broj 2/, + 1 mora biti viSekratnik od 4, $to je nemoguce.
Stoga je pocetna pretpostavka bila pogreSna, tj. jednadzbe sin 3x = 0 i cos x — sin x = 0 nemaju niti jedno
zajednicko rjeSenje. Dakle, ukupan broj medusobno razlicitih rjeSenja polazne jednadZbe u zadanom segmentu
jednak je 11.

1449. Osnovica jednakokracnoga trokuta ima duljinu 2, a svaki od krakova duljinu 3. Kroz
jedan vrh na osnovici povucena je duZina koja dijeli trokut na dva dijela jednakih povrsina.
Izracunajte duljinu te duZine.

Rjesenje: Radi odredenosti, neka je ABC zadani jednakokracan trokut takav da je IABl=a =2, IACI=IBCl=b =
= 3. Bez smanjenja opcenitosti moZzemo pretpostaviti da je vch A jedan kraj duZine koja dijeli trokut na dva

dijela jednakih povrSina. Oznac¢imo drugi kraj te duzine s D, a traZzenu duljinu s d. Nadalje, oznacimo: ICDI| = x.
Tada je IBDI = IBCl —ICDI = 3 — x. Izracunajmo najprije povrsinu trokuta ABC. Ona je jednaka

P=ia-\/4b2—a2 =i-2~ 4.32 22> =22 kv. jed.,

§to znaci da je povrSina svakoga od trokutova ABD i ACD jednakax/z kv. jed. Kosinus o kuta nasuprot osnovici
trokuta jednak je

3¥+3°-2° 7
cosot= ———=—,
2-3-3 9

2
sinot= Vl1-cos’a = 1-(%) :¥.

Zato je povrSina trokuta ACD s jedne strane

pa je njegov sinus jednak

PACD = \/EkV jed,

a s druge

© Bojan Kovaci¢ 770  Tehnicko veleuciliste — Elektrotehnicki odjel, Zagreb



Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike — 2. dio

A2 2

1 1
Picn= — -IACI-ICDI -sino= — -3 - x
APT 2 9 3

Izjednacavanjem desnih strana tih jednakosti dobivamo jednadzbu

2\/5 \/E

_—x =

S 3 y . . Y . . s
iz koje je x = 5" Tako konacno dobivamo da je traZzena duljina d, prema kosinusovu poucku, jednaka

2
d= \/|AC|2 +|cof* —2‘|AC|-|CD|-cos0{:\/32 +(3) —2-3%% =\/¥=%\/ﬁ.

1450. Uspravni kruzni stoZac ima osnovku polumjera 4 cm i visinu 6 cm. Ravnina usporedna
s osnovkom stosca i udaljena 2 cm od osnovke dijeli stoZac na dva dijela. Izracunajte omjer
obujmova vecega i manjega dijela.

Rjesenje: Povriina osnovke stoica je B = 1’1t = 4’1 = 167 cm?, pa je obujam stosca V = éBh = %~16‘7r‘6 =327

cm’. Jedan od dvaju dijelova na koje uotena ravnina dijeli zadani stoZac jest takoder uspravan kruzni stozac &ija
je visina Ay = 6 cm — 2 cm = 4 cm, dok povrSinu B, njegove osnovke, prema Cavalierijevu nacelu, raunamo iz
razmjera

B:By=(h:h),

Otuda se dobiva

h 6’

pa je obujam uocenoga stosca

Vl=lBlh'1:lﬁ 4:@”(:11137

39 27
a obujam drugoga dijela polaznoga stoSca
Vo=V-V,=32n- @nz @n.
27 27
Ocito je V, > Vi, pa je traZeni omjer jednak V, : V| = % T: %n =19:8.
*7=9x+20

=1.

1451. Odredite skup svih realnih rjesenja jednadzbe |x— 2

Rjesenje: Broj 1 moZemo dobiti kao potenciju realnih brojeva na sljedeca tri nagina: 1%, y° i (=1)*, gdje su
xe R,ye R\ {0}1ize Z. Stoga prigodom rjeSavanja jednadzbe moramo razmotriti svaki od tih nacina.

1.) 1 se dobije kao potencija 1"
U ovom je slu€aju dovoljno izjednaciti bazu potencije na lijevoj strani s jedinicom (eksponent moZe biti bilo koji

realan broj). To nam daje jednadZzbu lx — 2| = 1 ¢ija su sva realna rjeSenja x; = 1 i x, = 3. Budu¢i da na eksponent
ne postavljamo nikakve uvjete, oba navedena broja su rjeSenja polazne jednadZbe.
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2.) 1 se dobije kao potencija y°

U ovom slucaju eksponent izjednatavamo s nulom i za svako od dobivenih realnih rjeSenja provjeravamo je li
baza razli¢ita od nule. Izjednacavanjem eksponenta s nulom dobivamo kvadratnu jednadzbu ¥ -9%x+20=0
CijasusvarealnarjeSenjax; =4ix;=5.Zaxs=4jel;—2l=14-21=2#0,azaxy=5jelx;,—2l=15-21=3#
# 0, pa su oba ta broja ujedno i rjeSenja polazne jednadZbe.

3.) 1 se dobije kao potencija (D=
U ovom je zadatku ovaj podsluc¢aj nemoguc jer za svaki realan broj x € R vrijedi nejednakost Ix — 11> 0> -1, pa

za bazu ni za koji x € R ne moZemo dobiti broj —1.
Zaklju¢imo: skup svih realnih rjeSenja polazne jednadzbe je S = {1, 3, 4, 5}.

.o .1 1 1 1
1452. Izracunajte zbroj + + +ot—.
2.6 6-10 10-14 2002 -2006
N oo L . s 1 1(1 1 .
RjeSenje: Primijetimo da za svaki prirodan broj k vrijedi jednakost ————=—-| ————. Tu jednakost
k-(k+4) 4 \k k+4
primijenimo na brojeve 2, 6, 10, ..., 2002, pa dobivamo da je traZeni zbroj jednak:

1 1 1 1 1(1 1 1(1 1 11 1 1 1 1
—+ + ot == === t—| == | == |+t | ————|=
2.6 610 10-14 20022006 4[2 6) 4[6 10) 4(10 14) 4[2002 2006)
JLprr v 1o 1 v 11 1y _S01
4 2 6 6 10 10 14 ~ 2002 2006) 4 (2 2006) 4012

1453. Cetiri broja, od kojih je prvi jednak 1, tvore uzastopne clanove nekonstantnoga

aritmetickoga niza. Izbacimo li drugi od tih brojeva, dobit cemo tri uzastopna clana
geometrijskoga niza. Odredite zbroj tih Cetiriju brojeva.

RjeSenje: Oznac¢imo preostala tri broja s a, b i ¢. Tada brojevi 1, a, b, ¢ u danom poretku tvore aritmeti¢ki niz,
Sto znaci da moraju vrijediti sljedece jednakosti:

2a=b+1
2b=a+c

Izostavimo li drugi broj, tj. a, dobit ¢emo niz 1, b, c. Taj niz ¢e biti geometrijski ako i samo ako vrijedi jednakost
¥=1-c

Tako smo dobili sljedeci sustav triju jednadzbi s tri nepoznanice:
2a=b+1

2b=a+c
b =c

1
1z prve je jednadzbe a = 5 (b + 1), pa uvrstavanjem te jednakosti i tre¢e jednadzbe u drugu jednadZzbu dobivamo:

2b=%(b+1)+bz,

odnosno kvadratnu jednadzbu

26 -3b+1=0.
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Sva realna rjeSenja te jednadzbe su b, = 5 i b, = 1. Lako se vidi da rjeSenje b = 1 povlaci a = ¢ = 1, pa dobivamo
niz 1, 1, 1, 1 koji je konstantni aritmeti¢ki niz suprotno pretpostavci da zadani brojevi tvore nekonstantni

. N . 1 " . C .
aritmeticki niz. Zato mora biti b = > pa se uvrStavanjem toga rjeSenja u jednakosti

1
=—0b+1
a 2( )

c=b*
1 1 5

dobiva a = 3 ic =l . Tako je zbroj svih Cetiriju brojeva jednak 1 + 3 + =+ —=—.
4 4 4 4 2

1454. Osni presjek uspravnoga kruinoga stosca je jednakostranican trokut povrsine
P =3 dm’ Na kojoj udaljenosti (u cm) od osnovke stosca treba presjeci stoZac ravninom
usporednom s ravninom njegove osnovke tako da navedena ravnina podijeli stoZac na dva
dijela jednakih obujmova?

RjeSenje: Neka je r polumjer osnovke stoSca, & njegova visina, a s izvodnica. Iz podatka da je osni presjek

stoSca jednakostraniCan trokut slijedi da je duljina izvodnice stoSca jednaka promjeru osnovke, tj. s = 2r. Tako je
povrsina osnoga presjeka stoSca

P= =i,

pa iz jednadZzbe

*3=43

slijedi » = 1 dm. Stoga je duljina visine stoSca jednaka duljini visine jednakostrani¢noga trokuta ¢ija je osnovica
2r:

h=2" 3 =3 =13 =3 dm,

pa je obujam stoSca

V= %rzﬂ"h=§127[~\/—=?7[ dm’.

Sada postupamo kao u zadatku 1450. Oznacimo s x traZenu udaljenost. Ravnina usporedna s ravninom osnovke
stoSca dijeli stozac na dva dijela, od kojih je jedan opet uspravan kruzni stozac s povrSinom osnovke B; i
visinom h; = h —x = \/§ — x. Njegov obujam mora biti jednak polovici obujma zadanoga stosca, Sto znaci da
vrijedi jednakost:

Ton=Lv,

3 2
odnosno

Bih, = gﬂ' .

Nadalje, prema Cavalierijevu nacelu, mora vrijediti razmjer

B:B,=(h:h)
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a odavde je

B ,_ 7w .,
Bi=—-h=—-h".
1= =Tk
Tu jednakost uvrstimo u jednakost
Blhl = ﬁﬂ' 5
2
pa dobijemo kubnu jednadzbu
2 2

¢ije je jedino realno rjeSenje

/’l1=

21 212 2718t 272t 0

Stoga je traZzena udaljenost jednaka

_6f
x=3-h = \/5—%-\6/43 =M dm =~ 0.357321 dm = 3.6 cm.

1455. Izracunajte %% od 4 .

3
3 34
RjeSenje: Odmah imamo: ﬁ % = % = ﬁ =0.01.
a+l1 a 7

1456. Pojednostavnite izraz: - -— .
2a+3 a-2 2a —a-6

RjeSenje: Primijetimo da vrijedi identitet 2d*—a-6=(2a+3) (a-2). Tako odmah dobivamo:

2a+1  a 7 _Qa+h)a-2)-aRa+3)-7 _ -6a-9 _  3-Q2a+3) _ 3 _ 3
2a+3 a-2 2a*-a-6 Ra+3)(a-2) 2a+3)(a-2) Ra+3)(a-2) a-2 2-a

1457. Za svaki dopustiv realan broj x € R realna funkcija f(x) definirana je propisom f(x) =

1
X+ .
= ——X  Izracunajte PASD R O) @
T 5 .
x+—-1
X

RjeSenje: Najprije ¢emo pojednostavniti propis funkcije f{x):

3

2+l x +1
SR P FH+l (=D —x+1)
fx)= =— =— = - =x—1
x+l—1 X =x+1 x"—x+1 X —x+1
X X
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Tako je fi—1) = —1 — 1 = -2, dok je f (1), prema definiciji inverzne funkcije, rje$enje jednadzbe f(x) = 1, odnosno
jednadzbe x — 1 = 1. Otuda je x = 2, pa je f'(1) = 2. Stoga je traZena vrijednost jednaka

FED+FM) 242
2 o2

0.

1458. Kokos i pol snese jaje i pol za dan i pol. Koliko jaja snese T kokoSiju za 6 dana?

RjeSenje: Jedna kokos snese jedno jaje za dan i pol. Stoga za Cetiri puta viSe dana, tj. za 1.5 - 4 = 6 dana jedna
kokos snese 4 puta viSe jaja, tj. 4 jajeta. Dakle, jedna koko$ za 6 dana snese 4 jajeta, pa ¢e 7 kokosi za 6 dana
snesti 7 - 4 = 28 jaja.

1459. Odredite skup svih realnih rjesenja nejednadzbe <-2.

3—-x
RjeSenje: Zadanu nejednadzbu najprije podijelimo s (-2), pa dobijemo:

__221,
3—x

odnosno

eI
x=3

Lijeva je strana ove nejednadzbe definirana ako i samo ako je x # 3. Uvazavajuéi taj zahtjev, nejednadzbu
pomnozimo s (x — 3)* (zbog uvjeta x # 3, taj je broj strogo pozitivan) i dobijemo:

2(x—3) > (x - 3)?
odnosno, nakon kvadriranja i reduciranja,
X —8x+15<0.

Skup svih realnih rjeSenja ove kvadratne nejednadZbe je segment [3, 5]. No, zbog uvjeta x # 3, skup svih realnih
rjeSenja polazne nejednadzbe je S = (3, 5].

1460. Odredite skup svih realnih rjesSenja nejednadZbe x> = 931xl + 2006 > 0.

RjeSenje: Razlikovat ¢emo dva slucaja:

1.)x =0, tj. x €[0, +o0)

U ovom je sluéaju lxl = x, pa dobivamo kvadratnu nejednadzbu x* — 93x + 2006 > 0. Skup svih realnih rjeSenja te
nejednadzbe je (—oo, 34) L (59, +o0). Presjek toga skupa i skupa [0, +o0) je skup [0, 34) U (59, +o0), i to je skup
rjeSenja polazne nejednadzbe u ovom slucaju.

2)x<0,tj.x € (-0, 0]

U ovom je sluéaju lxl = —x pa dobivamo kvadratnu nejednadzbu x* + 93x + 2006 > 0. Skup svih realnih rjesenja
te nejednadzbe je (—eo, —59) U (-34, +o0). Presjek toga skupa i skupa (—eo, 0] je skup (—oo, =59) U (=34, 0], i to je

skup rjeSenja polazne nejednadZzbe u ovom slucaju.

Tako dobivamo da je skup svih rjeSenja polazne nejednadzbe (—eo, —59) U (=34, 0] U [0, 34) U (59, +co) =
= (=0, =59) U (=34, 34) U (59, +o0), a taj skup krace mozemo zapisati kao R\ ([-59, -34] U [34, 59]).
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1461. Za koliko postotaka treba uvecati polumjer kruga da se njegova povrsina uvecéa za
69%?

Rjesenje: Neka je r polumjer pocetnoga kruga, a r; polumjer uvecanoga kruga. Tada je povrSina pocetnoga
kruga jednaka

P=rm,
a povrsina uvecanoga kruga
Pi=rT
Prema uvjetu zadatka, vrijedi jednakost:
P, =P+69%% - P

koju mozemo zapisati u obliku

Pi=(1+69%) P = (1+§j .P=169-P.
100

UvrStavanjem izraza za Py i P dobivamo:
=169 rr,

a odavde dijeljenjem s 7 i korjenovanjem (koje smijemo provesti jer su brojevi r i ry, kao polumjeri krugova,
nuzno strogo pozitivni realni brojevi) slijedi

n=13-r.

Dobivenu jednakost zapiSemo u obliku:
rn=1+03)-r=1+ 30) r=r+30% -r
= . L= — )= o -1,
! 100

pa odavde odmah vidimo da pocetni polumjer kruga treba uvecati za 30%.

Opaska: Formulu za izraun ukupne promjene osnovne veli¢ine iz zadataka 1432. i 1433. ovdje nismo mogli izravno primijeniti jer ovisnost
povrsine kruga o duljini njegova polumjera nije iskazana linearnom, nego kvadratnom funkcijom. Spomenuta se formula moZe primijeniti
jedino u slu¢aju kada su dvije veli¢ine upravno razmjerne, odnosno kad je njihova ovisnost iskazana linearnom funkcijom.

1462. Opsezi dvaju kotaca razlikuju se za | cm. Odredite razliku polumjera tih kotaca kao
funkciju argumenta .

RjeSenje: Neka su ry i r, polumjeri tih kotaca. Bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da je r; > r,.
Tada su opsezi kotaca O, = 2rimi O, = 2r,T, pi Cemu je O, > O,, pa je njihova razlika

= 0,-0, =2r11't—2r21't=21't . (7‘1 —/'2)-
Odavde je

[ 1

rn—rn=-—=—=:=
2r 2&

i to je trazena funkcija argumenta /.

1463. U kuglu je upisan valjak kojemu je visina za 25% kraca od promjera osnovke.
Izracunajte omjer obujmova valjka i kugle.
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RjeSenje: Neka je r polumjer osnovke valjka. Tada je duljina visine 4 valjka

25

h=or- 2 opmop- L 23
100 2

3
2

Presjecemo li valjak i kuglu ravninom okomitom na ravninu osnovke valjka, uocit ¢emo da je promjer R valjku
opisane kugle jednak duljini dijagonale pravokutnika ¢ije su stranice 2r i h. Dakle,

2
2R= \J(2r)’ +h* = (2r)2+(%r) z\/4r2+%r2 z\/§r2 Z%r,

otkuda je
R=—r.

Stoga je traZzeni omjer obujmova valjka i kugle jednak

4 3 4 (5 Y 3 125 72
Viaiat: Viea=(PT-B) | =Rz | =(Pr- =P |=|=r| 7| = 2/ == rFr="2= =72:125.
gk ¢ Viugts = (7 )(3 j AT e 2" s

1464. Neka je ABCD konveksni cetverokut, te neka su P, Q, R i S redom polovista duZina AB,
BC, CD i DA. Ako je ZPQR = 60°, odredite kut ZQRS.

RjeSenje: Pokazimo najprije da je ¢etverokut PORS usporednik. U tu je svrhu dovoljno dokazati da duZzine PR i
OS imaju isto poloviste. To ¢emo najbrZze dokazati tzv. metodom koordinatizacije (pokusSajte sami napraviti
"vektorski" dokaz). Oznacimo A = (xu, ya), B = (xp, ¥g), C = (x¢, yc) 1 D = (xp, yp). Tada su koordinate to¢aka P,
0, Ri S redom

P:(XA"'XB )’A"')’BJQ:[“‘CB""CC yB+ijR:(xC+xD yc+yujiS:[xu+xA yD+ij.

2 2 2 2 2 2 2 2
Oznacimo s P, i P, redom poloviSta duZina PR i QS, te pokazimo da je P, = P,. Koordinate tih polovista su

xA+xB+xC+xD yA+yB+yC+yD
po|_2 2 2 2 :[xA+xB+xc+xD yA+yB+yc+yDj
2 ' 2 '

1 s

4 4

xB+xC+xD+xA yB+yC+yl)+yA
po|_2 2 2 2 _[xg+xc+xu+xA yB+yc+yD+ij
2= )
4 4

pa je ocito P, = P,. Dakle, cetverokut PORS je usporednik, a ZPQOR i ZQRS su dva njegova susjedna kuta.
Budu¢i da je zbroj dvaju susjednih kutova u svakom usporedniku jednak 180°, konacno je

ZQRS =180° — ZPQOR = 180° — 60° = 120°.

1465. Odredite nuzan i dovoljan uvjet na vrijednosti realnih parametara a, b € R tako da
jednadzba ax® — (a + b)x + b = 0 ima dvostruko cjelobrojno rjesenje.

RjeSenje: Prvi uvjet je ocito a # 0 jer za a = 0 dobivamo linearnu jednazbu koja ne moZe imati dvostruka
rjeSenja. Uz uvazavanje navedenoga uvjeta, sva rjeSenja zadane jednadzbe dobijemo iz formule
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_a+bt\[-(a+b)] —4ab  q1bia® +2ab+ 0P —dab _a+btJai—2ab+b _a+bla—

2a 2a 2a 2a

1,2

S obzirom na to da ispred apsolutne vrijednosti stoji znak %, znak apsolutne vrijednosti mozemo izostaviti, pa
¢emo dobiti:

_a+bi‘(a—b):>x _a+b+(a—b)_1 . _a+b—(a—b)_é

b2 2a ! 2a : 2a a

Zelimo li da polazna jednadZba ima dvostruko cjelobrojno rjeSenje, dobivena rjeSenja x; i x, moraju biti
medusobno jednaka. To znaci da mora vrijediti jednakost

a odavde je a = b. Prema tome, traZeni uvjetjea =b # 0.

1466. Izracunajte sin o ako je tg oL =2 +3iae [w, 27].

RjeSenje: Iz ¢injenice da je o € [x, 27] zakljuCujemo da Ce traZena vrijednost sinusa kuta o biti nepozitivna jer
svi kutovi iz trecega i Cetvrtoga kvadranta, a to su upravo svi elementi skupa [7, 27], imaju nepozitivan sinus.

Stovise, mozemo redi i vise: iz tg o =2 + \/§ i prethodno recenoga slijedi da je o kut iz treega kvadranta jer
jedino takvi kutovi pripadaju segmentu [7, 27] i imaju strogo pozitivhu vrijednost tangensa, pa ¢e traZena
vrijednost sinusa zadanoga kuta biti strogo negativna. IzraCunat ¢emo je iz jednakosti

tg o

J+tgda

sin ot = —
Dobivamo:
. 2++3 243 2+43 2443 2+-3)?
sInox = — =— =— = [ —
Jle @437 144124343 Bea3 4B V42+B)

:_\/2+«/§ :_\/2+J§

4 2

1467. Odredite ukupan broj svih realnih rjeSenja jednadzbe J3sin 2x + 2 sin’x = 0 koja
pripadaju intervalu {0, ).

RjeSenje: Zadanu jednadZbu najprije transformirajmo na sljede¢i nacin:

\/5 - (2 sin x cos x) +2sin’x=0,
sinx-(\/gcosx+ sin x) = 0.

Za svaki x € (0, w) vrijedi nejednakost sin x # 0, pa gornju jednadzbu smijemo podijeliti sa sin x. Tako ¢emo
dobiti:

\/gcosx+ sinx =0,
a potom, ponovno zbog sin x # 0, dijeljenjem sa sin x

\/§ctgx+1=0
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ct x———3
g 3

Posljednja jednadZzba u intervalu {0, 7) ima jedinstveno rjeSenje x = 27” . Dakle, traZeni je broj jednak 1.

1468. Odredite skup svih realnih rjesenja nejednadzbe sin 2x > cos 2x na segmentu [0, 2T).
Rjesenje: RijesSimo najprije pripadnu jednadZzbu

sin 2x = cos 2x.
Zbog osnovnog trigonometrijskog identiteta (kojega ovdje koristimo u obliku sin*2x + cos®2x = 1), obje
vrijednosti sin 2x i cos 2x ne mogu biti istodobno jednake nuli. Stoga gornju jednadZzbu smijemo podijeliti sa
cos 2x, pa ¢emo dobiti:

tg 2x =1,

a odavde je
2, = %(21” ). ke Z,
odnosno

xk=%(2k+1),ke VA

Intervalu [0, 27) pripadaju rjeSenja x, = % 3z 57 .

, Xp = P X3 = Y ixy = 7?” Nacrtajmo sada grafove funkcija
fix) = sin 2x 1 g(x) = cos 2x na intervalu [0, 27). Upravo izracunata rjeSenja pripadne jednadzbe bit ¢e nam

korisna radi "o€itavanja" sjecista tih grafova.
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(Plavom bojom nacrtan je graf funkcije f(x), a crvenom graf funkcije g(x).) Tako iz grafa odmah "ocitavamo"

traZeni skup (svi podintervali nad kojima je plava krivulja iznad crvene): § = ( % , 3?7[ YU (5?” , 7?” ).

4
1469. Odredite ukupan broj sjecista krivulja K ... —2x2 + y2 =1iKs...y= cos’x.
T

RjeSenje: Zadatak ¢emo najlakse rijesiti graficki. Jednadzbu krivulje K; zapisimo u obliku

1 T e .. . . T .. ..
pa vidimo da je rije¢ o elipsi ¢ija je duljina velike poluosi > a male 1. Stoga grafove obiju funkcija crtamo na

segmentu [—z z]'
£ 2727

1z gornje slike vidimo da se grafovi zadanih funkcija sijeku u to€no tri razlicite tocke, pa je traZeni broj jednak 3.

(Koordinate tih tocaka je ¢ak lako i "o€itati": §; = (—% ,0),8,=(0,1)i8;=(0, % ).

1470. Dva vrha trokuta ABC su A = (-2, -2) i B = (2, -2), a trec¢i vrh C pripada pozitivnom
dijelu osi Oy. Ako os Ox dijeli trokut ABC na dva dijela jednakih povrsina, odredite
koordinate tocke C.

RjeSenje: 1z podatka da vrh C pripada pozitivnom dijelu osi Oy slijedi da postoji strogo pozitivan realan broj
y> 0 takav da je C = (0, y). Sada primijetimo sljedece Cinjenice:

. . . 242 24(2 . . .
1.) Poloviste stranice AB je tocka P = [T,+} = (0, -2), a jednadzba stranice AB je AB... y = -2.
Stoga je os Oy, tj. pravac x = 0 visina iz vrha C na stranicu AB. Ta visina ocito prolazi polovistem stranice AB, a
to je moguce ako i samo ako je trokut ABC jednakokracan. DuZina AB duljine IAB| = 4 je osnovica toga trokuta.
Duljina visine na osnovicu jednaka je duljini duZine PC, a ta je IPCl =y + 2. Stoga je povrSina trokuta ABC
jednaka polovici umnoska duljine osnovice AB i visine na nju, tj.
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Pypc= %'lAB|'|PC|= % 4-y+2)=2-(+2).

2.) Oznacimo sa S i S, redom sjeciSta osi Ox sa stranicama AC i BC. Trokut S,5,C sli¢an je trokutu ABC (npr.
prema Talesovu poucku o sli¢nosti), pa zakljucujemo da je i taj trokut jednakokracan. Ishodiste koordinatnoga
sustava O poloviste je njegove osnovice kao sjeciSte pravaca y = 0 (pravac na kojem leZi osnovica S;5,) ix =0
(visina iz vrha C na stranicu S,5,, tj. pravac koji prolazi tockom C okomito na pravac y = 0). Duljina visine na
osnovicu trokuta S,5,C jednaka je udaljenosti tocaka O i C, a ta je jednaka y. Dakle, |IOCl = y. Duljinu osnovice
S5, moZemo izracunati iz razmjera:

151551 : 10CI = 1ABI : IPCI.
Uvrstavanjem podataka |OCl =y, IABl =41 I[PCl = (y + 2) dobivamo:

1,82 1 y=4: (v +2),

a odavde je
4
11850 = —2—.
y+2
Tako je povrSina trokuta S,5,C jednaka
1 1 4 2y’
Poyp == 1880 10C== —2 .y= 2
) 2 y+2 y+2

Preostaje nam iskoristiti uvjet da povrsina trokuta 515, C, kao jednoga od dijelova trokuta ABC kojega odsijeca os
Ox, mora biti jednaka polovici povrSine trokuta ABC:

Ps,szc = %P ABC
pa uvrStavanjem podataka dobivamo:
2" 1 e,
y+2 2
a odavde je
2’ =(+2),

odnosno nakon korjenovanja (koje smijemo provesti jer je, prema pretpostavci, y > 0, pajeiy + 2> 0):
2 y=y+2.
Odavde je

_2 2(\2+1) )
R I N YN I

242 +2.
Dakle, trazena tocka je C = (0, 2 \/5 +2).

1471. Duljina visine na krak jednakokracnoga trokuta jednaka je v. Izrazite zbroj udaljenosti
bilo koje tocke osnovice toga trokuta od krakova trokuta kao funkciju argumenta v.
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RjeSenje: Radi odredenosti, neka je ABC jednakokracan trokut kojemu je duZina AB osnovica, a b = IBCl = |AC|
duljina kraka. Nadalje, neka je X bilo koja tocka osnovice AB. Povucimo iz to¢ke X okomice na krakove AC i
BC, pa oznacimo s E i F redom noziSta tih okomica. Uo¢imo da je povrsina trokuta ABC jednaka zbroju povrSina
trokutova AXC i BCX. Budu¢i da je

1 1
Ppxc = EIACl - IXEl = Eb- IXEI
Ppex = lIBCI - IXFl = lb- IXF,
2 2
Pyupc = lb'V,
2

uvrStavanjem u jednakost

Pupc = Paxc + Ppex

dobivamo:
lb~v= lb~IXE| + lb~ IXF,
2 2 2

otkuda je
v =IXEl + IXFI,

$to znaci da je zbroj udaljenosti bilo koje tocke osnovice od krakova trokuta konstantan i jednak duljini visine na
krak. (Taj rezultat je, naravno, ocigledan ukoliko se za tocku X odabere bilo koji od dvaju krajeva osnovice.)

1472. Autobus mora prijeci put iz mjesta A u mjesto B u odredenom vremenu. Ako bi vozio
prosjecnom brzinom 48 km/h, kasnio bi tocno pola sata, a ako bi vozio prosjecnom brzinom
60 km/h, stigao bi tocno 12 minuta ranije. Izracunajte udaljenost izmedu mjesta A i B.

N . . 12 . .. .. .
RjeSenje: Najprije primijetimo da je 12 minuta = rm sati = 0.2 sata. Oznacimo s ¢ vrijeme za koje autobus mora

prijeci put od A o B (bez kasnjenja ili stizanja ranije). Uz voznju od 48 km/h, vrijeme putovanja iznosi ¢ + 0.5
sati, a uz voznju od 60 km/h vrijeme putovanja iznosi ¢ — 0.2 sata. U oba slucaja prijedeni put je isti, pa koristec¢i
osnovnu formulu jednolikoga gibanja

dobivamo jednadzbu:
48 - (t+0.5)=60-(t-0.2),
odnosno linearnu jednadZbu
12 -t =36.
Otuda je ¢ = 3, pa traZena udaljenost izmedu mjesta A i B iznosi

IABI =48 - (t+0.5) =48 - 3+ 0.5) = 168 km.

x+2 51

1473. Odredite skup svih realnih rjesenja jednadzbe

x—1
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RjeSenje: Najprije primijetimo da razlomak unutar znaka apsolutne vrijednosti nije definiran za x = 1. Stoga u
nastavku polaznu nejednadzbu rjeSavamo uz uvazavanje uvjeta x # 1. Budu¢i da je za sve realne brojeve x, a € R
istinita izjava (Ixl 2 a) & ((x 2 a) v (x £ —a)), moramo razmotriti dvije moguénosti:

Zbog uvjeta x # 1, navedenu nejednadzbu smijemo pomnoZziti sa strogo pozitivnim brojem (x — 1% pa ¢emo
dobiti:

(x=-1P<x+2(x-1),
odnosno, nakon kvadriranja, mnoZenja i reduciranja,
—3x <3,

a odavde je x = 1. Zbog uvjeta x # 1, skup rjeSenja polazne nejednadzbe u ovom je slucaju otvoreni interval
(1, +eo).

Postupamo potpuno analogno kao i u slucaju 1.) Uz uvaZavanje uvjeta x # 1, pomnoZimo navedenu nejednadzbu
s(x—1)% pa nakon sredivanja dobivena izraza dobivamo:

x-D2x+1<0.
1
Skup svih realnih rjeSenja ove kvadratne nejednadzbe je [—E, 1], pa zbog uvjeta x # 1, slijedi da je u ovom
sluc¢aju skup rjeSenja polazne nejednadzbe interval [—%, 1).
1
Tako zakljuCujemo da je trazeni skup svih realnih rjeSenja zadane nejednadzbe unija intervala (1, +oo) i [_E , 1),
. 1
atojeskup S= [—E,+oo> \ {1}.

x=2

1474. Odredite skup svih realnih rjesenja nejednadzbe log, <2.

Rjesenje: Lijeva strana zadane nejednadzbe je definirana za sve x € R koji istovremeno zadovoljavaju uvjete

x—=2

x#01 > 0. Zbog prvoga uvjeta, drugi uvjet smijemo pomnoziti s x*, pa ¢emo dobiti nejednadzbu

x-(x-2)>0

¢iji je skup svih realnih rjesenja R \ [0, 2]. Budu¢i da x € R \ [0, 2] povlaci x # 0, zadanu nejednadzbu
nastavljamo rjeSavati uz uvazavanje uvjeta x € R\ [0, 2]. Antilogaritmiranjem dobivamo:

x—=2

X

<4,

pa zbog x € R\ [0, 2] tu nejednadzbu smijemo pomnoZiti s x* i dobiti:

x-(Bx+2)>0.
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Skup svih realnih rjeSenja ove nejednadzbe je R\ [—%, 0]. Stoga je traZeni skup svih realnih rjeSenja zadane

nejednadzZbe presjek skupova R\ [0, 2]i R\ [—%, 0], a taj je skup, zbog skupovne jednakosti

(A\B)n (A\C)=A\BU O),
jednak R\ ([0, 2] U [—%, 01D =R\ [—% , 2]. Zaklju¢imo: S = R\ [—%, 2].

1475. Odredite skup svih realnih rjeSenja jednadibe \2x—1 =x—2.

RjeSenje: Korijen na lijevoj strani jednadzbe definiran je za sve x € R za koje vrijedi nejednakost 2x — 1 > 0. Za
takve je x lijeva strana jednadzbe nenegativan realan broj, pa takva mora biti i desna strana jednadzbe, tj. mora
vrijediti nejednakost x — 2 > 0. Tako smo dobili sustav nejednadZzbi

2x-120
x—-220

¢ije je rjeSenje x = 2. Stoga zadanu jednadZbu rjeSavamo uvaZavajuéi uvjet x = 2. Iz tih razloga zadanu jednadZbu
smijemo kvadrirati (uvjet x > 2 osigurava nam da su lijeva i desna strana jednadZbe nenegativni realni brojevi),
pa dobivamo:

- 1=(x-2)
odnosno kvadratnu jednadzbu

X —6x+5=0.

Sva realna rjesenja te jednadzbe su x; = 1 i x, = 5. No, rjeSenje x; = 1 ne zadovoljava jednakost x > 2, pa to
rjeSenje ne uzimamo u obzir. Stoga zadana jednadZba ima jedinstveno rjeSenje x = 5, pa je traZeni skup S = {5}.

1476. Odredite skup svih realnih rjesenja nejednadibe \2x—1 < x — 2.

Rjesenje: Potpuno analogno (uz istu argumentaciju) kao u prethodnom zadatku dobivamo uvjet na vrijednost
nepoznanice x:

X22,t. x € [2, +oo).
pa kvadriranjem i sredivanjem zadane nejednadZbe dobivamo
X—6x+520.

Skup svih realnih rjeSenja ove jednadzbe je R \ [1, 5]. Stoga je trazeni skup svih realnih rjeSenja zadane
nejednadZbe presjek skupova [2, +o0) 1 R\ (1, 5), a to je skup § =[5, +o0).

1477. Osi dviju cesta cije su Sirine a i b (a, b € {0, +oo)) sijeku se pod Siljastim kutom o.
Izrazite povrsinu zajednickoga dijela tih cesta kao funkciju argumenata a, b i Q.

Rjesenje: Presjek promatranih cesta je usporednik. Visine na njegove stranice su a i b, a jedan od Siljastih
kutova o. Odaberimo stranicu usporednika (oznac¢imo je s x) kojoj odgovara visina a. Duljinu te stranice
dobijemo iz pravokutnoga trokuta kojemu je hipotenuza jednaka x, jedna kateta b, a §iljasti kut nasuprot kateti b
o. Dakle,

. b
sino = —,
X
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a otuda je
b
x=—".
sino
Stoga je traZzena povrsina jednaka
ab
P=ax=——.
sina

1478. Odredite skup svih realnih rjesenja jednadzbe log(x*) + log*lxl = 3.

RjeSenje: Lijeva strana nejednadzbe ima smisla za sve realne brojeve x € R koji zadovoljavaju nejednakosti
x> > 01 lxl > 0. Te dvije nejednakosti su ekvivalentne, pa npr. iz lxl > 0 slijedi x # 0. Stoga zadanu nejednadzbu
rjeSavamo uz uvjet x # 0. Primijetimo da za svaki realan broj x # 0 vrijedi jednakost

log(x?) = 2 log Ixl,
pa uvodenjem zamjene ¢ = log IxI dobivamo kvadratnu jednadzbu
£+2t-3=0.
Sva realna rjedenja ove jednadzbe su t; = =3 i 1, = 1. Tako iz log lxl = —3 antilogaritmiranjem slijedi lxl = 10~ =
=0.001, a otuda x; =—-0.001 i x, = 0.001. Analogno, iz log Ix| = 1 slijedi Ixl = 10" =10, a otuda x; = —10 i x, = 10.
Sva Cetiri dobivena rjeSenja zadovoljavaju uvjet x # 0, pa je traZeni skup

S = {-10, -0.001, 0.001, 10}.

1479. U nekom je aritmetickom nizu zbroj prvih 6 ¢lanova na neparnim mjestima jednak 72.
Izracunajte zbroj prvoga, Sestoga i jedanaestoga clana toga niza.

RjeSenje: Neka je a; prvi ¢lan, a d razlika aritmeti¢koga niza. Clanovi toga niza na neparnim mjestima (a;, as,

as, ...) tvore aritmeti¢ki podniz kojemu je prvi ¢lan q,, a razlika 2d. Zbroj prvih Sest ¢lanova toga podniza jednak
je

S, = g. [2a, + (6 - 1) - 2d] = 6a, +30d.

Prema uvjetu zadatka, taj zbroj treba biti jednak 72, pa mora vrijediti jednakost
6a;, +30d =72.

Koriste¢i tu jednakost, izraGunamo traZeni zbroj prvoga, Sestoga i jedanaestoga ¢lana polaznoga niza:
1 1
a+aeg+ap =a1+(a1+5d)+(a1+ 10d)=3a1+15d= E'(6[11+30d)= 572=36
1480. Odredite eksplicitni oblik jednadZbe pravca koji prolazi sredistima kruznica K;... X+
+y +6x—2y=0iKs... x> +y —8x—2y—1=0.
Rjesenje: Jednazbe zadanih kruZnica zapisemo u obliku:

Ki.. (x+3Y+(y-1-3"-1"=0,
K. (x=42+(y-1-4-1"-1=0,

pa "ocitamo" koordinate njihovih sredista: S; = (-3, 1), S, = (4, 1). Uo¢imo da su druge koordinate tih tocaka
medusobno jednake, pa je traZeni pravac p... y = 1 (to je ujedno i traZeni oblik njegove jednadZzbe).
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1481. Odredite skup svih realnih rjesenja jednadzbe 2 - loga(x + 6) — 3 - logg(x —2) =2 —
—logy(x — 8).

RjeSenje: Svi logaritmi u zadanoj jednadzbi postoje ako i samo ako istodobno vrijede uvjetix + 6 >0, x—2>01i
x — 8 > 0. Lako se vidi da valjanost posljednjega uvjeta povlaci valjanost prvih dvaju, pa uvjet na vrijednost
nepoznanice x glasi x > 8. Uz uvaZavanje toga uvjeta, jednadZbu zapiSemo u obliku:

2 - logy(x + 6) — 3 - logg(x — 2) =2 — logy(x — 8),
odnosno, prelaskom na bazu 2,

2.logz(x+6)_3.logz(x—Z)

=10g,(2%) — log,(x — 8),
log, 4 log, 8 2,(27) 2 ( )

a ta je jednakost, zbog log,4 = log,(2%) = 2 i log,8 = log(2°) = 3, ekvivalentna s

loga(x + 6) — logy(x — 2) = log, ig ,
.

tj. s

x+6 ~1o 4
x=2 gzx—8.

log,
Izjednacavanjem logaritmanada dobivamo jednadzbu

x+6

4
x—8

=
\S]

koja, nakon mnoZenja s (x — 2)(x — 8), reduciranja i sredivanja, prelazi u kvadratnu jednadZbu
X —6x-40=0.
Sva realna rjeSenja te jednadzbe su x; = 4 i x, = 10. Zbog uvjeta x > &, rjeSenje x; = —4 ne dolazi u obzir, pa je
jedino realno rjeSenje zadane jednadZbe x = 10, tj. traZeni skup je S = {10}.
. o . 2007 . .
1482. Ako za neki kut x vrijedi jednakost sin 2007x + cos 2007x = 2006 izracunajte
tg 2007x + + ctg 2007x.

Rjesenje: Kvadriranjem zadane jednakosti dobivamo:

§in®2007x + 2 - (sin 2007x - cos 2007x) + cos’2007x = _zggz ,

odnosno, zbog osnovnoga trigonometrijskoga identiteta kojega ovdje primijenjujemo u obliku sin*2007x +
+¢0s°2007x = 1,

142 - (sin 2007x - cos 2007x) = 2007 ,
2006

a odavde je

sin 2007x - cos 2007x = L
4012
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Tako sada imamo:

sin 2007x | c0s2007x _ sin” 2007x+cos’ 2007x 1

c0s2007x sin2007x sin 2007 x - cos 2007 x 1
4012

tg 2007x + ctg 2007x = =4012.

Opaska (za "nevjerne"): Kutova x koji zadovoljavaju zadanu jednakost ima beskona¢no mnogo. Najmanji strogo pozitivan kut koji
zadovoljava zadanu jednakost je x = 0.000003557823°.

1483. Vrhovi trokuta ABC su A = (-3,-2), B= (5, 2)i C = (0, 7). Odredite koordinate noZista
visine iz vrha C.

Rjesenje: JednadZba pravca na kojemu leZi stranica AB je

22202 o
AB..y= (D)= = L ()

odnosno

AB...x-2y-1=0.

Pravac kojemu pripada visina iz vrha C je, prema definiciji, pravac koji prolazi vchom C okomito na pravac kroz
tocke A i B. Stoga je njegov koeficijent smjera

pa je njegova jednadzba
Veoo. y =T =-2(x-0),
odnosno
Ve 2x+y—T7=0.

Trazeno noziSte visine iz vrha C je sjeciste pravaca AB i v.. Dobivamo ga rjeSavajuci sustav dviju linearnih
jednadzbi s dvije nepoznanice:

x=2y=1
2x+y=7

Odavde je x =3, y = 1, pa je traZeno noZiSte N = (3, 1).

1484. Ako je 7 = , odredite Re(z) - Im(z).

16 14
1-iv3 i3+2

RjeSenje: Najprije racionalizirajmo nazivnike umanjenika i umanjitelja. Dobivamo:

Lo 16 1 160+i3) | 14-GVB-D) _160+i3) 14-GW3-2)
1-i3 iB+2 (A-i3)A-iv3) ((3+2)i3-2) 143 —3-4
= 16(1zi*/§) - 14(i\/§_2) =4(1+iN3) +2(iN3-2) =4+ 4/3i + 2\3i —4 = 6/3i

Odatle "oc¢itamo": Re(z) =0, Im(z) =6 \/3 ,paje Re(z) - Im(z) = 0.
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1485. Odredite sve prirodne brojeve n € N za koje je zbroj prvih n prirodnih brojeva koji pri
dijeljenju s n daju ostatak n — 1 jednak 60n — 60 .

RjeSenje: Primijetimo najprije da nuZno mora biti n > 1. Naime, za n = 1 traZimo prvih 1 prirodnih brojeva koji
pri dijeljenju s 1 daju ostatak 1 — 1 = 0., odnosno traZimo prvi prirodan broj djeljiv s 1. To je o€ito 1, a budu¢i da
ne vrijedi jednakost 1 =60 - 1 — 60, mora biti n > 1.

Svi takvi prirodni brojevi tvore aritmeticki niz (a,,) €iji je opéi ¢lana,, =n-m+ (n—-1),m=0, 1,2, ... (ovdje
moramo uzeti u obzir i m = 0 jer koli¢nik pri dijeljenju dvaju prirodnih brojeva moZe biti jednak 0). Prvi ¢lan
toganizajea,=n-0+@m—1)=n-1l,an—tia,=n-(n—1)+(n—-1)=n’ -1, pa je zbroj prvih n &lanova niza

Sn=%~(n—1+n2—1)= %-n-(n—l)-(n+2).

Tako iz jednadzbe
1
E~n~(n— 1) - (n+2)=60n-60,

koju mozemo zapisati u obliku
n-(n-1)-(n+2)=120(n-1),
odnosno u obliku
(n—1)(n* +2n-120) = 0.
Buduc¢i da smo ve¢ zakljucili da mora biti n > 1, prvi faktor ne moZe biti jednak 0. Stoga iz
n+2n-120=0
slijedi ny = —12 1 n, = 10. RjeSenje n, = —12 nije prirodan broj, pa je traZeni broj n = 10.

1486. Jedan radnik moZe sam zavrsiti neki posao za 20 dana, a drugi za 30 dana. Ako bi im se
nakon 6 dana obavljanja posla prikljucio treci radnik, posao bi bio obavljen za 10 dana. Za
koje bi vrijeme treci radnik sam obavio taj posao? (Pretpostavlja se da sva tri radnika rade
pod jednakim uvjetima.)

RjeSenje: Oznac¢imo s x traZeno vrijeme. Za 1 dan pvi radnik sim napravi ZLO posla, drugi % posla, a treci 1
X

posla. Prvi i drugi radnik zajedno rade 6 dana, pa u tih 6 dana naprave 6 - (ZLO + %) posla. U preostala 10 — 6
=4 dana rade sva tri radnika zajedno, pa u tom vremenu naprave 4 - (ZL0 + % + 1 ) posla. Budu¢i da je na taj
x

nacin obavljen cijeli posao, mora vrijediti jednakost

6(L+L)+4(L+L+l)=l
20 30 20 30 «x

MnoZenjem svih ¢lanova navedene jednakosti sa 60x dobivamo:
18x + 12x + 12x + 8x + 240 = 60x,
a odavde je x = 24. Dakle, tre¢i radnik bi sdm obavio taj posao za 24 dana.

1487. Neka je a rjesenje jednazbe logslogsx = 1. Izracunajte povrsinu kruga opisanoga oko
kvadrata stranice a.
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Rjesenje: Iz zadane jednadzbe antilogaritmiranjem slijedi logsx = 2', tj. logsx = 2, a odavde je ponovnim
antilogaritmiranjem x = 3% = 9. Promjer kruga opisanoga oko kvadrata stranice a = 9 jednak je duljini dijagonale
toga kvadrata, pa iz

R=d=a2

(R je polumjer opisanoga kruga, a d duljina dijagonale kvadrata) slijedi

R=%a«/§.

Stoga je traZzena povrsina kruga jednaka
1 : 1
P=Rr=(Lav2yn=2Z 87 ded.
2 2 2
1488. Duljine stranica trokuta su tri uzastopna clana aritmetickoga niza s razlikom 10. Ako
najveci kut trokuta iznosi 120°, izracunajte opseg trokuta.
Rjesenje: Neka je x > 0 duljina najkrace stranice trokuta. Tada su duljine preostalih dviju stranica trokuta x + 10

i x + 20, pa vrijedi nejednakost x < x + 10 < x + 20. Kut 120° je tupi kut, pa se nalazi nasuprot najvece stranice
trokuta, a to je stranica duljine x + 20. Primjenom kosinusova poucka dobivamo:

22+ (x+10)* — (x+20)?
2-x-(x+10)

cos 120° =

odnosno

1 x*~20x-300
22X +420x
Odatle mnoZenjem s 2x” + 20x dobivamo kvadratnu jednadzbu
4x* — 20x - 600 = 0,
odnosno

¥ -5x-150=0.

Sva realna rjeSenja te jednadzbe su x; = —-10 i x, = 15. RjeSenje x; = —10 je strogo negativan broj, pa ne dolazi u
obzir, te preostaje x = x, = 15. Stoga je opseg trokuta jednak

O=x+(x+10)+(x+20)=3x+30=3-15+30="75 jed.
1489. Bez koristenja kalkulatora izracunajte vrijednost izraza tg 40° - tg 45° - tg 50°.
RjeSenje: Primijetimo da za svaki kut o, za koji su izrazi tg(90° — o) i ctg o dobro definirani, vrijedi jednakost
tg(90° — o) = ctg &
Ova jednakost lako slijedi iz

sin(90° — ) _ sin90"-cosa—cos90" -sin¥ _ cosa
cos(90" —a) cos90" -cosx+sin90° -sinx  sina

tg(90" —a) = =ctgx.

Stoga je zadani izraz jednak
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tg 40° - tg 45° - tg(90° — 40°) = tg 40° - tg 45° - ctg 40° = [tg 40° - ctg 40°] - tg 45° = [tg 40° - j ]-tgd5°=
g

=1-1=1.

1490. Dvadeset brojeva ay, ..., axy u danom poretku tvori aritmeticki niz. Zbroj svih ¢lanova s
parnim indeksima jednak je 350, a zbroj svih ¢lanova s neparnim indeksima jednak je 320.
Odredite jedanaesti ¢lan toga niza.

Rjesenje: Neka je d razlika polaznoga niza. Clanovi s parnim indeksima su ay, ay, ..., ajg i ax. Njih ima to¢no
101 oni tvore novi aritmeti¢ki niz kojemu je prvi ¢lan a,, a razlika 2 - d. Njihov zbroj jednak je

:&~(a2+a20):§~[(a1 +d)+(a,+19-d)]=10-a,+100-d

arni
P 2

Analogno, ¢lanova s neparnim indeksima: ay, as, ..., a7, ajo ima to¢no 10 i oni tvore novi aritmeticki niz kojemu
je prvi €lan ay, a razlika 2 - d. Njihov zbroj jednak je

S epami =?-(a1 +alg)=?-[a1 +(a,+18-d)]=10-a,+90-d .

Tako se dobije sustav dviju linearnih jednadzbi s dvije nepoznanice:

10 - a, + 100 - d = 350
10-a, +90 - d=320

Oduzimanjem druge jednadZbe od prve dobije se 10 - d = 30, a otuda je d = 3. UvrStavanjem u bilo koju
jednadzbu slijedi a; = 5. Konacno je a;; =a; + 10 - d=5+10-3 =35.

1491. Ako je tg (% —gj = \/% ,zaa,b>01ia#b, izrazite sin x pomocu a i b.

2-tgx

Rjesenje: Primjenom formule za tangens dvostrukoga kuta tg(2-x) = o dobivamo:
—tg’x

odnosno

Lijeva strana toga izraza jednaka je

= = - =ctgx
sin x

’

. VA . T Y/
smj ——Xx SIN—-COS X —COS —-SINn X
T 2 2 2 COS X
tg| ——x |= = = -

T T LT
cos| ——x| €OS—-cosx+sin—-sinx
2 2 2
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a desna
a a a a
— — W= 2-b- b
O T O e A
\/7 -2 b—a b—a b—a '
"\ b b
Stoga je
ctg x 2 b
g b—a
pa je kona¢no
. 1 1 1 1 b-a
sinx = = = = - -
Jieg's 2N anY \/1+4'“'b2 Jb-a@+4-a-b b -2-a-b+a’+4-a-b
i (b—a) b-a
b—a _ b-a _b-a

b +2.a-brat Jbra) b+a

2
a+x +2‘\/g'
X

1492. Akojea>01i x> Ja, pojednostavnite izraz

Rjesenje: Imamo redom:

\/a+x2_2.\/5+\/a+x2+2.\/;:\/a—2‘\/2.x+x2 +\/a+2.\/;.x+x2 :\/(X—\/;)z +\/(\/;+X)2 _
X

x—\/g \/E+x 2-x
s 2x a0 2o

1 n

1493. Binomni koeficijenti petoga i trecega clana u razvoju binoma (\/; +WJ ,zax>01i
X

n € N, odnose se kao 7 : 2. Odredite koeficijent uz x u razvoju toga binoma.

C . . . .. e . . . . (n) n-(n-1) n-(n-1
RjeSenje: Binomni koeficijent uz tre¢i ¢lan u razvoju navedenoga binoma jednak je 5= = ,

2! 2
n-(n—l)-(n—2)-(n—3):n-(n—1)~(n—2)-(n—3)

n
a binomni koeficijent uz peti ¢lan [4)2 . Stoga je njihov

4! 24
n-(n—1)-(n-2)-(n-3)
omjer jednak 24 =23 [(n—2) - (n—3)] : 12. Tako dobivamo razmjer
n-(n—-1) 12
2

[(m=2)-(n-3)]:12=7:2,
iz kojega slijedi

2-(n=-2)-n-3)=12-17,
odnosno
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(n-2)-(n-3)=42.

Budu¢i da su brojevi n — 3 i n — 2 uzastopni cijeli brojevi, te da je 42 = 6 - 7, iz gornje jednakosti slijedin -2 =17,
odnosno n = 9. (Bez ,,pogadanja“ ovu vrijednost moZemo dobiti rijesivsi kvadratnu jednadzbu (n —2) - (n —3) =
=42, tj. jednadZbu n*—5-n-36=0.) Tako je op¢i €lan u razvoju navedenoga binoma jednak

R RN O R EHE N HE RN E

Mi trazimo koeficijent uz x, odnosno koeficijent uz x'. Stoga najprije moramo odrediti za koju vrijednost k ¢e
27-7-k

eksponent potencije [kj -x ¢ biti jednak 1. U tu svrhu rijeSimo jednadZzbu

27-7-k _
6

1.

9) 9.8.7 9.8.7

1z ove jednadZbe se lagano dobije k = 3, pa je traZeni koeficijent [3) 3 "123 =3-4.7=84.

1494. Izracunajte vrijednost brojevnoga izraza

2 2
[\/2+\/§+\/2—\/§j +(J2+J§—\/2—\/§j .
Rjesenje: Koriste¢i formule za kvadrat zbroja, odnosno razlike binoma, te razliku kvadrata

(a+b) =d" +2ab+b’
(a-byY=d*-2ab+ 1"
(a-b)a+b)=d* - b

() -
(Wdﬁjﬁ@/ﬁ—ﬁf -
() s ) o () (55 - () (o5 -

(korijenii kvadratise ''krate'', a drugii peti pribrojnik zajednodaju 0) =

Q+3)+2=V3)+Q2+V3)+(2-3)=2+2+2+2=8

1495. Odredite imaginarni dio kompleksnoga broja z = (3 — 5i)°.

Rjesenje: Koriste¢i formulu za kub razlike binoma
(a—-b)=d*-3d*b + 3ab®> - b’
i potencije broja i

1

. ) 3 .
=i, =-1,i"=—i
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dobivamo:

3 -=50)° = 3% = 3.3%(50)+3-3:(5)% = (50)> = 27 — 135i + 457 — 125 =27 — 135i + 45-(=1) — 125-(—i) =
=27 - 135i - 45 + 125i =18 — 10i.

Odatle izravno slijedi:
Im z=1Im (-18 — 10i) =-10.

1496. Odredite podrucje definicije realne funkcije

1
X)=——m——
AL X +3x2—x-3

RjeSenje: Zadana realna funkcija je racionalna funkcija. Ona nije definirana u tockama u kojima je vrijednost
njezina nazivnika jednaka 0. Stoga najprije moramo ispitati postoje li realni brojevi x za koje je vrijednost izraza
X+ 3x* — x — 3 jednaka nuli. To zna&i da moramo rijesiti jednadzbu:

C+37%-x-3=0

To je kubna jednadZzba koju, opcenito, ne znamo rijesiti. No, lijevu stranu te jednadZbe moZemo rastaviti na
umnoZzak dvaju jednostavnijih izraza, i to na sljedeci nacin:

P43 —x-3=x x+3)-(x+3)=(x+3)A" - 1)
Stoga je jednadZzba
C+3%-x-3=0
ekvivalentna jednadzbi
x+3)*-1)=0

Umnozak dvaju realnih brojeva jednak je 0 ako i samo ako je barem jedan od tih brojeva jednak 0. U naSem
slu¢aju to zna¢i da barem jedan od brojeva x + 3 i x* — 1 treba biti jednak 0. Iz

x +3=0
dobivamo
x=-3,
dok iz
¥-1=0
slijedi
x=-1,x=1.

Dakle, vrijednost izraza x* + 3x” — x — 3 jednaka je nuli za ukupno tri realna broja x: x = -3, x= -1 i x = 1. Za sve
ostale realne brojeve x vrijednost toga izraza je razli¢ita od nule, pa je traZzeno podrucje definicije

D; = R\{-3,-1,1}.

1497. Ako je
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ey =22,
izraCunajte f(1).
RjesSenje:

1. nacin (standardni): Da bismo izracunali f(1), najprije moramo odrediti formulu po kojoj se racuna f{x) za sve x
iz podrucja definicije funkcije fx). Tu formulu moZemo odrediti i pomoc¢u formule za funkciji f{x) inverznu
funkciju f '), a ovu, pak, iz zadane jednakosti. Zato najprije odredimo formulu za f™'(x). Stavimo

t=x+1,
otkuda je
x=t-1.
Sada u jednakosti
f_l(x+1):3x+6
1-x
svuda umjesto x piSimo ¢ — 1. Dobivamo:
f_l(t_1+1):3(t—1)+6
1-(-1
- 3t-3+6
1
H="—--- -
oo 1-t+1
- 3t+3
1
H="—1>"-
==

"Preimenovanjem” nezavisne varijable ¢ u x (to smijemo napraviti jer je posve nebitno kojim slovom
oznacavamo nezavisnu varijablu: ¢, x, a, b, ...) dobivamo:

3x+3
2—x

=

Time smo dobili formulu za funkciji f(x) inverznu funkciju /' (x). Iz te formule odredimo formulu za funkciju
Sf(x) sljede¢im postupkom:

1.) Zamijenimo £ (x) sa y.

2.) Zamijenimo x iy (gdje god piSe x, piSemo y i obrnuto)

3.) Izrazimo x pomocu y.

4.) Zamijenimo y s f{x).

Imamo redom:
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_ 3x+3

S 2—x
_3y+3

= Py
3y+3
2-y
x-(2-y)=3y+3
2x—xy=3y+3

L)y

2) x

3) x=

—xy—3y=3-2x
y-(—x-3)=3-2x
_3-2x
C—x-3
_2x-3
x+3

2y —
4 f0 =22 33

Dakle, vrijednost funkcije f(x) raCunamo prema formuli:

Fl) = 2x-3 .

Da bismo izracunali f{1), u tu formulu umjesto x uvrstimo 1. Kona¢no dobivamo:

2:1-3
FO==3
1
f=-7
f(1)=-0.25

2. nacin ("trik"): Prema definiciji inverzne funkcije, vrijedi sljede¢a relacija:
) =a e fla)=b.

3x+6

Prema toj relaciji, da bismo izracunali f{1), moramo odrediti za koji je realan broj x vrijednost izraza 1
—x

jednaka 1. U tu svrhu rijeSimo jednadZbu

3x+6

1-x

1

Imamo redom:

3x+6=1-(1-x)

3x+6=1-x
3x+x=1-6
4x=-5
5
xX=——
4
x=-1.25
Sada u polaznu jednakost
f_l(x+1) _ 3x+6
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umjesto x uvrstimo — 1.25 pa dobijemo:

=125+ =1,
=025 =1.

Napokon, u relaciju
fly=aeflay=b
umjesto b uvrstimo —0.25, a umjesto a uvrstimo 1 Dobivamo:
F1(=0.25) =1 < f(1) =-0.25
Stoga je f(1) =-0.25.

1498. Koliko realnih rjeSenja ima jednadZba

4 11 2 4 1
275" 410.957 g3 425" :%5-16‘?

Rjesenje: Koristimo jednakosti 27 = 3°,9 = 3%, 8 =27i 16 = 2*, te formulu za potenciranje potencije
( ab)c — ab -c

U skladu s njima, zadanu jednadZbu transformiramo ovako:
4 11 2 4 1

—+1 —t— - —43 -
L R MEOE

33{%1] +10~32’G+%j PSP P
4

43 24

2 4 4
=+ = —+3 —
3x +10.3x QX 40X :ﬁ.zx

Sada koristimo formulu za mnozZenje potencija istih baza zapisanu u sljede¢emu obliku:

U skladu s tom formulom polaznu jednadZbu dalje transformiramo ovako:

4 ) ) . )
3¢.3°+10-3% 3" .25 4 2% .2 :%.h

4 2 2 4 4
27-3% +30-3% 2% +8.2% :%w /-4

4 2 2 4 4
108-3* +120-3% -2* +32.2* =455.2~*

4 22 4 4
108-3* +120-3* - 2% +32.2* —455.2% =0

4 2 2 4

108-3% +120-3% - 2% —423.2% =0
4

Dobivenu jednadzbu podijelimo s 2% (to smijemo jer je taj broj — kao potencija prirodnoga broja - uvijek
razli¢it od nule) i iskoristimo formulu za dijeljenje potencija istih eksponenata zapisanu u sljede¢emu obliku:
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Tako dobivamo:

4 202
1082 4120.3" '42x —423=0
2 2
3 2 24
108-(5JX+120-3~”-2X ¥ _423=0
N 2
108-(5JX+120-3~”-2 ¥ —423=0
4 2
108~(%)”+120~3—X—423:0
2
4 2
108-[ 2] 4120-[ 2] —423-0
2 2
Stavimo li
2
5
t=|=|",
2
onda je

3|3y ] Ze
2 2
pa dobivamo kvadratnu jednadzbu

108 -2 +120-t—423=0.

Njezina su rjeSenja

Budu¢i da vrijedi nejednakost

rjeSenje #; ne dolazi u obzir. Sada iz

© Bojan Kovaci¢ 797  Tehnicko veleuciliSte — Elektrotehnicki odjel, Zagreb



Rijeseni zadatci za drZavnu maturu i/li prijemne ispite iz matematike — 2. dio

slijedi
2
3 _(3)
2 2
E:1 /-x
x
x=2

Zakljucujemo da polazna jednadZba ima samo jedno realno rjeSenje x = 2

1499. Rijesite nejednadzbu:

(x+1)" ™ >x+ L.

RjeSenje: Bududi da se izraz x + 1 nalazi kao baza potencije, njegova vrijednost mora biti strogo pozitivna (jer je
opéa potencija a” definirana samo za a > 0 i a # 1). Tako dobivamo sljedeée uvjete:

x+1>0
x+1=#1.

Uvazavajuci te uvjete, zakljucit cemo da su i lijeva i desna strana polazne nejednadZbe strogo pozitivni realni
brojevi pa nejednadzbu smijemo podijeliti s x + 1 (pri ¢emu se znak nejednakosti ne mijenja). Dobit ¢emo:

—x2-2x
Qfﬂ—r—->u+1f
X+
—x2-2x
3%27?__>@+1f
X+
4D 2 S (x4 1)°
0

(x+1)"0 #2045 (4 )

x4+ 1) S (x4 1)

Primijetimo da za sve realne brojeve x vrijedi nejednakost

—(x+ 1)’ <0.

pa razlikujemo dva moguca slucaja:

1.) x + 1 > 1 = usporedbom eksponenata dobivamo nejednadzbu

—(x+1)*>0,
odnosno, zajedno s po¢etnim uvjetima
x+1>0
x+1+#1.
i uvjetom
x+1>1
sustav
x+1>0

Tehnicko veleuciliste — Elektrotehnicki odjel, Zagreb
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x+1=#1.
x+1>1
—(x+1)*>0

Posljednja nejednadzba toga sustava, prema primije¢enoj nejednakosti, nema niti jedno realno rjesenje, $to znaci
da niti cijeli sustav nema rjeSenja.

2.) 0<x + 1 < 1 = usporedbom eksponenata dobivamo nejednadzbu
~(x+1)°<0,

odnosno sustav
x+1>0
x+1#1
O<x+1<1
—(x+1)’<0

Rjesavanjem pojedinih nejednadzbi toga sustava dobivamo sljedeca rjeSenja:
x >-1
x#0
-1<x<0
x#-1.

Presjek tih rjeSenja je skup (1, 0), i taj je skup jedino rjeSenje zadane nejednadzbe.

1500. Ispit se sastoji od 5 pitanja na koja se odgovara zaokruZivanjem to¢no jednoga od
odgovora A, B ili C. Na koliko na¢ina moZete rijesiti ispit ako odgovorite na sva pitanja?

RjeSenje: Na svako od pitanja imamo to¢no 3 razli¢ita moguca odgovora, pa, prema nacelu umnoska, na svih 5

pitanja moZemo odgovoriti na ukupno 3 - 3 - 3 - 3 - 3 = 3° = 243 razli¢ita nadina. Stoga je traZeni broj nadina
jednak 243.
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