DRUSTVENI ODJEL
KVANTITATIVNE METODE U TRGOVINI
rijeSeni primjeri 1. seminarskoga zadatka uz koriStenje programa Maxima

1. Promatramo trosektorsku ekonomiju Republike Niskoristije za koju je zadano:

0.1 02 03 600
A=102 03 02|, 0=|700].
03 0.1 0.1 800

Sastavite pripadnu input-output tablicu. NapiSite analiticki izraz pomoc¢u kojega ste
izracunali svaki pojedini element.

2. Zadana je input—output tablica trosektorske ekonomije Kraljevine Niskoristije:

9, Q; q;
800 | 80 [ 180|300 | x
y | 160|270 | 100 | 370
1000 | 240 | z | 200 | 470

Tablica 1.

a) Dopunite tablicu podacima koji nedostaju. Interpretirajte svaki od nedostajucih
podataka.

b) Novim gospodarskim planom u drugom sektoru predviden je ukupni output od 1000
jedinica, u tre¢em sektoru ukupni output od 1100 jedinica, a u prvom sektoru finalna
potraznja 280 jedinica. Sastavite novu input—output tablicu. (NapiSite analiticke izraze
pomocu kojih ste racunali svaki pojedini element.)

3. Zadana je funkcija proizvodnje Q=Q(K,L)=150-K**-L°  pri ¢emu su K iznos
kapitala, a L koli¢ina rada. IzraCunajte sve koeficijente parcijalne elasticnosti i
interpretirajte ih. (NapiSite izraze pomocu kojih ste racunali svaki pojedini koeficijent.)

4. Zadana je funkcija proizvodnje Q=Q(K,L)=200-K*-L""* pri ¢emu su K iznos
kapitala, L koli¢ina rada i x € R konstanta. Poznato je da ako se iznos kapitala i koli¢ina

rada istodobno povecaju za 1%, onda ¢e se ukupna koli¢ina proizvodnje povecati za 1.4%.
Odredite smjer i veli¢inu relativne promjene ukupne koli¢ine proizvodnje ako se:

a) iznos kapitala poveca za 1%, a koli¢ina rada ostane nepromijenjena;

b) koli¢ina rada poveca za 1%, a iznos kapitala ostane nepromijenjen.
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rijeSeni primjeri 1. seminarskoga zadatka uz koriStenje programa Maxima

1. U racunalnom programu Maxima najprije zadajemo matrice A i Q. Koristimo opciju Enter

Rjesenja zadataka

Matrix... uizborniku Algebra (vidjeti Sliku 1.).

d 2 g D&

File Edit Cell Maxima

Equations W

el Calculus Simplify Plot Numeric Help

Generate Matrix...

Generate Matrix from Expression...
Enter Matrix...

Invert Matrix

Characteristic Polynomial...
Determinant

Eigenvalues

Eigenvectors

Adjoint Matrix

Transpose Matrix

Make List...
Apply to List...
Map to List...
Map to Matrix...

Slika 1. Izbornik Algebra.

Kliknemo na EnterMatrix... Pojavljuje se okvir prikazan na Slici 2.

Rows:

Columns: 32 |
Type: general v
Name: [

‘ OK ‘ ‘ Cancel ‘

Slika 2. Okvir za definiranje tipa i naziva matrice A.

Najprije zadajemo matricu A. Pokraj natpisa Rows i Columns ostavimo pocetne vrijednosti
(one trebaju biti jednake 3). U pravokutnik pored natpisa Name upiSemo A. Potom

kliknemo na OK. Pojavljuje se okvir prikazan na Slici 3.
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rijeSeni primjeri 1. seminarskoga zadatka uz koriStenje programa Maxima

Enter matrix

1 2 3
10 IC IC |
20 E IE |
30 IE IE |
oK ‘ ‘ Cancel ‘
Slika 3. Okvir za upisivanje matrice A.
U prvi redak ovoga okvira upisujemo brojeve: 0.1, 0.2 1 0.3.
U drugi redak ovoga okvira upisujemo brojeve: 0.2, 0.3 1 0.2.
U tre¢i redak ovoga okvira upisujemo brojeve: 0.3, 0.110.1.
Tako dobivamo popunjenu matricu A (vidjeti Sliku 4.)
Enter matrix \Z\
1 2 3
1)0.2 o2 o3 |
2[0:2 o o2 |
3003 o o= |
OK ‘ ‘ Cancel ‘

Kliknemo na OK. Matrica A je definirana u radnom prozoru Maxime, §to se moze
provjeriti tako da se u novom retku utipka jednostavno A pa ili istodobno pritisnu tipke

Slika 4. Unos matrice A.

Shift i Enter ili pritisne tipka Enter na numeri¢kom dijelu tipkovnice.

Na potpuno analogan nacin zadajemo matricu Q. Ponovno kliknemo na izbornik Algebra i
odaberemo opciju Enter Matrix ... (vidjeti Sliku 1.). U dijaloskom okviru prikazanom na
Slici 2. u pravokutnik pored natpisa Columns trebamo upisati 1 jer je matrica Q tipa (3, 1).

U pravokutnik pored natpisa Name treba upisati Q. (vidjeti Sliku 5.)
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rijeSeni primjeri 1. seminarskoga zadatka uz koriStenje programa Maxima

Rows; 3 |
Columns: 1 |
Type: ‘general V‘
Name: ¢ |
OK Cancel ‘

Slika 5. Okvir za definiranje tipa i naziva matrice Q.

Kliknemo na OK. Pojavljuje se okvir analogan onome sa Slike 3. (vidjeti Sliku 6.)

Enter matrix

‘ OK ‘ ‘ Cancel ‘

Slika 6. Okvir za zadavanje matrice Q

U prvi redak ovoga okvira upisujemo broj 600.
U drugi redak ovoga okvira upisujmo broj 700.
U tre¢i redak ovoga okvira upisujemo broj 800.

Tako dobivamo popunjenu matricu Q. (vidjeti Sliku 7.)

Enter matrix W

1 ‘EDD

5 ‘TDD ‘

3 ‘auu ‘

‘ OK ‘ ‘ Cancel ‘

Slika 7. Popunjena matrica Q
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rijeSeni primjeri 1. seminarskoga zadatka uz koriStenje programa Maxima

Kliknemo na OK. Matrica Q je definirana u radnom prozoru Maxime, §to se takoder moze
provjeriti tako da se u novi redak upise Q, pa potom ili istodobno pritisnu tipke Shift i
Enter ili pritisne tipka Enter na numerickom dijelu tipkovnice.

U nastavku racunamo elemente matrice medusektorske razmjene. Ta matrica je reda 3.
Radi jednostavnosti, ozna¢imo je s M (naziv potjeCe od prvoga slova rijeci
medusektorske). Njezine elemente racunamo prema formuli:

m;=a; -Q,, zasvakii,j=1, 2, 3.

Da bismo izracunali tu matricu, koristimo opciju Generate Matrix from Expression...
(vidjeti Sliku 1.) Kliknemo na izbornik Algebra i odaberemo navedenu opciju. Pojavljuje
se okvir prikazan na Slici 8.

Generate Matrix @

matrix[i,j]: ﬁ
Width: 3
Height: 3 i
Name: |
OK ‘ Cancel

Slika 8. Okvir opcije Generate Matrix from Expression...

U pravokutnik pored natpisa matrix[i,j] upisujemo: A[i,3]1*Q[j]. Pritom uglatu
zagradu [ utipkavamo istodobnim pritiskom tipaka AltGr i F na tipkovnici, a Maxima
sama unosi znak ]. Tipka sa znakom * nalazi se neposredno lijevo od znaka — na
numerickom dijelu tipkovnice. (MoZete koristiti i istodobni pritisak tipki Shift i +.)

U pravokutnik pored natpisa Name upisujemo M.

Kliknemo na OK. Maxima ¢e ispisati matricu M kao na Slici 9.
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rijeSeni primjeri 1. seminarskoga zadatka uz koriStenje programa Maxima

b wxMaxima 15.08.2 [ unsaved* ]

Gle Edit Cell Maxima Equations Algebra Calculus Simplify Plot Numeric Help

(%il) A: matrix(
[0.1,0.2,0.3],
[0.2,0.3,0.2],
[0.3,0.1,0.1]
)

01 502 0.8
(%o0l)(0.2 0.3 0.2
0.3 0.1 0.1

(%12) Q: matrix(
[600],
[700],
[800]
)

(600
(%02)|700
800

(%13) M: genmatrix(lambda([ij], A[1.j]*QL]). 3. 3)
[60.0] [140.0] [240.0]
(%03)|[120.0] [210.0] [160.0]
[180.0] [70.0] [80.0]

Slika 9. Ispis matrice M u programu Maxima

Sada mozemo popuniti prva Cetiri stupca trazene input-output tablice:
600 | 60 | 140 | 240
700 | 120 | 210 | 160
800 | 180 | 70 | 80

Tablica 2. Prva Cetiri stupca traZene input-output tablice.

9;

Preostaje popuniti stupac ukupnih finalnih potraznji. Podsjetimo se da je ukupna
proizvodnja svakoga sektora jednaka zbroju svih medusektorskih razmjena toga sektora i
ukupne finalne potraznje toga sektora. Stoga nepoznate elemente tablice racunamo prema

izrazima:

q, =600 —(60+140 + 240),
q, =700—(120+210+160),
q, =800—(180+70+80).

IzraCunamo ih u sljede¢em retku radnoga prozora Maxime. Utipkamo:
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rijeSeni primjeri 1. seminarskoga zadatka uz koriStenje programa Maxima
ql:600-(60+140+240);92:700-(120+210+160) ;g3:800-(180+70+80) ;

Pritisnemo Enter na numerickom dijelu tipkovnice, pa ¢e Maxima ispisati:

160
210
470

(vidjeti Sliku 10.).

® wxMaxima 15.08.2 [ unsaved* ]
File Edit Cell Maxima Equations Algebra Calculus Simplify Plot Numeric Help

" (%il) A: matrix(

[0.1,0.2,0.3],
[0.2,0.3,0.2],
[0.3,0.1,0.1]
)

0.1 0.2 0.3
(%o01)[0.2 0.3 0.2
0.3 0.1 0.1

(%612) Q: matrix(
[600],
[700],
[800]
)

(600
(%02)|700
800

(%i3) M: genmatrix(lambda([i,j ], A[ii]*QLi). 3, 3)
[(60.0] [140.0] [240.0]
(%03

o

[120.0] [210.0] [160.0]
(180.0] [70.0] [80.0]

(%i6) q1:600-(604140+240) q2:700-(1204210+160) q3:800-(180+70-+80)
(%o04) 160
(%05) 210
(%06) 470

Slika 10. Izgled radnoga prozora Maxime nakon izracuna vrijednosti ukupne finalne potraZnje.
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KVANTITATIVNE METODE U TRGOVINI
rijeSeni primjeri 1. seminarskoga zadatka uz koriStenje programa Maxima

Dakle, traZzena input-output tablica je:

g, Q; q;
600 | 60 | 140 | 240 | 160
700 | 120 | 210 | 160 | 210
800 | 180 | 70 | 80 | 470

Tablica 3. TraZena input-output tablica

2. Najprije ,,pocistimo* sve podatke iz prethodnoga zadatka. Kliknemo na izbornik Edit, pa
odaberemo opciju Select All. (vidjeti Sliku 11.) Istu opciju moZemo izravno odabrati
istodobnim pritiskom na tipke Ctrl i A.

®wxMaxima 15.08.2 [ unsaved® ]
File f=:lls Cell Maxima Equations Algebra Calculus Simplify Plot Numeric Help
7 | Undo Ctrl-Z :

L Paste - Ctrl-v
! Find Ctrl-F

Select All Ctrl-A

( Zoom1n Alt-I

L Zoom Out Alt-O
Set Zoom >
Full Screen Alt-Enter )

. Configure
Slika 11. Odabir opcije Select All.

Potom ponovno kliknemo na izbornik Edit, pa odaberemo opciju Cut. Istu opciju mozemo
izravno odabrati istovremenim pritiskom na tipke Ctrl i X. Radni prozor se ,,ispraznio*, ali
programska memorija nije. Nju ,,praznimo* tako da kliknemo na izbornik Maxima i
odaberemo opciju Clear Memory. (vidjeti Sliku 12.)
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rijeSeni primjeri 1. seminarskoga zadatka uz koriStenje programa Maxima

® wxMaxima 15.08. 2 [ unsaved® ]
File Edit Cell BUENUREN Equations Algebra Calculus Simplify Plot Numeric Help

Panes 4

Interrupt Ctrl-G
Restart Maxima

Clear Memory ‘

Add to Path...

Show Functions
Show Definition...
Show Variables
Delete Function...
Delete Variable...

Toggle Time Display
Change 2d Display
Display TeX Form

Slika 12. ,Praznjenje memorije programa Maxima.
Nakon odabira ove opcije u radnom prozoru programa Maxima ispisuje se

kill(all)
done

Taj natpis mozemo ukloniti tako da desnim klikom miSa kliknemo na ,,vjeSala® pokraj
natpisa i odaberemo opciju Delete Selection. (vidjet Sliku 13.)

® wxMaxima 15.08.2 [ unsaved® ]
File Edit Cell Maxima Equations Algebra Calculus Simplify Plot Numeric Help

F (%i7) kill(all)

L0LnlN A mrn
Copy
Copy LaTeX

| Copy As Image
Delete Selection

Evaluate Cell(s)

Slika 13. Odabir opcije Delete Selection.
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DRUSTVENI ODJEL
KVANTITATIVNE METODE U TRGOVINI
rijeSeni primjeri 1. seminarskoga zadatka uz koriStenje programa Maxima
Sad moZemo prijeci na rjeSavanje zadatka.

Analogno kao i u prethodnom zadatku primijenimo nacelo prema kojemu je ukupni output
svakoga sektora jednak zbroju svih medusektorskih razmjena toga sektora i ukupne
finalne potraznje toga sektora. Stoga nepoznate elemente x, y i z raCunamo iz izraza:

x=800-(80+180+300),

y=160+270+100+ 370,
z=1000-(240+200+470).

U novi redak programa Maxima upiSemo:
x:800-(80+180+300);y:160+270+100+370;2z:1000-(240+200+470) ;
Pritisnemo Enter na numeri¢kom dijelu tipkovnice. Maxima Ce ispisati:

240
900
90

Zakljucujemo:

x = 240 je ukupna finalna potraznja sektora 1.

vy =900 je ukupna proizvodnja (ukupni output) sektora 2.

72 =90 je kolicina proizvoda koja prelazi iz sektora 3 u sektor 2 radi normalnoga odvijanja
procesa proizvodnje u sektoru 2.

Zadatak ¢emo djelomicno svesti na rjeSenje prethodnoga zadatka. Da bismo to ucinili, iz
podataka u zadanoj input-output tablici najprije moramo izra¢unati matricu normativa A.
Analogno kao u rjeSenju Zadatka 1. ozna¢imo matricu medusektorske razmjene s M.
Elementi matrice normativa definirani su formulom:

ij

M .
a, = ,zasvei,j=1, 2, 3.

J

Stoga u Maximi najprije moramo zadati matrice M i Q. Prva, matrica M, je reda 3, a druga,
matrica Q je tipa (3, 1). Ponovno koristimo opciju Enter Matrix... u izborniku Algebra.
Postupkom poprac¢enim na Slikama 1. — 3. unosimo elemente matrice M potpuno analogno
kao i elemente matrice A u Zadatku 1.

Odaberemo opciju Enter Matrix... u izborniku Algebra. Broj redaka u pravokutniku pored
natpisa Rows 1 broj stupaca u pravokutniku pored natpisa Columns ostavimo
nepromijenjen (pocetna vrijednost svakoga od tih brojeva jednaka je 3). U pravokutnik
pored natpisa Name upisemo M. Potom kliknemo na OK.
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Pojavljuje se okvir jednak onome na Slici 3. Popunjavamo prazne pravokutnike
elementima matrice M.

U prvi redak upisujemo: 80, 180, 300.
U drugi redak upisujemo: 160, 270, 100.
U tre¢i redak upisujemo: 240, z, 200.

(vidjeti Sliku 14.) Napomenimo da umjesto slova z moZemo upisati vrijednost te varijable,
tj. 90.

Enter matrix

1 ‘au HZLBEI HBDD |
) ‘160 Hz?u HIDD |
3 ‘240 Hz qun| |

‘ OK ‘ ‘ Cancel ‘

Slika 14. Unos elemenata matrice M.
Kliknemo na OK. Maxima ¢e, naravno, ispisati matricu M s vrijednosti 90 umjesto slova z
(vidjeti Sliku 15.)

® wxMaxima 15.08.2 [ unsaved* ]
File Edit Cell Maxima Equations Algebra Calculus Simplify Plot Numeric Help

' (%i3) x:800-(80+180+300) y:160+270+100+370 z:1000-(240+200-+470)
| (%01) 240
(%02) 500
%03) 90

(%0i4) M: matrix(
[80,180,300],
[160,270,100],
[240,2,200]

)

80 180 200
(%004) |160 270 100
240 90 200

Slika 15. Ispis matrice M u radnom prozoru Maxime.
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Zadajmo matricu ukupne proizvodnje (ukupnih outputa) Q. Ponovno odaberimo izbornik
Algebra i opciju Enter Matrix... U pravokutnik pored natpisa Columns upiSimo 1 jer
matrica Q ima to¢no jedan stupac. U pravokutnik pored natpisa Name upiSimo Q. (vidjeti
Sliku 5.) Potom kliknimo na OK.

U prvi redak dobivenoga okvira upisujemo 800.

U drugi redak dobivenoga okvira upisujemo y. (MoZemo upisati i vrijednost varijable y,
tj. 900.)
U tre¢i redak dobivenoga okvira upisujemo 1000.

Kliknemo na OK. Kako smo i o¢ekivali, Maxima ¢e ispisati matricu Q (vidjeti Sliku 16.).

® wxMaxima 15.08.2 [ unsaved* ]

File Edit Cell Maxima Equations Algebra Calculus Simplify Plot Numeric Help
s

(%i3) x:800-(80+180+300) y:160+270+100+370 z:1000-(240+200+470)
(%01) 240

(%02) 900

%03) 90

(%14) M: matrix(
[80,180,300],
[160,270,100],
[240,z,200]

)

80 180 300
%o04)|160 270 100

240 80 Z00

(%615) Q: matrix(
[800],

[¥1,
[1000]

)

8O0
(%05)| 900
1000

Slika 16. Ispis matrice Q iz Zadatka 2. u radnom prozoru programa Maxima

Sad mozZemo izracunati elemente matrice normativa A. Primijenimo ranije navedenu
formulu za njihovo racunanje. Tu ¢emo formulu u Maximi implementirati koriste¢i opciju
Generate Matrix from Expression...
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Odaberemo izbornik Algebra i kliknemo na opciju Generate Matrix from Expression...
Dobivamo okvir prikazan na Slici 8.

U pravokutnik pored natpisa matrix[i, j] upisujemo: M[i, 31 /Q[7].
U pravokutnik pored natpisa Name upisujemo: A. (vidjeti Sliku 17.)

Generate Matrix ‘z‘

matrix[i,jl: M[i,31/Q(3] |

Width: |3
Height: i3

Name: =

‘ OK ‘ ‘ Cancel

Slika 17. Izra¢un elemenata matrice normativa A.

Kliknemo na OK. U svojemu radnom prozoru Maxima ¢e ispisati matricu normativa A
(vidjeti Sliku 18.)

® wxMaxima 15.08.2 [ unsaved* ]
File Edit Cell Maxima Equations Algebra Calculus Simplify Plot Numeric Help

P (%i3) x:800-(80+180+300) ¥ :160+270+100+3 70 2:1000-(2404200+470)
(%01) 240
(%02) 900

(%003) 90

(%id) M: matrix(
[80,180,300],
[160,270,100],
[240,2,200]

)
80 180 300

(%e04)|160 270 100
240 90 200

(%i5) Q: matrix(
[800],

[v],
[1000]

(%o05)| 200
1000

(%i6) A: genmatrix(lambda([i,j], M[i,j1/Q[i1). 3, 3)
[ 1 1 3

N i |

©06)| (31 [=11=]
E

10

| el N

=N

5

[ 1

=~ 1

10

Slika 18. Matrica normativa A ispisana u programu Maxima.
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Dakle, matrica normativa je

1
|

| — 5|»— 5|u.>

Sle vui- 3=

Budu¢i da su nazivnici svih razlomaka u ovoj matrici 5 i 10, navedene razlomke moZemo
zapisati kao decimalne brojeve jer ¢e njihov decimalan zapis imati kona¢no mnogo
decimala. Razlomke ,,pretvaramo‘ u decimalne brojeve koriste¢i funkciju f1oat. Stoga u
novi redak radnoga prozora Maxime upisujemo:

A:float (A);

Pritisnemo Enter na numeri¢kom dijelu tipkovnice. Svi elementi matrice A su zapisani u
decimalnom zapisu. Dobili smo:

0.1 02 03
A=|02 03 0.1
03 0.1 02

(vidjeti Sliku 19.)

» wxMaxima 15.08.2 [ unsaved* ]
File Edit Cell Maxima Equations Algebra Calculus Simplify Plot Numeric Help

[ (%i3) x:800-(80+180+300) y:160+270+100+370 :1000-(240+200+470)

(%01) 240
(%02) 900
(%03) 90

(%i4) M: matrix(
[80.180,300],
[160.270,100],
[240.2.200]

)

(%04) 160 270 100

80 180 300
240 90 200

015) Q: matrix(
[800],

1.
[1000)
)
800
(%05)| 900

1000

(%i6) A: genmatrix(lambda([i,j], M[ii/QLi1), 3. 3)
[ ]

101 3
T B ks

. -
©%06)| (51 (351 [35]
3.1
1) 1351 (5]

(%i7) A:float(A)
[0.1] [0.2] [0.3]

(%o07)|[0.2] [0.3] [0-1]
[0.3] [0.1] [0.2]

Slika 19. Elementi matrice normativa A zapisani u decimalnom zapisu
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Pogledajmo koji su nam podaci jo§ poznati. Novi ukupni output drugoga sektora iznosi
1000 jedinica, a novi ukupni output trecega sektora iznosi 1100 jedinica. Oznacimo
matricu novih ukupnih outputa s N. Ta matrica je tipa (3, 1). Znamo dva njezina elementa:
Ny, = 1000 i Ny, = 1100. Ne znamo vrijednost elementa n, ., pa tu nepoznatu vrijednost
oznacimo s p. (Sjetimo se: oznake x, y i z smo ve¢ iskoristili u rjeSenju a) podzadatka!).
Dakle, pretpostavimo da je

p
N =|1000 |.

1100

Ovu matricu u Maximi zadajemo potpuno analogno kao i matricu Q. Odaberemo izbornik
Algebra i opciju Enter Matrix... U pravokutnik pored natpisa Columns upiSimo 1, a u
pravokutnik pored natpisa Name upiSimo N. Dobivamo okvir prikazan na Slici 6.

U prvi redak toga okvira upiSimo p.

U drugi redak toga okvira upiSimo 1000.
U trec¢i redak toga okvira upiSimo 1100. (vidjeti Sliku 20.)

Enter matrix E\

1p |
2 1000 |

3 1100 |

OK “ Cance

Slika 20. Ispunjena matrica novih ukupnih outputa N.

Kliknemo na OK. Kako smo i ocekivali, u svojem radnom prozoru Maxima je ispisala
matricu N. (vidjeti Sliku 21.)

Koriste¢i pohranjene matrice izracunat ¢emo matricu novih ukupnih finalnih potraznji.
Oznacimo tu matricu s g. Ra¢unamo je pomocu izraza:

g=(E—-A)-N,

gdje je E jedini¢na matrica reda 3. Matrice A i N ve¢ imamo pohranjene u memoriji
programa Maxima. No, nigdje u dosadasnjem rjeSenju zadatka nismo definirali matricu E,
pa to moramo sada uciniti.
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® wxMaxima 15.08.2 [ unsaved® ]

File Edit Cell Maxima Equations Algebra Calculus Simplify Plot Numeric Help
(o0d) [160 270 lﬂn]

240 90 200

(%015) Q: matrix(
800],
1.
[lm M »]

(%005)| 900
1000

(%616) A genmatroe(lambda([iy]. M[ig1/QL]). 3. 3)

1 2 a
==l b5 L3gd
1 3 1
(%006) [g] [E][E}
3 1 1
U L i3

F (9017) A:float(A)

[0.1] [0.2] [0.3]
(%07)|[0.2] [0.3] [0.1]
[0.3] [0-1] [0-2]

(®018) N: matrix(
[p].
[lm M |]‘
[l[uu]
)
4
(®008)| 1000

1100

Slika 21. Ispis matrice N u radnom prozoru programa Maxime.

Matrica E je reda 3, pa je zadajemo analogno kao i matricu M. Kliknemo na izbornik
Algebra, pa odaberemo opciju Enter Matrix... U pravokutnicima pored natpisa Rows i
Columns ostavimo upisane pocetne vrijednosti (one su jednake 3), a u pravokutnik pored
natpisa Name upiSimo E. Potom kliknimo na OK.

Matrica E je jednaka

i

Il
o o =
o = o

0
0
1

Stoga u okviru dobivenome nakon §to smo kliknuli na OK upiSimo 1 na mjesta (1, 1), (2,
2,) 1 (3, 3). Nule ve¢ upisane na ostalim mjestima ostavimo tako upisane. (vidjeti Sliku
22))
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Enter mat

‘ Cancel ‘

Slika 22. Unos jedini¢na matrica reda 3.

Kliknemo na OK. U radnom prozoru programa Maxima pojavila se ispisana matrica E
(vidjeti Sliku 23.)

® wxMaxima 15.08.2 [ unsaved® ]

File Edit Cell Maxima Equations Algebra Calculus Simplify Plot Numeric Help
50D

(%005)| 800
1000

(%016) A: genmatrix(lambda([19]. M[14]/Q01). 3. 3)
(521 (5] [5]

(©006) | 151 [f—DJ [f—n]
3 1 4

25l [l =]

[

r (%017) A:float(A)

[0.1] [0.2] [0.3]
(%007)|[0.2] [0.3] [0.1]
[0.3] [0.1] [0.2]

e (%018) N: matrix(
[r].
[Loo0],
[1100]
)
D
(%008} |1000

1100

(2019} E: matrix(
[1.0.0].

[0,1,0],
[0,0.1]

)
100

(®009)0 1 0
001

Slika 23. Jedini¢na matrica E ispisana u programu Maxima.
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Tako smo zadali sve potrebne matrice potrebne za raCunanje matrice novih finalnih
potraznji. Stoga u sljede¢em retku radnoga prozora Maxime raCunamo tu matricu. Pritom
naglasimo da operaciju mnoZenja matrica naznacavamo koriste¢i ,,obi¢nu‘“ tocku
Upisujemo:

g: (E-A) .N;

Pritisnemo tipku Enter na numerickom dijelu tipkovnice. Maxima ¢e ispisati trazenu
matricu g. (vidjeti Sliku 24.)

® wxMaxima 15.08.2 [ unsaved* ]
File Edit Cell Maxima Equations Algebra Calculus Simplify Plot Numeric Help

(%019) E: matrix(
[1,0,0].
[0,1,0].
[0,0.1]

)

1 0 0
(%09)[0 1 0
001

7 (%110) q:(E-A)N
[0.9p-530.0]
{°0010)|[590.0-0.2 p]

[780.0-0.3 p]

Slika 24. Ispis matrice novih finalnih potraznji u Maximi.
Dakle, matrica novih finalnih potraznji je

0.9-p-530
qg=1590-0.2-p|.
780-0.3-p

Jedan podatak naveden u zadatku jo§ nismo iskoristili. To je podatak da nova finalna
potraznja prvoga sektora iznosi 280 jedinica. Odatle zaklju¢ujemo da element na presjeku
prvoga retka i prvoga stupca matrice g treba biti jednak 280. Taj element je 0.9 p —530,
pa dobivamo linearnu jednadZbu s jednom nepoznanicom:

0.9- p—530=280.
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Rijesimo tu jednadZbu koriste¢i program Maxima. Koristimo opciju Solve... koja se nalazi
na izborniku Equations. (vidjeti Sliku 25.)

® wxMaxima 15.08.2 [ unsaved® ]
File Edit Cell Maxima Q=:[IEl Algebra Calculus Simplify Plot Numeric Help

(%019) E: matri

[1.0.0]. Solve (to_poly)...
[0.1,0]. .
[0.0.1] Find Root...
) Roots of Polynomial
1 00 Roots of Polynomial (bfloat)
(©%09)[0 1 0 Roots of Polynomial (Real)
BE Solve Linear System...
L X Solve Algebraic System...
7 {00'110} C]I:(E-A}.N Eliminate Variable...
10.5p-530.0]] | Solve ODE...
(®0010)|[5%0.0-0.2 p] Initial Value Problem (1)...
[780.0-0.3 p] Initial Value Problem (2)...

Boundary Value Problem...

Solve ODE with Laplace...

At Value...
Slika 25. Opcija Solve na izborniku Equations.

Kliknemo na izbornik Equations, pa odaberemo opciju Solve. Pojavljuje se okvir prikazan
na Slici 26.

Solve E\
Equation(s): B |
Variable(s): x |

‘ OK ‘ Cancel ‘

Slika 26. Okvir za opciju Solve.

U pravokutnik pored natpisa Equation(s) upiSemo jednadzbu koju ZzZelimo rijesiti:
0.9*p-530=280.

U pravokutnik pored natpisa Variable(s) upiSemo oznaku nepoznanice u nasoj jednadzbi:
p. (vidjeti Sliku 27.)
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Solve K\

Equation(s): 0-9%p-530=280 |
Variable(s): r |
‘ OK 1 ‘ Cancel ‘

Slika 27. Ispunjen okvir za rjeSavanje jednadzbe u Maximi.

Potom kliknemo na OK. Maxima e rijeSiti postavljenu jednadzbu i ispisati: p = 900.
(vidjeti Sliku 28.)

® wxMaxima 15.08.2 [ unsaved* ]
File Edit Cell Maxima Equations Algebra Calculus Simplify Plot Numeric Help

%i10) q:(E-A).N
[0.3 p-530.0]

(%010)|[590.0-0.2 p]
[780.0-0.3 p]

7 (%il7) solve([0.9%p-530=280], [p])
rat: replaced 0.9 by 9/10=10.9
(%017) [p=900]

Slika 28. Ispis rjesenja jednadzbe u Maximi.

Dakle, matrica novih ukupnih outputa je:

900
N ={1000 |.
1100

Sad moZemo postupiti kao u 1. zadatku: ponovno upisati matricu N, pa izraCunati novu
matricu medusektorskih razmjena M i potom novu matricu ukupnih finalnih potraznji g.
UCinite to za vjeZbu.

Mi ¢emo postupiti malo drugacije, ali brze. Kliknemo desnom tipkom miSa na ,,vjesala“
pored natpisa solve([0.9*p-530=280], [pl); (Na Slici 28. taj redak je
oznacen s %il7.) Dobivamo izbornik prikazan na Slici 13. Odaberemo opciju Delete
Selection 1 obriSemo navedeni redak.
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Potom se okrecu¢i kotaci¢ misa prema gore vratimo u redak u kojemu smo zadali matricu

N. (Na Slici 21. taj je redak oznacen s %i8.) Kliknemo lijevom tipkom miSa ispred slova N
u tome retku i upiSemo:

p:900;
(vidjeti Sliku 29.)

® wxMaxima 15.08.2 [ unsaved* ]

File Edit Cell Maxima Equations Algebra Calculus Simplify Plot Numeric Help

|3

>

--> p:900 N matrix(
[l
[1000],
[1100]
)

el

(%08) | 1000

1100

(%19) E: matrix(
[1,0,0],
[0,1,0],
[0,0,1]

)

10 0
(%09)|0 1 0
001

(%il0) q:(E-A).N
[0.9 p-530.0]
%010)([590.0-0.2 p]

[780.0-0.3 p]

Slika 29. Umetanje izraza p = 900 u redak u kojemu je zadana matrica N.

Potom istodobno pritisnemo tipke Ctrl i R. Time ¢emo osigurati da se izvrSe redak 8. i svi
retci naznaceni poslije toga retka. Dobivamo matrice prikazane na Slici 30.

Uoc¢imo da nam je Maxima ispisala matrice N i g:

900 280
N=[1000], g=|410
1100 510
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File Edit Cell Maxima Equations Algebra Calculus Simplify Plot Numeric Help

" (%i26) p:900'N: matrix(

(%6025) 900
ano

(%026) | 1000
1100

(%i27) E: matrix(
[1,0,0],
[0,1,0],
[0,0,1]
)

100
(®e027)|0 1 O
01

(%128) q:(E-A)N
[260.0]
(%028) ([410.0]
[510.0]

Slika 30. Matrice dobivene ponovnim izvrSavanjem retka 8.

Stoga moZemo popuniti prvi i posljednji stupac traZene input-output tablice:

0 | 9 |4
900 280
1000 410
1100 510

Tablica 4. NedovrSena input-output tablica u Zadatku 2.

Preostaje izraCunati matricu nove medusektorske razmjene. Oznac¢imo tu matricu ponovno
s M. (Zanemarujemo $to smo ovu oznaku ve¢ ranije Koristili jer nam ranija matrica
oznacena s M nece trebati u ostatku rjeSenja zadatka.) Ta matrica je reda 3. Njezine
elemente racunamo prema formuli:

m;=a; N, zasvei, j=1, 2, 3.

Ponovno koristimo opciju Generate Matrix from Expression... Odaberemo izbornik
Algebra i opciju Generate Matrix from Expression... Dobivamo okvir prikazan na Slici 8.
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U pravokutnik pored natpisa matrix[i, j] upisujemo: A[i, J1*N[]].
U pravokutnik pored natpisa Name upisujemo: M. (vidjeti Sliku 31.)

Generate Matrix E‘

matrix[i,jl: 201, 31%803] |

Width: |3 '

Height: 3 |
Name: M |
‘ oK Cancel

Slika 31. Popunjavanje okvira za izratun elemenata matrice M.

Kliknemo na OK. Maxima e ispisati elemente matrice nove medusektorske razmjene M.
Ta matrica glasi:

90 200 330
M =180 300 110|.
270 100 220

(vidjeti Sliku 32.)

® wxMaxima 15.08.2 [ unsaved* ]

File Edit Cell Maxima Equations Algebra Calculus Simplify Plot Numeric Help

7 (%i28) q:(E-A)N
[280.0]
(%028)([410.0]
[510.0]

_7 (%0129) M: genmatrix(lambda([i,j], A[i,j]*N[]1). 3. 3)
[ [30.07] [200.07 [330.0]
(%029) |[180.0] [300.0] [110.0]

[270.0] [100.0] [220.0]

Slika 32. Ispis matrice M u Maximi.

Preostaje popuniti Tablicu 4. nedostaju¢im podacima. Dobivamo Tablicu 5.
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900 | 90 | 200 | 330 | 280
1000 | 180 | 300 | 110 | 410
1100 | 270 | 100 | 220 | 510

Tablica 5. TraZena input-output tablica u Zadatku 2. b)

. Funkcija Q je funkcija dviju varijabli: K i L. Stoga postoje to¢no dva koeficijenta
parcijalne elasti¢nosti. Oni su definirani izrazima:

K
E=own @
L
E=okn %

pri ¢emu su Q, 1 Q, parcijalna derivacija funkcije Q po varijabli K, odnosno po varijabli
L. Stoga najprije moramo odrediti te parcijalne derivacije.

U programu Maxima najprije zadajmo funkciju Q. Kao u rjeSenju Zadatka 2., najprije
,,obrisimo* radni prozor koriste¢i opcije Select All i Cut iz izbornika Edit, a potom
,0€istimo* radnu memoriju Maxime koriste¢i opciju Clear Memory iz izbornika Maxima.

U novi redak radnoga prozora upi§imo funkciju Q. Operaciju potenciranja oznacavamo
znakom * kojega dobijemo istodobnim pritiskom tipki AlrGr i 3, te potom pritiskanjem
razmaknice (Space) na tipkovnici. (Kad pritisnemo AltGr i 3, Maxima nece ispisati niSta
sve dok ne pritisnemo razmaknicu.) Operaciju mnoZenja oznacavamo znakom *. UpiSimo:

O(K,L) :=150*K"0.8*L"0.5;

Pritisnimo tipku Enter na numerickom dijelu tipkovnice. Maxima ¢e ispisati funkciju Q
(vidjeti Sliku 33.).

A wxMaxima 15.08.2 [ unsaved® ]

File Edit Cell Maxima Equations Algebra Calculus  Simplify Plot  Mumeric Help

E' (%il) Q{R,L}):=150*K~0.8*L"0.5
0.5

(301) Q (K,L) :=150 K%' % L
Slika 33. Ispis funkcije Q u Maximi.

Odredimo sada obje parcijalne derivacije koriste¢i opciju Differentiate... koja se nalazi na
izborniku Calculus. (vidjeti Sliku 34.) Najprije ¢emo odrediti parcijalnu derivaciju Q,

funkcije Q po varijabli K, a potom parcijalnu derivaciju Q, funkcije Q po varijabli L.
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File Edit Cell Maxima Equations Algebra Calculus | Simplify  Plot  Mumeric  Help

Integrate...

(%11) (K, L) =150*K”0-8*]

R Risch Integration...
(FE1Y 90K, L) =150 5

Change Variable...

Differentiate... |
Find Limnit...

Find Minirmum...

Get Series...

Pade Approximation...
Calculate Sum...

Calculate Product...
Laplace Transform...

Inverse Laplace Transform...
Greatest Common Divisor...
Least Common Multiple...
Divide Polynomials...

Partial Fractions...

Continued Fraction

Slika 34. Odabir opcije Differentiate. .. u izborniku Calculus

Da ne bismo morali ponovno utipkavati izraz za funkciju Q, oznac¢imo (,,selektirajmo*)
pravilo te funkcije. Kliknemo lijevom tipkom miSa u 1. reda neposredno iza broja 0.5.
Pritisnimo i drzimo lijevu tipku miSa povlace¢i istodobno mi$ ulijevo sve dok ne
oznacimo broj 150. Potom otpustimo lijevu tipku misa. (vidjeti Sliku 35.)

File Edit Cell Maxima Equations Algebra Calculus  Simplify  Plot  Numenc Help

($i1) Q(K,L) :=150*E~0L8*L~ 0.5
(301) Q (K, L) :=150 g°-8 93

Slika 35. Oznacavanje pravila funkcije Q u Maximi.

Sad odaberimo izbornik Calculus i njegovu opciju Differentiate... na naCin kako je
prikazano na Slici 34. Pojavljuje se okvir prikazan na Slici 36. Primje¢ujemo da je pravilo
funkcije Q ve¢ upisano, pa samo trebamo upisati po kojoj varijabli zZelimo derivirati tu
funkciju. Kako smo rekli, najprije ¢emo derivirati funkciju Q po varijabli K. Stoga u
pravokutnik pored natpisa Variable(s) upisujemo K. (vidjeti Sliku 37.) U pravokutniku
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pored natpisa Times ostavimo upisanu jedinicu jer odredujemo prvu parcijalnu derivaciju.
Potom kliknemo na OK.

File Edit Cell Maxima Equations Algebra Calculus  Simplify  Plot  Mumeric  Help

7 (%i1) OQ(K,L) :=150*RA0LE*5~0E
(30l) Q (K, L) :=150 g2-8 95

Differentiate x
Expression: | 150*K"0.8* L0 .5

Variable(s): | x |

Times: | i |

Slika 36. Okvir za unos podataka za odredivanje (parcijalne) derivacije.

File Edit Cell Maxima Equations Algebra Calculus Simplify  Plot Mumeric Help

($i1) Q(K, L) :=I50*R-018*E°015

($o1) Q (K L) =150 x -8 592

Differentiate x

Expression: | 150*K"0.8*L"D.5

Variable(s): | K |

Times: | 1 |

Slika 37. Odredivanje parcijalne derivacije Qg u Maximi.

U svojemu radnom prozoru Maxima Ce ispisati pravilo parcijalne derivacije Q. Ono glasi:

120- %3
Ok = K02

(vidjeti Sliku 38.)
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File Edit Cell Maxima Equations Algebra Calculus Simplify  Ploet  Mumeric

Help

' (2i1) Q(K,L) :=150%K~0.B8%L~0.5
(301) Q (K, L) :=150 g9-8 9

4 (£i2) JdiFfE{150*RE~0.8*L"0.5,K,1)

120.02%-°

(%02} "

K

Slika 38. Ispis parcijalne derivacije QK u Maximi.

Pravilo parcijalne derivacije O, bismo Zeljeli uvrstiti u izraz za koeficijent £, a da pritom

izbjegnemo pretipkavanje toga pravila. U memoriji Maxime to je pravilo pohranjeno na
»adresi $02. Stoga ¢emo tom izrazu dodijeliti oznaku QK (K, L). (Moramo navesti i

(K, L) zato jer je rije€ o funkciji dviju varijabli.)

U novi redak radnoga prozora Maxime upisimo:

QK (K, L) :=%02;

Naizgled, nije se dogodilo nista jer je Maxima ispisala:
QK (K, L) :=%02;

(vidjeti Sliku 39.)

File Edit Cell Maxima Equations Algebra Calculus  Simplify  Plot  Murmeric

Help

¥ (2i1) Q(K,L) :=150*K~0.8*L 0.5
(301) Q (K, L) :=150 g2-8 19-3

L {%i2) drff{150*K~0_.8*L~0.5,K,1)
120.0 &9-3

KD‘2

" (213) OR(R,L) :=%02
(203) QR (K, L) :=%02

Slika 39. Dodjeljivanje sadrzaja na adresi %02 varijabli QK.
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Maxima nije ispisala pravilo funkcije O, zato Sto to od nje nismo ni traZili. U sljedecem
retku radnoga prozora Maxime izraCunat ¢emo traZeni koeficijent E;. UpiSimo:

E1(K,L):=K/Q(K,L)*QK(K,L);

Pripazimo: i koeficijent E, je takoder funkcija varijabli K i L, pa to moramo navesti
prigodom njegova zadavanja.

Pritisnemo tipku Enter na numerickom dijelu tipkovnice. Opet se naizgled nije dogodilo
K-Qy(K,L)
O(K,L)

nista jer je Maxima samo ispisala prethodni izraz u obliku razlomka (vidjeti

Sliku 40).
File Edit Cell Maxima Equations Algebra Calculus  Simplify  Plot  Mumeric  Help

- (%11} Q(EK,L):=150*K~0.8*L"~0.5

(%01) Q (K, L) :=150 g2-8 19-3

" (%i2) diff(150*K~0.8*L"0.5,K,1)
120.0 £?-°

{Fa2)

K".’I.Z

" (%i3) QR (K, L) :=%02
(%03) QR (K, L) :=%02

" (3i4) E1(K, L) :=K/Q(K, L) *QE (K, L)

KEQRE (K,L)
($04) E1 (K,L) := ————

Q (& .,L)

Slika 40. Ispis formalnoga izraza za E|.

Da bismo dobili pravilo koeficijenta E|, moramo ,razviti ovaj izraz Koriste¢i funkciju

expand. U novi redak radnoga prozora Maxime upiSemo:
expand (E1 (K, L)) ;
Pritisnemo tipku Enfer na numerickom dijelu tipkovnice. Maxima Ce ispisati:

0.8
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Dakle, E, =0.8 . Interpretacija toga koeficijenta je sljedeca:

Ako se iznos kapitala poveéa za 1%, a koli¢ina rada ostane nepromijenjena, kolicina
proizvodnje ¢e se povecati za 0.8%.

S obzirom na sli¢nost izraza za izraun koeficijenata elasti¢nosti, koeficijent E, najbrze i

najkra¢e ¢emo izraCunati na sljedeci nacin (i navedenim redoslijedom postupaka, a ni u
kojem slu€aju proizvoljnim redoslijedom):

u retku $15 promijenimo znamenku 1 u znamenku 2;

u retku $14 promijenimo obje znamenke 1 u znamenke 2, a slovo K u brojniku
razlomka promijenimo u slovo L;

u retku $1 3 promijenimo znamenku 1 u znamenku 2, a znamenku 2 iza slova o u
znamenku 7.

uretku $12 promijenimo slovo K (drugu varijablu funkcije di ff) u slovo L.

Dobivamo Sliku 41.

File Edit Cell Maxima Equations Algebra Calculus  Simplify Plot  Mumeric  Help

[

(3i1) Q(K,L) :=150%K"0.8*L"0.5

(301) @ (EE) =150 g8 03

== diff{150*E 0.B8*L~0.5;T,;1)

——> E2(K,L):=L/QI(EK,L)*Q2(K,L)

b
o

—=>» expand{E2 (K, L))

Slika 41. Postavke za izracun koeficijenta E2
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DRUSTVENI ODJEL
KVANTITATIVNE METODE U TRGOVINI
rijeSeni primjeri 1. seminarskoga zadatka uz koriStenje programa Maxima

Pritisnemo istodobno tipke Ctrl i R. Kombinacija tih dviju tipki rezultira ponovnim
izvrSenjem svih upisanih sadrzaja redaka. Posljednji od tih redaka ima staru oznaku 5.
Stoga ¢e pri ponovnom izvrSenju svih upisanih sadrzaja redaka ,,stari* redak 1 dobiti novu
oznaku 1 + 5 = 6, ,stari* redak 2 dobiti novu oznaku 2 + 5 = 7 itd. To je razlog zbog
kojega smo u ,,starom* retku %12 morali preinaciti $02 u $o7.

U posljednjem retku (koji sad ima oznaku $010) Maxima Ce ispisati:
0.5

Dakle, E, =0.5. Interpretacija toga koeficijenta je sljedeca:

Ako se kolicina rada poveca za 1%, a iznos kapitala ostane nepromijenjen, kolicina
proizvodnje ce se povecati za 0.5%.

4. Primijetimo da je funkcija Q homogena funkcija. Doista, za bilo koji & € R imamo:

O K, a-L)=200-(a-K)" - (a-L)"**=200-a" - K- ** - [""* =

— ax+(x—042) . 200 . Kx . Lx—042 — ax+x—042 . (200 . Kx . Lx—042) — a2<x—042 . Q(K, L)
Dakle, O je homogena funkcija. Njezin stupanj homogenosti je k =2-x—0.2. Teorijska
interpretacija toga stupnja je:
Ako se iznos kapitala i koli¢ina rada istodobno povecaju za 1%, onda ée se kolicina

proizvodnje promijeniti za (2 - x — 0.2)%.

No, u zadatku je zadan podatak da istodobno povecanje vrijednosti iznosa kapitala i
kolicine rada za 1% povlaci povecanje koli¢ine proizvodnje za 1.4%. Odatle zaklju¢ujemo
da mora vrijediti jednakost:

2-x—02=14.
Rijesimo tu jednadZbu na uobicajen nacin (ili koriste¢i opciju Solve programa Maxima):

2-x—0.2=1.4,
2:x=14+0.2,
2-x=16 /:2
x=0.8

Dakle, funkcija proizvodnje glasi:

Q — Q(K, L) — 200 K0.8 . L0.8—().2 — 200 K0.8 . L046.
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KVANTITATIVNE METODE U TRGOVINI
rijeSeni primjeri 1. seminarskoga zadatka uz koriStenje programa Maxima

U zadanim podzadacima zapravo se traZi izracun obaju koeficijenata parcijalne
elasti¢nosti. Uz oznake iz prethodnoga zadatka, rjeSenje a) podzadatka je koeficijent E|

(jer je u tom podzadatku zadana interpretacija toga koeficijenta) a rjeSenje b) podzadatka
koeficijent E, (jer je u tom zadatku zadana interpretacija toga koeficijenta).

Potpuno analognim postupkom kao u rjeSenju prethodnoga zadatka izracunamo:
E =0.3,
E,=06.

Stoga zakljucujemo:

a) Ako se iznos kapitala poveca za 1%, a koli¢ina rada ostane nepromijenjena, ukupna
kolic¢ina proizvodnje ¢e se povecati za 0.8%.

b) Ako se koli¢ina rada poveca za 1%, a iznos kapitala ostane nepromijenjen, ukupna
koli¢ina proizvodnje ¢e se povecati za 0.6%.
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