TVZ

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

ELEKTROTEHNICKI ODJEL

RJESENJA ZADATAKA 1Z MATEMATIKE NA DRZAVNOJ MATURI
U SVIBNJU 2010. — VISA RAZINA

I. ZADATCI VISESTRUKOGA IZBORA

1. C. Broj —1.5 je racionalan broj (zapisan u decimalnom obliku), ali ne i cijeli broj, pa ne pripada

skupu cijelih brojeva Z. Broj V2 je iracionalan broj (ne moze se zapisati u obliku razlomka), pa ne
pripada skupu racionalnih brojeva Q. Analogna tvrdnja vrijedi i za broj 7: rije¢ je o iracionalnom
broju, pa taj broj ne pripada skupu racionalnih brojeva Q, a samim tim niti skupu prirodnih

brojeva N koji je pravi podskup skupa Q. Broj % je racionalan broj, pa pripada skupu svih

racionalnih brojeva Q, a samim tim i skupu svih realnih brojeva R koji je pravi nadskup skupa
svih racionalnih brojeva.

2. A. Zadanu mjeru kuta iskazanu u stupnjevima pretvaramo u radijane tako da je pomnoZimo s
razlomkom % (jer vrijedi jednakost 180° = wradijana). Stoga je traZena mjera jednaka
T 162 9 ..
-—— =—— 7 =—- s radijana.
180 180 10
3. B. Imamo redom:

x—[3-x-5-x]-8=3-x+6-1

x-3-x+54+4x-8=3-x+6-1

x-3-x+x-3-x=6-1-5+8
(-4)-x=8

Odatle dijeljenjem s (—4) dobijemo x = 2.

4. A. Trazenu duljinu stranice b izracunat ¢emo koriste¢i kosinusov poucak:

b=1la*+c—2-a-c-cos f =/12* +9* =2.12-9-c0s82°17'
b~ 144 +81-216-0,13427444507 =~ 1[195,99671986416 ~13,9998828518

Dakle, b = 14 cm.

5. A. Jedina nepoznata veli¢ina potrebna za odredivanje jednadzbe kruznice jest kvadrat duljine
polumjera kruznice. Budu¢i da kruZznica prolazi ishodiStem O pravokutnoga koordinatnoga sustava
u ravnini, duljina njezina polumjera jednaka je udaljenosti ishodiSta od srediSta kruZnice, tj.
udaljenosti toaka S i O. Stoga je kvadrat duljine polumjera kruZnice jednak kvadratu udaljenosti
tocaka Si O:

2 =|S0| =[0-(-2)] +(0-3)’ =2 +(-3)* =4+9 =13

Stoga je traZzena jednadZba kruZnice:
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k...[x= (2P + @y -3)=13,
odnosno
k...(x+2)+(y-3)"=13.

6. B. Neka je & visina planine (iskazana u metrima). Temperature zraka na svakih 100 metara visine,
pocevsi s temperaturom na razini mora, tvore niz 26, 26 — 0.7, (26 — 0.7) - 0.7, [(26 — 0.7) - 0.7] —
—-0.7, ..., 1 opcenito:

a. =26-——0.7,zan=0,100, 200, 300, ...
100

100

Mi trazimo h € N takav da vrijedi jednakost

Prema izrazu za ¢lan a , dobivamo jednadzbu:
100

26—L-0.7 =1438.
100

QOdatle redom imamo:

—L-0.7 =14.8-26
100
h
-—-0.7=-11.2 /-100
100

(=0.7)-h=(-1120)
Dijeljenjem posljednje jednadZbe s (—0.7) dobijemo 4 = 1 600. Stoga je visina planine 1 600 m.

7. D. Neka je a duljina stranice kvadrata. Izracunajmo zasebno svaku pojedinu povrSinu kao funkciju
varijable a. Cetverokut &ija je povrsina P je Cetverokut s okomitim dijagonalama (jer su te
dijagonale usporedne s dvjema susjednim stranicama kvadrata, a te stranice su medusobno
okomite) 1 obje te dijagonale imaju duljinu a. Stoga je povrSina P jednaka

P= dl-d2=l-a-a=l-a2 kv.jed.
2 2

L
2
Nadalje, trokut ¢ija je povrSina Q je trokut kojemu su duljina jedne stranice (ozna¢imo je s a;) i

duljina visine na tu stranicu jednaki duljini stranice kvadrata. (Stovise, jedna stranica trokuta se
poklapa sa stranicom kvadrata.) Stoga je povrSina Q jednaka
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1
Q:E.al.v

a=l-a-a l-a2 kv. jed.
b2 2

Konacno, Cetverokut €ija je povrSina R je usporednik (paralelogram). Duljina jedne njegove
stranice (ozna¢imo je s a,) jednaka je polovici duljine stranice kvadrata, a duljina visine na tu
stranicu jednaka je duljini stranice kvadrata. (StoviSe, uogena visina usporednika se poklapa s
jednom stranicom kvadrata.). Stoga je povrSina R jednaka

R=a, v, =(l-a)a =l-a2 kv. jed.
2 2
Iz dobivenih izra¢una zakljucujemo da vrijedi jednakost:
1, .
p=Q=R=E-a kv. jed.

8. C. Bilo koja logaritamska funkcija definirana je iskljuCivo za strogo pozitivne vrijednosti
logaritmanda. Stoga izraz koji je logaritmand mora biti strogo ve¢i od nule. Tako dobivamo
nejednadzbu:

2-x+4>0,
odnosno
2-x>-4.

Dijeljenjem ove nejednadzbe s 2 (pri ¢emu se znak nejednakosti nec¢e promijeniti) dobijemo
x > =2. Taj skup tvore svi realni brojevi strogo ve¢i od —2, pa ga moZemo zapisati i kao otvoreni
interval (=2, +oo).

9. D. Ozna¢imo kut ZCAB s o, a kut ZCBA s B. U svakom je trokutu srediSte trokutu upisane
kruznice ujedno i sjeciSte simetrala svih triju kuteva trokuta. To znaci da duzina AM pripada

simetrali kuta o, a duZina BM pripada simetrali kuta 3. Buduéi da svaka simetrala raspolavlja
odgovarajuci kut, vrijede jednakosti:

AMAB=%-4CAB= o

4MBA=%-4CBA= s

Kako su kutovi ZMAB, ZMBA i ZAMB kutovi trokuta ABM, mora vrijediti jednakost:

£LMAB + ZMBA + ZAMB = 180°.
Odatle slijedi:
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ZAMB = 180° — LMAB — ZMBA.
UvrStavanjem prvih dviju jednakosti u gornju jednakost dobijemo:

2AMB =180°~ L. a—L. g
2 2

4AMB=180°—%-(05+,B)

Iz Cinjenice da su a i B §iljasti kutovi pravokutnoga trokuta ABC slijedi:
o+ B =90°.
(Zbroj obaju siljastih kutova u svakom pravokutnom trokutu uvijek je jednak 90°.) Tako konac¢no

dobivamo trazenu mjeru kuta ZAMB:

4AMB=180°—%-(05+,B)

ZAMB =180° —% -90°

ZAMB =180°—-45°
ZAMB =135°

10. C. Iskoristit ¢emo jednakost
17"l = IzI", za svaki z € C1izasvakin e N.
Oznac¢imo z = 1 —i. Tada je:

a=Re(z) =1,
b=1Im(z) =—1.

Tako konacno dobivamo:
6
=iy =[1-if = (\/a2 +b’ )6 =@ +0)? =@ +b) =[ I +(—1)2]3 —(1+1)*=2°=38.

11. A. Zadanu jednadZbu moZemo transformirati na sljedeci nacin:
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5* -25+L=6 /-5-5
5.5

5%-25-5°-5+1=6-5"-5
(25-5)-(5"-5")—(6-5)-5"+1=0
125-(5")*=30-5" +1=0

Uvedimo zamjenu ¢ := 5", pa dobivamo kvadratnu jednadzbu:
125-£-30-t+1=0.

Njezina su rjeSenja:

_30£430°~4-125-1 _ 30900500 _30++/400 _30£20 _

1,2

2125 250 250 250
= 30+20 50 1 . 30-20 10 1
' 250 250 577 250 250 25
Tako iz eksponencijalne jednadZbe
5t =t
st
5
5°=5"
slijedi x; = —1, a iz eksponencijalne jednadzbe
5'=t,
5=l
25
5" =25"
5)( — (52)71
5°=57

slijedi x, = —2. Stoga je traZeni zbroj svih rjeSenja polazne jednadzbe jednak x; + x; = (-1) + (-2) =
=-3.

12. C. Izra¢unajmo najprije mjere svih triju kutova trokuta. Iz produZenoga razmjera
o:B:y=3:2:13

koji vrijedi za spomenute mjere kutova slijedi da postoji strogo pozitivan realan broj k takav da
vrijede jednakosti
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=~

]

N W
=~

oa=3-
B=2-k
y=13:

w
&

Zbroj svih triju kutova trokuta mora biti jednak 180°:
o+ p+y=180°,

pa uvrStavanjem izraza za o, P i y dobivamo jednadZbu:

B-k+2-k+13 -k =180°
odnosno,

3-k+2-k+13-k=180°,
odnosno

18 - k=180°.

Dijeljenjem ove jednadzbe s 18 dobivamo k = 10°. Dakle, mjere kutova trokuta su:

o=3-10°=30°,
B=2-10°=20°,
y=13-10° = 130°.

Najkraca stranica trokuta ABC u svakome se trokutu nalazi nasuprot najmanjemu kutu trokuta. U
ovome je sluCaju taj najmanji kut ocito kut B, pa je kutu B nasuprotna stranica, tj. stranica b
najkraca stranica trokuta. Prema sinusovu poucku vrijedi:

a b
sing sinf8’

a odatle je

sinx
a=——-
sin 8
sin30°
a=— .
sin20°

Uvrstavanjem dobivene jednakosti u jednakost @ — b = 3 cm dobijemo:

sin 30° o
sin 20°

b=3
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b'(s%n30 _lJz 3
sin 20°

b(smSO —sin20 J=3

sin 20°
b=3:(31n39 —sin20 j
sin 20°
_ 3-sin20° _3-sin20° _ 3-sin20° _ 6-sin20°
sin30°—sin20° 1 1-2-5in20°  1-2.5in20°

— —sin20°
2 2

6-0.34202014332566873304409961468226

~ = 6.494881
1-2-0.34202014332566873304409961468226

Dakle, trazena duljina je (priblizno) jednaka 6.49 cm.

13. A. Koristeci identitete
@-1=@-1)-(d+a+1),
at-l=@-1)-(@+d*+a+1),
za a #0, 1 imamo redom:
| 1 1 1 a+a*+a+1
Tt 1| 1-d pe 1| 1-d _
a a—1 a a a—1 a

_(a3+a2+a+1 1 )1—613 _ (a3+a2+a+1)-(a—1)—a4}1—a3 _

a a*-(a-1)

a a—1 a
_(a4—1)—a4'1—a3_a4—1—a4'1—a3_ -1 '1—a3_ 1 '1—a3_
at-(a-1) a at-(a-1) a at-(a-1) a a*-(l1-a) a
_ 1-a° _(1—a)-(1+a+a2)_1+a+a2_a2+a+1
a’-(1-a) a’-(1-a) a’ a’

14. B. Neka je r polumjer kugle. Pretapljanjem kocke u kuglu ne mijenja se obujam geometrijskoga
tijela, Sto znaci da je obujam prvotne kocke jednak obujmu nastale kugle. Obujam prvotne kocke
odreden je izrazom

3
ancke =a,

dok je obujam nastale kugle odreden izrazom
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E-a =87
T
Sa=@r 13
T
3E-a=2 r
T

Dakle, trazeni promjer kugle jednak je

d=2-r=§/E-az1.240701-a.
T

15. C. Zadanu jednadZbu najprije transformirajmo na sljedeci nacin:
m-sinx=1 /:m#0

. 1
sinx =—.
m

Skup svih medusobno razlicitih vrijednosti funkcije f (x) = sin x je segment [-1, 1]. Da bi

posljednja jednadZba imala barem jedno realno rjeSenje, mora vrijediti nejednakost

-1<—<1.

1
m

Pomnozimo li tu nejednakost s m” (§to smijemo jer za m # O vrijedi nejednakost m* > 0, pa se
mnoZenjem niti jedan od dvaju znakova nejednakosti nece promijeniti), dobijemo:

-m* <m<m.
Iz ove nejednadzbe proizlazi toj nejednadzbi ekvivalentan sustav kvadratnih nejednadzbi:

2
-m- < m,
2

m- = m,

koji moZemo zapisati u obliku:
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m*+m>0,
m* —m> 0.

Ovaj sustav najlakSe i1 najbrZze ¢emo rijeSiti graficki. U pravokutnom kooordinatnom sustavu u
ravnini nacrtajmo parabole y = x* + x i y = x* — x, pa utvrdimo za koje x # 0 obje te parabole nisu
ispod osi x. Naime, ispod osi x nalaze se tocke Cija je druga koordinata strogo negativan realan
broj, a takve toCke ne dolaze u obzir zbog gornjega sustava nejednadzbi.

yEx+x

19 -8 17 6 -15 -4 -13 .12 -1 o -5 B8 7 6 5 4 3 2 T 1T 2 3 4 5 6 7 & o 1 11 12 13 14 15 16 17 18 19

IR T

<

Sﬁi(a 1.
Iz slike vidimo da je za x € (~1, 0) parabola y = x* + x ispod osi x, dok je za x € (0, 1) parabola y =

= x> — x ispod osi x. Za sve ostale x # 0 obje parabole nisu ispod osi x. Stoga skup svih traZenih
vrijednosti parametra m dobijemo tako da iz skupa realnih brojeva R ,jizbacimo* otvorene

intervale (-1, 0) i {0, 1), te realan broj O (jer je m # O prema pretpostavci). Lako vidimo da time iz
skupa R zapravo ,jizbacujemo* sve elemente otvorenoga intervala (-1, 1). Stoga je rjeSenje
zadatkam € R\ (-1, 1).

II. ZADATCI KRATKIH ODGOVORA
16. 4—36 Imamo redom:

1 2 L 1 2 L P 32 2.[,1) 1 1
362427349 2 =(6%)24+(3)3+(3%) 2 =6 2+33+3 ' ? =6‘+32+3"=6+9+§=15+§=
_153+1_46

3 3
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17. Svaku tocku traZenoga grafa dobijemo tako da svaku tocku polaznoga grafa pomaknemo
usporedno s osi y za jednu mjernu jedinicu prema gore. Uo¢imo da se zadani graf sastoji od
jednoga polupravca odredenoga tockama (-1, 0) i (0, 1), duZine odredene tockama (0, 1) i (1, 0), te
polupravca odredenoga toc¢kama (2, —2) i (5, 0). Stoga ¢e se traZeni graf sastojati od sljedeca tri
dijela:

— jednoga polupravca odredenoga tockama (-1, 0 + 1) i (0, 1 + 1), tj. tockama (-1, 1) i (0, 2);
— jedne duZine odredene tockama (0, 2) i (1, 0 + 1), tj. tockama (0, 2) i (1, 1);

— jednoga polupravca odredenoga tockama (2, -2 + 1) i (5, 0 + 1), tj. tockama (2, 1) i (5, 1).
TraZeni graf prikazan je na Slici 2. (Nacrtan je debljom od dviju linija.)

5Ty
4

3

-4

5

Slika 2.

18. 1.) % Zadanu jednadZbu pravca prevedemo iz segmentnoga oblika u eksplicitni oblik na sljedeci

nacin:
Lid=13
-2 3
3
—— | x+y=3
( 2% g
y=§-x+3

TraZeni koeficijent smjera jednak je koeficijentu uz x u navedenoj jednadzbi pravca. Dakle, k =
3

2
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2.) y = —x + 3. Odredimo najprije koordinate krajnje tocke vektora AB. Nju dobijemo tako da se
iz pocetne tocke A(l, 2) pomaknemo za 4 mjesta udesno (jer je koeficijent uz i jednak 4), a
potom iz tako dobivene tocke za 4 mjesta nadolje (jer je koeficijent uz } jednak (—4)). Tako

dolazimo u tocku ¢ije su koordinate (1 + 4, 2 — 4), tj. u tocku B(5, -2). Preostaje napisati
jednadzbu pravca koji prolazi tockama A i1 B:

22

Ly =2= (x—1
p--y 51 *7D
—4
Ly=—-(x-D+2
Py 4( )
p-..y==D-(x—-1)+2
p-..y=—x+1+2
p..y=—x+3

1.) —1. Prema Vieteovim formulama, zbroj rjeSenja bilo koje kvadratne jednadZbe dobijemo tako
da koeficijent uz x podijelimo s koeficijentom uz x” i dobivenom koli¢niku promijenimo predznak.
U naSem je slucaju, dakle,

xl+x2=—% =-1.

2.) -2; 3. Iz zadane jednadzbe proizlazi da mora vrijediti ili

MnoZenjem obiju jednadZzbi s 5 dobivamo da mora vrijediti ili 2 - x -1 =-5ili2-x-1 =5,
odnosnoili2-x==-5+1ili2-x=5+ 1, odnosno ili 2 - x =—4 ili 2 - x = 6. Odatle slijedi x = -2
ili x = 3, pa su oba rjeSenja polazne jednadZbe upravo ta dva realna broja.

1.) 28 561. Primijenit ¢emo identitet:
zz= |z|2 =(Rez)’ +(Imz)*, za svaki z € C.

U nasem je slucaju

Re(z) =3,
Im(z) =2,

pa dobivamo redom:

(i-2-2) =i*(2-2) =1 {[Re(@] +[Im@)]'} =1-(3 +2°)* =9+ 4)* =13* =28 561.
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2) z= 2-(cos§+i -singj . Zadatak se moZe najbrZe rijeSiti tako da zadani kompleksan broj

prikazemo u kompleksnoj (Gaussovoj) ravnini. Kompleksnom broju z pripadaju¢a tocka
kompleksne ravnine je Z(0, 2). (Prva koordinata je uvijek realni, a druga imaginarni dio
kompleksnoga broja.) Spojnica te tocke s ishodiStem kompleksne ravnine, tj. s tockom O(0, 0) ima

duljinu r = 2, a s pozitivnim dijelom realne osi zatvara kut ¢ = %radijana. Tako je traZeni
trigonometrijski oblik zadanoga kompleksnoga broja:
z=r-(cos@+i-sing)
r . .7
z=2-| cos—+i-sin—
[ogn3)
21. 1.) 7. Neka je x ukupan broj autobusa s 52 sjedala, a y ukupan broj autobusa s 43 sjedala. 1z
podatka da je Skola osigurala ukupno 15 autobusa slijedi:
x+y=15.

Svi autobusi s 52 sjedala prevezli su ukupno x - 52 ucenika, a svi autobusi s 43 sjedala prevezli su
ukupno y - 43 ucenika. Na taj je nain prevezeno svih 708 ucenika Skole, pa mora vrijediti
jednakost

52 -x+43-y="708.
Tako smo dobili sustav dviju linearnih jednadzbi s dvije nepoznanice:

x+y=15,
52 -x+43-y=708.

PomnoZimo li prvu jednadZbu s (—43) i zbrojimo dobivenu jednadzbu s drugom jednadZbom
sustava, dobit ¢emo:

(-43) - x+52-x=15-(-43) + 708,
odnosno
9-x=63.
Odatle je x = 7. Dakle, bilo je ukupno 7 autobusa s 52 sjedala.

2.) 344. 1z rjeSenja podzadatka 1.) slijedi da je bilo osigurano ukupno y =15 —x=15-7 = 8§
autobusa s po 43 sjedala. Tih 9 autobusa prevezlo je ukupno 8 - 43 = 344 ucenika.
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23.
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1.) (o0, —4] U [-3, +e0). Najprije rije§imo kvadratnu jednadzbu x* + 7 - x + 12 = 0. Nju moZemo
rijeSiti 1 napamet koriste¢i Vieteove formule: traZimo dva broja koja pomnoZena daju 12, a
zbrojena (7). To su x; == —4 1 x, = -3. Sada se prisjetimo da kvadratna funkcija koja ima strogo
pozitivan vodeéi koeficijent (tj. koeficijent uz x*) poprima strogo negativne vrijednosti isklju¢ivo
na otvorenom intervalu koji odreduju njezine realne nultocke. To znaci da vrijedi ekvivalencija:

& +7-x+12<0) o (xe (-4, -3)).

Prema tome, traZeni skup svih rjeSenja polazne jednadzbe dobit ¢emo tako da iz skupa svih realnih
brojeva R ,,izbacimo** otvoreni interval (—4, —3). Stoga je rjeSenje zadatka skup S = R\ (-4, -3).
ZapiSemo li taj skup u obliku unije intervala, dobit ¢emo: S = (—oo, —4] U [-3, +o0).

2.) (-5) - a. Pomnozimo drugu jednadZzbu sustava s (-2) i zbrojimo tako dobivenu jednadzbu s
prvom jednadZbom sustava. Dobit ¢emo:

3. y+(=2)-2-y+(-2)-2-a=a+(-2)-0,
odnosno
-1)-y=a+4-a
Odatlejey=(-5)-a.

1.) sin a. Odredimo najprije ostatak pri dijeljenju kuta od 3 960° s 360°, tj. svedimo kut od 3 960°
na neki kut iz intervala [0, 360°). Dobijemo:

3960°:360° =11 i ostatak 0.
Dakle, kut od 3 960° sukladan je kutu od 0°. Tako sada imamo:

sin(3 960° + o) = sin(0° + o) = sin C.

2) x :g-ﬂ'. Najprije se prisjetimo da su 2 - wi (—4) - ® periodi funkcija sin x i cos x. Prema
definiciji perioda, to znaci da vrijede sljedece jednakosti:

sin(x + 2 - ) = sin x,
cos(x +3 - m =cos[(x + ) + 2 - ] = cos(x + T),
cos(x —4 - T) = cos x.

Nadalje, prema adicionim formulama za funkcije sin x i cos x vrijede jednakosti:

sin(x + ) =sinx - cos T+ cos x - sinw=sinx - (=1) + cos x - 0 = —sin x,
cos(x+ M =cosx-cosT—sinx-sinTT=cos x-(-1)—sinx-0=—cos x.

Tako polaznu jednadZzbu moZemo zapisati u ekvivalentnom obliku:
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(-sin x) - sin x =3 - (—cos X) - COS X,
odnosno

sin’x = 3 - cos’x.

¥ R . . . T . . T
TraZeno rjeSenje, prema uvjetu zadatka, treba pripadati segmentu [E, 7[} UvrStavanjem x =3

2 2
. T VA
sin—| =3-| cos— |,
( 2J ( 2j

1=3-0,

u posljednju jednadZbu dobivamo:

odnosno

S$to je neto¢no. Zbog toga x=§ nije rjeSenje polazne jednadZzbe. Za svaki xe <§, 71'] vrijedi

nejednakost cos x < 0, odnosno cos’x > 0. Stoga posljednju jednadzbu smijemo podijeliti s cos’x.
Dobit ¢emo:

sin® x

2 3’
COS X

odnosno

tg’x = 3.
Takoder, za svaki xe <§, 71'] vrijedi nejednakost tg x < 0. Stoga je za xe <§, 71'] posljednja

jednadzba ekvivalentna jednadzbi

tgxz—\/g.

Jedino rjeSenje ove jednadZbe u intervalu <§, 71'] je x= % -7 , 110 je traZeno rjeSenje.
1.) 7 975. Zadani niz je aritmeticki niz ¢iji je prvi ¢lan a, = —12, a razlika d = 7. Stoga je zbroj
prvih 50 ¢lanova zadanoga niza jednak

Sso =%-[2-(—12)+(50—1)-7]=25-(—24+49-7)=25-(—24+343)=25-319=7 975.
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2.) 1.2. Osnovno svojstvo geometrijskoga niza je da je svaki ¢lan niza, osim prvoga, geometrijska
sredina neposredno susjednih c¢lanova niza. To znaci da je drugi ¢lan geometrijskoga niza
geometrijska sredina prvoga i treega ¢lana, odnosno, prema definiciji geometrijske sredine, drugi
korijen iz umnoska prvoga i treega ¢lana. Tako dobivamo:

8, =+/8 8 =V1.44=12.

1.) % U zadanu jednadzbu parabole uvrstimo x = 3 i y = 3. Dobijemo:

3¥=2.p-3,
9=6-p.

Odatle slijedi p = %

2.) 1—51\/5 Iz jednadzbe parabole ,,0¢itamo*:
2-p=12.

Odatle je p = 6. Stoga je fokus zadane parabole tocka (g, OJ, tj. tocka F(3, 0). Preostaje

izraCunati udaljenost tocke F od pravca 2 - x —y + 5 = 0. Ta je udaljenost jednaka:

_|2:3-04s| | n|_u_n
ANGEERE |J4+1| Vs

3) y= (—%j - X —% . Iz apscise fokusa parabole ,,o¢itamo*:

P_q,
2

Odatle mnoZenjem s 2 dobijemo p = 2, pa je 2 - p = 4. Stoga je jednadZba parabole
y2 =4.x.

Nepoznatu apscisu to¢ke A odredit ¢emo tako da u jednadZbu parabole uvrstimo y = —3. Dobit
¢emo:

(-3)°

3) =
9=4
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Odatle je x= % Dakle, koordinate tocke A su A(%, - 3}. Stoga traZena jednadZba tangente na

parabolu povucene u tocki A glasi:

26. 7.847; 3.661. Koristit cemo sljedecu tvrdnju: Ako se neki iznos najprije promijeni za p1%, potom
za p2%, ..., potom za p,%, onda je ukupna strukturna promjena toga iznosa (iskazana u %)

R=100- {H&MH&)““(”&j* .
100 100 100

U prvom sluc¢aju imamo tocno dvije strukturne promjene: p; = +4.2 [%] 1 p» = +3.5 [%]. Stoga je
ukupna strukturna promjena
R=100-| [ 1+-2L |.[ 1422 |1
100 100

R=100- (1+£N1+£j—1

100 100
R=100-(1.042-1.035—1)
R=7.847

Dakle, troSkovi Zivota u svibnju su za 7.847% veci u odnosu na troskove Zivota u ozujku.

U drugom sluc¢aju znamo jednu strukturnu promjenu p; = 3.8 [%] i ukupnu strukturnu promjenu
R = 0. Trazimo strukturnu promjenu p,. UvrStavanjem tih dvaju podataka u izraz za R dobijemo:

0=100- (1+ﬁj-(1+&j—1 /:100
100 100

0=(1+ﬁj(1+&j—1
100 100
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1=(1+£N1+&)
100 100

1=103.8'(1+ p2j /.103.8

100 100) 100
100y, P
103.8 100
Ly _ 100000
100 103.8
_100-(100-103.8) _100-(-3.8) _ 380 _ 3800 _ 1900
P 103.8 103.8 1038 1038 519

p, =—3.66088632

Dakle, troSkovi Zivota u studenome morali bi se smanjiti za priblizno 3.66%.

27. (3, 5]. Odredimo najprije za koje x € R cijela jednadZba uopce ima smisla. Bilo koja logaritamska
funkcija definirana je iskljucivo za strogo pozitivne vrijednosti logaritmanda. Stoga istodobno
moraju vrijediti nejednakosti

x—-1>0
x—=3>0.

Iz prve nejednakosti dobiva se x > 1, a iz druge x > 3. Prema tome, polazna nejednadzba je
definirana za sve x > 3. UvaZavajudi tu pretpostavku, nejednadZbu moZemo transformirati ovako:

log[(x—1) - (x-3)] <3
x-1)-(x-3)<2
X —x-3-x+3<8
X -4-x+3-8<0
X —4-x-5<0

Sada se prisjetimo da kvadratna funkcija kojoj je vodeéi koeficijent (tj. koeficijent uz x°) strogo
pozitivan realan broj poprima nepozitivne vrijednosti (tj. vrijednosti jednake nuli ili manje od
nule) isklju¢ivo na segmentu kojega odreduju realne nultocke te kvadratne funkcije. Stoga
rijeSimo kvadratnu jednadZbu

X —4-x-5=0

Koriste¢i Vieeteove formule, tu jednadZbu moZemo rijeSiti 1 napamet: traZimo dva realna broja
koja zbrojena daju 4, a pomnoZena (-5). To su o€ito x; = —1 i x, = 5. Dakle, skup svih rjeSenja
nejednadzbe x* — 4 - x — 5 < 0 je segment [-1, 5]. Medutim, zbog pretpostavke x > 3, rjeSenje
polazne nejednadZbe su oni elementi toga segmenta koji su strogo ve¢i od 3. Ti elementi tvore
interval (3, 5].
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28. 1.) 20 000. U izraz pomocu kojega se odreduje veli¢ina K uvrstimo ¢ = 0. Dobijemo:

K= 20 000-(4-0+1) 20000-1
1

0+1

=20 000.

2.) 5. Trazimo vrijednost ¢ za koju je pripadna vrijednost veli¢ine K jednaka 70 000. U tu svrhu u
izraz za K uvrstimo K =70 000 i rijeSimo dobivenu jednadZbu po nepoznanici ¢:

20 000-(4-t+1)
—
70 000-(t+1)=20 000-(4-t+1)

70 000-¢+70 000 =20 000-4 -7+ 20 000
70 000-¢+70 000 = 80 000- ¢+ 20 000
70 000-¢—-80 000-t= 20 000 —70 000
(—=10 000)-t = (=50 000) /:(—10 000)
t=5

70 00 = [(t+1)

Dakle, nakon # = 5 mjeseci broj korisnika kabelske televizije bio je 70 000.

3.) K =20000 . Imamo redom:

80 000-K

K=20000-(4-t+1)
r+1
K-(t+1)=20000-(4-t+1)
K-t+K=20000-4-1+20 000
K-t+ K =280 000-7+20 000
K-t—80000-r=20 000- K
t-(K—-80000)=20000—K /:(K-80 000)
[=20000—K=(—1)-(K—20000)=K—20000
K-80000 (-1)-(80000—-K) 80000-K

/(t+1)

III. ZADATCI PRODUZENIH ODGOVORA

29. 1.) S1(4, 0), S»(-1, 0), S5(4, 0). Apscise svih sjecista grafa zadane funkcije s osi apscisa su realna
rjeSenja jednadzbe f (x) = 0. Pri rjeSavanju te jednadZbe koristit cemo identitet

X¥-16=(x—-4) (x+4).

Imamo redom:
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f(x)=0
(—ij-(x2—16)-(x+1)=0 /-(—4)

(x*=16)-(x+1)=0

(x=4)-(x+4)-(x+1)=0
UmnoZak triju realnih brojeva jednak je nuli ako i samo ako je barem jedan od tih brojeva
jednak nuli. Iz x — 4 = O slijedi x =4, iz x + 4 = O slijjedi x = 4, aiz x + 1 = O slijedi x = 1.

Stoga su sve nultoCke zadane funkcije x; = 4, x, = —1 i x3 = 4. Dakle, traZene tocke su
S1(-4, 0), S2(=1, 0) 1 $5(4, 0).

2) f'x)= (—ij -(3-x* +2-x—16). Zadanu funkciju deriviramo prema pravilu za deriviranje

umnoska dviju funkcija, a konstantu (—ZJ ¢emo samo prepisati:

] 1 2 ] 2 [ 1 2N\ [ 2 ] [}
f(x)=(—zj-[(x —16)"(x+1)+(x —16)-(x+1):|=(—zj-{[(x )'=16']- (x+ 1)+ (x> =16)-[(x)'+17}
' 1 2-1 2 1 2
f(x)=(—zj-[(2-x —0)-(x+1)+(x —16)-(1+O):|=(—Zj-[Z-x-(x+1)+(x -16)]

f'(x)=(—ij-(2-x2+2-x+x2—16)=(—ij-(3-x2+2-x—16)

3) <—§, 2> . Interval(e) strogoga rasta zadane funkcije tvore sva rjeSenja nejednadzbe f '(x) >
> 0. Iz podzadatka 2.) znamo da je f'(x)= (—ij -(3-x*+2-x-16). Stoga iz (—ij -(3-x* 4+

+2-x—16)>0 dijeljenjem s (—i}, pri ¢emu se znak nejednakosti mijenja iz > u <,
dobivamo kvadratnu nejednadzbu
3.8 +2-x-16<0.

U rjeSenju zadatka 22. 1) istaknuli smo da kvadratna funkcija kojoj je vode¢i koeficijent
strogo pozitivan realan broj poprima strogo negativne vrijednosti isklju¢ivo na otvorenom
intervalu kojega odreduju realne nultocke te funkcije. Stoga rjeSavamo kvadratnu jednadZzbu

3-X%+2-x-16=0.

Dobivamo:
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B —2+,/2°-4-3-(~16) _—2+44+192  2£4196 -2%14 _
6 6

Xi2
2.3 6
_2+14 12, -2-14_ 16 8
' 6 6 7 6 6 3

Dobivena rjeSenja odreduju otvoreni interval <—§, 2>. Stoga je jedini interval (strogoga)
.. 8
rasta zadane funkcije _5’ 2).
. . 100 8 . . .
4.) strogi lokalni minimum 7 za x=—§; strogi lokalni maksimum 9 za x = 2.

Kandidati za lokalne ekstreme su sva realna rjeSenja jednadzbe f '(x) = 0, tj. jednadZbe

(—%j «(3-x*+2-x—16)=0, odnosno jednad?be 3-x>+2-x—16=0. Tu jednadzbu rijesili
smo u podzadatku 3.) i dobili x,=21ix, = —g. Takoder, zakljucili smo da funkcija f strogo
raste na otvorenom intervalu <—§, 2> . Budu¢i da je funkcija f definirana za svaki x € R,
zakljuCujemo da f'strogo pada na intervalima <—oo, —§> i (2, +o0). Sada lako slijedi:

— funkcija f strogo pada na okolini lijevo od tocke x = —g, a strogo raste na okolini desno

od te tocke, pa f postiZe strogi lokalni minimum za x = —% 1 taj minimum je jednak

Y-
(D -

— funkcija f strogo raste na okolini lijevo od tocke x = 2, a strogo pada na okolini desno od
te tocke , pa f postiZe strogi lokalni maksimum za x = 2 i taj maksimum je jednak

1) 22 216). (1) 416321 (<12).3=
f(2)—(—zj-(2 16)-(2+1) ( 4) (4-16)-3 ( 4)( 12)-3=9.
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Grubo (i neprecizno) govoreci, moZemo reci da f ima lokalni minimum u tocki (——,——
strogi lokalni maksimum u tocki (2, 9).

5.) Graf zadane funkcije prikazan je na Slici 3. Ucrtana su sjeciSta grafa s osi apscisa izracunana u
podzadatku 1.), te lokalni ekstremi izraCunani u podzadatku 4.) Korisno je primijetiti da je f (0) =
= 4, §to znaci da graf zadane funkcije sijece os y u tocki (0, 4). Takoder, iz slike je razvidno da
dobiveni lokalni ekstremi nisu i globalni ekstremi zadane funkcije.

M2, 9)

¥
Si(-4, 0% Sa(-1,0), S3(4,0) x
-19 -18 .17 -16 -15 -14 -13 -12 .11 -10 -9 -8 -7 -6 -5 - -3 -2 1 2 3 3 [ 5 8 L ) 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

é
w0
1
I\)'_‘
38
g

-

10

Slika 3.

30. (priblizno) 20.5 mm. Neka su A tocka u kojoj zraka svjetlosti upada na plocu, B tocka u kojoj
zraka svjetlosti izlazi iz ploce, C ortogonalna projekcija tocke B na pravac kojim bi nastavila
putovati zraka svjetlosti bez loma na ploci i D ortogonalna projekcija tocke A na donju stranicu
planparalelne ploce.

Trokut ADB je pravokutan trokut s pravim kutom u vrhu D. Duljina jedne njegove katete je IADI =
=d, amjera Siljastoga kuta pri vrhu A jednaka je . Iz toga pravokutnoga trokuta proizlazi

_|AD| a4
0SB = 5 " [aB)
a odavde je
|aB|=—9.
cos
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Trokut ABC je pravokutan trokut s pravim kutom u vrhu C. Duljina jedne njegove katete je IBCl =

p, duljina hipotenuze jednaka je IABI, a kut kod vrha A jednak je a0 — B. Iz toga pravokutnoga
trokuta proizlazi

. IBCl_ p
sin(a— f) = |AB| __|AB| )
odnosno
PV
sin(a— )

Izjednacavanjem dobivenih izraza za duljinu IABI| dobivamo:

p _ d
sin(@—B) cosf’

a odatle je

_sin(a—ﬁ)'d_sina-cos,[)’—cosa-sinﬁ'd_ sina-cos fcosa-sin d
cos 8 cos 8 cos cos 8
p=(sina—cosa-tgf)-d

1z definicijske formule indeksa loma proizlazi:

. sin
sin f = ,
n
pa slijedi
sin sina sin sin
e B = sin _ n _ n _ n _ n _ sin
\/l—sin2,3 | sina ) \/1 sin” \/n2—sin20{ Jn?—sinfa  Jn? —sin’a
n n’ n’ n

UvrsStavanjem dobivenoga izraza u izraz za p dobijemo:

p=(sina—cosa-tgfh)-d = sina—cosq-——2% |4

Preostaje uvrstiti konkretne numericke podatke i pojednostavniti dobiveni izraz:
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5 5

p = sin60°—cos60°- sin 60 40 = ﬁ_lg 40 = ﬁ_lL .40
3V o 2 2 2_3 2 2 9
(2J —sin” 60 4 4 4

NE
B, 40{\@ 1\6)4():[@ 1 3]_4():[\@ 1 1]'40

PRI 72| 2 276 2 \6 2 2\2
2
p= g_%.%j.g;oz[g_%.g};m:[g_g].q):@.;m:m.(z.ﬁ_ﬁ)

p =20.49888053 = 20.5

Dakle, paralelni pomak zrake svjetlosti iznosi (pribliZzno) 20.5 mm.
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