TVZ Vjerojatnost i zadaci za
icti 1. grupne

statistika K ltacii

TEHMICKD VELEUCILISTE U FAGRER 1 1 Nl onzuitacije
%LYTE!;—HI:'—IGUMEAIGHAHIEN;E (preddlplomskl strucni 7 11 2017J
Elektrotehnicki odjel studij elektrotehnike) M :

1. U skupini od 20 studenata ELO TVZ nalazi se to¢no 8 studenata smjera AiPR, to¢no 5
studenata smjera KiRT, a ostali studenti su studenti smjera EE. Na slucajan nacin
odabiremo to¢no 3 studenta. [zraunajte vjerojatnosti sljedec¢ih dogadaja:

a) A = {sa svakoga smjera izabran je tocno jedan student};
b) B = {barem jedan izabrani student je student smjera KiRT}

37
28’

Rezultati: a) P(A) = 5— b) P(B) = ;

2. 5 umjetnih plavuia, 6 umjetnih crnki i 7 umjetnih brineta natje¢e se za Miss Suplje Lipe.
Sve natjecateljice medusobno razlikujemo. Prigodom prvoga predstavljanja Ziriju i publici
casting-manager izbora ih treba poredati na slucajan nacin. Izracunajte vjerojatnosti
sljedec¢ih dogadaja:

a) A = {sve umjetne plavuse su poredane jedna do druge};
b) B = {barem dvije umjetne crnke nisu poredane jedna do druge}.

1427

Rezul P(A)=—
Rezultati: a) P(A) = b) P(B)= 1428

3. U skladitu Visoke uzaludne $kole u Spi¢kovini nalazi se ukupno 20 razli¢itih ra¢unala.
Na 60% tih raCunala instaliran je operativni sustav Windows 10. Na slucajan nacin
izabiremo 8 racunala. Izraunajte vjerojatnost sljede¢ih dogadaja:

a) A = {na tocno polovici izabranih racunala je instaliran Windows 10};
b) B = {na barem jednom izabranom racunalu nije instaliran Windows 10}.
1155 8365
Rezultati: a) P(A ; b) P(B) =
) P(&)= 4199 ) P(B)= 8398
4. Za usmeni ispit iz Vjerojatnosti i statistike Karlo je morao nauciti tocno odgovoriti na 15
razlicitih pitanja. Medutim, naucio je tocno odgovoriti na svega 7 pitanja. Za pozitivnu je
ocjenu potrebno to¢no odgovoriti na barem 5 od 10 postavljenih pitanja. Izracunajte
vjerojatnost da ¢e Karlo uspjeti poloZiti ispit.

82
Rezultat: p =——.
= P 143

5. U kruZnicu je upisan kvadrat, a u taj kvadrat je upisana kruznica. IzraCunajte vjerojatnost
da ¢e slucajno odabrana toCka kruga omedenoga ve¢om kruznicom pripadati krugu
omedenom manjom kruZnicom.

Rezultat: p :%

6. Od konopca duljine 2 metra na slucajan nacin napravimo pravokutnik. IzraCunajte
vjerojatnost da je povrSina toga pravokutnika jednaka ili ve¢a od 1600 cm?.

9
Rezultat: p=—
P 25
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Na jesenkom ispitnom roku VeleuciliSta u Gacelezima ispitanici su mogli polagati to¢no
dva predmeta: Matematiku i Osnove elektrotehnike. Nakon odrzanih ispita, utvrdeno je da
70% svih ispitanika nije poloZilo Matematiku, 60% svih ispitanika nije poloZilo Osnove
elektrotehnike, a 40% svih ispitanika nije poloZilo nijedan od navedenih dvaju predmeta.
Na sluc¢ajan nacin biramo jednoga ispitanika. Izracunajte vjerojatnosti sljede¢ih dogadaja:

a) A = {ako ispitanik nije poloZio Matematiku, onda nije poloZio Osnove elektrotehnike};
b) B = {ako ispitanik nije poloZio Osnove elektrotehnike, onda nije polozio Matematiku};
¢) C = {ispitanik je poloZio oba predmeta}.

1

4 by PB)=2: ) P(C)=—L.

Rezultati: a) P(A)=—;
7 3 10

60% svih postanskih posSiljaka otprema se vlakom, 25% poStanskim kombijima, dok se
sve preostale posiljke otpremaju zrakoplovom. Udjeli paketa u tim vrstama poSiljaka su
redom 70%, 40% i 30%. Na slucajan je nacin izabrana jedna posiljka.

a) IzraCunajte vjerojatnost da je izabrana posiljka paket.
b) Ako je izabrana poSiljka paket, izracunajte vjerojatnost da je taj paket stigao
zrakoplovom.

. 113 9
Rezultati: a) p, =200 VP =113
U tvrtki Samo za moj dZep d.d. iz Djedine Rijeke 10% zaposlenika ima magisterij
znanosti, 30% zaposlenika ima visoku stru¢nu spremu, a svi ostali zaposlenici imaju
srednju strucnu spremu. Vjerojatnost da ¢e zaposlenik koji ima magisterij znanosti raditi u
toj tvrtki barem 5 godina iznosi 20%. Analogne vjerojatnosti za zaposlenike sa visokom,
odnosno srednjom stru¢nom spremom iznose 40% i 70%. Na slucajan nacin biramo
jednoga zaposlenika.

a) IzraCunajte vjerojatnost da izabrani zaposlenik u tvrtki radi barem 5 godina.
b) Ako izabrani zaposlenik radi u tvrtki barem 5 godina, izraCunajte vjerojatnost da taj
zaposlenik ima visoku stru¢nu spremu.

3

14
Rezultati: a =—: b =—.
) Py 25 ) D> 4

Prate¢i ispravnost rada to¢no 10 osobnih racunala u racunalnoj ucionici VeleuciliSta u
Babinoj Gredi, sistem-administrator Miroslav je utvrdio da vjerojatnost ,,pada‘
operativnoga sustava na svakom racunalu tijekom jednoga radnoga dana iznosi 0.6.
Operativni sustavi ,,padaju® slu¢ajno i nezavisno. Izracunajte vjerojatnost sljedecih
dogadaja:

a) A = {u slucajno izabranom radnom danu operativni sustav ,,pada“ na barem jednom
racunalu}.

b) B = {u slucajno izabranom radnom danu operativni sustav nije ,,pao* na najvise
jednom racunalu}.

9 764 601
9765625

452709

Rezultati: a) P(A) = 79765625

b) P(B)
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DETALJNIJA RJESENJA ZADATAKA

20
1. Ukupno 3 studenata iz skupa od 20 studenata moZemo izabrati na {3 J razli¢itih nacina.

Taj broj je ujedno jednak broju svih mogucih ishoda u obama podzadacima.

a) Toc¢no jednoga studenta sa smjera AiPR moZemo izabrati na 8 razli¢itih nacina, to¢no
jednoga studenta sa smjera KiRT na 5 razlicitih nacina, a tocno jednoga studenta sa smjera
EE na 20— (8+5)=7 razli¢itih nacina. Stoga je ukupan broj nacina za izbor svih triju
studenata jednak 8-5-7. Taj broj je ujedno jednak broju svih povoljnih ishoda. Dakle,
traZena vjerojatnost je jednaka

p(ay=237 =;—‘7‘ ~0.24561.

)

b) Promotrimo suprotni dogadaj. Taj dogadaj je B = {nijedan izabrani student nije
student smjera KiRT}. To znai da smo sva tri studenta izabrali izmedu 8 studenata
smjera AiPR i 7 studenata smjera EE, tj. medu ukupno 8+ 7 =15 studenata. Ukupan broj
razli¢itih nacina na koji moZemo izabrati 3 studenta iz skupa od 15 studenata jednak je

(fj Taj broj je ujedno jednak broju svih ishoda povoljnih za dogadaj B . Zbog toga je

traZena vjerojatnost jednaka:

[15)
3
P(B)=1-P(B)=1-« 7 _0.6008s.

20\ 228
3

2. Svih 5+6+7=18 natjecateljica medusobno razlikujemo, pa je ukupan broj razlicitih
nacina na koje ih moZemo poredati u niz jednak 18!. Taj broj je ujedno jednak broju
mogucih ishoda u obama podzadacima.

a) Sve umjetne plavuSe najprije shvatimo kao jedan objekt (uz ispriku svim
natjecateljicama, naravno). Ukupan broj razli¢itih nacina na koje 1+6+ 7 =14 objekata
moZemo sloZiti u niz jednak je 14!. Na taj smo nacin posloZili sve djevojke u niz tako da
sve plavuse stoje jedna do druge. Medutim, budu¢i da sve djevojke medusobno
razlikujemo, same plavuse moZemo medusobno posloZiti u niz na 5! razli€itih nacina.
Stoga je ukupan broj svih povoljnih ishoda jednak 14!5!, pa je trazena vjerojatnost
jednaka:
145! 1

P(A)=———=—-=0.00163.
18! 612

b) Promotrimo dogadaj suprotan zadanom. To je dogadaj B¢ = {sve umjetne crnke su
poredane jedna do druge}. IzraCunajmo vjerojatnost toga dogadaja. Postupimo analogno
kao u a) podzadatku, pa lako dobijemo:
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136! 1427
p(B)=1-13"0' _ 1427 9903
18! 1428

3. Ukupan broj razli¢itih na¢ina na koje moZemo izabrati to¢no 8 racunala iz skupa od 20

20
racunala jednak je [8 J Taj broj je ujedno broj svih moguc¢ih ishoda u obama

podzadacima.

a) Ukupan broj racunala na kojima je instaliran Windows 10 jednak je 160—%-20:12, a
ukupan broj raCunala na kojima nije instaliran Windows 10 jednak je 20-12=8.
Dogadaj A ¢e se dogoditi ako to¢no % -8 =4 racunala izaberemo iz skupa od 12 racunala

na kojima je instaliran Windows 10 i ako preostalih 8 —4 =4 racunala izaberemo iz skupa
od 8 racunala na kojima nije instaliran Windows 10. Broj razli¢itih nacina na koje moZemo

12
izabrati 4 racunala iz skupa od 12 racunala jednak je (4 J, a broj razlicitih nacina na koje
: : . . . (8 .
moZemo izabrati 4 racunala iz skupa od 8 racunala jednak je LJ Zbog toga je ukupan

12) (8
broj svih povoljnih ishoda jednak (4 J[‘J , pa je traZena vjerojatnost jednaka:

LG
pay=~2 Y 1SS o507

20 4199
8

b) Promotrimo dogadaj suprotan dogadaju B. To je dogadaj B¢ = {na svim izabranim
racunalima je instaliran Windows 10}. Prema razmatranju iz a) podzadatka, to znaci da
smo svih 8 racunala izabrali iz skupa od 12 racunala na kojima je instaliran Windows 10.

Taj izbor smo mogli napraviti na ukupno {8 j razli¢itih nacina. Taj broj je ujedno broj

ishoda povoljnih za dogadaj B®. Zbog toga je traZena vjerojatnost jednaka:

[12}
8
P(B):l—P(BC):1———&65z0.99607.

20) 8398
8

4. Ukupan broj nacina na koje moZemo izabrati 10 pitanja iz skupa od 15 razli¢itih pitanja

jednak je Gg} = [151510) = @5] . Taj broj je ujedno jednak broju svih mogucih ishoda.
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Karlo ¢e uspjeti poloziti ispit bude li znao to¢no odgovoriti ili na to¢no 5 pitanja ili na
tono 6 pitanja ili na tocno 7 pitanja. (On ne moZe tocno odgovoriti na svih 10
postavljenih pitanja jer je naucio odgovoriti na samo 7 pitanja.) Zbog toga razlikujemo
sljedece disjunktne slucajeve:

I.) Karlo ¢e tocno odgovoriti na to¢no 5 pitanja. Tih 5 pitanja tada biramo iz skupa od 7
pitanja na koja Karlo zna tocan odgovor. Preostalih 10—-5=5 pitanja biramo iz skupa od
15—-7 =28 pitanja na koja Karlo ne zna to¢no odgovoriti. Ukupan broj nacina na koji

moZemo izvr$iti oba izbora jednak je [7].(8j=[ 7 ][ 8 ]:(7].[8}
5)\5 7-5)\8-5 2)13

I1.) Karlo ¢e tocno odgovoriti na tocno 6 pitanja. Tih 6 pitanja tada biramo iz skupa od 7
pitanja na koja Karlo zna toan odgovor. Preostala 10 —6=4 pitanja biramo iz skupa od
15—-7 =28 pitanja na koja Karlo ne zna to¢no odgovoriti. Ukupan broj nacina na koji

moZzemo izvrSiti oba izbora jednak je 7.8 = T8 = 7.8 .
6)l4) \7-6)\4) \1)\4

III.) Karlo ¢e to€no odgovoriti na to¢no 7 pitanja. To su ujedno sva pitanja na koja Karlo
zna toCan odgovor, pa je njihov izbor jedinstven. Preostala 10—7 =3 pitanja biramo iz
skupa od 15—7 =8 pitanja na koja Karlo ne zna to¢no odgovoriti. Ukupan broj nacina na

8 8
koji moZemo izvrSiti oba izbora jednak je 1- [3} = [3}

Prema pravilu zbroja zakljucujemo da je ukupan broj svih ishoda povoljnih za zadani

dogadaj jednak [;] . @] + CJ . [ij + @] Zbog toga je traZzena vjerojatnost jednaka:

QOO 2 o
G

5. Neka su R polumjer veée kruznice, a duljina stranice upisanoga kvadrata i r polumjer
manje kruznice. Duljina dijagonale upisanoga kvadrata jednaka je promjeru vece

kruznice. Zbog toga mora vrijediti jednakost a- J2=2-R, a odavde je a= V2-R.
Nadalje, promjer manje kruZnice jednak je duljini stranice upisanoga kvadrata. Zbog toga

mora vrijediti jednakost 2-r=a . Ovamo uvrstimo jednakost a = V2R, pa dobijemo:

R

r=2.Re—=2=2
2 R 2

Prema tome, traZena vjerojatnost je jednaka:
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6. Neka su x i y duljine stranica pravokutnika. Opseg pravokutnika mora biti 2 metra = 200
cm, pa zaklju¢ujemo da vrijedi jednakost 2-(x+ y) =200, odnosno x+ y =100. Odavde

je y=100—x, pa je povrSina pravokutnika jednaka:
P=x-y=x-(100—x)=—x>+100-x.

Znamo da je x+y=100, kao i x,y >0, pa odatle zaklju¢ujemo da je xe[0,100]. Zbog
toga promatramo funkciju P=P(x)=-x"+100-x na segmentu [0,100]. Njezina

najmanja vrijednost na tom segmentu jednaka je 0, dok je njezina najveca vrijednost na
tom segmentu jednaka 2500 (dokazite!). Tako smo zakljucili da vrijednost povrSine P
pripada segmentu [0,2500]. Taj segment je ujedno skup svih moguéih ishoda.

Skup svih povoljnih ishoda je ogito segment [1600,2500], pa je traZena vjerojatnost
jednaka:

_ 2500-1600 :i: 0.36.
2500 25

7. Ozna¢imo:

A, = {ispitanik nije poloZio Matematiku};
A, = {ispitanik nije poloZio Osnove elektrotehnike};

A, = {ispitanik nije poloZio ni Matematiku, ni Osnove elektrotehnike}.
Primijetimo da je A, = A M A,. Iz podataka u zadatku slijedi:
P(A)=70%=0.7, P(A,)=60% =0.6, P(A,)=P(A NA,)=40% =0.4.
a) TraZena vjerojatnost je jednaka P(A, | A ). Prema definiciji uvjetne vjerojatnosti je:

_P(ANA) 04 4
PA) 07 7

P(A1A) ~0.57143.

b) TraZena vjerojatnost je jednaka P (A, | A,). Prema definiciji uvjetne vjerojatnosti je:

_PANn4) 04 4 2

=2~ 0.66667.
P(A) 06 6 3

P(A14,)

¢) Promotrimo dogadaj suprotan dogadaju C. To je dogadaj C = {ispitanik nije poloZio
barem jedan predmet}. Taj dogadaj je unija dogadaja A, 1 A,. Prema formuli za
vjerojatnost unije dogadaja vrijedi:

P(CS)=P(A +4) = P(A)+P(A)~ P(A - A) = P(A) + P(A) ~ P(A) =0.7+0.6-0.4=0.9.

Prema tome, trazena vjerojatnost je jednaka P(C)=1-P (CC ) =1-09=0.1= %
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8. Svaka poSiljka (neovisno o tome je li paket ili nije) otprema se ili vlakom ili poStanskim
kombijem ili zrakoplovom. Zbog toga postavljamo hipoteze:

H, = {posiljka je otpremljena vlakom},
H, = {posiljka je otpremljena poStanskim kombijem},

H, = {posiljka je otpremljena zrakoplovom}.
Iz podataka u zadatku slijedi:
P(H,)=60%=0.6, P(H,)=25%=0.25, P(H,)=1-(P(H,)+ P(H,)) =1-(0.6+0.25)=0.15.

Neka je A = {izabrana posiljka je paket}. Iz podataka u zadatku slijedi:
P(AIH,)=70%=0.7, P(AlH,)=40% =0.4, P(AIH,)=30% =0.3.

a) Trebamo izracunati vjerojatnost P(A). Primjenom formule potpune vjerojatnosti
dobivamo:

3
P(A)=Y P(H,)- P(AIH,)=0.6-0.7 +o.25-0.4+o.15-0.3=%: 0.565.

i=1
b) Trebamo izraCunati vjerojatnost P(H,|A). Primjenom Bayesove formule dobijemo:

P(H;)-P(AIH;) _0.15-03_ 9 _ 17965
P(A) 0565 113

P(H,1A)=

9. Svaki zaposlenik (neovisno o tome koliko dugo radi u tvrtki) ima ili magisterij znanosti ili
visoku stru¢nu spremu ili srednju stru¢nu spremu. Zbog toga postavljamo hipoteze:

H, = {zaposlenik ima magisterij znanosti},

H, = {zaposlenik ima visoku stru¢nu spremu},

H, = {zaposlenik ima srednju stru¢nu spremu}.

Iz podataka u zadatku slijedi:
P(H,)=10%=0.1, P(H,)=30%=0.3, P(H,)=1—(P(H,)+ P(H,)) =1-(0.1+0.3) = 0.6.

Neka je A = {izabrani zaposlenik u tvrtki radi barem 5 godina}. Iz podataka u zadatku
slijedi:
P(AIH,)=20%=0.2, P(AIH,)=40% =0.4, P(AIH,)=70% =0.7.

a) Trebamo izracunati vjerojatnost P(A). Primjenom formule potpune vjerojatnosti
dobivamo:

3
P(A):ZP(Hi)-P(AIHi):O.1~O.2+O.3-O.4+O.6-0.7:%20.56.

i=1

© mr.sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 7



@ Vjerojatnost i zadaci za

statistika k1~ Brupne

TEHNCKO VELEUGILSTE U ZAGRES . . X onzuitacije
="ﬂl\l‘'I'I:'l:‘.l';—l-il:"l(:Ul\-! ZAIGHABIENSIE (preddlplomSkl Strucnl 7 11 2017J
Elektrotehnicki odjel Studlj elektrotehnike) . . .

b) Trebamo izraCunati vjerojatnost P(H, | A). Primjenom Bayesove formule dobijemo:

PH IA)zP(HZ).P(A|Hz).=o.3.o.4:izozl429
? P(A) 056 14 '

10. Primijetimo da promatrani slu€ajni pokus (ispitivanje ispravnosti rada operativnoga
sustava na racunalu u slu¢ajno izabranom danu) ima to¢no dva ishoda: uspjeh (tj. ako nije
zabiljeZen ,,pad* operativnoga sustava) i neuspjeh (ako je zabiljeZen ,,pad* operativnoga
sustava). Vjerojatnost neuspjeha iznosi g =0.6. Stoga mozemo primijeniti Bernoullijevu
shemu.

a) Promotrimo dogadaj suprotan dogadaju A. To je dogadaj A® = {operativni sustav nije
,»pao“ ni na jednom racunalu}. Njegova je vjerojatnost jednaka P(AC) =(1-¢)"=04",

pa je traZena vjerojatnost jednaka:

9 764 601

P(A)=1-P(A°)=1-04" =0.9998951424 = 3765 eas

b) Zadani dogadaj je disjunktna unija dvaju dogadaja: B, = {operativni sustav je ,,pao* na
svim raCunalima} i B, = {operativni sustav je ,,pao* na to¢no 9 raCunala}. Zbog toga

1mamo:

452709

10
P(B)=P(B)+P(B,)=q" + (1-¢)-¢’ =0.6" +10-0.4-0.6° =0.0463574016 =—————.
(B)=P(B))+P(B,)=q (9j( 9-q 9765 625
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