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TV Vjerojatnost i Zbirka zadataka sa
statistika grupnih konzultacija —
(preddiplomski stru¢ni nerecenzirana verzija

TEHNICKO VELEUGILISTE U ZAGREEL
POLYTEGHNICUM ZAGRABIENSE studij elektrotehnike)
Elektrotehnicki odjel )

PREDGOVOR

Ova zbirka zadataka u cijelosti obuhvaca gradivo predmeta Vijerojatnost i statistika
koje se predaje na 2. godini preddiplomskoga struc¢noga studija elektrotehnike na
Tehnickom veleudilistu u Zagrebu. Nastala je na temelju zadataka rjeSavanih na
grupnim konzultacijama koje sam tijekom nekoliko akademskih godina drzao svim
zainteresiranim studentima. Zbog toga se moze re¢i da je (doslovno) svaki zadatak u
ovoj zbirci ,akademski ispitan® na studentima — slusac¢ima navedenoga predmeta.

Upravo na temelju pitanja, primjedbi i komentara studenata, od kojih se posebno
izdvajaju izvanredni studenti, napisano je poglavlje zbirke koje obuhvaca detaljna
rjesenja zadataka. To poglavlje je namjerno dano kao zasebna cjelina jer se preporucuje
da svaki zainteresirani student najprije pokusa samostalno rijesSiti svaki postavljeni
zadatak. U tu svrhu su uz svaki zadatak navedeni samo konacni rezultati.

Zbirka zadataka nije zamisljena kao zamjena za auditorne vjezbe, nego kao dopuna
tim vjezbama. Sadasnja satnica predmeta Vijerojatnost i statistika u kojoj je predvideno
(samo) 15 sati auditornih vjezbi pokazala se nedovoljnom za kvalitetnu pripremu
polaganja ispita. ,Problemski“ matematicki zadaci i inace predstavljaju tezu ili tesku
kategoriju matematickih zadataka za veéinu studenata, pa se nadam da ¢e im ova
zbirka — zajedno sa zadacima rijeSenima na predavanjima i vjezbama — znacajno
pomodi u pripremama za polaganje ispita.

Preporucuje se koristiti ovu zbirku zajedno s Repetitorijem vjerojatnosti i statistike
za  studente elektrotehnike. Upravo zato u zbirci nije naveden pregled teorijskih
pojmova, definicija i formula potrebnih za rjesavanje zadataka. Osim $to bi takav
pregled doveo do (uvjeren sam, nepotrebnoga) povecanja opsega zbirke, drugi osnovni
razlog za ovakvu odluku jest dozvoljenost Repetitorija vjerojatnosti i statistike za
studente elektrotehnike kao pomagala pri polaganju pismenoga ispita. Zbog toga
smatram vrlo primjerenim da se zadaci rjesavaju uz koristenje navedenoga Repetitorija
(..) i na taj nacin svojevrsno ,simulira“ polaganje pismenoga ispita.

Ugodna mi je duznost zahvaliti svima koji su na bilo koji nac¢in doprinijeli stvaranju
ove zbirke. To se ponajprije odnosi na cijenjene kolege Luku Marohnic¢a i Mandi Orli¢
Bachler s kojima sam suradivao na pisanju Repetitorij vjerojatnosti i statistike za
studente elektrotehnike. Posebnu zahvalnost dugujem svojim studentima koji su
brojnim pitanjima, primjedbama i komentarima utjecali na povecanje kvalitete teksta.

Svjestan sam da je, unato¢ svim naporima, u zbirci ,prezivio“ odreden broj
pogresaka. Svakome tko me upozori na bilo koju od tih pogresaka unaprijed izrazavam
zahvalnost.

U Zagrebu, sijecnja 2018.
Bojan Kovacié
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TV Vjerojatnost i Zbirka zadataka sa
statistika grupnih konzultacija —
TEHNICKD VELEUGILSTE U ZAGHES (preddiplomski struéni nerecenzirana verzija

POLYTEGHNICUM ZAGRABIENSE studij elektrotehnike)
Elektrotehnicki odjel )

1. GRUPA ZADATAKA

1. U grupi od 20 studenata ELO TVZ nalazi se tocno 8 studenata smjera AiPR, to¢no
5 studenata smjera KiRT, a ostali studenti su studenti smjera EE. Na slucajan

nac¢in odabiremo to¢no 3 studenta. Izracunajte vjerojatnosti sljede¢ih dogadaja:

a) A = {sa svakoga smjera izabran je tocno jedan student};
b) B = {barem jedan izabrani student je student smjera KiRT}

137

14
R ltat aPA— :'b) P(B
ezultati: a) P(A) )()228

2. 5 umjetnih plavusa, 6 umjetnih crnki i 7 umjetnih brineta natjece se za Miss Suplje
Lipe. Sve natjecateljice medusobno razlikujemo. Prigodom prvoga predstavljanja
ziriju i publici casting-manager izbora ih treba poredati na slucajan nacin.

Izracunajte vjerojatnosti sljede¢ih dogadaja:

a) A = {sve umjetne plavuse su poredane jedna do druge};
b) B = {barem dvije umjetne crnke nisu poredane jedna do druge}.

1427

Rezultati: a) P(A)=——: b) P(B
ezual)()6 )()428

3. U skladistu Visoke poslovne kole u Spi¢kovini nalazi se ukupno 20 razli¢itih
racunala. Na 60% tih racunala instaliran je operativni sustav Windows 10. Na

sluéajan nacin izabiremo 8 racunala. Izracunajte vjerojatnosti sljede¢ih dogadaja:

a) A = {na tocno polovici izabranih racunala je instaliran Windows 10};

b) B = {na barem jednom izabranom racunalu nije instaliran Windows 10}.

Rezultati: a) P(A) = 1155, ;D) P(B)=—— 8365
4199’ 8398

4. Za usmeni ispit iz Vjerojatnosti i statistike Karlo je morao nauciti to¢no odgovoriti
na 15 razlic¢itih pitanja. Medutim, naucio je to¢no odgovoriti na svega 7 pitanja. Za
pozitivnu je ocjenu potrebno toc¢no odgovoriti na barem 5 od 10 postavljenih

pitanja. Izracunajte vjerojatnost da ¢e Karlo uspjeti poloziti ispit.

Rezultat: p= 2
143
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statistika grupnih konzultacija —
(preddiplomski stru¢ni nerecenzirana verzija
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POLYTEGHNICUM ZAGRABIENSE studij elektrotehnike)
Elektrotehnicki odjel )

5. U kruznicu je upisan kvadrat, a u taj kvadrat je upisana kruznica. IzraCunajte
vjerojatnost da ¢e slucajno odabrana tocka kruga omedenoga vecom kruznicom

pripadati krugu omedenom manjom kruznicom.

Rezultat: p= %

6. Od konopca duljine 2 metra na slucajan nacin napravimo pravokutnik. Izracunajte

vjerojatnost da je povrsina toga pravokutnika jednaka ili ve¢a od 1600 cm?.

Rezultat: p= i
25

7. Na jesenkom ispitnom roku Veleucilista u Gacelezima ispitanici su mogli polagati
totno dva predmeta: Matematiku i Osnove elektrotehnike. Nakon odrzanih ispita,
utvrdeno je da 70% svih ispitanika nije polozilo Matematiku, 60% svih ispitanika
nije polozilo Osnove elektrotehnike, a 40% svih ispitanika nije polozilo nijedan od
navedenih dvaju predmeta. Na slucajan nacin biramo jednoga ispitanika.

Izracunajte vjerojatnosti sljede¢ih dogadaja:

a) A = {ako ispitanik nije polozio Matematiku, onda nije polozio Osnove
elektrotehnike};

b) B = {ako ispitanik nije polozio Osnove elektrotehnike, onda nije poloZio
Matematiku};

c) C = {ispitanik je polozio oba predmeta}.

4 2 1

Rezultati: a) P(A)=—=;b) P(B)=—; ¢) P(C)=—.

ezuala)()7)()30)()10
8. 60% svih postanskih pogiljaka otprema se vlakom, 25% postanskim kombijima, dok
se sve preostale posiljke otpremaju zrakoplovom. Udjeli paketa u tim vrstama

posiljaka su redom 70%, 40% i 30%. Na slucajan je nacin izabrana jedna posiljka.

a) Izracunajte vjerojatnost da je izabrana posiljka paket.
b) Ako je izabrana posiljka paket, izracunajte vjerojatnost da je taj paket stigao

zrakoplovom.

113 9
Rezultati: =——:b =—.
ezultati: a) p, 500 )P, TE
9. U tvrtki Samo za moj dzZep d.d. iz Djedine Rijeke 10% zaposlenika ima magisterij
znanosti, 30% zaposlenika ima visoku struénu spremu, a svi ostali zaposlenici imaju
srednju strué¢nu spremu. Vjerojatnost da ¢e zaposlenik koji ima magisterij znanosti

raditi u toj tvrtki barem 5 godina iznosi 20%. Analogne vjerojatnosti za zaposlenike
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TV Vjerojatnost i Zbirka zadataka sa
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POLYTEGHNICUM ZAGRABIENSE studij elektrotehnike)
Elektrotehnicki odjel

sa visokom, odnosno srednjom stru¢nom spremom iznose 40% i 70%. Na slucajan

nacin biramo jednoga zaposlenika.

a) IzraCunajte vjerojatnost da izabrani zaposlenik u tvrtki radi barem 5 godina.
b) Ako izabrani zaposlenik radi u tvrtki barem 5 godina, izra¢unajte vjerojatnost da

taj zaposlenik ima visoku struénu spremu.

14 3

Rezultati: a =—: b =—.

z )P 25 ) P 4
10. Pratedi ispravnost rada tocno 10 osobnih racunala u racunalnoj ucionici Veleudilista
u Babinoj Gredi, sistem-administrator Miroslav je utvrdio da vjerojatnost ,pada“
operativnoga sustava na svakom rac¢unalu tijekom jednoga radnoga dana iznosi 0.6.
Operativni sustavi ,padaju® slucajno i nezavisno. Izracunajte vjerojatnost sljedeé¢ih

dogadaja:

a) A = {u slucajno izabranom radnom danu operativni sustav ,pada“ na barem
jednom racunalu}.
b) B = {u slu¢ajno izabranom radnom danu operativni sustav nije ,pao® na najvise

jednom racunalu}.

9764 601 452 709

Rezultati: a) P(A)= :b) P(B) = .
9765 625 9765 625
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2. GRUPA ZADATAKA

1. U nekom skladistu racunala utvrdili su da je broj ispravnih rac¢unala trostruko vedci

od broja neispravnih racunala. Ako se na slucajan nacin izaberu dva racunala,

17
vjerojatnost da ¢e barem jedno od njih biti neispravno iznosi I8 Koliko ukupno
racunala ima u skladistu?

Rezultat: 20 racunala.

2. (problem rodendana) U grupi se nalazi ukupno 24 studenta. Izrac¢unajte vjerojatnost
da medu njima postoji najmanje dvoje studenata rodenih na isti datum (ne nuzno

iste godine). Pretpostavite da godina ima toéno 365 dana.

Rezultat: p =0.53834.

3. Pripremajuc¢i se za usmeni ispit iz Vjerojatnosti ¢ statistike Marko je naucio
odgovore na tocno 15 od ukupno 25 pitanja. Na usmenom ispitu nastavnik postavlja
toéno tri pitanja (od njih ukupno 25). Usmeni ispit je polozen ako student zna
tocno odgovoriti na barem dva postavljena pitanja. Izracunajte vjerojatnost da
Marko nece poloziti usmeni ispit.

Rezultat: p= 159 =(.345652.
460

4. Na izvanrednom ispitnom roku moguce je polagati tocno jedan ispit. Poznato je da
40% studenata izabire Osnove elektrotehnike, 30% studenata Matematiku, a svi
ostali studenti Fiziku. Prolaznost iz Osnova elektrotehnike 1 iznosi 20%, iz
Matematike 30%, a iz Fizike 40%.

a) Izracunajte vjerojatnost da je slucajno odabrani student polozio svoj izabrani
ispit.
b) Ako znamo da je slucajno odabrani student polozio svoj izabrani ispit,

izracunajte vjerojatnost da je taj student polozio Matematiku.

29 9
Rezultati: a =—=029; b =—=0.31034.
) Py 100 )P, 29

5. Preparat protiv éelavosti , Celotonic® proizvode tri tvornice smjeStene u Babinoj
Gredi, Banovoj Jaruzi i Generalskom Stolu. Tvornica u Babinoj Gredi proizvodi
dvostruko vise preparata od tvornice u Banovoj Jaruzi, a za 30% viSe preparata od
tvornice u Generalskom Stolu. Statisticki pokazatelji pokazuju da je neispravno 2%
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preparata iz tvornice u Babinoj Gredi, 3% preparata iz tvornice u Banovoj Jaruzi i
2.5% preparata iz tvornice u Generalskom Stolu. U nekom se skladistu nalaze

preparati iz svih triju tvornica i na slucajan nacin bira se jedan preparat.

a) Izrac¢unajte vjerojatnost da je slucajno izabrani preparat neispravan.
b) Ako znamo da je slu¢ajno izabrani preparat neispravan, izrac¢unajte vjerojatnost

da ga je proizvela tvornica iz Banove Jaruge.

36 13
Rezultati: a =——=0.02441; b =—=0.27083.
) P =475 P =g

6. Mirela zeli sti¢i u zra¢nu luku koristenjem taxi-prijevoza. Na raspolaganju su joj tri
prijevozne tvrtke: Cammeleo, Mobitaxi i Uber alles. Mirelini statisticki podaci
pokazuju da je od ukupno 20 voznji prema zrac¢noj luci 8 puta koristila vozila
Cammelea, 7 puta vozila Mobitaxija, a vozila Uber allesa u svim ostalim voznjama.
Iskustva putnika objavljena na Facebook stranici Tazi nas svagdasnji tvrde da
vozilo Cammelea stigne pravovremeno u 85% slucajeva, vozilo Mobitazija u 75%
slucajeva, a vozilo Uber alles u 90% slucajeva. Na slu¢ajan nacin izabiremo jednu

Mirelinu voznju.

a) Izracunajte vjerojatnost da je u toj voznji Mirela nepravovremeno stigla u
zra¢nu luku.
b) Ako je u toj voznji Mirela pravovremeno stigla u zra¢nu luku, izracunajte

vjerojatnost da je pritom koristila vozilo Cammelea.

69 136
Rezultati: a =——=0.1725; b =——=0.41088.
g 400 )P 331

7. Dva cruisera trebaju uploviti u luku na Mulinama. Zbog tehnickih preduvijeta,
jedan cruiser smije uploviti u luku ako i samo ako se u njoj ne nalazi
drugi cruiser. Vrijeme dolaska svakoga cruisera je slucajan trenutak u toku
jednoga dana. Vrijeme =zadrzavanja prvoga cruisera je dva sata, a drugoga
cruisera tri sata. Izracunajte vjerojatnost da ¢e jedan od tih cruisera morati c¢ekati

da drugi cruiser napusti luku.

Rezultat: p = 227 .
1152
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8. Zadan je jednakokracan trokut kojemu je duljina osnovice 16 cm, dok su krakovi
duljine 10 cm. Na sluc¢ajan nacin izabiremo jednu tocku unutar trokuta. Izracunajte

vjerojatnost da ta tocka ne pripada krugu kojega omeduje trokutu upisana kruznica.

Rezultat: p=1- % -7 =0.53458 .

9. Krug u igri Kolo srece podijeljen je na cetiri kruzna isjecka: 1, 2, 3 i 4 tako da za
svaki i=1, 2, 3, kruzni isjecak ¢ ima dvostruko manju povrsinu od isjecka i+1.
Izracunajte vjerojatnost da se kazaljka zaustavi na ,neparnu® isjecku (tj. isjecku
kojemu pripada neparan broj).

Rezultat: p :% .

10. Izracunajte vjerojatnost da slucajno odabrana tocka kocke pripada toj kocki
upisanoj:

a) sferi;
b) kugli.

Rezultati: a)p=0; b) p= %
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3. GRUPA ZADATAKA

1. Zived skladno u dugom i sretnom braku, Kate je doZivjela 80 godina, a njezin
suprug William 85 godina. Obiteljski geneticar Harry izracunao je da vjerojatnost
da ¢e Kate zivjeti joS najmanje 10 godina iznosi 30%, dok vjerojatnost da dée
William Zivjeti jo$ najmanje 10 godina iznosi 25%. Izracunajte vjerojatnost sljedec¢ih
dogadaja:

a) A = {barem jedno od njih dvoje biti Ziv nakon sljede¢ih 10 godina};
b) B = {samo Kate ¢e biti ziva nakon sljedeé¢ih 10 godina}.

Rezultati: a) P(A) = i =0.475, b) P(B) = 2 =0.225.
40 40

2. Nikola Vlasi¢, Mario Gavranovi¢ i Luka Modri¢ nezavisno izvode to¢no jedan
slobodan udarac prema golu Dantea Stipice. Vjerojatnosti postizanja zgoditka
iznose redom 60%, 70% i 50%. IzraCunajte vjerojatnost da tocno jedan od njih
postigne zgoditak.

Rezultat: p= % =0.25.

3. Administrator Miroslav nadgleda rad triju medusobno nezavisnih posluzitelja.
Vjerojatnosti da u tijeku jednoga dana neée biti potrebe za intervencijom na
pojedinom posluzitelju iznose redom 90%, 85% i 80%. Izracunajte vjerojatnosti

sljede¢ih dogadaja:

a) A = {bit ¢ée potrebna intervencija na tocno jednom posluzitelju};
b) B = {ni na jednom posluzitelju neée biti potrebna intervencija}.

329
1000

53

Rezultati: a) P(A) = =0.329; b) P(B) = ﬁ =0.612.

4. Dario Sari¢ izvodi slobodna bacanja nezavisno jedno za drugim. Vjerojatnost
ubacaja u kos za svako pojedino slobodno bacanje iznosi 75%. Koliko najmanje
slobodnih bacanja treba izvesti Dario tako da vjerojatnost ubacaja barem jednoga
kosa bude najmanje 99%?

Rezultat: n=4.

© mr.sc. Bojan Kovacié¢, visi predavac 10
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5. Bojan Bogdanovi¢ i Kruno Simon nezavisno gadaju ,trice“. Vjerojatnost da Bojan
pogodi ,tricu® iznosi 70%, a vjerojatnost da Kruno pogodi ,tricu® iznosi 60%.
Bojan smije uputiti toéno dva Suta prema kosu. Koliko najmanje Suteva treba
uputiti Kruno tako da vjerojatnost ubacaja barem jedne ,trice” bude najmanje
99%7?

Rezultat: n=3.

6. Ivan Rakiti¢ nezavisno izvodi ukupno 6 slobodnih udaraca prema golu Manuela
Neuera s vjerojatnoséu postizanja zgoditka od 40%. Izracunajte vjerojatnosti
sljede¢ih dogadaja:

a) A = {Ivan Rakiti¢ ¢e posti¢i tocno tri zgoditka};
b) B = {Ivan Rakitié¢ ¢e postiéi barem dva zgoditka};
¢) C = {Ivan Rakiti¢ neée postié¢i nijedan zgoditak}.
Rezultati: a) P(A)= 864 =(.27648; b) P(B) = 239 =(.76672, ¢) P(C) = 729 = (.04666 .
3125 3125 15625

7. U doigravanju NBA lige sastaju se kosarkasi Miami Heata i Indiana Pacersa.
Potrebno je odigrati onoliko utakmica sve dok to¢no jedna momcad ne ostvari Getiri
pobjede. Svaka utakmica mora zavrsiti pobjedom jedne momcadi (tj. nema
nerijeSenoga ishoda). Kladioni¢ari prognoziraju da vjerojatnost pobjede Miami
Heata u svakoj utakmici iznosi 55%. Sve utakmice su medusobno nezavisne i

,henamjestene”. Izracunajte vjerojatnost sljede¢ih dogadaja:

1. A = {Miami Heat ¢e pobijediti u doigravanju};
2. B = {Indiana Pacersi ne¢e pobijediti ni u jednoj utakmici};
3. C = {Miami Heat ¢e pobijediti u tono dvije utakmice}.

Rezultati: a) P(A)=0.86719; b) P(B)=0.09151; ¢) P(C) = 0.18607 .

8. Karlo se priprema za polaganje ispita iz FElektronickih strojeva. Vjerojatnost da
Karlo polozi ispit jednaka je udjelu gradiva koje je naucio u odnosu na ukupno
gradivo predmeta. Udio gradiva koje je Karlo naucio ne ovisi o broju izlaska na
ispit. Polaganja ispita su medusobno nezavisni dogadaji.

a) Pretpostavimo da Karlo pri svakom izlasku na ispit nauc¢i 40% gradiva. Koliko
bi najmanje puta Karlo trebao polagati ispit tako da se s vjerojatnoséu od
najmanje 90% moze tvrditi da je polozio ispit?

© mr.sc. Bojan Kovacié¢, visi predavac 11



TV Vjerojatnost i Zbirka zadataka sa
statistika grupnih konzultacija —
(preddiplomski stru¢ni nerecenzirana verzija

TEHNICKO VELEUGILISTE U ZAGREEL
POLYTEGHNICUM ZAGRABIENSE studij elektrotehnike)
Elektrotehnicki odjel )

b) Koliki dio ukupnoga gradiva bi Karlo trebao nauditi pri svakom izlasku na ispit
tako da vjerojatnost da ¢e ispit poloziti najkasnije iz trecega pokusaja bude
najmanje 90%? (Iskazite rjeSenje u postotcima.)

Rezultati:a) n =5 puta; b) x=1 —% =~53.584% .

9. Ispit se sastoji od 10 pitanja. Uz svako pitanje navedena su to¢no Cetiri odgovora,
od kojih je samo jedan tocan. Ispitanik je polozio ispit ako je tocno odgovorio na
barem polovicu svih postavljenih pitanja. Nevesinko nije naucio ispitno gradivo, pa
uz svako pitanje slucajno i nezavisno zaokruzuje to¢no jedan od ponudenih
odgovora. (Zaokruzeni odgovor na svako pitanje ne zavisi ni o jednom od
prethodnih odgovora.) IzraCunajte vjerojatnost da ¢e Nevesinko uspjeti poloziti
ispit.

40961
524288

=(0.07813.

Rezultat: p=
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TV Vjerojatnost i Zbirka zadataka sa
statistika grupnih konzultacija —
TEHNICKD VELEUGILSTE U ZAGHES (preddiplomski struéni nerecenzirana verzija

POLYTEGHNICUM ZAGRABIENSE studij elektrotehnike)
Elektrotehnicki odjel

4. GRUPA ZADATAKA

1. Na uzorku od 50 slucajno izabranih studenata Veleucilista u Djedinoj Rijeci
27.11.2017. provedeno je anketiranje o broju ¢lanova domacdinstva. Dobiveni su
sljede¢i podaci.

Broj ¢lanova |3 4 | 5 | 6| 7| 8| Ukupno
Broj studenata | 512 |20 |8 | 3| 2 50

Tablica 1. Razdioba studenata prema broju ¢lanova domacinstva

Izracunajte sljedece statisticke pokazatelje i objasnite njihovo znacenje:

a) aritmeticka sredina;

b) prvi (donji) kvartil;

c) medijan;

d) treéi (gornji) kvartil;

e) mod,;

f) raspon varijacije;

g) interkvartil;

h) standardna devijacija;

i) koeficijent kvartilne devijacije;
j) koeficijent varijacije.

Potom prikazite zadanu razdiobu poligonom frekvencija.

Rezultati: a) x=496=~5: b) 0, =4;¢c) Me=Q,=5;d) Q;=6;e) Mo=5;f) R=5;¢g) I,=2;
h) o =1.18254;1) V,=02;]) V =~23.842% .

Razdioba studenata prema broju
clanova domacinstva

N\
N\

v N

3 4 5 6 7 8

Broj&lanova domacinstva
Slika 1.

[
L]

[y
(8]

Brojstudenata
=
L]

©n

© mr.sc. Bojan Kovacié¢, visi predavac 13



TEHMICKO VELEUCILISTE U 2AGREBL
POLYTECHNIGUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

Vjerojatnost i
statistika

(preddiplomski stru¢ni
studij elektrotehnike)

Zbirka zadataka sa
grupnih konzultacija —

nerecenzirana verzija

2. Na uzorku od 60 slucajno izabranih studenata 2. godine Veleucilista u Svrzigacama

27.11.2017. provedeno je anketiranje o ukupnom broju predmeta

ocijenjeni ocjenom izvrstan(5) . Dobiveni su sljede¢i podaci.

Broj predmeta

2

3

415

7

10

Ukupno

Broj studenata

4

6

8120

12

10

60

Tablica 2. Razdioba studenata prema broju predmeta.

iz kojih su

Izracunajte sljedeée statisticke pokazatelje i objasnite njihovo znacenje:

a) aritmeticka sredina;
b) prvi (donji) kvartil;
c) medijan;

d) tred (gornji) kvartil;
e) mod;

f) raspon varijacije;

g) interkvartil;

h) standardna devijacija;

i) koeficijent kvartilne devijacije;

j) koeficijent varijacije.

Potom prikazite zadanu razdiobu poligonom frekvencija.

Rezultati: a) x=57=6; b) 0,=4;c) Me=0,=5;d) 0,=7;e) Mo=5;f) R=8;g) I, =3;
h) 0 =~236854; 1) V,~0.27273;j) V ~41.553% .

Razdioba studenata prema broju predmeta
20
18
16
= 14
[+
5 12
=
g 10
Z 8
2 6
4
0
2 3 4 s 7 10
Broj predmeta
Slika 2.
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TV Vjerojatnost i Zbirka zadataka sa
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il (preddiplomski stru¢ni nerecenzirana verzija
TEHMICKO VELEUCILISTE U 2AGREBL
POLYTEGHNICUM ZAGRABIENSE studij elektrotehnike)
Elektrotehnicki odjel

3. Na uzorku od 100 slucajno izabranih studenata Visoke skole za primijenjeni
menadzment u Piskoreveima 27.11.2017. provedena je anketa o ukupnom broju
prijatelja koje imaju na Facebooku. Dobiveni su sljedeé¢i podaci.

Broj prijatelja | 0 - 10 | 10 - 20 | 20 - 30 | 30 - 40 | 40 - 50 | 50 — (100) | Ukupno
Broj studenata ) 10 10 20 25 30 100

Tablica 3. Razdioba studenata prema broju prijatelja na Facebooku.

Izracunajte sljedeée statisticke pokazatelje i objasnite njihovo znacenje:

a) aritmeticka sredina;
b) standardna devijacija;
c) koeficijent varijacije.

Potom prikazite zadanu razdiobu histogramom i poligonom frekvencija.

Rezultati: a) x=45; b) ¢~22.36068; c) V ~49.69% .

2.5

[
()]

[

Korigirana apsolutna frekvencija

0-10 10-20 20-30 30-40 40-50  50-(100)

ijatel

Razdioha studenata prema hroju prijatelja na Facebooku

20 A
e / N\
/ AN

[
B

—
oS}

/ —

Brojstudenata
=
(w]

O N B O ®

0-10 10- 20 20-30 30-40 40-50 50- (100)

Brojprijatelja
Slika 4.
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TVZ

TEHMICKO VELEUCILISTE U 2AGREBL
POLYTECHNIGUM ZAGRABIENSE
Elektrotehnicki odjel

Vjerojatnost i
statistika
(preddiplomski stru¢ni
studij elektrotehnike)

Zbirka zadataka sa

grupnih konzultacija —

nerecenzirana verzija

4. Na uzorku od 80 slucajno izabranih studenata Visoke poslovne skole u Ripistu

27.11.2017. provedena je anketa o ukupnom broju slavnih osoba (hrvatski:

celebrityja) koje studenti prate na Instagramu. Dobiveni su sljedeéi podaci.

Broj celebrityja

0-30

30 - 50

50 - 60

60 - 80

80 — 100

100 — (200)

Ukupno

Broj studenata

4

16

24

12

16

8

80

Tablica 4. Razdioba studenata prema broju slavnih osoba koje prate na Instagramu

Izracunajte sljedece statisticke pokazatelje i objasnite njihovo znacenje:

a) aritmeticka sredina;

b) standardna devijacija;

c) koeficijent varijacije.

Potom prikazite zadanu razdiobu histogramom i poligonom frekvencija.

Rezultati: a) x=68.75~69; b) o ~33.42436; c) V =~ 48.617%

M

u

Razdioba studenata prema broju celebrityja
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TV Vjerojatnost i Zbirka zadataka sa
statistika grupnih konzultacija —
(preddiplomski stru¢ni nerecenzirana verzija

TEHNICKO VELEUGILISTE U ZAGREEL
POLYTEGHNICUM ZAGRABIENSE studij elektrotehnike)
Elektrotehnicki odjel )

5. GRUPA ZADATAKA

Napomena: U zadacima 1. — 5. pretpostavite da se radi o binomnoj razdiobi, a u zadacima 6. — 12.

pretpostavite da se radi o Poissonovoj razdiobi.

1. U Poreznoj upravi Frkljevci ukupno 10 poreznih obveznika treba predati poreznu
prijavu. Na temelju podataka iz prethodnih godina utvrdeno je da u prosjeku jedna

od pet poreznih prijava nije ispravno ispunjena. Izracunajte:

a) ocekivani broj neispravno ispunjenih poreznih prijava;
b) vjerojatnost da ¢e sve porezne prijave biti ispravno ispunjene;

c) vjerojatnost da ¢e viSe od polovice poreznih prijava biti ispravno ispunjeno.

Rezultati: a) m=2,b) p=0.10737; c) p=0.96721.

2. U tvornici elektricnih zarulja I bi svjetlo iz Podbablja utvrdili su da se prosje¢no
proizvede 5% neispravnih zarulja. Na slucajan nacin izabire se totno 100 uzoraka od

kojih svaki sadrzi 20 zarulja. Izracunajte:

a) ocekivani ukupan broj uzoraka bez ijedne neispravne zarulje;

b) vjerojatnost da slu¢ajno odabrani uzorak sadrzi barem dvije neispravne zarulje.

Rezultati: a) m=36; b) p=0.26416.

3. U tvornici ¢okolade Mljac-—mijac iz Cefavca uodili su da je 1% proizvedenih
¢okoladnih plocica Skartirano (npr. plocica ima manju masu od propisane). Koliko
najmanje cokoladnih plocica treba proizvesti tako da vjerojatnost pojave barem

jedne Skartirane plocice bude strogo veca od 90%?

Rezultat: n=230.

4. Vjerojatnost pojave smetnji na DVB-T prijemniku unutar slu¢ajno odabranoga sata

iznosi 2%. Izracunajte:

a) vjerojatnost da se smetnje pojave tofno jednom unutar 8 uzastopnih sati;

b) ocekivani broj pojava smetnji tijekom jednoga mjeseca (= 30 dana).

Rezultati: a) p=0.1389; b) m=14.
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POLYTEGHNICUM ZAGRABIENSE studij elektrotehnike)
Elektrotehnicki odjel )

5. Statisticki podaci pokazuju da 45% darivatelja krvi ima krvnu grupu 0. Na sluc¢ajan

nacin odabran je uzorak od 50 darivatelja krvi. Izracunajte:

a) ocekivani broj darivatelja s krvnom grupom 0 u odabranom uzorku;
b) vjerojatnost da u odabranom uzorku nema nijednoga darivatelja s krvnom

grupom 0.
Rezultati: a) m=23;b) p=1.04264-10".
6. Tvornica alkoholnih pi¢a Cokanjci¢ iz Sljivovca proizvodi rakiju. Uoteno je da

0.05% boca rakije ima volumni udio alkohola manji od deklariranoga. Na sluc¢ajan
nacin izabran je uzorak od 10 000 boca. Izracunajte:

a) ocekivani broj boca rakije s manjim volumnim udjelom alkohola u tom uzorku;
b) vjerojatnost da uzorak sadrzi barem 6 boca s manjim volumnim udjelom
alkohola.

Rezultati: a) m=5;b) p, =0.38404.

7. Vjerojatnost pojave kratkoga zastoja pri dnevnom emitiranju signala odasiljaca
iznosi 3%. Uz pretpostavku da jedan mjesec ima 30 dana, izraCunajte:

a) ocekivani godisnji broj pojava kratkoga zastoja;
b) vjerojatnost pojave kratkoga zastoja najvise triput godisnje.

Rezultati: a) m=11;b) p, =0.00571.

8. Kroz naplatnu kuéicu na autocesti Dugopolje — Sestanovac dnevno produ prosjeéno
dva automobila. Uz pretpostavku da jedan mjesec ima 30 dana, izracunajte:

a) ocekivani godisnji broj automobila koji ée proéi kroz navedenu naplatnu kucéicu;
b) vjerojatnost da u slucajno odabranom danu kroz naplatnu kuéicu neée proéi

nijedan automobil.

L 013534,

Rezultati: a) m=720; b) p=
e
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9. Agent zivotnoga osiguranja tjedno proda prosjecno dvije police zivotnoga
osiguranja. lIzracunajte vjerojatnost da ¢e u slucajno odabranom tjednu agent

prodati:

a) barem jednu policu zivotnoga osiguranja;

b) barem dvije, ali najvise pet polica zivotnoga osiguranja;

c) jednu policu zivotnoga osiguranja u slucajno odabranom danu toga tjedna.
(Pretpostavljamo da tjedan ima toéno pet radnih dana.)

64

5.

Rezultati: a) p,=1-¢7 =0.86466; b) p, =1 =0.57743; ¢) p, =5%z0.26813.
4
10. U tvornici keksa Keksi¢ iz Crnoga Dabra uoéili su da se proizvodi 0.5% pakiranja
keksa s masom strogo manjom od deklarirane. Koliko najmanje pakovanja keksa
treba proizvesti tako da vjerojatnost pojave barem jednoga pakovanja ¢ija je masa
strogo manja od deklarirane bude strogo veca od 50%7?

Rezultat: n=139.
11. U tvornici mesnih preradevina Jegercic¢ iz Kobasi¢ara uocili su da se proizvodi 1%
pakiranja hrenovki s masom strogo manjom od deklarirane. Koliko najmanje

pakiranja hrenovki treba proizvesti tako da vjerojatnost pojave barem dva
pakovanja ¢ija je masa strogo manja od deklarirane bude strogo veé¢a od 30%?

Rezultat: n=110.

12. Ocekivani broj telefonskih poziva koje u jednoj minuti primi recepcija hotela
Svakoga gosta tri dana dosta je jednak 3. Pretpostavimo da su brojevi poziva koje
recepcija  primi u dvije razlicite minute medusobno nezavisni. Izracunajte

vjerojatnost da ¢e u te dvije razli¢ite minute recepcija primiti najmanje dva poziva.

Rezultat: p = l—l6 = (.98265.
e
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6. GRUPA ZADATAKA

1. Na raspolaganju imamo cetiri zarulje ¢ije snage redom iznose 40 W, 60 W, 75 W i
100 W. Na sluc¢ajan nacin izabiremo jednu zarulju. Vjerojatnosti izbora zarulja
upravno su razmjerne snagama zarulja. Neka je X slucajna varijabla koja oznacava

snagu zarulje.

a) Napisite zakon razdiobe varijable X.

b) Izracunajte ocekivanje i standardnu devijaciju varijable X.

40 60 75 100 833 6
Rezultati:a) X ~| 8 12 3 4 |.b) E(X)="7~7573, a(X)=H~mz21.31.
55 55 11 11
2. Cetiri tajnice — Brunhilda, Gertruda, Maruska i Vjekoslava — mogu pretipkati
poslovni dopis redom za 2 minute, 3 minute, 4 minute i 5 minuta. Vjerojatnost
izbora pojedine tajnice obrnuto je razmjerna vremenu pretipkavanja dopisa. Na
slu¢ajan nacin izabire se jedna tajnica. Neka je Y slucajna varijabla koja oznacava

vrijeme pretipkavanja dopisa.

a) Napisite zakon razdiobe varijable Y.
b) Izracunajte ocekivanje i standardnu devijaciju varijable Y.

2 3 4 5
Rezultati:a) Y~| 30 20 15 12 ;b)E(Y):%:&IZ, O'(Y)Z%'\/l770zl.09276.

7 77 71 71

3. Neka je Z slucajna varijabla koja oznacava prvi broj izvucen u jednom kolu igre
LOTO 6/45. Pretpostavimo da su svi elementarni ishodi su jednako vjerojatni.

a) Napisite zakon razdiobe varijable Z.
b) Izracunajte ocekivanje i standardnu devijaciju varijable Z.

1 2 3 ... 44 45 |
Rezultatia) Z~| 1 1 1 1 1 |;b) E@)=23, a(Z)=§~mz13.
45 45 45 45 45
4. U igri TV Bingo izvlaci se totno 15 od ukupno 90 brojeva. Pretpostavimo da su
kuglice oznacene prirodnim brojevima od 1 do 90, te da je izvlacdenje pravedno.
Neka je B slucajna varijabla koja oznacava prvi broj izvucen u jednom kolu igre TV
Bingo.

a) Napisite zakon razdiobe varijable B.

© mr.sc. Bojan Kovacié¢, visi predavac 20



TV Vjerojatnost i Zbirka zadataka sa
statistika grupnih konzultacija —
(preddiplomski stru¢ni nerecenzirana verzija

TEHNICKO VELEUGILISTE U ZAGREEL
POLYTEGHNICUM ZAGRABIENSE studij elektrotehnike)
Elektrotehnicki odjel )

b) Izra¢unajte ocekivanje i standardnu devijaciju varijable B.

1 2 3 .. 8 9
Rezultati: a) B~| | 1 1 1 11]; b) E(B):%:ALS.S, O'(B):é-\/24297z25.98.
90 90 90 90 90

5. Ivan Rakiti¢ nezavisno izvodi slobodne udarce prema golu Danijela Subasi¢a sve
dok ne postigne zgoditak. Vjerojatnost da ¢e Ivan postié¢i zgoditak u jednom udarcu

prema golu iznosi 40%. Izracunajte:

a) ocekivani broj udaraca prema golu;
b) vjerojatnost da ¢e Ivan uputiti najmanje 4 udarca prema golu.

27
Rezultati: =3:b =—.
ezultati: a) n ) p 3
6. Zlatko Horvat nezavisno izvodi sedmerce prema golu Filipa Ivica sve dok ne
postigne zgoditak. Vjerojatnost da ¢e Zlatko postié¢i zgoditak u jednom sedmercu

iznosi 80%. Izrac¢unajte:

a) ocekivani broj udaraca prema golu;
b) vjerojatnost da ¢e Zlatko uputiti najvise tri udarca prema golu.

124

Rezultati: a) n=1;b = .
z ) n ) P=1s

7. Na raspolaganju imamo 40 uzoraka punjivih baterija vrste AAA. U svakom uzorku
nalazi se tocno 8 baterija. Provjeravamo ima li svaka baterija dimenzije 10.5 mm X
44.5 mm. Ako je barem jedna dimenzija razli¢ita od propisane, bateriju

proglasavamo neispravnom. Rezultati ispitivanja navedeni su u donjoj tablici.

Broj neispravnih baterija | 0 | 1 | 2 | 3| Ukupno
Broj uzoraka 1511010 |5 40

Tablica 5. Podaci za Zadatak 7.

Odredite parametre prilagodene binomne razdiobe koja najbolje opisuje gornje
rezultate ispitivanja. Potom izracunajte ocekivani broj uzoraka u kojima su sve
baterije ispravne.

Rezultati: X ~ B(81,0.0139), n, =13.

8. Rijesite prethodni zadatak koristeéi parametar prilagodene Poissonove razdiobe.

Rezultati: X ~ Po(1.125), n, =13.

© mr.sc. Bojan Kovacié¢, visi predavac 21



TV Vjerojatnost i Zbirka zadataka sa
statistika grupnih konzultacija —
(preddiplomski stru¢ni nerecenzirana verzija

TEHNICKO VELEUGILISTE U ZAGREEL
POLYTEGHNICUM ZAGRABIENSE studij elektrotehnike)
Elektrotehnicki odjel )

9. Rezultati 1. kolokvija iz Matematike na Veleucilistu u Svrzigacama prikazani su u
sljedecoj tablici.

Broj bodova |0—-4|4-8|8—-12 (12— 16 | Ukupno
Broj studenata | 10 77 9 4 100

Tablica 6. Podaci za Zadatak 9.

Odredite parametre prilagodene binomne razdiobe koja najbolje opisuje gornje
rezultate kolokvija. Potom izracunajte ocekivani broj studenata koji su postigli
toc¢no 8 bodova.

Rezultati: X ~ B(52,0.12076), n, =12.

10.Za svaki radni dan u studenom 2017. ugledni obiteljski lijecnik Flek Trbosjek
biljezio je broj pregledanih pacijenata oboljelih od crijevne viroze. Dobio je sljedeé¢u
tablicu,

Dnewvni broj pregledanih pacijenata |0 -2 |2 —-4|4—-6 |6 —8| Ukupno
Broj dana 4 9 6 11 30

Tablica 7. Podaci za Zadatak 10.

Odredite parametar prilagodene Poissonove razdiobe koja najbolje opisuje gornje
rezultate. Potom izracunajte ocekivani ukupan broj dana u kojima ¢e dnevno biti

pregledana toc¢no tri pacijenta koja boluju od crijevne viroze.

Rezultati: X ~ Po(4), n, =6.
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7. GRUPA ZADATAKA

1. Funkcija gustoée neprekidne slucajne varijable X definirana je pravilom:

a_—x’ ZaXeE [—1,1],

f(x)=

0, inace.

a) Odredite vrijednost realnoga parametra a.

b) Izracunajte ocekivanje i standardnu devijaciju varijable X.

c) Odredite pravilo funkcije razdiobe vjerojatnosti varijable X. Potom na istoj slici
nacrtajte grafove funkcije gustoée i funkcije razdiobe vjerojatnosti.

d) Izracunajte P(0< X <2).

0, zax<-—1,

Rezultati: a)a=1; b) E(X):—é, a(X):%«/E; O)F(x)= —i~x2+%~x+%, zaxe[—l,l], d)p:%.

1, zax>1;

2. Funkcija gustoce neprekidne slucajne varijable Y definirana je pravilom:

a-e, zay>1,
f(y)={ Y

0, inace.

a) Odredite vrijednost realnoga parametra a.

b) Izra¢unajte ocekivanje i standardnu devijaciju varijable Y.

c) Odredite pravilo funkcije razdiobe vjerojatnosti varijable Y. Potom na istoj slici
nacrtajte grafove funkcije gustoée i funkcije razdiobe vjerojatnosti.

d) Izracunajte P(2<Y <3).

e—1
—-
e

1—e™, zay>1,

d) P2<Y<3)=

Rezultati: a) a=1;b) E(Y)=2, o(Y)=1;c) F(y):{ )
0, inace.

3. Martina i Andrijana svakoga radnoga dana zajedno dolaze na nastavu, a sastaju se
na Trgu kralja Tomislava. Martina uvijek dolazi prva i ¢eka Andrijanu izmedu 10 i
15 minuta. Trenutak Andrijanina dolaska u tom vremenskom intervalu je slucajan.

Neka je M jednolika sluc¢ajna varijabla koja oznacava trajanje Martinina cekanja.

a) Odredite funkciju gustoce varijable M.
b) Izracunajte ocekivano trajanje Martinina ¢ekanja i pripadnu standardnu
devijaciju.
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c) Odredite pravilo funkcije razdiobe vjerojatnosti varijable M. Potom na istoj slici
nacrtajte grafove funkcije gustoée i funkcije razdiobe vjerojatnosti.

d) Izracunajte vjerojatnost da ¢e Martina cekati vise od 12, ali manje od 14
minuta.

0, zax<10,

1
-, 10,15],
Rezultati: a)f(x)=<5 zaxe[ ]

0, inace.

b) E(M)=2—25, O'(M)=%«/§; ) F(x)= é-x—2, zaxe[10,15], d)ng.
1, zax>15.

4. Slavica svakoga radnoga dana putuje taksijem na posao. Utvrdila je da vrijeme
cekanja od trenutka poziva do trenutka dolaska taksija iznosi najmanje jednu
minutu, a najvise pet minuta. Neka je S sluc¢ajna varijabla koja oznacava Slavi¢ino

dnevno vrijeme ¢ekanja.

a) Odredite funkciju gustoce varijable S.

b) Izracunajte ocekivano vrijeme Slavi¢ina ¢ekanja i pripadnu standardnu
devijaciju.

c) Odredite pravilo funkcije razdiobe vjerojatnosti varijable S. Potom na istoj slici
nacrtajte grafove funkcije gustoée i funkcije razdiobe vjerojatnosti.

d) Izracunajte vjerojatnost da ¢e Slavica cekati taksi najvise tri minute.

0, zax<l1,
xe[L5] 1

1
Rezultati: a)f(x)= 4 “ 5

" b) E(S)=3, a(S)zgw/i; 0 F(x)= 1-x—l, zaxe[L5], d) P(S<3)=
0, inace. 3 4 4

1, zZax>5.

11.Na pisa¢ Veleucilista u Svrzigacama u prosjeku se upute tri zahtjeva za ispis u
jednom satu. Pretpostavimo da je trenutak upucivanja zahtjeva za ispis slucajan.
Neka je X eksponencijalna slu¢ajna varijabla koja oznacava vrijeme (u satima)
izmedu dvaju uzastopnih zahtjeva za ispis. Odredite:

a) ocekivano vrijeme proteklo izmedu dva uzastopna zahtjeva za ispis;

b) vjerojatnost da ¢e izmedu dva uzastopna zahtjeva za ispis proéi najvise 5
minuta;

c¢) koliko najmanje, ra¢unajuéi od trenutka upuéivanja prvoga zahtjeva, trebamo
cekati na drugi zahtjev tako da vjerojatnost upucivanja drugoga zahtjeva u tom
vremenu bude barem 90%.

1
Rezultati: X ~ Exp(3). a) E(X)=20minuta; b) p=l-e *=02212;¢) ¢, = é -In10 = 46 minuta.
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12.Prosjecan minutni broj posjetd internetskoj stranici Podnevnoga lista jednak je 2.
Pretpostavimo da je trenutak posjete stranici slucajan. Neka je Y eksponencijalna
slucajna varijabla koja oznacava vrijeme (u minutama) izmedu dviju uzastopnih

posjeta. Odredite:

a) ocekivano trajanje vremena izmedu dvije uzastopne posjete;

b) vjerojatnost da ¢e izmedu dvije uzastopne posjete proé¢i najmanje 40 sekundji;

c) vjerojatnost da ¢e izmedu dvije uzastopne posjete proé¢i najmanje 1 minuta i 40
sekundi ako u prvoj minuti mjerenja (racunajuci od trenutka prve od tih dviju
posjeta) ne bude zabiljeZena nijedna posjeta.

4

Rezultati: X ~ Exp(2). a) E(X)=30sekundi; b)ic) p=e * =~0.264.
13.Neka je X standardna normalna slucajna varijabla.

a) Odredite P(X <0.12).
b) Nadite xe R takav da je P(X >x)=0.1335.

Rezultati: a) p=0.54776; b) x=1.11.

14.Neka je X standardna normalna slucajna varijabla.

a) Odredite P(X >-0.5).
b) Nadite xe R takav da je P(X <x)=0.02275

Rezultati: a) p=0.69146;b) x=-2.
15.Neka je X ~ N(1,2°).

a) Odredite P(0.8<X <1.2).
b) Nadite xe R takav da je P(X 2> x)=0.02807.

Rezultati: a) p=0.07966; b) x=4.82.

16.Neka je Z ~N(x,20°). Odredite xeR tako da vrijedi jednakost
P(Z,<10)=0.15866.

Rezultat: x=30.
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17.Neka je Z,~N(60,0°). Odredite o©>0 tako da vrijedi jednakost
P(Z,>50)=0.97725.

Rezultat: 0=5.

18.Prosjec¢na brzina vozila tipa Ficho je normalna slucajna varijabla ¢ije je ocekivanje

50 km/h, a standardna devijacija 10 km/h. Izracunajte:

a) vjerojatnost da slu¢ajno odabrano vozilo tipa Ficho ima prosje¢nu brzinu izmedu
45 km/h i 55 km/h;

b) vjerojatnost da slucajno odabrano vozilo tipa Ficho ima prosjeénu brzinu veéu
od 60 km/h;

¢) vjerojatnost da slucajno odabrano vozilo tipa Ficho ima prosje¢nu brzinu manju
od 40 km/h;

d) ocekivanu najveéu prosjecnu brzinu za 90% svih vozila tipa Ficho.

Rezultati: a) p, =0.38292;b) ic) p,=p,=0.15866;d) v, ~62.8 km/h.

19.Ukupan godisnji prihod trgovackoga lanca Zumkon je normalna slucajna varijabla
¢ije je ocekivanje 10 000 000 €, a standardna devijacija 2 000 000 €. Izracunajte:

a) vjerojatnost da ¢e u slucajno odabranoj godini trgovacki lanac Zumkon imati
godisnji prihod izmedu 9 000 000 € i 13 000 000 €;

b) vjerojatnost da ¢e u slu¢ajno odabranoj godini trgovacki lanac Zumkon ostvariti
godisnji prihod strogo manji od 8 000 000 €;

c¢) vjerojatnost da ¢e u sluéajno odabranoj godini trgovacki lanac Zumkon ostvariti
godisnji prihod strogo veci od 15 000 000 €;

d) najvedi iznos z takav da se s vjerojatnoséu od barem 95% moze tvrditi da ée u

slucajno odabranoj godini trgovacki lanac Zumkon ostvariti prihod strogo vedi
od z €.

Rezultati: a) p, =0.62645; b) p, =0.15866; c) p,=0.06681;d) x=6 700 000.
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8. GRUPA ZADATAKA

1. U trgovini racunalom opremom , Muljazic-commerce d.o.0.“ uocili su da na svakih
100 primljenih racunala postoje prosjecno cetiri rac¢unala s odredenim tehnickim
nedostatkom. U njihovo skladiste upravo je prispjela posiljka u kojoj je tocno 80
racunala. Neka je X binomna slucajna varijabla koja oznacava broj ispravnih

racunala u primljenoj posiljci.
a) Izracunajte vjerojatnost sljede¢ih dogadaja:

I. A = {svaracunala u posiljci su ispravna};
II. B = {u posiljci se nalazi totno 77 ispravnih racunala};
III.  C = {u posiljci se nalazi barem 78 ispravnih rac¢unala}.

b) Izra¢unajte ocekivanje, varijancu i standardnu devijaciju slu¢ajne varijable X.

Rezultati: a) P(A)=~0.03817, P(B) =~ 0.22684, P(C) = 0.37479;

b) E(X):%:%.& V(X)=%=3.072, a(X)=%~@z1.75271.

2. U posiljei od 200 istovrsnih baterija nalazi se tocno 40 neispravnih. Na slucajan
nacin je izabran uzorak u kojem se nalazi toéno 60 baterija. Neka je Y binomna

sluc¢ajna varijabla koja oznacava broj ispravnih baterija u izabranom uzorku.
a) Izracunajte vjerojatnost sljede¢ih dogadaja:

I. A = {sve baterije u uzorku su ispravne};
II. B = {uzorak sadrzi najvise dvije neispravne baterije}.

b) Izracunajte ocekivanje, varijancu i standardnu devijaciju slu¢ajne varijable Y.

Rezultati: a) P(A) =1.5325-10°, P(B) =1.94052-10™; b) E(Y) =12, V(Y) =§ =9.6, o(¥) =g-\/ﬁ ~3.09839.

3. Nekim statistickim istrazivanjem utvrdeno je da u ljudskoj populaciji ima 2%
ljevaka. Na sluc¢ajan nacin izabiremo uzorak od 100 ljudi. Neka je L.J Poissonova

sluc¢ajna varijabla koja oznacava broj ljevaka u uzorku.
a) Izracunajte vjerojatnost sljede¢ih dogadaja:

I. A= {medu odabranim ljudima nema niti jednoga ljevaka};
II. B = {medu odabranim ljudima su najmanje tri ljevaka}.

b) Izra¢unajte ocekivanje, varijancu i standardnu devijaciju slu¢ajne varijable L.J.
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Rezultati: a) P(A):izzo.13534, P(B)=1—%z0.32332; b) E(LJ)=V(LI)=2, o(LJ)=+/2 =1.41421.
e e
4. U tvornici ¢okolade ,,Mljac—mljac” iz Piskorevaca uocili su da prosjecno proizvode
1% ,Skartnih“ ¢okolada (tj. ¢okolada koje imaju vrijednost barem jednoga obiljezja
(masa, maseni udio kakaa, volumni udio mlijeka i sl.) razli¢itu od standardizirane).
U jednom danu proizvedeno je ukupno 300 ¢okolada. Neka je € Poissonova slucajna

varijabla koja oznacava broj ,,8kartnih® ¢okolada medu svim proizvedenima.

a) Izracunajte vjerojatnost sljede¢ih dogadaja:
I. A = {medu odabranim ¢okoladama nema niti jedne ,Skartne“};

II. B = {medu odabranim ¢okoladama su najvise dvije ,Skartne®.}.

b) Izracunajte ocekivanje, varijancu i standardnu devijaciju slucajne varijable C.

1 004979, P(B)=11

e e

Rezultati: a) P(A)= 0.84638. b) E(C)=V(C) =3, 0(C) =3 =1.73205.

5. Otpor nekoga otpornika je normalna slucajna varijabla X dije je ocekivanje 1 kQ, a
standardna devijacija 20 Q. Na sluc¢ajan nacin izabiremo jedan otpornik. Izracunajte
vijerojatnosti sljede¢ih dogadaja:

a) A = {otpor izabranoga otpornika je strogo manji od 990 Q};
b) B = {otpor izabranoga otpornika nije manji od 1030 Q};
c) C = {otpor slucajno izabranoga otpornika nalazi se izmedu 1000 Q i 1050 Q}.

Procijenite koliko najmanje otpornika treba uzeti tako da barem deset izabranih
otpornika ima otpor izmedu 970 Q i 990 Q.

Rezultati: P(A)=0.30853, P(B)=0.06681, P(C)=0.49379, n =~ 42.

6. Meteoroloskim mjerenjima je utvrdeno da je najvisa sijecanjska dnevna temperatura
zraka (iskazana u °C) izmjerena u Velikim Zdencima normalna slucajna varijabla 7'

¢ije je ocekivanje 5°C, a standardna devijacija 4°C. Izracunajte:

a) vjerojatnost da najvisa temperatura zraka u Velikim Zdencima u slucajno
izabranom danu bude strogo manja od 6°C;

b) vjerojatnost da najvisa temperatura zraka u Velikim Zdencima u slucajno
izabranom danu sije¢nja bude izmedu 4°C i 7°C;

c) ocekivani broj sijeanjskih dana u kojima ¢ée najvisa temperatura u Velikim
Zdencima biti strogo veca od 8°C.

Rezultati: a) p, =0.59871; b) p,=0.29017;c¢) n=7.
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9. GRUPA ZADATAKA

1. Trajanje usmenoga ispita iz predmeta Vjerojatnost i statistika je normalna sluc¢ajna
varijabla ¢ije je ocekivanje 15 minuta, a standardna devijacija 5 minuta. Izracunajte

vjerojatnost sljede¢ih dogadaja:

a) A = {slucajno odabrani ispitanik ¢e usmeno odgovarati izmedu 10 i 20 minuta};
b) B = {sluc¢ajno odabrani ispitanik ¢e usmeno odgovarati kraée od 5 minuta};

c) C = {ispitanik ¢e usmeno odgovarati dulje od 25 minuta};

d) D = {ispitanik ¢e usmeno odgovarati toéno pola sata}.

Rezultati: a) P(A)=0.68268; b) i c) P(B)=P(C)=0.02275;d) P(D)=0.

2. Najveca sijecanjska dnevna temperatura zraka u Konjskom Brdu je normalna
slucajna varijabla cije je ocekivanje —2°C, a standardna devijacija 4°C. Izracunajte
vjerojatnost sljedeé¢ih dogadaja:

a) A = {dnevna temperatura zraka u slu¢ajno odabranom danu sije¢nja nije bila vecéa od
0°C};

b) B = {najveca dnevna temperatura zraka u slu¢ajno odabranom danu sije¢nja
bila je izmedu —5°C i —1°C};

c) C = {najveca dnevna temperatura zraka u slu¢ajno odabranom danu sijecnja
bila je strogo veca od —10°C}.

d) Odredite ocekivani broj sijecanjskih dana u kojima ¢e mnajveéa dnevna
temperatura biti strogo pozitivna.

e) Odredite vrijednost z tako da se s vjerojatnoséu od najmanje 90% moze tvrditi
da najveéa dnevna temperatura zraka u sijeénju neée biti strogo veéa od 2°C.
(Dobiveni rezultat zaokruZite na cijeli broj.)

f) Odredite vrijednost y tako da se s vjerojatnoséu od najmanje 90% moze tvrditi
da najveéa dnevna temperatura zraka u sijecnju nece biti strogo manja od y°C.

(Dobiveni rezultat zaokruZite na cijeli broj.)

Rezultati: a) a) P(A) =0.69146; b) P(B) =0.37208; ¢) P(C) =0.97725; d)n=10; e) x=4; f) y =-8.

3. Vrijeme c¢ekanja na pregled pacijenta u lije¢nickoj ordinaciji doktora Jojbolija je
normalna slucajna varijabla s oc¢ekivanjem 20 minuta. Doktor Jojboli je utvrdio da

21.186% svih njegovih pacijenata ¢eka na pregled manje od 15 minuta.

a) Izracunajte vjerojatnost da ¢e slucajno odabrani pacijent cekati na pregled

najvise 10 minuta.
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b) Izracunajte vjerojatnost da ¢e slucajno odabrani pacijent cekati na pregled
barem pola sata.

Rezultati: a) i b) p=0.0548.

4. Prilikom ocjenjivanja pismenoga ispita asistent Goran primjenjuje normalnu
razdiobu s ocekivanjem 60 bodova i standardnom devijacijom 20 bodova. Nakon $to
je silazno sortirao ispitanike prema broju postignutih bodova, Goran je utvrdio da
je gornjih 59.871% ispitanika polozilo ispit. Odredite najmanji broj bodova potreban
za dobivanje pozitivne ocjene.

Rezultat: n=55.

5. Vrijeme ispravnoga rada (,zivotni vijek“) odredene vrste baterija je normalna
slu¢ajna varijabla sa standardnom devijacijom 50 dana. Utvrdeno je da 84.134%
svih baterija te vrste ima ,zivotni vijek* dulji od 450 dana.

a) Koji dio svih baterija ima ,zivotni vijek* dulji od godinu i pol (= 549 dana)?
b) Odredite najvecu vrijednost x takvu da mozemo ocekivati da najmanje 75% svih

baterija navedene vrste ima ,zivotni vijek* dulji od z dana.

Rezultati: a) p=16.354% ; b) x=466.

6. Masa studenata Veleudilista u Spickovini je normalna slu¢ajna varijabla. Poznato je
da 99.73% studenata Veleucilista u Spickovini ima masu izmedu 50 i 110 kg.

a) Koji dio svih studenata ima masu manju od 70 kg?

b) Koji dio svih studenata ima masu ve¢u od 100 kg?

c) Ako na veleucilistu studira ukupno 300 studenata, odredite ocekivani broj
studenata cija je masa izmedu 80 i 90 kg.

Rezultati: a) p, =15.866%; b) p,=2275%;c) n=102.

7. Visina studenata Veleucilista u Donjem Mucéu je normalna slucajna varijabla.
Poznato je da je 95.45% studenata Veleucilista u Donjem Muéu visoko izmedu

1.6mi2m.

a) Koji dio svih studenata je nizi od 180 c¢m?

b) Koji dio svih studenata je visi od 195 m?

c) Ako na veleucilistu studira ukupno 250 studenata, odredite ocekivani broj
studenata visokih izmedu 175 cm i 185 cm.

Rezultati: a) p, =50%; b) p,=6.681%; c) n=96.
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8. Dmnevni promet vozila na dijelu autoceste Gornje Sitno — Donje Sitno je normalna
sluéajna varijabla s oCekivanjem 800. Istrazivanjem je utvrdeno da je u 97.725%
dana dnevni promet strogo manji od 1000 vozila. Odredite:

a) standardnu devijaciju dnevnoga broja vozila;

b) vjerojatnost da u slucajno odabranom danu autocestom prode izmedu 600 i 700
vozila;

c) najveéu vrijednost z takvu da u barem 90% dana autocestom prode najvise z
vozila.

Rezultati: a) 0 =625 vozila; b) p=0.13591; ¢) x,. =929.

9. Trajanje Majina putovanja na posao je normalna slucajna varijabla c¢ija je
standardna devijacija 15 minuta. U 84.134% radnih dana njezino putovanje traje
najvise sat vremena.

a) Odredite ocekivano trajanje Majina putovanja na posao.

b) Odredite vjerojatnost da é¢e Maja putovati na posao barem sat i pol.

c) Kada najkasnije (u odnosu na pocetak radnoga vremena) Maja treba krenuti na
posao tako da vjerojatnost njezina pravovremena dolaska na posao bude barem
95%? (Zaokruzite rezultat na prirodan broj.)

Rezultati: a) 45 minuta; b) p=0.00135; ¢) 70 minuta prije pocetka radnoga vremena.
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10. GRUPA ZADATAKA

Zadana je razdioba svih studenata 2. godine strucnoga studija elektrotehnike na
Veleudilistu u Frkljeveima u akademskoj godini 2017./2018. prema ocjeni iz

predmeta Materijali u elektrotehnici.

Ocjena 2| 31| 4 |5]| Ukupno
Broj studenata | 20 | 15| 10 | 5 o0

Tablica 8. Podaci za zadatak 1.

a) Izracunajte pripadnu aritmeticku sredinu, standardnu devijaciju i koeficijent
varijacije.
b) Prikazite zadanu razdiobu poligonom frekvencija.

Rezultat: a) x=3, o=1, v:%:33.33%. b) Vidjeti sliku 8.

Razdioba studenata Veleuéilizta u Frkljeveina
prema ocjeni iz Materijalau elektrotehnici

20
=1
£ 15
3
£ 10
E 5
0
2 3 4 5
Qcjena
Slika 8.

Radi nadzora ispravnosti rada, porezni inspektor Zdravko na slucajan nacin bira
tono jednu izmedu triju ravnopravnih trgovina LNT, Rumke i Zumkon.
Vjerojatnost da ¢e u LNT-u biti utvrdena nepravilnost u radu iznosi 65%,
vjerojatnost da ¢e ta nepravilnost biti utvrdena u Rumkeu iznosi 95%, a
vjerojatnost da ¢e nepravilnost biti utvrdena Zumkonu iznosi 90%. Ako je Zdravko
naposljetku utvrdio nepravilnost u radu, izraCunajte vjerojatnost da je ta

nepravilnost utvrdena u Zumkonu.

Rezultat: p= 2 =0.36.
25
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3. Iz segmenta [0, 4] slucajno i nezavisno biramo tofno dva broja. Izracunajte

vjerojatnost da je zbroj izabranih brojeva strogo manji od 6.

Rezultat: p= % =0.875.

4. Dnevni broj zeljeznickih nesreéa na zeljeznitkoj pruzi Gradec — Sveti Ivan Zabno je
Poissonova slucajna varijabla s parametrom A=1. Izracunajte vjerojatnost da se u

slu¢ajno odabranom danu na toj pruzi dogode barem dvije nesrece.

Rezultat: p= 1—z = (.26424.
e

5. Masa studenata Veleucilista iz Frkljevaca je normalna sluc¢ajna varijabla s
oc¢ekivanjem 86 kg i standardnom devijacijom 8 kg. Na tom veleucilistu studira
ukupno 200 studenata. Procijenite ocekivani broj studenata c¢ija je masa najmanje

90 kg. (Zaokruzite dobiveni rezultat na najblizi prirodan broj.)

Rezultat: n=62.
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DETALJNIJA RJESENJA ZADATAKA

1. GRUPA ZADATAKA

20
1. Ukupno 3 studenata iz skupa od 20 studenata mozemo izabrati na (3 J razlicitih
nacina. Taj broj je ujedno jednak broju svih mogucih ishoda u obama podzadacima.

a) Tocno jednoga studenta sa smjera AiPR mozemo izabrati na 8 razli¢itih nacina,
totno jednoga studenta sa smjera KiRT na 5 razli¢itih nacina, a tofno jednoga
studenta sa smjera EE na 20-(8+5)=7 razli¢itih nacina. Zbog toga je ukupan
broj nac¢ina za izbor svih triju studenata jednak 8-5-7. Taj broj je ujedno jednak
broju svih povoljnih ishoda. Dakle, trazena vjerojatnost je jednaka

P(A)= 857 ;—471 =(.24561.

b) Promotrimo suprotni dogadaj. Taj dogadaj je B = {nijedan izabrani student
nije student smjera KiRT}. To zna¢i da smo sva tri studenta izabrali izmedu 8
studenata smjera AiPR i 7 studenata smjera EE, tj. medu ukupno 8+7=15
studenata. Ukupan broj razli¢itih nacina na koji mozemo izabrati 3 studenta iz

skupa od 15 studenata jednak je @5] Taj broj je ujedno jednak broju svih ishoda

povoljnih za dogadaj B. Zbog toga je trazena vjerojatnost jednaka:

[lSJ
3
P(B)=1—P(BC)=1—7=%z0.60088.

2. Svih 5+6+7=18 natjecateljica medusobno razlikujemo, pa je ukupan broj
razli¢itih nacina na koje ih mozemo poredati u niz jednak 18!. Taj broj je ujedno

jednak broju mogucih ishoda u obama podzadacima.

a) Sve umjetne plavuse najprije shvatimo kao jedan objekt (uz ispriku svim
natjecateljicama, naravno).  Ukupan broj razli¢itih nadina na  koje
1+6+7 =14 objekata mozemo sloziti u niz jednak je 14!. Na taj smo nacin poslozili
sve djevojke u niz tako da sve plavuse stoje jedna do druge. Medutim, bududéi da

sve djevojke medusobno razlikujemo, same plavuse mozemo medusobno posloziti u
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niz na 5! razli¢itih nacina. Zbog toga je ukupan broj svih povoljnih ishoda jednak
145!, pa je trazena vjerojatnost jednaka:

. §!
pay="230 1600163,
18! 612

b) Promotrimo dogadaj suprotan zadanom. To je dogadaj B¢ = {sve umjetne
crnke su poredane jedna do druge}. Izracunajmo vjerojatnost toga dogadaja.
Postupimo analogno kao u a) podzadatku, pa lako dobijemo:

1.6!
pBy=1-346 1927 993,
18! 1428

3. Ukupan broj razli¢itih nac¢ina na koje mozemo izabrati to¢no 8 racunala iz skupa od

20
20 racunala jednak je [8 j Taj broj je ujedno broj svih mogué¢ih ishoda u obama
podzadacima.
L e . . . . 60
a) Ukupan broj rac¢unala na kojima je instaliran Windows 10 jednak je E-ZOZ 12,

a ukupan broj racunala na kojima nije instaliran Windows 10 jednak je 20—12=8§.

Dogadaj A ¢e se dogoditi ako tocno %-8:4raéunala izaberemo iz skupa od 12

racunala na kojima je instaliran Windows 10 i ako preostalih 8—-4=4 racunala
izaberemo iz skupa od 8 racunala na kojima nije instaliran Windows 10. Broj

razli¢itih nacina na koje mozemo izabrati 4 racunala iz skupa od 12 racunala jednak

12
je (4 J, a broj razli¢itih nacina na koje mozemo izabrati 4 racunala iz skupa od 8
y . . (8 . oo L ,
racunala jednak je 4l Zbog toga je ukupan broj svih povoljnih ishoda jednak

12) (8
[ j( ] , pa je trazena vjerojatnost jednaka:

4 )4
Wiy
4 )4

P(A) = 1S5 627507,

20 4199
8

b) Promotrimo dogadaj suprotan dogadaju B. To je dogadaj B = {na svim

izabranim raCunalima je instaliran Windows 10}. Prema razmatranju iz a)

podzadatka, to zna¢i da smo svih 8 racunala izabrali iz skupa od 12 racunala na
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12
kojima je instaliran Windows 10. Taj izbor smo mogli napraviti na ukupno [8 j

razli¢itih nacina. Taj broj je ujedno broj ishoda povoljnih za dogadaj B€. Zbog toga

je trazena vjerojatnost jednaka:

+)
P(B)=1-P(B) 1—(2—0%z 0.99607.
.

4. Ukupan broj nac¢ina na koje mozemo izabrati 10 pitanja iz skupa od 15 razli¢itih

15 15 15
pitanja jednak je (10j=(15—10j=[5 J Taj broj je ujedno jednak broju svih

mogucih ishoda.

Karlo ¢e uspjeti poloziti ispit bude li znao to¢no odgovoriti ili na to¢no 5 pitanja ili
na to¢no 6 pitanja ili na tono 7 pitanja. (On ne moze toéno odgovoriti na svih 10
postavljenih  pitanja jer je naucio odgovoriti na samo 7 pitanja.) Zbog toga

razlikujemo sljedece disjunktne slucajeve:

I.) Karlo ¢e toéno odgovoriti na to¢no 5 pitanja. Tih 5 pitanja tada biramo iz skupa
od 7 pitanja na koja Karlo zna tocan odgovor. Preostalih 10—5=5 pitanja biramo
iz skupa od 15—7 =8 pitanja na koja Karlo ne zna to¢no odgovoriti. Ukupan broj

nacina na koji mozemo izvrsiti oba izbora jednak je:

7Y (8) (7 8 ) (7)(8

5)\5) \7-5)8-5) (2)\3)
I1.) Karlo ¢ée tofno odgovoriti na toéno 6 pitanja. Tih 6 pitanja tada biramo iz
skupa od 7 pitanja na koja Karlo zna tocan odgovor. Preostala 10—6=4 pitanja

biramo iz skupa od 15-7=8 pitanja na koja Karlo ne zna tocno odgovoriti.

Ukupan broj nac¢ina na koji mozemo izvrsiti oba izbora jednak je:

7Y (8) (7 8) (7) (8
6)4) \7-6)14) \1)4)
III.) Karlo ée to¢no odgovoriti na toéno 7 pitanja. To su ujedno sva pitanja na koja

Karlo zna toc¢an odgovor, pa je njihov izbor jedinstven. Preostala 10—7 =3 pitanja
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biramo iz skupa od 15-7=8 pitanja na koja Karlo ne zna to¢no odgovoriti.

8 8
Ukupan broj nacina na koji mozemo izvrsiti oba izbora jednak je 1-[3} = [3}

Prema pravilu zbroja zakljucujemo da je ukupan broj svih ishoda povoljnih za

zadani dogadaj jednak (;)(2)+{Z][i]+[g Zbog toga je trazena vjerojatnost

R o

jednaka:

5. Neka su R polumjer veée kruznice, a duljina stranice upisanoga kvadrata i r
polumjer manje kruznice. Duljina dijagonale upisanoga kvadrata jednaka je
promjeru veée kruznice. Zbog toga mora vrijediti jednakost a A2=2-R, a odavde
je a =J2R. Nadalje, promjer manje kruznice jednak je duljini stranice upisanoga
kvadrata. Zbog toga mora vrijediti jednakost 2-r=a. Ovamo uvrstimo jednakost
a=~2-R , pa dobijemo:

\/5 r 2

r="Z.Re—==
2 R 2

Prema tome, trazena vjerojatnost je jednaka:

6. Neka su z i y duljine stranica pravokutnika. Opseg pravokutnika mora biti 2 metra
= 200 cm, pa zakljuéujemo da vrijedi jednakost 2-(x+y)=200, odnosno
x+y=100. Odavde je y=100—x, pa je povrsina pravokutnika jednaka:

P=x-y=x-(100—x)=—x>+100-x.

Znamo da je x+y=100, kao i x,y 20, pa odatle zaklju¢ujemo da je xe[0,100].
Zbog toga promatramo funkciju P=P(x)=-x>+100-x na segmentu [0,100].

Njezina najmanja vrijednost na tom segmentu jednaka je 0, dok je njezina najveca
vrijednost na tom segmentu jednaka 2500 (dokazite!). Tako smo zakljucili da
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vrijednost povrsine P pripada segmentu [0,2500]. Taj segment je ujedno skup svih

mogucih ishoda.

Skup svih povoljnih ishoda je ocito segment [1600,2500], pa je traZena vjerojatnost
jednaka:

_2500-1600 _ 9 _ 0.36.
2500 25

7. Oznacimo:

A, = {ispitanik nije polozio Matematiku};
A, = {ispitanik nije polozio Osnove elektrotehnike};

A, = {ispitanik nije polozio ni Matematiku, ni Osnove elektrotehnike}.
Primijetimo da je A, =A NA,. Iz podataka u zadatku slijedi:
P(A)=70%=0.7, P(A,)=60% =0.6, P(A,) = P(A, N A)=40% = 0.4.
a) TraZena vjerojatnost je jednaka P(A,|A ). Prema definiciji uvjetne vjerojatnosti
je:

P(a,14)=2004) 04 25914
1 P(A) 07 7

b) TraZena vjerojatnost je jednaka P(A, 1A,). Prema definiciji uvjetne vjerojatnosti
je:

_PAn4) 04 4 2

P(A14) P 0676 5 =0.66667.

c¢) Promotrimo dogadaj suprotan dogadaju C. To je dogadaj C¢ = {ispitanik nije
polozio barem jedan predmet}. Taj dogadaj je unija dogadaja A i A,. Prema

formuli za vjerojatnost unije dogadaja vrijedi:
P(C)=P(A +A,)=P(A)+P(A)-P(A - A)=P(A)+P(A,)— P(A4)=0.7+0.6-04=009.

Prema tome, trazena vjerojatnost je jednaka P(C)=1- P(CC) =1-09=0.1= %

8. Svaka posiljka (neovisno o tome je li paket ili nije) otprema se ili vlakom ili
postanskim kombijem ili zrakoplovom. Zbog toga postavljamo hipoteze:
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H, = {posiljka je otpremljena vlakom},
H, = {posiljka je otpremljena postanskim kombijem},

H, = {posiljka je otpremljena zrakoplovom}.

Iz podataka u zadatku slijedi:

P(H,)=60% =0.6, P(H,)=25% =025, P(H,)=1—(P(H,)+ P(H,)) =1-(0.6+0.25) =0.15.

Neka je A = {izabrana posiljka je paket}. Iz podataka u zadatku slijedi:

P(AIH,)=70%=0.7, P(A|H,)=40%=0.4, P(A|H,)=30%=0.3.

a) Trebamo izracunati vjerojatnost P(A). Primjenom formule potpune vjerojatnosti

dobivamo:

3
P(A)= ZP(Hi)-P(AIHi) =O.6~O.7+O.25-O.4+O.15~O.3=;L03=O.565.

i=1
b) Trebamo izra¢unati vjerojatnost P(H,l|A). Primjenom Bayesove formule

dobijemo:

P(HS)-P(A|H3):0.15-0.3:iz0.07965.
P(A) 0.565 113

P(H,|A)=

9. Svaki zaposlenik (neovisno o tome koliko dugo radi u tvrtki) ima ili magisterij
znanosti ili visoku stru¢nu spremu ili srednju stru¢nu spremu. Zbog toga

postavljamo hipoteze:

H, = {zaposlenik ima magisterij znanosti},
H, = {zaposlenik ima visoku stru¢nu spremu},

H, = {zaposlenik ima srednju struénu spremu}.
Iz podataka u zadatku slijedi:

P(H,)=10%=0.1, P(H,)=30%=0.3, P(H,)=1—(P(H,)+ P(H,)) =1-(0.1+0.3) = 0.6.

Neka je A = {izabrani zaposlenik u tvrtki radi barem 5 godina}. Iz podataka u
zadatku slijedi:

P(AIH,)=20%=0.2, P(AlH,)=40%=0.4, P(AIH,)=70% =0.7.
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a) Trebamo izracunati vjerojatnost P(A). Primjenom formule potpune vjerojatnosti

dobivamo:

3
P(A):ZP(H,.)~P(AIH,.):0.1-0.2+0.3~0.4+0.6~0.7:%:0.56.

i=1
b) Trebamo izracunati vjerojatnost P(H,|A). Primjenom Bayesove formule

dobijemo:

P(H lA):P(Hz)‘P(AIHz).:0.3-0.4:iz021429
? P(A) 056 14 ’

10. Primijetimo da promatrani slu¢ajni pokus (ispitivanje ispravnosti rada operativnoga
sustava na rac¢unalu u slu¢ajno izabranom danu) ima to¢no dva ishoda: uspjeh (tj.
ako nije zabiljezen ,pad“ operativnoga sustava) i neuspjeh (ako je zabiljezen ,pad“
operativnoga sustava). Vjerojatnost neuspjeha iznosi ¢=0.6. Zbog toga mozemo

primijeniti Bernoullijevu shemu.

a) Promotrimo dogadaj suprotan dogadaju A. To je dogadaj A° = {operativni
sustav nije ,pao“ ni na jednom racunalu}. Njegova je vjerojatnost jednaka

P(AC) =(1-¢)""=0.4", pa je trazena vjerojatnost jednaka:

P(A)=1-P(A°)=1-0.4" =0.9998951424 2763601

9765 625
b) Zadani dogadaj je disjunktna unija dvaju dogadaja: B, = {operativni sustav je
,pao“ na svim racunalima} i B, = {operativni sustav je ,pao“ na to¢no 9

racunala}. Zbog toga imamo:

452709

10
P(B)=P(B)+P(B,)=q" + -(1-¢)-¢’ =0.6° +10-0.4-0.6° =0.0463574016 =————.
(B)=P(B)+P(B,)=q (9j( 9-q 9765 625
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2. GRUPA ZADATAKA

. Neka je n trazeni broj racunala. Broj ispravnih rac¢unala mora biti trostruko veéi od
broja neispravnih racunala, a ukupan zbroj tih brojeva mora biti jednak ukupnom

broju racunala, tj. n. Odatle zakljucujemo da je broj ispravnih racunala jednak

%-n, a broj neispravnih racunala in

[zaberemo li tocno dva racunala iz skupa od n racunala, taj izbor mozemo izvrsiti

n
na (2j razlicitih nacina. Taj broj je ujedno i broj svih moguéih ishoda.

Nadalje, neka je A = {barem jedno izabrano racunalo je neispravno}. Promotrimo
dogadaj suprotan dogadaju A. To je dogadaj A = {oba izabrana racunala su
ispravna}. Odredimo vjerojatnost dogadaja A°. Ako su oba izabrana rac¢unala

ispravna, to zna¢i da smo ta racunala zapravo izabrali iz skupa svih ispravnih

3
racunala. Prema gornjem razmatranju, taj skup ima Zn elemenata. Ukupan broj

razlicitih nacina na koji mozemo izabrati toéno dva elementa iz skupa od

3 3 n

Z‘nelemenata jednak je |4 . Taj broj je ujedno ukupan broj svih ishoda
2

povoljnih za dogadaj A°. Zbog toga je vjerojatnost toga dogadaja jednaka

3
4 4 4 9 3

2 21 16 4 9n-12
PAC = = = = = .
(49 n n-(n—1) n—1 16-n—16
2 2!

Odatle slijedi da je vjerojatnost dogadaja A jednaka

9-n-12 16-n-16-(9-n-12)  7-n—4
16-n—16 16-n—16 16:n-16

P(A)=1-P(A)=1-

17
Prema zahtjevu zadatka, ta vjerojatnost treba biti jednaka I8 Tako dobivamo
jednadzbu:

7n-4 _17
16-n—16 38
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Rijesimo tu jednadzbu na uobic¢ajen nacin:

38-(7-n—-4)=17-(16-n—-16),
266-n—152=272-n-272,
38-(7-n—-4)=17-(16-n-16),
266-n—152=272-n-272,
266-n—272-n=-272+152,
—-6-n=-120, /:(-6)

n =20.

Dakle, u skladistu ima ukupno 20 racunala.

2. Neka je A = {postoji najmanje dvoje studenata rodenih na isti datum}.
Promotrimo dogadaj suprotan dogadaju A. To je dogadaj A° = {nikoja dva

studenta nisu rodena na isti datum}. Izra¢unajmo vjerojatnost dogadaja A€ .

Ako grupu tvore ukupno 24 studenta, onda svaki od njih moze izabrati tocno jedan
od 365 dana u godini za datum svojega rodendana. Pritom prirodno dozvoljavamo
moguénost da barem dva studenta (pa Cak i svi studenti!) izaberu isti datum.
Dakle, rije¢ je o 24-permutaciji s ponavljanjem skupa od ukupno 365 elemenata.
Ukupan broj svih takvih permutacija jednak je 365> . Taj broj jednak je ukupnom
broju mogucéih ishoda.

Odredimo broj ishoda povoljnih za dogadaj A®. Prvi student mozZe izabrati svoj
datum rodenja na 365 razli¢itih nacina. Drugi student moze izabrati svoj datum
rodenja na 364 razli¢ita nac¢ina. Treéi student moze izabrati svoj datum rodenja na
363 razlic¢ita nacina. Postupak nastavimo dalje sve dok i posljednji, 24. student ne
izabere svoj datum rodenja. On to moze uciniti na 342 razli¢ita nacina. Dakle,
ukupan broj svih ishoda povoljnih za dogadaj A® jednak je ukupnom broju 24-
permutacija bez ponavljanja 365-clanoga skupa, a taj je broj jednak

365
365-364-363-...-343-342 = o4 24!,

Odatle slijedi da je trazena vjerojatnost jednaka:

365
241
24
p=l-~"2L__~0.53834.
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3. Ukupan broj razli¢itih nacina na koji nastavnik moze izabrati to¢no tri pitanja iz

25
skupa od 25 pitanja jednak je [3 j Taj broj je jednak ukupnom broju svih
mogucih ishoda.

Marko nece poloziti usmeni ispit ako bude znao odgovoriti na najvise jedno pitanje,
odnosno ako ili ne bude znao odgovoriti ni na jedno pitanje ili bude znao odgovoriti
na to¢no jedno pitanje. Rije¢ je o medusobno disjunktnim slucajevima, pa

razmotrimo zasebno svaki od njih.

Ako Marko ne zna odgovoriti ni na jedno pitanje, to znaci da su sva tri pitanja

izabrana iz skupa od ukupno 25-15=10 pitanja na koja Marko ne zna odgovoriti.

0
Ukupan broj razli¢itih nac¢ina na koji je moguée napraviti taj izbor jednak je (3 J

Ako Marko zna odgovoriti na tocno jedno pitanje, to znaci da je to pitanje izabrano
iz skupa od 15 pitanja na koja Marko zna odgovoriti, a da su preostala dva pitanja
izabrana iz skupa od ukupno 10 pitanja na koja Marko ne zna odgovoriti. Ukupan

15) (10
broj razli¢itih nacina na koji je moguce napraviti taj izbor jednak je (1 ](2 J

Primjenom pravila zbroja zaklju¢ujemo da je ukupan broj povoljnih ishoda jednak
10 15) (10 _ . o _
+ : . Zbog toga je trazena vjerojatnost jednaka:

3 )71 )2
10) (15) (10
3 )70 12 ) 159
D= =27 £ 0.34565.
25 460
3

4. Svaki student bira i Matematiku ili Osnove elektrotehnike 1 ili  Osnove

elektrotehnike 2. Zbog toga postavljamo hipoteze:

H, = {izabrane su Osnove elektrotehnike},
H, = {izabrana je Matematika},
H, = {izabrana je Fizika}.

Iz podataka u zadatku slijedi:

P(H,)=40% =04, P(H,)=30%=0.3, P(H,)=1—(P(H,)+ P(H,))=1-(0.4+0.3)=0.3.
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Neka je A = {student je polozio izabrani predmet}. Iz podataka u zadatku slijedi:

P(AIH,)=20%=0.2, P(AIH,)=30%=0.3, P(AI|H,)=40% = 0.4.

a) Trebamo izracunati vjerojatnost P(A). Primjenom formule potpune vjerojatnosti

dobivamo:

3
P(A)=>"P(H,)-P(AIH,)=0.4-02+0.3-0.3+0.3-0.4 =%=0.29.

i=1
b) Trebamo izracunati vjerojatnost P(H,|A). Primjenom Bayesove formule

dobijemo:

P(H,) P(AIH,) _03-03_9 31034
P(A) 029 29

P(H,|A)=

5. Svaki preparat je proizveden ili u Babinoj Gredi ili u Banovoj Jaruzi ili u

Generalskom Stolu. Zbog toga postavljamo hipoteze:

H, = {preparat je proizveden u Babinoj Gredi },
H, = {preparat je proizveden u Banovoj Jaruzi},

H, = {preparat je proizveden u Generalskom Stolu}.

Najprije trebamo izracunati koji dio svih preparata se proizvodi na svakoj pojedinoj
lokaciji. Ti brojevi ¢e ujedno biti i vjerojatnosti postavljenih hipoteza. Bez
smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da tvornica u Generalskom Stolu

proizvodi to¢no 100 preparata. Tada tvornica u Babinoj Gredi proizvodi
100+%-IOO:100+30:130 preparata, a tvornica u Banovoj Jaruzi

%-130 =65 preparata. Ukupan broj preparata jednak je 100+130+65=295, pa su

vjerojatnosti hipoteza redom:

100 20 65 13 130 26
P(H)=~—==", P(H,)=——=—, P(H)=—_==".
295 59 295 59 295 59

Neka je A = {izabrani preparat je neispravan}. Iz podataka u zadatku slijedi:

P(AIH,)=2%=0.02, P(AIH,)=3%=0.03, P(AIH,)=2.5% = 0.025.

a) Trebamo izracunati vjerojatnost P(A). Primjenom formule potpune vjerojatnosti

dobivamo:
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P(A) = ZP(H) P(AIH)—20 2,133 .2 5 36 —— ~0.02441.
pn 59 100 59 100 59 1000 1475

b) Trebamo izraCunati vjerojatnost P(H,|A). Primjenom Bayesove formule

dobijemo:
133
P(H,)-P(AIH
peit 1 Ay =PI PALHL) 59 100 13 703
P(A) 36 48
1475

6. Svaka voznja je ostvarena koristenjem vozila ili u Cammelea ili Mobitazija ili Uber
allesa. Zbog toga postavljamo hipoteze:

H, = {koristeno je vozilo Cammelea},
H, = {koristeno je vozilo Mobitazija},

H, = {koristeno je vozilo Uber allesa}.

Iz podataka u zadatku slijedi da vjerojatnosti hipoteza redom iznose:

8
P(H)=—=
(H) 20

=04, p(Hz):l:()_35, p(H3)=w=i:l
20 20 20 4

(O NS

Neka je A = {Mirela je pravovremeno stigla u zranu luku}. Iz zadanih podataka
slijedi:

P(AIH,)=85%=0.85, P(AIH,)=75% =0.75, P(AIH,)=90% =0.9.

a) Treba izraéunatiP(AC). Primjenom formule potpune vjerojatnosti dobivamo:

217 7 3 1 9 331

P(A P(H) P(AIH)== —+— 2 4=.—="""=0.8275,

();()( D=520720 4 4 10~ 200
P(AS) =1-P(A)=1-1 29 _¢ 1725,

400 400

b) Treba izracunati P(H, | A). Primjenom Bayesove formule dobijemo:

217
p(H 1 A)=LHD PATH,) =520 136 41088,
! P(A) 331 331
400
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7. Neka su z i y redom vrijeme dolaska prvoga, odnosno drugoga skutera. Oba
vremena pripadaju intervalu [0,24]. Zbog toga je skup svih moguéih ishoda:

Q={(x,y):x,ye[0,24]}.

Odredimo skup svih povoljnih ishoda. Prvi cruiser ¢e morati ¢ekati na uplovljavanje
u luku ako vrijedi nejednakost 0<x—y<3. (Ta nejednakost znaci da je drugi
cruiser prvi uplovio u luku i da je prvi cruiser stigao do luke u razmaku ne veéem
od tri sata racunajuéi od trenutka uplovljavanja drugoga cruisera.) Drugi cruiser ée
morati ¢ekati na uplovljavanje u luku ako vrijedi nejednakost 0<y—x<2. (Ta
nejednakost znaci da je prvi cruiser prvi uplovio u luku i da je drugi cruiser stigao
do luke u razmaku ne veéem od dva sata racunajuéi od trenutka uplovljavanja
prvoga cruisera.). Dakle, skup svih povoljnih ishoda je:

A:{(x,y)e Q:(0<x—y<3)v(0L y—xSZ)}.

Prikazimo te skupove u pravokutnom koordinatnom sustavu u ravnini. Dobivamo
sliku 9.

Povrsina skupa A dobije se tako da se od povrsine skupa Q oduzme zbroj povrsina
dvaju jednakokracnih pravokutnih trokutova od kojih prvi ima katete duge 21 jed.,
a drugi katete duge 22 jed. Tako slijedi da je trazena vjerojatnost jednaka:

21 +22?
p=1-—2_ =227 _41970s.
24 1152

8. Duljina visine povucene na osnovicu trokuta iznosi:

2
v= 102—(%J =/10> —8% =~/100— 64 =~/36 = 6 cm.
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16-6
Povrsina zadanoga trokuta iznosi P = 5 =48 cm®. Ta vrijednost je mjera skupa

svih mogucih ishoda.

Odredimo mjeru skupa svih povoljnih ishoda. Polumjer trokutu upisanoga kruga je:

P 48 9% 8
s 16+10+10 36 3
2

" . . 64 . . .
Povr§ina toga kruga iznosi P, =r"-7=—-7 cm’. Dakle, mjera skupa svih povoljnih

ishoda je P,=P-P :48—6—4-75 cm?, pa je trazena vjerojatnost jednaka:

o4
p=o 129 g% 0534ss.
P 48

Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je povrSina najvelega isjecka
jednaka 1. Tada povrsine isjecaka tvore niz 1, > i, é Njihova ukupna povrsina
jednaka je:

1 1 1 15

P=1+—+—4+—=— kv. jed.
2 8

Ta vrijednost je mjera skupa svih mogucih ishoda.

Odredimo mjeru skupa svih povoljnih ishoda. Zbrojimo povrsine prvoga i trec¢ega

isjecka, pa dobijemo B =1+Z=% kv. jed. Zbog toga je trazena vjerojatnost jednaka:

5
_A_4_5_1
PP 157157 3

4

10.Volumen bilo koje sfere jednak je nuli, pa je prva vjerojatnost jednaka nuli.
Druga vjerojatnost je jednaka omjeru volumena kugle i volumena kocke. Neka je a

duljina brida kocke. Promjer kugle jednak je duljini brida kocke, pa je traZena

vjerojatnost jednaka
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3. GRUPA ZADATAKA

1. Neka su K= {Kate ¢e biti ziva nakon 10 godina racunajué¢i od danas} i
W ={William ée biti ziv nakon 10 godina racunaju¢i od danas}. Iz podataka u
zadatku zaklju¢ujemo da vrijede jednakosti P(K)=30% =0.3, P(W)=25% =0.25.

a) Trazimo vjerojatnost P(K +W). Ta vjerojatnost je jednaka
P(K)+ P(W)—P(K-W). Medutim, dogadaji K'i W su medusobno nezavisni, pa
vrijedi jednakost: P(K-W)=P(K)-P(W). Iz tih dviju jednakosti dobivamo:

P(K+W)=P(K)+P(W)—P(K)- P(W)=0.3+0.25-0.3-0.25=0.475 :%.

b) Trazimo vjerojatnost P(K -WC). Primijetimo da  vrijedi  jednakost
K=K-(W+W°), pri ¢emu su skupovi K-W i K-W€¢ disjunktni. Zbog toga je
P(K)=P(K-W)+P(K-W°), a odatle je:

P(K-W)=P(K)-P(K-W)=P(K)-P(K)-PW)=P(K)-(1- P(W)) =

=0.3-(1-0.25)=0.225= i
40

2. Neka su L={Luka Modri¢ je postigao zgoditak}, M ={Mario Gavranovi¢ je
postigao zgoditak} i N = {Nikola Vlasi¢ je postigao zgoditak}. Iz podataka u
zadatku zakljucujemo da vrijede jednakosti:

P(L)=50%=0.5, P(M)=70%=0.7, P(N)=60%=0.6 .

Dogadaj A={Dante Stipica obranit ¢e barem dva udarca} mozemo zapisati kao
disjunktnu uniju dogadaja A, ={Dante Stipica ¢e obraniti totno dva udarca} =

{to¢no jedan od igraca je postigao zgoditak} i A,= {Dante Stipica ¢e obraniti sva

tri udarca}. Tako redom imamo:

P(A)=P(A +A)=P(A)+P(A)=P(L-M“-N)+P(L“ -M-N°)+P(L“ -M®-N)+
+P(L°-M€-N)=P(L)-(1- P(M))-(1- P(N))+ (1= P(L))- P(M)-(1— P(N)) +
+(1-P(L))-(1-P(M))- P(N)+(1-P(L))-(1-P(M))-(1-P(N)) =

=0.5-0.3-0.4+0.5-0.7-04+0.5-0.3-0.6 +0.5-0.3-0.4=0.35= 2l0
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3. Radi odredenosti, ozna¢imo posluzitelje s P,P, i P,. Neka su A ={posluzitelj P ¢e

raditi ispravno}, za i=1,2,3. Iz podataka u zadatku zakljucujemo da vrijede
jednakosti P(A,)=90% =0.9, P(A,)=85%=0.85, P(A,)=80% =0.8.

a) Primijetimo da je A= A" A, - A, + A Ay - A, + A - A, - AL | pa slijedi:

P(A)=P(AS A, -A3)+P(Al - AS -A3)+P(A1 A, -Af):P(AIC)-P(AZ)-P(A3)+
+P(A)-P(AY)- P(A)+ P(A)-P(A)-P(AY)=(1—P(A))- P(A) - P(A,) +
+P(A)-(1-P(A,)) - P(A)+ P(A)-P(A)-(1-P(A)) =

329

=0.1-0.85-0.8+0.9-0.15-0.84+0.9-0.85-0.2=0.329 = ——.
1000

b) Ocito je B=A, - A, - A,, pa zbog nezavisnosti dogadaja dobivamo:

P(B)=P(A - A -A3)=P(A1)'P(A2)'P(A3):0'9'0'85'0'8:0'612=§‘

4. Oznac¢imo s n trazeni broj bacanja. Pritom je o¢ito ne N. Neka je A= {Dario ¢e
barem jednom posti¢i kos}. Tada je A = {Dario nijednom neée postié¢i kos}.
Odredimo vjerojatnost dogadaja A°. Ocito je A°= {Dario neée postié¢i kos u 1.
bacanju} - {Dario nece posti¢i kos u 2. bacanju} - .. - {Dario nece postiéi kos u n-

tom bacanju}, pa zbog medusobne nezavisnosti pojedinih bacanja slijedi:

P(A“)=(1-0.75)-(1-0.75)-...-(1-0.75) = 0.25",

n puta

P(A)=1-P(A°)=1-0.25".

Prema zahtjevu zadatka mora vrijediti nejednakost P(A)=299% =0.99, pa
dobivamo eksponencijalnu nejednadzbu 1-0.25" >20.99. Odavde je 0.25" <0.01, pa

logaritmiranjem  po  bazi 10 dobivamo n-(2-log5-2)<-2, odnosno

n> =~3.32193. Najmanji ne N koji zadovoljava ovu nejednakost je n=4.

1-log5

5. Neka je n trazeni broj bacanja. Pritom je o¢ito ne N. Neka su B={Bojan je
pogodio ,tricu“}, K={Kruno je pogodio ,tricu“} i A={pogodena je barem jedna
trica}. Iz podataka u zadatku zakljuéujemo da  vrijede jednakosti
P(B)=70%=0.7, P(K)=60%=0.6.

Promotrimo dogadaj A°. Ocito je A = {nije pogodena nijedna ,trica“} = {Bojan

je promasio oba bacanja i Kruno je promasio svih n bacanja} = {Bojan je promasio

oba bacanja} - {Kruno je promasio svih n bacanja} = {Bojan je promasio 1.
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bacanje} - {Bojan je promasio 2. bacanje} - {Kruno je promasio 1. bacanje}-
{Kruno je promasio 2. bacanje} - .. - {Kruno je promaSio n-to bacanje}. Zbog

nezavisnosti dogadaja slijedi:

P(A°)=(1-P(B))*-(1-P(K))"=(1-0.7)*-(1-0.6)" =0.3*-0.4",
P(A)=1-P(A°)=1-0.3"-0.4".

Prema =zahtjevu zadatka mora vrijediti nejednakost P(A)=99% =0.99. Tako

dobivamo eksponencijalnu nejednadzbu 1-0.3-0.4" >0.99, odnosno 0.4" Sé.

Logaritmiranjem po bazi 10 dobijemo n-(2-log2—-1)<-2-log3, a odatle je
S 2-log3

n> 7 1002 =2.39796. Najmanji ne N koji zadovoljava ovu nejednakost je n=3.
pa— . Og

6. Svaki slobodni udarac mozemo shvatiti kao Bernoullijev pokus s totno dvama
ishodima: wuspjeh (postignut je zgoditak) i neuspjeh (nije postignut zgoditak). Taj
sluéajni pokus se ponavlja toéno n=6 puta, a vjerojatnost uspjeha u svakom

ponavljanju pokusa iznosi p=40% =0.4.

a) Trazimo vjerojatnost da se dogode tocno k=3 uspjeha. Ta vjerojatnost je

jednaka:
6 .5.
P(A)=| _|-04°-(1-04) = 834 4006 =0.27643 =%
3 3! 3125
b) Promotrimo dogadaj B¢ = {Ivan Rakiti¢ ¢ée posti¢i najvise jedan zgoditak}.

Oc¢ito je B¢ = {Ivan Rakiti¢ neée postié¢i nijedan zgoditak} + {Ivan Rakiti¢ ¢e
postiéi to¢no jedan zgoditak}. Ti dogadaji su disjunktni, pa imamo:

6
P(B)=(1-0.4)°+ (J-OA (1-04)°"=0.6°+6-0.4-0.6,

P(B)=1-P(B°)=1-0.6°-6-04-0.6" = % =0.76672.

c) Trazena vjerojatnost jednaka je vjerojatnosti da se u svim pokusima kao ishod

pojavi neuspjeh. Dakle, P(C)=(1-0.4)°=0.6" = % =0.046656 .

7. T u ovom se slucaju radi o Bernoullijevu pokusu s toéno dva ishoda: pobjeda Miami
Heata i pobjeda Indiana Pacersa. Radi podataka u zadatku, proglasimo pobjedu
Miami Heata uspjehom, a pobjedu Indiana Pacersa neuspjehom. Dakle, vjerojatnost
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uspjeha iznosi p =55% =0.55. Medutim, ne znamo ukupan broj izvedenih pokusa.
Znamo da se sigurno moraju odigrati cetiri utakmice i da je moguce odigrati ukupno
najvise sedam utakmica (u slucaju kad prvih Sest utakmica zavrSe s po tri pobjede
svake momcadi, a u posljednjoj, sedmoj utakmici pobijedi momcéad Miami Heata).

a) Zadani dogadaj je disjunktna unija dogadaja {odigrane su to¢no 4 utakmice i u
sve Cetiri utakmice je pobijedila momcad Miami Heata}, {odigrano je toc¢no 5
utakmica i u njih 4 je pobijedila momcad Miami Heata}, {odigrano je toéno 6
utakmica i u njih 4 je pobijedila momcad Miami Heata} i {odigrano je to¢no 7
utakmica i u njih 4 je pobijedila momcéad Miami Heata}. Zbog toga je:

5 6 7
P(A)=0.55"+ @ -0.55" - (1-0.55)""* + (4] -0.55" - (1-0.55)* + @ -0.55 - (1-0.55)"* =

5 6 7
=0.55"+ (5 J-O.SS4 -0.45 —{6 J-O.SS4 045 + (7 ]-0.554 045 =

_ 4 (3 4 6 4 > (7 4 3 _
=0.55"+ ) -0.55"-0.45+ ) -0.55"-0.45" + 3 -0.55"-0.45" =

=055 +5-0.55'-045 +% -0.55"-0.45" + 7'36"5 :
=0.55" +5-0.55"-045+15-0.55" - 0.45° +35-0.55 - 045’ =

=0.55" - (1+5-0.45+15-0.45" +35:0.45") = 0.86719329296875 ~ 0.86719.

0.55*-0.45" =

b) U ovom slucaju trazimo vjerojatnost da su odigrane to¢no ¢etiri utakmice i da je
u sve cetiri utakmice pobijedila momcad Miami Heata. Ta vjerojatnost je
jednaka:

P(B)=0.55" =0.09150625 = 0.09151.

¢) U ovom je slucaju odigrano ukupno 6 utakmica i u toéno dvije utakmice je
pobijedila momc¢ad Miami Heata. Dakle, trazimo vjerojatnost da se u 6 slucajnih
pokusa dogode toc¢no dva uspjeha. Ta vjerojatnost je jednaka:

6 .
P(O)= [J -055 -(1-0.55°" :% -0.55-045' =15-0.55 -0.45' =0.186065859375=0.18607.

8. Svaki Karlov izlazak na ispit mozemo shvatiti kao Bernoullijev pokus s toc¢no
dvama ishodima: wuspjeh (ispit je polozen) i neuspjeh (ispit nije poloZen). Iz
podataka u zadatku zaklju¢ujemo da vjerojatnost uspjeha iznosi p =40% =0.4.
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a) Neka je n trazeni broj izlazaka na ispit. Oc¢ito je ne N. Vjerojatnost da Karlo
nece poloziti ispit ni u jednom izlasku na ispit iznosi (1-0.4)" =0.6". Zbog toga
vjerojatnost suprotnoga dogadaja, a to je upravo vjerojatnost da ¢e Karlo
poloziti ispit u posljednjem, n-tom izlasku na ispit (ako polozi ispit u nekom
pokusaju, onda vise ne izlazi na isti ispit), iznosi 1-0.4". Ta vjerojatnost treba
biti jednaka ili veéa od 90%, pa dobivamo eksponencijalnu nejednadzbu
1-0.6"20.9, odnosno 0.6"<0.1.0datle logaritmiranjem po bazi 10 slijedi

nzmz4.50758. Najmanji ne N koji zadovoljava ovu nejednadzbu je

n=>5.

b) Neka je p trazeni dio gradiva. p je ujedno i vjerojatnost polaganja ispita u
svakom pokusaju. Vjerojatnost da ¢e Karlo poloziti ispit u prvom pokusaju
iznosi p. Vjerojatnost da ¢ée Karlo poloziti ispit u drugom pokusSaju iznosi
(1-p)-p, a vierojatnost da ¢ée poloziti ispit u treéem pokusaju (1-—p)*- p.
Pripadni dogadaji su medusobno disjunktni, pa je vjerojatnost da ¢e Karlo
poloziti ispit najkasnije u tre¢em pokusaju jednaka zbroju navedenih
vjerojatnosti, tj. p+(=p)-p+(-p)Y-p=p’=3-p*+3-p=(p-1)’ +1. Ta
vjerojatnost mora biti jednaka ili veéa od 90%, pa dobivamo nejednadzbu
(p—1)’+120.9. Odatle je p >1-3/0.1~0.53584 = 53.584%.

9. I u ovom zadatku se radi o Bernoullijevu pokusu. Uspjeh je zaokruzivanje tocnoga
1

odgovora. Njegova je vjerojatnost jednaka p :Z jer je samo jedan od Cetiri

odgovora tocan. Trazimo vjerojatnost da je Nevesinko to¢no odgovorio na barem

pet pitanja, odnosno da se pojavilo najmanje pet uspjeha. To znaci da je Nevesinko

tocno odgovorio ili na pet ili na Sest ili na sedam ili na osam ili na devet ili na svih

deset pitanja. Pripadni dogadaji su medusobno disjunktni, pa slijedi da je trazena
vjerojatnost jednaka:

10 (10 k 10-k
p=>, (lj (3) _ 2001 7813,
Sk )\4) \4 524288
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4. GRUPA ZADATAKA

1. Iz zadane tablice oc¢itamo:

Vi =y, =3,
—y_ =4,
n =50, Ve _y17 .
x=3,x,=4,x,=5x,=6,x,=7, x, =8, y = Vs BRG
_ _ _ _ _ _ Vs = Y45 =6,
[i=5 =12, /,=20,f,=8 f;=3, f;=2 o
Ve = Yo7 = Yag = 1
Yio = Yso =8
Potom ra¢unamo trazene pokazatelje.
a) ;=5-3+12-4+20-5+8-6+3-7+2-8_%=4'96'

b)

d)

e)

5+12+20+8+3+2 "~ 50

Interpretacija izracunatoga pokazatelja: Prosjek broja c¢lanova domacinstva po

jednom studentu iznosi 4.96, odnosno priblizno 5 ¢lanova.

n =50 nije djeljiv sa 4, pa je Q, = y[@l = Vii2s) = Vi = 4.

4

Interpretacija izracunatoga pokazatelja: 25% svih studenata zivi u domacinstvu s

najvise 4 clana.

(5+5)=5.

N |~

. o 1 1
n=50 je paran broj, pa je Me=0, =5-(y50 +y50+1]=5'(y25+y26)=
2

2

Interpretacija  izracunatoga pokazatelja: Polovica svih studenata zivi u

domacinstvu s najvise 5 ¢lanova.
n =50 nije djeljiv sa 4, pa je Q, = )}PSO1 = Vizrs] = Vs = 6.
4
Interpretacija izracunatoga pokazatelja: 75% svih studenata zivi u domacinstvu s
najvise 4 clana.
Najvecu frekvenciju 20 ima modalitet 5. Dakle, Mo =5.

Interpretacija izracunatoga pokazatelja: Najceséi broj clanova u promatranim
domagdinstvima jednak je 5.

© mr.sc. Bojan Kovacié¢, visi predavac 53



TV Vjerojatnost i Zbirka zadataka sa
statistika grupnih konzultacija —
(preddiplomski stru¢ni nerecenzirana verzija

TEHNICKO VELEUGILISTE U ZAGREEL
POLYTEGHNICUM ZAGRABIENSE studij elektrotehnike)
Elektrotehnicki odjel )

f) R=x_, —x, =8-3=5.

min

Interpretacija izracunatoga pokazatelja: Razlika najveéega broja c¢lanova u

domacdinstvu i najmanjega broja ¢lanova u domacinstvu jednaka je 5.
g) 1,=0,-0,=6-4=2.

Interpretacija izracunatoga pokazatelja: Raspon varijacije sredisnje polovice
¢lanova niza brojeva clanova u domacinstvima jednak je 2. (Kad ,eliminiramo*
25% mnajmanjih i 25% najveéih vrijednosti polaznoga uredenoga niza, razlika
najvecée i najmanje vrijednosti tako dobivenoga niza jednaka je 2.)

o= 5‘32+12-42+20-52+8-62+3-72+2‘82_ ﬁ 2_ /1300_15376_
5+12+20+8+3+2 25 50 625
_ /1748 _ 874 _ V874 ~1.18254.
1250 625 25

Interpretacija izracunatoga pokazatelja: Prosjecno odstupanje broja c¢lanova

h)

domacinstava od njihove aritmeticke sredine iznosi priblizno 1.18254 .

I
L2 _2_0)

i) V = =
) 0,40, 6+4 10

Interpretacija izracunatoga pokazatelja: Varijabilitet sredisnje polovice niza

broja ¢lanova domacinstava je relativno slab.

1
=874 =
j v=2=25 _ V84 023842 = 23.8429%.
x 124 124
25

Interpretacija izracunatoga pokazatelja: Relativno prosjeéno odstupanje broja
clanova domacinstava od njihove aritmeticke sredine je relativno slabo.
(Varijabilitet cijeloga niza je relativno slab, Sto zna¢i da je aritmeticka sredina

dobar reprezentant niza.)

Preostaje prikazati promatranu razdiobu poligonom frekvencija. U pravokutni
koordinatni sustav u ravnini ucrtamo tocke (3, 5), (4, 12), (5, 20), (6, 8), (7, 3) i (8,
2), pa ih spojimo poligonalnom crtom. Dobivamo sliku 1 (vidjeti stranicu 13.)
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2. Iz zadane tablice ocCitamo:

VW=..=y, =2,

Ve ==Y =3,
=60, 5 T 10 iy
=2 0,23 024 x, =5 6=7, x, =10, b= {20 TN T .

Yig = o= Y38 =95
fi=4,f,=6,f=8,f=20,f=12,f =10 v

Vig = oo = YVso =0,

Vsi == Yoo =10.

Potom racunamo:

~ 4.246-3+8-4+420-5+12.7+10-10 342 57

a) x =—=57.
4+6+8+20+12+10 60 10

Interpretacija izracunatoga pokazatelja: Prosjek broja predmeta po jednom
studentu iznosi 5.7, odnosno priblizno 6 predmetu.

D . 1 1
b) n=60 je djeljiv sa 4, pa je Ql:E'(yso+}’6o+1]25'(}’15+)’16): (4+4)=4.

4 4

N | —

Interpretacija izracunatoga pokazatelja: 25% svih studenata dobilo je ocjenu
izvrstan(b) iz najvise 4 predmeta.

1

: . : 1
c) n=60 je paran broj, pa je Me:Q2:E-(yw+y60+lj:§‘(y3o+y3l): (5+5)=5.
2 2

N | =

Interpretacija izracunatoga pokazatelja: Polovica svih studenata dobilo je ocjenu
izvrstan(b) iz najvise 5 predmeta.

C e e . 1 1
d) n=60 je djeljiv sa 4, pa je Q, =5-[y3'60+y3_60+1j:5-(y45+y46): (7+7)=1.
4 4

| =

Interpretacija izracunatoga pokazatelja: 75% svih studenata dobilo je ocjenu
izvrstan(b) iz najvise 7 predmeta.

e) Najvecu frekvenciju 20 ima modalitet 5. Dakle, Mo =35.

f) R=x,, —x, =10-2=8.

Interpretacija izracunatoga pokazatelja: Razlika najvetega broja predmeta i
najmanjega broja predmeta jednaka je 8.
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g) 1,=0,-0,=7-4=3.

Interpretacija izracunatoga pokazatelja: Raspon varijacije sredisnje polovice
¢lanova niza brojeva predmeta jednak je 3. (Kad ,eliminiramo® 25% najmanjih i
25% najvecih vrijednosti polaznoga uredenoga niza, razlika najveée i najmanje

vrijednosti tako dobivenoga niza jednaka je 3.)

o 4‘22+6‘32+8‘42+20‘52+12-72+1O-102_ 5_7 2_ /ﬁ_3249_
4+6+8+20+12+10 10 10 100

h)
= [P V0L s6s5a,
100 10

Interpretacija izracunatoga pokazatelja: Prosjetno odstupanje broja predmeta od
njihove aritmeticke sredine iznosi priblizno 2.36854 .
1 3 3

i) V=—=t =" > 2027273.
0,40, T+4 11

Interpretacija izracunatoga pokazatelja: Varijabilitet sredisnje polovice niza

broja predmeta je umjeren.

=0.41553=41.553%.

1
p v=g-i0 sl
x 57 57

10
Interpretacija izracunatoga pokazatelja: Relativno prosjecno odstupanje broja

predmeta od njihove aritmetic¢ke sredine je umjereno. (Varijabilitet cijeloga niza

je umjeren, pa aritmeticka sredina nije bas dobar reprezentant.)

Preostaje prikazati promatranu razdiobu poligonom frekvencija. U pravokutni
koordinatni sustav u ravnini ucrtamo tocke (2, 4), (3, 6), (4, 8), (5, 20), (7, 12) i
(10, 10), pa ih spojimo poligonalnom crtom. Dobivamo sliku 3. (vidjeti stranicu 14.)

3. Zadani podaci su ocito grupirani u prave razrede. Zbog toga ,ulogu“ modaliteta
preuzimaju razredne sredine. Apsolutne frekvencije pritom ostaju nepromijenjene.
Izracunajmo razredne sredine:

s = 0+10:5’ s, :10+20:15, 5 = 20+30:
2 2

25,

_30+40 o 40;50 _as. s, =w=75

S4
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Tako dobivamo tablicu 9.

Razredna sredina | 5| 15| 25 | 35| 45 | 75 | Ukupno

Broj studenata | 5| 10| 10 | 20 | 25 | 30 100
Tablica 9.

Iz te tablice oc¢itamo:
fi=5f,=1,=10, f, =20, f, =25, f, =30.

Racunamo trazene pokazatelje.

_5:5+10-15+10-25+20-35+25-45+30-75 4500 _
5+10+10+20+25+30 100

a) x 45.

Interpretacija izracunatoga pokazatelja: Prosjek broja prijatelja po jednom
studentu jednak je 45.

45" =

O__\/5-52+10-152+10~252+20~352+25-452+30-752
5+10+10+20+25+30

_ 251205000 —2025 =+/2525-2025 =+/500 = 10-+/5 = 22.36068.

b)

Interpretacija izracunatoga pokazatelja: Prosjecno odstupanje brojeva prijatelja
od njihove aritmeticke sredine iznosi priblizno 22.36068.

1045

45

c) Vzg
X

3.\/3 ~ 0.4969 = 49.69%.

Interpretacija izracunatoga pokazatelja: Relativno prosjecno odstupanje broja
prijatelja od njihove aritmeticke sredine je umjereno. (Varijabilitet cijeloga niza

je umjeren, Sto znaci da aritmeticka sredina nije bas dobar reprezentant.)

Preostaje graficki prikazati zadanu razdiobu. Poligon frekvencija dobivamo
analogno kao u prethodnim zadacima, osim Sto na os apscisa umjesto modaliteta

pisemo razrede.

Histogram dobivamo tako da umjesto tocaka crtamo ,spojene® pravokutnike. Zbog
nejednakih razrednih S$irina, izra¢unamo najprije korigirane apsolutne frekvencije
dijeleé¢i svaku originalnu apsolutnu frekvenciju odgovarajuéom razrednom Sirinom:

5

10
corr _ ~ 05’ corr _ peorr _
=% R =5"=1

2’ fSCDVV — 25 — 2 5’ f(’CDN‘ :Q — 0'6'

20
1, corr __ — =" =9,
fs 10 50

10"
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(Podsjetimo se, povrsina svakoga pravokutnika u histogramu treba biti jednaka
apsolutnoj frekvenciji.) Dakle, crtamo pravokutnike ¢ije su duzine redom 10, 10, 10,
10, 10 i 50, a Sirine redom 0.5, 1, 1, 2, 2.51 0.6. Dobivamo slike 4. i 5. (vidjeti

stranicu 15.)

4. Zadani podaci su ocito grupirani u prave razrede. Zbog toga ,ulogu“ modaliteta
preuzimaju razredne sredine. Apsolutne frekvencije pritom ostaju nepromijenjene.

Izracunajmo razredne sredine:

203030450 S0+60 o
2 2 2

5, =080 o0 5, 80%100 gy o 1004200 5,
2 2 2

Tako dobivamo tablicu 10.

Razredna sredina | 15|40 | 55| 70 | 90 | 150 | Ukupno

Broj studenata | 4 |16 |24 |12|16| 8 80
Tablica 10.

Iz te tablice oc¢itamo:
fi=4, f,=f;=16,f, =24, f, =12, f, =8.

Racunamo trazene pokazatelje.

a) ;_4-15+16-4O+24~55+12~7O+16~9O+8-150_5500_&_6875
4+16+24+12+16+8 80 4 o
Interpretacija izracunatoga pokazatelja: Prosjek broja celebrityja po jednom

studentu jednak je 68.75, odnosno priblizno 69.

G_\/4~152+16~402+24~552+12~702+16-902+8-1502 _(ﬁjz _

b) 44+16+24+12+16+8 4
z\/467500_75625 :\/93500_75625 =\/17875 _SNTIS s 4
80 16 16 16 16

Interpretacija izracunatoga pokazatelja: Prosjetno odstupanje brojeva celebrityja

od njihove aritmeticke sredine iznosi priblizno 33.42436.

5-4715
4 V715

= = =~ (0.48617 =48.617%.
55

(¢ =
) v 275

=19

4
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Interpretacija izracunatoga pokazatelja: Relativno prosjecno odstupanje broja
celebrityja od njihove aritmeticke sredine je relativno slabo. (Varijabilitet

cijeloga niza je relativno slab, pa je aritmeticka sredina dobar reprezentant.)

Preostaje graficki prikazati zadanu razdiobu. Poligon frekvencija dobivamo
analogno kao u prethodnim zadacima, osim Sto na os apscisa umjesto modaliteta

pisemo razrede.

Histogram dobivamo tako da umjesto tocaka crtamo ,spojene pravokutnike. Zbog
nejednakih razrednih Sirina, izracunamo najprije korigirane apsolutne frekvencije

dijeleé¢i svaku originalnu apsolutnu frekvenciju odgovarajuéom razrednom Sirinom:

. 4 2 . 16 4 24 12
corr=_:_z0‘13, corr _ wrr=_:_=0‘8’ wrr:_:_:2‘4’
/i 30 15 ? s 20 5 5 10 5
12 3 8§ 2
corr _ ~= _ < _ 0.6, coor _ _~ __ 7 _— 0'08.
fi 20 5 /e 100 25

(Podsjetimo se, povrsina svakoga pravokutnika u histogramu treba biti jednaka
apsolutnoj frekvenciji.) Dakle, crtamo pravokutnike ¢ije su duzine redom 30, 20, 10,
20, 20 i 100, a Sirine redom 0.13, 0.8, 2.4, 0.6, 0.8 1 0.08. Dobivamo slike 6. i 7.

(vidjeti stranicu 16.)
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5. GRUPA ZADATAKA

1. Neka je X binomna slucajna varijabla koja oznacava ukupan broj neispravno
ispunjenih poreznih prijava. Odredimo njezine parametre. Ukupan broj izvedenih
pokusa jednak je ukupnom broju predanih poreznih prijava, tj. n=10. Odredimo
vjerojatnost uspjeha u jednom pokusu, odnosno vjerojatnost da sluc¢ajno odabrana

prijava bude ispravno ispunjena. Iz zadanih podataka zakljucujemo da su od

4
ukupno pet poreznih prijava ispravno ispunjene njih Cetiri, pa je p =§= 0.8. Dakle,

X ~B(10, i}
5

a) Odredimo najprije matematicko ocekivanje wvarijable X. Ono je jednako
4

E(X):IOE:S. To znadi da je ocekivani broj ispravno ispunjenih poreznih prijava

jednak 8. Odatle slijedi da je ocekivani broj neispravno ispunjenih poreznih

prijava jednak 10-8=2.

b) Trazimo P(X =10). Ta vjerojatnost je jednaka:

10
4) L0570 _0.10737.

P(X=10)=|=]| =
5) 9765625

c¢) Polovica ukupnoga broja predanih poreznih prijava jednaka je %-10:5. Dakle,
trazimo P(X >6). Ta vjerojatnost je jednaka:
P(X26)=P(X=6)+P(X=T7)+P(X=8)+P(X=9)+P(X =10)=
10 4 6 4 10-6 10 4 7 4 10-7 10 4 8 4 10-8
= =1 1=-—= + =1 1=-= + d—=1]1=-= +
6 5 5 7 5 5 8 5 5
10 9 10-9 10 10 10-10
L .(ij .(l_ij N .(ij .(l_ij 2445376 o601
9 5 5 10) \ 5 5 9 765 625
2. Neka je X binomna slucajna varijabla koja oznacava broj uzoraka bez ijedne
neispravne zarulje. Odredimo njezine parametre. Ukupan broj izvedenih pokusa

jednak je ukupnom broju uzoraka. Dakle, n=100. Izracunajmo vjerojatnost da

slu¢ajno odabrani uzorak ne sadrzi nijednu neispravnu zarulju. Vjerojatnost da je
_ L . . . 1 D :
slucajno odabrana zarulja neispravna iznosi 5% =2—0 =0.05, pa je vjerojatnost da je

I 19
slucajno odabrana zarulja ispravna 1—2—022—0. Zbog toga vjerojatnost da je svih 20
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20
zarulja u uzorku ispravno iznosi p = (%J =(0.35847. Dakle, X ~ B(100, 0.35847).

a) Trazeni je broj jednak matematickom ocekivanju varijable X. Ono iznosi
E(X)=n-p=100-0.35847 =35.847 = 36 . Dakle, trazeni je broj jednak 36.

b) Promotrimo suprotan dogadaj, tj. da uzorak sadrzi najvise jednu neispravnu
zarulju. Izracunajmo vjerojatnost toga dogadaja. On se razlaze na tocno dva
disjunktna dogadaja: da su sve zarulje u uzorku ispravne i da uzorak sadrzi

to¢no jednu neispravnu zarulju. Zbog toga je trazena vjerojatnost jednaka:

0 9 19
p=1- (Qj ¥ .Qj .(1—9 ~0.26416,
20 19 ) \ 20 20

3. Neka je n trazeni broj. Neka je X binomna sluc¢ajna varijabla koja oznac¢ava ukupan
broj proizvedenih skartiranih plo¢ica. Iz podataka u zadatku slijedi da je

1
vjerojatnost da je slucajno odabrana plocica skartirana jednaka 1% =——=0.01.

Dakle, X ~B(n, LJ
100

Vjerojatnost da su u uzorku od n plocica sve plocice ispravne jednaka je

1 n 99 n
=|1-— | =| — |, pa je vjerojatnost da isti uzorak sadrzi barem jednu
12 ( 100) (10()) pa ] Jeroj J

neispravnu plocicu jednaka p, :1—(%j .

Prema zahtjevu zadatka mora vrijediti nejednakost p, 290% =0.9, pa dobivamo

1_(2j >09.
100
Rijesimo tu nejednadzbu na uobicajen nacin:
1—(2j >0.9,
100

(2] <0.1, /log

eksponencijalnu nejednadzbu:

100
n-(log99—-1og100) <log(0.1)
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n-(log99-2)<-1, /:(1og99-2)<0
nZ;zZZQII.

2—1log99
Najmanji ne N koji je rjesenje gornje nejednadzbe je n=230.

4. a) Neka je X binomna slucajna varijabla koja oznacava ukupan broj smetnji u

vremenskom intervalu od 8 sati. Iz podataka u zadatku zakljucujemo da je

X ~ B8, 2%)23(8, i)
50

Trazimo vjerojatnost P(X =1). Ona je jednaka:

D) (%)
Px=0=| ||—]| |1-—| =0.1389.
1) (50 50

b) Neka je Y binomna slucajna varijabla koja oznacava ukupan broj smetnji u
vremenskom intervalu od 30 dana = 30-24=720 sati. Iz podataka u zadatku

zakljuéujemo da je Y ~ B(720, 2%) :B(720, S_I(J Trazimo ocekivanje varijable Y.

Ono je jednako E(Y) :720-5—10:14.4. Dakle, trazeni broj je priblizno jednak 14.

5. Neka je X binomna slucajna varijabla koja oznacava ukupan broj davatelja krvi s
krvnom  grupom 0. Iz podataka u zadatku zakljucujemo da je

X ~ B(50, 45%)= B(SO, 3).
20

a) Trazimo matematicko ocekivanje varijable X. Ono je jednako

E(X):SO-%:4—25:22.5. Dakle, trazeni broj je priblizno jednak 23.

b) Trazimo vjerojatnost P(X =0). Ta vjerojatnost je jednaka:

9 50 11 50
P(X =0)= (1——) = (—J ~1.04264-107".
20 20

6. Neka je X Poissonova slucajna varijabla koja oznacava broj boca s manjim
volumnim udjelom alkohola. Odredimo njezin parametar. Ukupan broj pokusa

jednak je ukupnom broju boca u uzorku, tj. n=10000. Vjerojatnost da slucajno
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odabrana boca ima manji volumni udio alkohola jednaka je p=0.05%—005 S

100 10000°

5
Zbog toga je A=n-p=10000-———=5. Dakle, X ~ Po(5).
og toga je A=n-p 10000 e o(5)

a) Trazimo matematicko ocekivanje varijable X. Ono je jednako njezinom
parametru, tj. E(X)=A=5. Dakle, trazeni broj je jednak 5.

b) Trazimo P(X >6). Ta vjerojatnost je jednaka:

k 5 k 2 3 4 5
P(X 26)=1-P(X <5)=1— 2(5 ‘5j=1—( %J-e-s:1—[1+§+5—+5—+5_+5_J.e-5
k=0 V- . . . !

= 1—@‘ = =0.38404.
12

7. Neka je X Poissonova slucajna varijabla koja oznacava ukupan godisnji broj pojave
zastoja.  Analogno kao u Zadatku 6. zakljucujemo da su n=12-30=360 i
p=3%=0.03, paje A=n-p=360-0.03=10.8. Dakle, X ~ Po(10.8).

a) Trazimo ocekivanje varijable X. Odmah slijedi E(X)=A4=10.8. Dakle, trazeni je
broj priblizno jednak 11.

b) Trazimo P(X <3).Ta vjerojatnost je jednaka:

108" 108') Lo _(108" 108 108 108') os_
< T =
A== Z( k! Z k! “ 0! i 1! " 2! 3!

k=0 k=0

35009

8. Neka je X Poissonova slucajna varijabla koja oznacava ukupan dnevni broj vozila.
Iz podataka u zadatku zakljucujemo da je X ~ Po(2).

a) TraZeni je broj jednak m=12-30-2="720.
b) Trazimo P(X =0).Ta vjerojatnost je jednaka:

2, 1
P(X = 0) = 6 e = —
9. Neka je X Poissonova slucajna varijabla koja oznacava ukupan tjedni broj prodanih

polica osiguranja. Iz podataka u zadatku zakljucujemo da je X ~ Po(2).
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a) Trazimo P(X >1). Ta vjerojatnost je jednaka:
2° 1
2

P(X 21):1—P(X:0):1—a.e‘2:1_

b) Trazimo P(2< X <5). Ta vjerojatnost je jednaka:

5 k 5 k 2 3 4 5
PQ<X<5=)] z—-e-2 = 22— e = 2,2,2,2 et = 642zo.57743.
=\ k! k! 21 31 41 5! 15

k=2 e

c) Neka je Y Poissonova slucajna varijabla koja oznacava ukupan dnevni broj

prodanih polica. Iz podataka u zadatku zakljucujemo da je Y ~P0(%). Trazimo

P(Y =1). Ta vjerojatnost je jednaka:

=(.26813.

) 1
P(Y=1)= (5) o2 2
1! 5.5 53

10.Neka je n trazeni broj. Neka je X Poissonova slucajna varijabla koja oznacava
ukupan broj pakiranja keksa s masom strogo manjom od deklarirane. Iz podataka u

zadatku slijedi da je X ~P0(n‘0.5%):Po(ﬁj. Vjerojatnost da ¢e medu ukupno

n pakiranja biti barem jedno pakiranje s masom strogo manjom od deklarirane

jednaka je:

0
L2
P(X 21)=1—P(X=0)=1—%-e‘200:1—e‘200.

1
Prema zahtjevu zadatka ta vjerojatnost mora biti jednaka ili ve¢a od 50% :5 , pa

dobivamo eksponencijalnu nejednadzbu:

_n
l—e 200 >
2
Rijesimo tu nejednadzbu na uobicajen nacin:

n

|
e 200 S 1__’
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o
e 200 SE’ /In

~ < 1{%) —Inl-In2=0-In2=-In2, /-(=200)
n>200-1n2 =138.63.
Najmanji ne N koji zadovoljava tu nejednadzbu je n=139.

11.Neka je n trazeni broj. Neka je X Poissonova slucajna varijabla koja oznacava
ukupan broj pakiranja hrenovki s masom strogo manjom od deklarirane. Analogno

kao u prethodnom zadatku zaklju¢ujemo da je X ~P0(%), pa iz zahtjeva

P(X22)> 30 =0.3, koristeéi
100

n

P(X >2)=1-P(X s1>=1—<P<x=o>+p<x:1>>:1_(1+ﬁ).e‘m,

dobivamo nejednadzbu:

1=[ 1+ ].e 10203,
100

Koriste¢i MATLAB dobijemo n2>109.735. Najmanji ne N koji zadovoljava tu
nejednadzbu je n=110.

12.Neka je X, Poissonova slucajna varijabla koja oznacava broj poziva u #toj minuti,
za i=1, 2. Iz podataka u zadatku zakljucujemo da je X, ~Po(3). Koristeci

pretpostavku o nezavisnosti promatranih varijabli slijedi da je trazena vjerojatnost
jednaka:

P(X,+X,22)=1-P(X,+X,<2)=1-(P(X,+ X, =0)+P(X, + X, =1)) =
=1-(P(X,=0,X,=00+P(X,=0, X, =)+ P(X, =1, X, =0)) =
=1-(P(X,=0)-P(X,=0)+P(X,=0)-P(X, =)+ P(X,=1)-P(X,=0)) =
=l—(e’ e’ +e7-3-e7+3-e7-e7)=1-7-¢° =0.98265.
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6. GRUPA ZADATAKA

1. Izracunajmo najprije vjerojatnost izbora svake zarulje. Iz podatka da su vjerojatnost
izbora svake zarulje upravno razmjerna snazi te zarulje zakljucujemo da postoji
k>0 takav da su vjerojatnosti izbora zarulja redom 40-k, 60-k, 75-k1100-k .
Budu¢i da mora biti izabrana toc¢no jedna zarulja, zbroj navedenih vjerojatnosti
mora biti jednak 1. Tako dobivamo jednadzbu:

40-k+60-k+75-k+100-k =1.

Rijesimo tu jednadzbu na uobic¢ajen nacin:

275-k =1,
__ L
275

Dakle, vjerojatnosti izbora zarulja su redom

p1:40.L:ﬂ:§,
275 275 55

g0 L0 _12
Pa 275 275 55
~ 175 3
D= s s 1
o 1100 _4

P s T s 1

a) Iz netom izracunatih vjerojatnosti slijedi da je trazeni zakon razdiobe:

40 60 75 100
X-|8 123 4
55 55 11 11

b) Koriste¢i definicijske formule za ocekivanje, odnosno standardnu devijaciju

diskretne slucajne varijable, dobivamo redom:

B0 =40-2 16012 4 75.3 4 100. 4 _ 4+144+225+400 _ 833
55 55 11 11 T TR
2
V(X)=402 8 +602 12+752 3+1002 i_(@ :54936’
55 55 1111 121

121 121

o(X)=V(X) —\/54936 — 1526—— V1526.
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. Izracunajmo najprije vjerojatnost svakoga moguéega trajanja pretipkavanja. Iz
podatka da je vjerojatnost svakoga pretipkavanja obrnuto razmjerna njegovu
trajanju zaklju¢ujemo da postoji k>0 takav da su vjerojatnosti pretipkavanja
redom

k, =k ki—-k.

| =

1
T4

W | =

L
2
Budu¢i da mora biti izabrana toc¢no jedna tajnica, zbroj navedenih vjerojatnosti
mora biti jednak 1. Tako dobivamo jednadzbu:

1 1 1 1

—k+—k+—k+—--k=1.
2 3 4 5

Rijesimo tu jednadzbu na uobic¢ajen nacin:

Ll laclac /e
23 4 5

30k +20-k+15-k +12-k =60,
77k =60,

k=0
77

Dakle, vjerojatnosti trajanja pretipkavanja redom iznose:

_1.60_30
Py T
1 60 20
p2=—-—=—,
377 77
_1.60_15
b= T
_1.60_12
Pa=5 97797

a) Iz netom izracunatih vjerojatnosti slijedi da je trazeni zakon razdiobe:

2 3 4 5
Y130 20 15 12}
77T 7777

b) Koriste¢i definicijske formule za ocekivanje, odnosno standardnu devijaciju
diskretne slucajne varijable, dobivamo redom:
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B(x)=2243.20, 4. 5,512, 0 _240
A T T AR T R T T

2

77 77 77 11 (77 ) 5929

o(X)=V(X —\/7080 1770—%-\/1770.

5929 V5929

3. Prvi izvuceni broj je toéno jedan element skupa Q = {1, 2, ..., 44, 45}. Taj skup ima
totno 45 elemenata. Budué¢i da tocno jedan broj mora biti izvucen, zbroj
vjerojatnosti izvlacenja mora biti jednak 1. Prema pretpostavci, izvlacenje je

pravedno, pa su sve vjerojatnosti izvlacenja medusobno jednake. Tako lagano slijedi

1
da su sve te vijerojatnosti jednake 5

a) Iz provedena razmatranja slijedi da je trazeni zakon razdiobe:

P(Z =k) :i, Vk =1,2,...,44,45,
45

odnosno, u tablicnom obliku,

1 2 .. 44 45
Z-jL 1 11
45 45 T 45 45

b) Primijenimo identitete:

142+..+n w
2 9
P42+ +n _n (n+1)-2-n+1)

6

koji vrijede za svaki neN. Koriste¢i definicijske formule za ocekivanje i
standardnu devijaciju diskretne slucajne varijable dobivamo:

1 45 (45+1) 46

E(X):— (14+2+...+44+45)=— —=123,
5 2 2
V(X)=—~(12+22+...+442+452)—232=i.45'(45+1)6'(2'45+1)—529=
_23 91_529_506

o(X)=V(X) ,/50 ,/506 x/1518
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4. Prvi izvuceni broj je tocno jedan element skupa Q = {1, 2, .., , 90}. Taj skup ima

tocno 90 elemenata. Budu¢i da tofno jedan broj mora biti izvucen, zbroj
vjerojatnosti izvlacenja mora biti jednak 1. Prema pretpostavci, izvlacenje je

pravedno, pa su sve vjerojatnosti izvlacenja medusobno jednake. Tako lagano slijedi

1
da su sve te vjerojatnosti jednake %0

a) Iz provedena razmatranja slijedi da je trazeni zakon razdiobe:

P(B=k) :L, Vk=1,2,...,89,90,
90

odnosno, u tablicnom obliku,

1 2 .. 8 90
Bol1lo1 o 11
90 90 90 90

b) Primjenom identiteta iz rjeSenja zadatka 3. b), te koriste¢i definicijske formule
za ocekivanje i standardnu devijaciju diskretne slucajne varijable dobivamo:
E(B)=—.(14+2+..+89+90)=.20-O0+D 91
90 90 2 2

91

2
V(X)=$~(12+22 +...+892+902)—(?) _1.90-00+D)-(2-90+1) 8281 _

90 6 4

_91-181 8281 _ 8099

b}

6 412
o(X)= V(X)z‘/—g(l)zgz /8(1)393’3=é- 24297.

5. Neka je X slucajna varijabla koja oznacava broj udaraca prema golu sve do prvoga

zgoditka (uracunavajuéi i udarac koji je rezultirao zgoditkom). Vjerojatnost
postizanja zgoditka u svakom udarcu iznosi p = 40% = 0.4, pa zakljucujemo da je
X ~G(0.4),tj. X je geometrijska slucajna varijabla s parametrom p=0.4.

110

a) Trazimo oc¢ekivanje varijable X. Ono iznosi E(X) = =2.5, pa je

1 10
p 04 4

N |

trazeni broj priblizno jednak 3.

b) Trazimo vjerojatnost P(X =4). Ta vjerojatnost je jednaka:

3

P(X 24):P(X>3):(1—p)3:(1—gj :(—j -2

5 5) 125

© mr.sc. Bojan Kovacié¢, visi predavac 69



TV Vjerojatnost i Zbirka zadataka sa
statistika grupnih konzultacija —
(preddiplomski stru¢ni nerecenzirana verzija

TEHNICKO VELEUGILISTE U ZAGREEL
POLYTEGHNICUM ZAGRABIENSE studij elektrotehnike)
Elektrotehnicki odjel )

6. Neka je X slucajna varijabla koja oznacava broj sedmeraca sve do prvoga zgoditka
(uracunavajuéi i udarac koji je rezultirao zgoditkom).Vjerojatnost postizanja
zgoditka u svakom udarcu iznosi p=80% =0.8, pa zakljuc¢ujemo da je X ~G(0.8),

tj. X je geometrijska slucajna varijabla s parametrom p=0.8.

10

_ L _10_
0.8 8

a) Trazimo ocekivanje varijable X. Ono iznosi E(X) =

YRV

1 =1.25, pa je
p
trazeni broj priblizno jednak 1.

b) Trazimo vjerojatnost P(X <3). Ta vjerojatnost je jednaka:

3 3
P(X <3)=1- 1_f =1- 1 zl_L:ﬁ_
5 5 125 125

7. Izracunat ¢emo aritmeticku sredinu i varijancu zadanoga niza podataka. Dobiveni
rezultati ujedno ¢e biti matematicko ocekivanje, odnosno varijanca trazene binomne

razdiobe. Imamo redom:

1-10+2-10+3-5 _10+20+15 45 9

X =

40 40 40 8’
o = 1210+ 22 ~1o+32-5_(gj2 _10+40+45 81 _71
40 8 40 64 64

Neka je X binomna slucajna varijabla koja oznacava ukupan broj neispravnih

baterija u svakom uzorku. Pretpostavimo li da je X ~ B(n,p), dobivamo sustav
dviju jednadzbi s dvije nepoznanice:
n. —2
p ]’
71

p-(1=p)=—.
n-p-(1-p) el

71 1
Dijeljenjem druge jednadzbe prvom dobijemo 1- p 25, a odatle je p zi. Iz prve

jednadzbe odmah slijedi n=81.Dakle, X ~ B(81, %)

Izrac¢unajmo vjerojatnost da su sve baterije u uzorku ispravne, tj. P(X =0). Ta

81 81
p(x=0)=(1_ij :(7_1j .
72 72
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S druge je strane ista vjerojatnost jednaka koli¢niku ukupnoga broja uzoraka u
kojima su sve baterije ispravne i ukupnoga broja svih uzoraka. Oznacimo li s n,
oc¢ekivani ukupan broj uzoraka u kojima su sve baterije ispravne, dobivamo

jednadzbu:

iz koje je
81
n, = (ﬂj -40=12.8841=13.
72

8. Iskoristit ¢emo svojstvo Poissonove razdiobe prema kojemu je parametar te
razdiobe jednak njezinu ocekivanju, odnosno varijanci. U rjesenju prethodnoga

zadatka smo zakljucili da su ;:g i 0'2:%. Primijetimo da je

‘;—0'2‘:é:0.015625, sto znac¢i da se ti brojevi razlikuju pocevsi od druge

znamenke iza decimalne tocke. Zbog toga moZemo uzeti A=1.1 tj. X ~ Po(1.1).

Analogno kao u prethodnom zadatku odredimo:

40

1 1()
e 40 = ~ 1331484 ~ 13,
. e’

n, :P(X :0)40:0—

9. Analogno kao u rjeSenju zadatka 7., izraCunat ¢emo aritmeticku sredinu i varijancu
zadanih grupiranih podataka. U tu svrhu najprije odredimo sredinu svakoga
razreda. Dobivamo sljedecu tablicu.

Razredna sredina | 2 | 6 | 10 | 14 | Ukupno

Broj studenata |10 |77 9 | 4 100
Tablica 11.

Tako sada imamo:

2:10+6-77+10-9+14-4 _20+462+90+56 _ 628 _157

X =

100 100 100 25°
0_2_22-10+62-77+102-9+142-4_[ﬂ 40+2772+900+784 24649 3451
100 25 100 625  625°
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Neka je X binomna slucajna varijabla koja oznacava ukupan ostvareni broj bodova.
Pretpostavimo 1li da je X ~B(n,p), dobivamo sustav dviju jednadzbi s dvije

nepoznanice:
P=se
3451
n-p-(1- =—.
p-(1=p)=-—2
Dijeljenjem druge jednadzbe prvom dobijemo 1—p = 34; ; a odatle je p Z%- Iz

24649

prve jednadzbe odmah slijedi n = =52.Dakle, X ~ 3(52, ﬁj

3925

Izracunajmo vjerojatnost da je slucajno odabrani student ostvario toéno 8 bodova,
tj. P(X =8). Ta vjerojatnost je jednaka:

52 8 52-8
P(X =8) = (ﬁj -(l—ﬁj =~0.118215.
8 3925 3925

S druge je strane ista vjerojatnost jednaka koli¢niku ukupnoga broja studenata koji
su ostvarili tocno 8 bodova i ukupnoga broja svih studenata. Oznacimo li s n,

ocekivani ukupan broj uzoraka u kojima su sve baterije ispravne, dobivamo

jednadzbu:

n()

——=0.118215
100
iz koje je
n,=0.118215-100=11.8215=12.

10. Analogno kao u rjesenju zadatka 9., izracunat ¢emo aritmeticku sredinu i varijancu
zadanih grupiranih podataka. U tu svrhu najprije odredimo sredinu svakoga
razreda. Dobivamo sljedeé¢u tablicu.

Razredna sredina | 1|3 |5 | 7 | Ukupno
Broj dana 4191611 30

Tablica 12.

Tako sada imamo:
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1-4+3-9+5-6+7-11 _ 4+27+30+77 141 47

X =

30 100 T30 107
62_12-4+32-9+52-6+72-11_ 47Y _4+81+150+539 2209 _ 371
30 10 30 100 100

Neka je X Poissonova slucajna varijabla koja oznacava dnevni broj pregledanih

pacijenata. Primijetimo da je ‘x—az‘:%, pa mozemo uzeti A=4.Dakle,

X ~ Po(4).

Izracunajmo vjerojatnost da su u slucajno odabranom danu tocno tri pregledana
pacijenta bolovala od crijevne viroze. Dakle, trazimo P(X =3), a ta vjerojatnost je
jednaka:

4 32

P(X =3)=—-¢" =——=0.195367.
3! 3-e

S druge strane, ta je vjerojatnost jednaka kolicniku ukupnoga broja pregledanih
pacijenata koji su bolovali od crijevne viroze i ukupnoga broja svih pregledanih

pacijenata. Oznacimo li trazeni broj s n,, dobivamo jednadzbu:

ny 32
30 3-¢'
iz koje je
n, = 32'340 = 3240 ~5.861=6.
3-e e
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7. GRUPA ZADATAKA

1. a) Koristit ¢emo osnovna svojstva funkcije gustoée vjerojatnosti. Ona mora biti

definirana i nenegativna na skupu R, te mora vrijediti jednakost: J. f(x)-dx=1.

Funkcija f je o¢ito definirana na skupu R, pa je taj zahtjev ispunjen.
Za svaki xe R\[-L11] vrijedi f(x)=0, pa je na tom skupu funkcija f ocito

nenegativna. Za svaki xe[-1,1] vrijedi f (x):%, pa moramo postaviti zahtjev

a—x . : o e
>0. Odavde je a—x2>0, odnosno x<a. Ta nejednakost mora vrijediti za

svaki xe[-L1] ili, ekvivalentno, za —1<x<1. Sada iz nejednakosti x<a i x<1
slijedi da mora vrijediti nejednakost a>1. Zbog toga u daljnjem pretpostavljamo
da je a>1.

Preostaje provjeriti jednakost I f(x)-dx=1. Tako se na prvi pogled ¢ini da ¢emo

—oo

morati racunati nepravi integral, to zapravo nije tocno. Naime, kako znamo iz
predmeta Matematika 2, odredeni ili nepravi integral nulfunkcije g(x)=0 na bilo
kojem intervalu jednak je nuli. Zbog toga trebamo racunati navedeni nepravi
integral funkcije fsamo na onim dijelovima skupa R na kojima je funkcija f razlicita
od nulfunkcije. U ovom je slucaju rije¢ o segmentu [-1,1], pa imamo:

i _1 _la—x _lal |a 1121_
Lf(x)-dx—_jlfmdx__jl( . j-dx—_l(g E.xj-dx_[;x E.E.XL_
(a 1) ( a lj a 1 a 1
=l ——— || <=~ |=x——+-+—=a
2 4 2 4 2 4 2 4

Dakle, jednakost j f(x)-dx=1 je ekvivalentna jednakosti a=1. Ta vrijednost

zadovoljava uvjet a =21, pa je ona rjesenje podzadatka. Zaklju¢imo:

I_—X, zaxe[-11],

fx)=4 2

0, inace.
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b) Koristit ¢emo definicijske relacije ofekivanja i standardne devijacije neprekidne
slu¢ajne varijable, pri ¢emu ¢emo neprave integrale racunati samo na segmentu

[—1,1]. Tako redom imamo:

E(X)=jx‘f(X)‘M:jx-(ﬂj-M:j‘(l-x—%‘xzj-dx:

-1

<
—_
»
N
Il
Le—
=
[3S)
\
~
=
p—
|
—_
sl
—~
»
N
N
8]
Il
Le—
=
[3S)
— .
[—
- N‘|
=
M~ N
|
Ve | N W
W | =
N——
(8]
Il

2 1
o(X)=V(X) :\g=§‘\/5.
c) Prema definiciji funkcije razdiobe vjerojatnosti vrijedi jednakost:
F(x)=[ f()-du.
Zbog toga ¢emo razlikovati tocno tri slucaja:
-1 -1
I. x<—-1. U ovome je slucaju F(x)= j f(t)-dt = j 0-dr=0.

II. xe[-L1]. U ovome je slucaju:

F(x):jff(t)-dt::ff(t)-dt+jf(t)-dt::[10~dt+j|i(1—;j-dt:

2 2 2 22 1, \2 4 2 4 4 2 4

IIT. x>1. U ovome je slucaju F(x)=1, sto lako mozemo provjeriti ovako:

prema a)

F(x)=jf(t)-dt=_ff(t)-dt+jf(t)-dt+jf(t)-dz=_jlo-dr+j(%j-dz+jo-dz = 0+140-1
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Dakle,
0, zax<-—1,
1 1 3
F(x)=<——x"+—-x+=, zaxe[-11],
4 2 4
1, zax>1.

Grafovi funkcija fi F prikazani su na slici 10. (Graf funkcije f izvucen je plavom
bojom, a graf funkcije F' crvenom bojom.)

) 1 2 g [2)

Slil;d 10.

d) Koristimo svojstvo funkcije razdiobe vjerojatnosti:
Pla< X <b)=F(b)—F(a).

Tako odmah dobivamo da je trazena vjerojatnost jednaka:

P(0<X<2):F(2)—F(O):1—%:

I

2. a) Prirodna domena zadane funkcije je ocito skup R. Zbog stroge pozitivnosti
eksponencijalne funkcije e*, zadana funkcija ée biti nenegativna na R ako i samo

ako vrijedi nejednakost a >0. Zbog toga nadalje pretpostavljamo da je a >0.

Analogno kao u zadatku 1. a) ra¢unamo:

f b—+oo b—+oo

Tf(}’)‘dy:Tf(}’)‘dy=Ta~el_y -dy = lim [jla-el_'V -dyj= lim (a-j{el_‘v -dyJ=

=a- lim U e -dyJ =a- lim ([—el'}' ]f) =a- bli)l}lw(—el_b - (—1)) =a-(0+1)=a,

b—+oo b—>+oo

jer su
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zamjena:
jel‘y dy={t:=1-y, :Ie’ -(—dt)=—jet dt=—¢' =" +C, CeR,
dr=(1-y) -dy=—1-dy =dy=—dr
zamjena:
lime™ =4t:=1-y, =lime' =0.
Yoo o0

kad y — oo, onda t ——0

Tako iz zahtjeva j f(y)-dy=1 izravno slijedi a=1. Ta vrijednost zadovoljava

—oc0

uvjet a >0, pa je ona rjesenje ovoga podzadatka. Zakljuc¢imo:

e, zay 21,

f(y)={

0, inace.

b) Odredimo najprije neodredene integrale J‘y-el_y dy i Iyz -e" -dy . Primjenom

metode djelomi¢ne integracije i rezultata dobivenih u a) podzadatku dobivamo:

U=y v:jelf’“dy:—e’
du=dy dv=e"-dy
=—y-e™’ +J.e1_y dy=-y-e = =(-y-1)-e7 +C, CeR,

J‘y-elfy -dy= :—y~el’y—J‘—eH -dy =

u=y’ v= j e -dy=—€""
du=2-y-dy dv=e""-dy
:—yz‘el_”+2-'|.y-el_y dy=—y" e +2-(—y-1)-7 =(-y"=2-y-2)-¢7 +C, CeR

Iyz‘el_y'dy=‘

Primijenimo definicijske formule za ocekivanje i standardnu devijaciju neprekidne

slucéajne varijable, pri ¢emu neprave integrale racunamo na intervalu [1,+<><>> na

kojemu je zadana funkcija razli¢ita od nulfunkcije. Dobivamo:
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—M . . —M . liy. =i —v—1)- 1=y g =

B)= [y g 0)-dy=[ e ay=Jim [y-1-¢ T )=
b 1 b 1 L'Hﬁpitalg:/opravilo
=1im((—b—1)-elb—(—l—l)-e")zlim(Z— :_lj=2—1im( :lj -
b—>+oo b—too e bt o

=2 lim Kb:}ﬂ =2- 1im( 1+0 j:z— lim (%j=2—0=2,
b—>+oo e b—>+o0 e 1 b—>+oo e
b
1

V)= [ 3 f0) - dy—(EW)) = [ 3 e -y =2 = Jim ([~ -2 y=2)- ¢ ] ) 4=

= lim (0" =2:b=2)-¢"" —(—1—2~1—2)-eH)—4=b1im (5-"+2-b+2)-¢"")-4=

b—>+o0
> > L'Hopitalovo pravilo L'Hopitalovo pravilo
. b +2-b+2 . b +2-b+2 ~ . 2:b+2 -
=5—llmT—4:1—llmT = l—hmT =
b—>+eo e - b—+oo e - b—>+oo0 e . 1
241
=1—hmT=1—0=1,
b%—lme - 1

o¥)=V¥)=+1=1.

c¢) Sada ¢emo razlikovati tono dva slucaja.

y y
I r<1. U ovome je slucaju F(y)= [ f(r)-dr= [ 0-dr=0.

—oco

II. 1>1. U ovome je slucaju:

F(y)= j f(0)-de= j f(t)-dt+j;f(t)-dt: jO-dt+jeH dt=
:[—el_'ly =V (=) =—¢"" +1=1-¢"".
Dakle,

1—-€"7, zay>1,
F(y)= g
0, zay<l.

Grafovi funkcija fi F prikazani su na slici 11. (Graf funkcije fizvucen je plavom, a
graf funkcije F' crvenom bojom.)

T
e

Slika 11.

© mr.sc. Bojan Kovacié¢, visi predavac 78



TV Vjerojatnost i Zbirka zadataka sa
statistika grupnih konzultacija —
(preddiplomski stru¢ni nerecenzirana verzija

TEHNICKO VELEUGILISTE U ZAGREEL
POLYTEGHNICUM ZAGRABIENSE studij elektrotehnike)
Elektrotehnicki odjel )

d) Koristimo svojstvo funkcije razdiobe vjerojatnosti:
P(a<Y <b)=F(b)—F(a).

Tako odmah dobivamo da je trazena vjerojatnost jednaka:

PQ<Y<3)=F3)-F2)=(1-¢7)-(1-¢7)=¢" -’ =——— =

3. Iz podataka u zadatku zakljucujemo da je M neprekidna jednolika slucajna
varijabla. Njezina slika je segment [10,15] jer je vrijeme ¢ekanja neki realan broj

upravo iz toga intervala. Dakle, M ~U(10,15).

a) Odmah imamo:

1 1
—, zaxe(10,15|, |—, zaxe|10,15],
f(x)=415-10 [ ] =45 [ ]
0, inace 0, inace.
b) Odmah imamo:
Emy=19F1 =§=12.5,

NG

3 5
=2 .(15-10)=2./3.

¢) Odmah imamo:

0, zax<10, 0, zax<10, 0, zax<10,

F(x)= x—lO’ zaxe[10,15],= x—lO’ zaxe[10,15],= l-x—2, zaxe[10,15],
15-10 5
1, zax>15 1, zax>15 1, za x> 15.

Grafovi funkcija f i F prikazani su na slici 12. (Graf funkcije f izvucen je

plavom, a graf funkcije F' crvenom bojom.)

Slika 12.
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d) Koristimo svojstvo funkcije razdiobe vjerojatnosti:

P(a<M <b)=F(b)-F(a).
Tako odmah dobivamo da je trazena vjerojatnost jednaka:

1 j 14 12 2
5 5 5

P(12<M <14)=F(14)—F(12)=(§14—2)—(g‘12—2

4. Iz podataka u zadatku zakljucujemo da je S neprekidna jednolika slucajna varijabla.
Njezina slika je segment [1,5] jer je vrijeme Cekanja neki realan broj upravo iz toga
intervala. Dakle, M ~U(L,5).

a) Odmah imamo:

1 1
——, zaxe|L5|, |—, zaxel|l5],
F)=15-1 L3 _ 15 [1.5]
0, inace 0, inace.
b) Odmah imamo:
E(S)=1+5:g=3,

¢) Odmah imamo:

0, zax<l, 0, zax<l, 0, zax<l,
F(x)= x_:,zaxe[l,S],z x_l,zaxe[l,S],z i‘x—i, zaxe[1,5],
1, zax>5 1, zax>5 1, zax>5.

Grafovi funkcija f i F prikazani su na slici 13. (Graf funkcije f izvucen je

plavom, a graf funkcije F' crvenom bojom.)
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Slika 13.
d) Koristimo svojstvo funkcije razdiobe vjerojatnosti:

P(a<S<b)=F(b)-F(a).

Tako odmah dobivamo da je trazena vjerojatnost jednaka:

P(S§3)=P(OSSS3):F(3)_F(O):[i'3_%j_ -

5. a) Prema podacima u zadatku, u jednom se satu na pisa¢ upute prosje¢no tri

. . .. : : : VI |
zahtjeva za ispis. To znaci da izmedu dvaju zahtjeva protekne prosje¢no 3 sata =

20 minuta. Ta vrijednost je ujedno i trazeno oc¢ekivanje varijable X.

Na temelju ovoga podatka mozemo odrediti parametar a varijable X. Naime, znamo

da je ocekivanje svake eksponencijalne slucajne varijable jednako reciprocnoj

1 1
vrijednosti njezina parametra. Tako iz jednadzbe —=§ odmah slijedi a=3, pa je
a

X ~ Exp(3).

5 1
b) Primijetimo da je 5 minuta = 526 sati. Dakle, trazimo vjerojatnost

1
P(X SEJ Neka je F funkcija razdiobe vjerojatnosti varijable X. Tada je trazena

vjerojatnost jednaka:

1 1 3 -
Pl X<—|=F|—|=1-e 2 =1-¢*.
12 12
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c) Neka je t trazeno vrijeme. Znamo da mora vrijediti nejednakost P(X <7)2>90% .
Prema b) podzadatku je P(X <t)=F(t)=1-¢>', pa dobivamo eksponencijalnu

nejednadzbu:
1-e7">290%=0.9.

Rijesimo tu nejednadzbu na uobicajen nacin:

1-e7">0.9,
- >0.9-1,
e?<0.1, /In
-3-t<In0.1,
ln(lj
ZZ_1n0,1:_ 10 :_lnl—lnIO:_0—1n10:_—1n10:l.1n10.
3 3 3 3 3 3

Dakle, trazeno vrijeme je t . :%-11110 sati = 46 minuta.

6. a) Prema podacima u zadatku, u jednoj minuti zabiljeze se prosjeéno dvije posjete

1
To znaci da izmedu dviju posjeta protekne prosjecno 5 minute = 30 sekundi. Ta

vrijednost je ujedno i trazeno ocekivanje varijable Y.

Na temelju ovoga podatka mozemo odrediti parametar a varijable Y. Naime, znamo

da je ocekivanje svake eksponencijalne slucajne varijable jednako reciprocnoj

1 1
vrijednosti njezina parametra. Tako iz jednadzbe —:5 odmah slijedi a=2, pa je
a

Y ~ Exp(2).
o : : 40 2 . .. Lo
b) Primijetimo da je 40 sekundi = EZE minute. Dakle, trazimo vjerojatnost

2
P(X Zgj Neka je F' funkcija razdiobe vjerojatnosti varijable Y. Tada je trazena

vjerojatnost jednaka:

52 _4
P(X zzjzl—P(X szjzl—F(zjzl— l—e 3 |=¢ 3,
3 3 3
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c) Znamo da je izmedu dvije uzastopne posjete proteklo vise od jedne minute.

Buduéi da je 1 minuta 40 sekundi = 1+%:1+%:§ minuta, trazimo uvjetnu

vjerojatnost P(X Zng >1J. Prema definiciji uvjetne vjerojatnosti imamo:

Plx=3xs1] p(x=3) 1-p(x<3)1-r(3)
3 3 3 3
IX>1): = = =

P(X >3 = = = =
3 P(X >1) P(X>1) 1-P(X<l) 1-F(X<1)
2
1—(1—e 3} e_zg _?_(_2) _%
- 1_(1—e‘2'1 T —¢ e

Napomena: U rjefenjima zadataka 7. — 13. s F~ je oznacena funkcija razdiobe

vjerojatnosti standardne normalne sluc¢ajne varijable.

7. a) Odmah imamo: P(X <0.12)=F (0.12) = 0.54476.

b) Iz zadane jednakosti slijedi:
P(X >x)=0.1335 < 1— P(X <x)=0.1335 < P(X <x)=1-0.1335=0.8665 < F (x) =0.8665.

Iz tablice vrijednosti funkcije F~ oc¢itamo: F(1.11)=0.8665. Zbog injektivnosti
funkcije F~ slijedi x=1.11.

8. a) Odmah imamo:
P(X >-0.5=1-P(X £-0.5)=1-F (-0.5)=1-(1-F (0.5)) = F(0.5) = 0.69146.
b) Iz zadane jednakosti slijedi F(x)=0.02275. Zbog toga imamo redom:

F'(x)=0.02275 < P(X <x)=0.00275 < P(X 22-0—x)=0.00275 <
& P(X >2-x)=0.00275 < 1-P(X <—x)=0.00275 = P(X <-x)=0.99725
PX<—x)=F (2 &0=-x-12-x-2=0-x=2cx=-2.

9. a) Imamo redom:

P(0.8<X<12)=F (Lz_lj—F (%):F*(OJ)—F* (-0.1)=F (0.1)=(1-F (0.1))=

=2-F (0.1)=1=2-0.53983—1=0.07966.
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b) Imamo redom:

P(X >x)=0.02807 < 1— P(X <x)=0.02807 < P(X <x)=0.97193 < F° (%1) =0.97193.

Iz tablice vrijednosti funkcije F oc¢itamo: F (1.91)=0.97193. Zbog injektivnosti
x—1

funkcije F* mora vrijediti jednakost =1.91, a odatle je x=4.82.

10.Imamo redom:

P(Z, <10)=0.15866 < 1 — P(Z, >10) = 0.15866 < P(Z, >10) =0.84134 <
P(Z,210)=F (1) & x=10+20-1=230.

11.Imamo redom:
P(Z,>50)=097725 < P(Z, >50)=F (2) ©60=50+2-0 =2-0=10=0=5.

12.Neka je V normalna slucajna varijabla koja oznacava prosjeénu brzinu vozila.
Prema podacima u zadatku, vrijedi: V ~ N(50,102).

a) Trazimo vjerojatnost P(45<V <55).Ta vjerojatnost je jednaka:

P(45<V S55)=F*(55_SOJ—F*(45_50

10
=F (0.5)—(1-F(0.5))=2- F'(0.5)~1=2-0.69146 — 1 = 0.38292.

j =F (0.5)-F (-0.5)=

b) Trazimo vjerojatnost P(V >60). Ta vjerojatnost je jednaka:

60—-50

PV >60)=1-PV £60):1—F*[ j:l—F*(l) =1-0.84134 =0.15866.

c) Trazimo vjerojatnost P(V <40). Ta vjerojatnost je jednaka:

40-50

PV <40)= F*( jz F'(-1)=1-F (1)=1-0.84134 = 0.15866.

d) Trazimo vrijednost ve R takvu da vrijedi nejednakost P(V <v)=90%=0.9. U
tablici vrijednosti funkcije F~ ne postoji vrijednost 0.9, pa éemo u toj tablici
naéi vrijednost najblizu 0.9. To je F'(1.28)=0.89973. Zbog toga mora vrijediti
jednakost P(V <v)=F (1.28). Odatle dobijemo jednadzbu 50=v-10-1.28 dije

jedinstveno rjesenje je v=62.8 km/h.
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13.Radi jednostavnosti i kratkoce pisanja, pretpostavimo da su svi novéani iznosi
iskazani u 000 000 €. Neka je D normalna sluc¢ajna varijabla koja oznacava ukupan

godisnji prihod. Prema podacima u zadatku, vrijedi: D~ N (10,22).

a) Trazimo vjerojatnost P(9 < D <13).Ta vjerojatnost je jednaka:

P(QSD313):F*(13_1OJ—F*(9_10

Tj =F (1.5)-F (-0.5)=
=F"(1.5)=(1-F"(0.5)) = F"(1.5) + F"(0.5)~1=0.93319+0.69146 — 1 = 0.62465.

b) Trazimo vjerojatnost P(D <8). Ta vjerojatnost je jednaka:

P(D<8)=F" (8_—210j =F'(-1)=1-F'(1)=1-0.84134 =0.15866.

c) Trazimo vjerojatnost P(D >15). Ta vjerojatnost je jednaka:

15-10

P(D>15)=1-P(D <15) :I—F*( j:I—F*(Z.S):1—0.99379:0.00621.

d) Trazimo vrijednost xe R takvu da vrijedi nejednakost P(D > x)>95% =0.95. U
tablici vrijednosti funkcije F~ ne postoji vrijednost 0.95, pa éemo u toj tablici
na¢i najmanju vrijednost strogo veéu od 0.95. To je F (1.65)=0.95053. Tako
dobivamo nejednakost P(D>x)>F (1.65). Iz te nejednakosti slijedi
10> x+2-1.65, a odavde je x<10—-2:1.65=6.7. Zbog toga je trazena vrijednost
jednaka 6 700 000 €.
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8. GRUPA ZADATAKA

1. U ovom zadatku je slucajni pokus utvrdivanje ispravnosti racunala. Taj pokus ima
tocno dva ishoda: uspjeh (racunalo je ispravno) i neuspjeh (racunalo nije ispravno).
Buduéi da u posiljki racunala ima toéno 80 racunala, pokus izvodimo ukupno
n=80puta. Nadalje, iz podatka da na svakih 100 rac¢unala postoje prosjecno 4
racunala s odredenim tehnickim nedostatkom, zakljucujemo da na svakih 100

racunala postoji prosjecno 96 ispravnih racunala. Zbog toga je vjerojatnost uspjeha
9% 24

p ==
100 25

Tako smo utvrdili da je X binomna sluc¢ajna varijabla s parametrima n=380i

p:%:o.%, ti. X ~ B(80,0.96).

a) Ako su sva racunala u posiljci ispravna, to zna¢i da se u svih 80 izvodenja
sluc¢ajnoga pokusa dogodio uspjeh. Dakle, trazimo vjerojatnost P(X =80). Ona

je jednaka:
P(A)=P(X =80)=p" =0.96" = 0.03817

Ako se u posiljci nalazi toéno 77 ispravnih racunala, to znac¢i da se u 77
izvodenja slucajnoga pokusa dogodio uspjeh, a u preostala 80—77 =3 izvodenja
toga pokusa neuspjeh. Dakle, trazimo vjerojatnost P(X =77). Ona je jednaka:

80 7 3 77 3
P(B):P(X:77):(77j-(0.96) -(1-0.96) :( j-o.% -0.04" =

8077

80 71 3 71 3
=| |0.967-0.04" =82160-0.96"-0.04" ~ 0.22684.

Ako se u posiljci nalazi barem 78 ispravnih racunala, to znaci da se u barem 78
izvodenja slucajnoga pokusa dogodio uspjeh. Preciznije, to znaci da se uspjeh
dogodio ili u 78 izvodenja ili u 79 izvodenja ili u svih 80 izvodenja. Dakle,
trazimo vjerojatnost P(X >78). Ona je jednaka:

P(C)=P(X 278)=P(X =78)+P(X =79)+ P(X =80) =

= (igj-(o.%)” (1-0.96)"" +(§(9)j-(0.96)79 (1-0.96)""" +(0.96)" =

80 80
= -0.96™-0.04° + -0.96”-0.04' +0.96% =
80-78 80-79
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80 80
= {2 j-0.9678 -0.04% + (1 j-0.9679 -0.04+0.96% =
=3160-0.96"-0.04” +80-0.96” -0.04 +0.96% = 0.37479.

b) Odmah imamo:

E(X)=n-p=80-096=76.8, V(X)=n-p-(1-p)=80-0.96-0.04 =3.072,

o(X)=JV(X) =+3.072 =1.75271.

2. U ovom zadatku je slucajni pokus utvrdivanje ispravnosti baterije. Taj pokus ima
tocno dva ishoda: uspjeh (baterija je ispravna) i neuspjeh (baterija nije ispravna).
Buduéi da u uzorku ima tocno 60 baterija, pokus izvodimo ukupno n =60 puta.
Nadalje, iz podatka da u posiljci od 200 baterija postoji tocno 40 neispravnih
baterija, zaklju¢ujemo da u posiljci od 200 baterija postoji prosjecno 200—-40 =160
. . .. S . 160 4
ispravnih baterija. Zbog toga je vjerojatnost uspjeha p 22—00 :E =0.8.

Tako smo utvrdili da je Y binomna slucajna varijabla s parametrima n=601i

ngzo.s, tj. ¥ ~ B(60,0.8).

a) Ako su sve baterije u uzorku ispravne, to zna¢i da se u svih 60 izvodenja
sluc¢ajnoga pokusa dogodio uspjeh. Dakle, trazimo vjerojatnost P(Y =80). Ona je

jednaka:
P(A)=P(Y =60)= p" =0.8% =1.5325-10°°.

Ako se u uzorku nalaze najvise dvije neispravne baterije, to znaci da se u barem
60—-2 =58 izvodenja slucajnoga pokusa dogodio uspjeh. Preciznije, to znaci da
se uspjeh dogodio ili u 58 izvodenja ili u 59 izvodenja ili u svih 60 izvodenja.
Dakle, trazimo vjerojatnost P(Y >58). Ona je jednaka:

P(B)=P(Y 258)=P(Y =58)+P(Y =59)+P(Y =60) =

60 s (60 :
= 58)(0.8)58 (1-0.8)""" +(59J-(0.8)59 (1-0.8)"" +(0.8)" =
60 60
= -0.8%-0.2 + -0.87-0.2'+0.8% =
60—58 60—59

60 60
= 5 J‘0.858-O.22+[1 j‘0.859-0.2+0.860=

=1770-0.8"-0.2> +60-0.8% - 0.2+ 0.8 =1.94052-10™*.
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b) Odmah imamo:

E(Y)=n-p=60-08=48, V(¥)=n-p-(1- p)=60-0.8-0.2=9.6,

o(Y)=JV(¥) =+/9.6 =~ 3.09839.

3. U ovom zadatku je slucajni pokus wutvrdivanje ljevorukosti. Taj pokus ima to¢no dva
ishoda: uspjeh (¢ovjek je ljevoruk) i neuspjeh (¢ovjek nije ljevoruk). Buduéi da u
uzorku ima tocno 100 ljudi, pokus izvodimo ukupno n=100puta. Nadalje, iz
podatka da u ljudskoj populaciji ima 2% ljevaka zaklju¢ujemo da je vjerojatnost

2
uspjeha p=2%=——=0.02.
P 14 0 100

Tako smo utvrdili da je LJ Poissonova slucajna varijabla s parametrom
A=n-p=100-0.02=2, tj. LJ ~ Po(2).

a) Ako medu odabranim ljudima nema nijednoga ljevaka, onda se u svih 100
pokusa dogodio neuspjeh. Dakle, trazimo vjerojatnost P(LJ=0). Ona je

jednaka:

0

2 1
P(A)=P(L] =0)=—.¢2=2.— =
(A)=P( ) o "

1 1
22

e e

=(.13534.

Nadalje, promotrimo dogadaju B suprotan dogadaj. Taj dogadaj je:
B¢ = {medu odabranim ljudima su najvise dva ljevaka}.

Dogadaj B zna¢i da medu odabranim ljudima ili nema nijednoga ljevaka ili
postoji tocno jedan ljevak ili postoje tocno dva ljevaka. Zbog toga je:

P(B)=P(LJ <2)=P(LJ =0)+ P(LJ =1)+ P(LJ =2),

pa je trazena vjerojatnost jednaka:
P(B)=1-P(B)=1-(P(LJ =0)+ P(LJ =1)+ P(LJ =2)) =
0 1 2
=1—{2—-e_2+2—-e_2+%-e‘2J=1—(1+2+2)-i2=1—iz0.32332.

2
e e

b) Odmah imamo:

E(LI=A=2, V(LJ)=A=2, o(LJ)=V(LJ) =~/2 = 1.41421.
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4. U ovom zadatku je slucajni pokus utvrdivanje ispravnosti cokolade. Taj pokus ima
tocno dva ishoda: uspjeh (¢okolada je ,Skart) i neuspjeh (¢okolada nije ,skart®).
Budud¢i da u uzorku ima toc¢no 300 ¢okolada, pokus izvodimo ukupno n =300 puta.

Nadalje, iz podatka da se prosjecno proizvede 1% ,Skartnih“ cokolada zakljuc¢ujemo

da je vjerojatnost uspjeha p=1% = ﬁ =0.01.

Tako smo utvrdili da je C Poissonova slu¢ajna varijabla s parametrom
A=n-p=300-0.01=3, tj. C ~ Po(3).

a) Ako medu odabranim c¢okoladama nema nijedne ,Skartne“, onda se u svih 300
pokusa dogodio neuspjeh. Dakle, trazimo vjerojatnost P(C =0). Ona je jednaka:

0

P(A)=P(C=0)=> ¢ =%-

3. 1
o1 ¢

=—=0.04979.

3

1
e
e e

Dogadaj B znac¢i da medu odabranim c¢okoladama ili nema nijedne ,Skartne® ili

postoji tocno jedna ,Skartna“ ili postoje to¢no dvije ,Skartne®. Zbog toga je:
P(B)=P(C<2)=P(C=0)+P(C=D)+P(C=2).,
pa je trazena vjerojatnost jednaka:

. . y 30 31 32
P(B):P(C:0)+P(C:1)+P(C:2):a-e‘3+—-e‘3+—-e‘3 =

:(1+3+2)-%=¥z0.84638.
2) e e

b) Odmah imamo:
E(C)=2=3, V(C)=A=3, o(C)=V(C) =3 ~1.73205.

5. Iz zadanih podataka zaklju¢ujemo da je X ~N (1000,202). Neka su F'i F° redom

funkcija razdiobe vjerojatnosti varijable X, odnosno standardne normalne slucajne

varijable.
a) Trazimo vjerojatnost P(X £990). Ona je jednaka:

990-1000

P(A)=P(X £990)=F(990) = F*( m

10} . .
j—F (—%j_F (-0.5)=1-F"(0.5)=

=1-0.69146 =0.30854.
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b) Trazimo vjerojatnost P(X >1030). Ta vjerojatnost je jednaka:

P(B)=P(X >1030)=1-P(X <1030) =1- F(1030) =1-F" (Wj =

=1-F (%j:1—F*(1.5):1—0.93319:0.06681.
¢) Trazimo vjerojatnost P(1000 < X <1050). Ta vjerojatnost je jednaka:

P(C)=F(1050)—F(1000)=F*(1050_1OOOJ—F*(1000_100())=F*(50

—|-F(0)=
20 20 j ©

20
=F(2.5)-F (0)=0.99379-0.5=0.49379.

Nadalje, izracunajmo vjerojatnost da slucajno odabrani otpornik ima otpor
izmedu 970Q i 990Q. Ta vjerojatnost je jednaka:

p=P970< X <990) = F(990)— F(970) = F (Mj _p (970—1000j _

20 20
=F (—QJ— F’ (—%} =F'(-0.5)-F'(-1.5)=1-F (0.5 - (1-F"(1.5)) =
= F'(1.5)— F'(0.5)=0.93319-0.69146 = 0.24173.

S druge je strane ista vjerojatnost jednaka koli¢niku ukupnoga broja otpornika
koji imaju otpor izmedu 970Q i 990 i ukupnoga broja otpornika koje smo uzeli.

Oznacimo li potonji broj s n, dobivamo jednadzbu:
10=n-PO70< X £990)=n-p=n-0.24173.
Odatle slijedi n=41.4, pa treba uzeti najmanje 42 otpornika.

6. Iz zadanih podataka zakljucujemo da je T~N (5,42). Neka su F i F° redom

funkcija razdiobe vjerojatnosti varijable 7, odnosno standardne normalne slucajne

varijable.

a) Trazimo vjerojatnost P(T <6). Ona je jednaka:
PIT<60)=P(T<6O)=F(6)=F | == |=F'| - |=F(025)=0.59871.

b) Trazimo vjerojatnost P(4<T <7). Ta vjerojatnost je jednaka:
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P@4ST<T)=F(T)-F(4)=F (%)—F* (%SJ = F (%j—p* (_ij -
= F'(0.5)-F'(-025)= F (0.5 (1= F'(0.25)) = F (0.5)+ F (025)~1=
=0.69146+0.59871—1=0.29017.

¢) Izracunajmo najprije vjerojatnost da ¢ée u slu¢ajno odabranom sijecanjskom danu

najvisa temperatura zraka biti strogo veca od 8°C. Ta vjerojatnost je jednaka:

p=P(T >8)=1-P(T <8) :1—F(8):1—F*(¥j:1—F* (2}:1—1«“*(0.75):
=1-0.77337 = 0.22663.

S druge je strane ista vjerojatnost jednaka koli¢cniku ukupnoga broja dana u
sijecnju u kojima je najvisa temperatura bila strogo veca od 8°C i ukupnoga
broja svih dana u sijenju. SijeCanj ima ukupno 31 dan. Oznacimo li trazeni broj
s n, dobivamo jednadzbu:

M _0.22663.
3]

Odatle slijedi n=31-0.22663 =7.02553, pa je trazeni broj jednak 7.
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9. GRUPA ZADATAKA

Napomena: U rjesenjima svih zadataka s F° je oznacena funkcija razdiobe

vjerojatnosti standardne normalne slucajne varijable.

1.

Neka je X normalna slucajna varijabla koja oznacava trajanje usmenoga ispita.

Prema podacima iz zadatka vrijedi: X ~ N(15,5%).

a) Trazimo vjerojatnost P(10< X £20). Ta vjerojatnost je jednaka:

POI0< X szo):p*(ZO—ISJ_F*(lo—ls

j=F*(l)—F*(—l)=F*(1)—(1—F*(1))=
=2-F'(1)-1=2-0.84134-1=0.68268.
b) Trazimo vjerojatnost P(X <5). Ta vjerojatnost je jednaka:

P(X <5 =F" (%j =F'(-2)=1-F (2)=1-0.97725=0.02275.

c) Trazimo vjerojatnost P(X >25). Odmah imamo:

prema a)
~

P(X>25)=P(X >2-15-5)=P(X <5) = 0.02275.

d) Za svaki aeR vrijedi P(X =a)=0. U ovom zadatku trazimo vjerojatnost
P(X =30), pa iz navedene jednakosti izravno slijedi P(X =30)=0.

Neka je X normalna slucajna varijabla koja oznacava najvecu sijecanjsku dnevnu

temperaturu zraka u Konjskom Brdu. Prema podacima iz zadatka vrijedi:
X ~N(-2,4%).

a) Trazimo vjerojatnost P(X <0). Ta vjerojatnost je jednaka:

0-(-2)

P(X 30):1:*[ j:F*Gj:F*(O.S):O.@l%.

b) Trazimo vjerojatnost P(—-5< X <—1). Ta vjerojatnost je jednaka:

P(-5<X<-1)=F (ﬂj -F (ﬂj =F (% -F (—Ej =F(0.25)-F (-0.75) =
4 4 4 4

=F (025 -(1-F"(0.75)) = F"(0.25) + F"(0.75) = 1=0.59871+0.77337—1=0.37208.
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c) Trazimo vjerojatnost P(X >-10). Ta vjerojatnost je jednaka:
(=10—(=2) . . .
P(X>-10)=1-P(X <-10)=1-F (szl_F (2)=1-(1-F (2))=F (2)=0.97725.

d) Izra¢unajmo najprije vjerojatnost da ¢e najveéa dnevna temperatura u sluc¢ajno
odabranom sijecanjskom danu biti strogo pozitivna. Dakle, trazimo P(X >0).Ta

vjerojatnost je jednaka:

P(X>0)=1-P(X<0)=1-F" (#j =1-F"(0.5)=1-0.69146 = 0.30854.

S druge strane, ista vjerojatnost je jednaka koli¢niku broja dana u sijeCnju u
kojima je najveta dnevna temperatura bila strogo pozitivna i ukupnoga broja
dana u sijeénju. Ukupan broj dana u sije¢nju bilo koje godine jednak je 31.
Oznacimo li trazeni broj s n, odmah dobivamo:

n=31-P(X >0)=31-0.30854 =9.56474 = 10.

e) Trazimo xe R takav da je P(X <x)>90% =0.9. U tablici vrijednosti funkcije

F" nalazimo da je prva vrijednost te funkcije strogo veéa od 0.9 jednaka
F’(1.29)=0.90147. Zbog toga broj 0.9 zamjenjujemo brojem 0.90147, pa

dobivamo:
—2<x-4-129 = x>2-2+4-129=3.16
Najmanje cjelobrojno rjesenje ove nejednadzbe je x =4.

f) Trazimo yeR takav da je P(X 2y)290%=0.9. Postupimo analogno kao u

prethodnom zadatku. Dobivamo:
2>2y-4129 y<-2-4-129=-7.16.
Najvece cjelobrojno rjesenje ove nejednadzbe je y=-8.

3. Neka je T normalna sluc¢ajna varijabla koja oznacava vrijeme ¢ekanja pacijenata (u
minutama). Poznato nam je oekivanje te varijable E(T)=20 minuta. Medutim, ne
znamo njezinu standardnu devijaciju o . Nju ¢emo odrediti koristeéi podatak da
21.186% lijecnikovih pacijenata ¢eka na pregled manje od 15 minuta. Dakle, znamo
da vrijedi nejednakost:

P(T <15)=21.186% =0.21186.
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Ta jednakost ekvivalentna je jednakosti

P(T 215)=1-0.21186=0.78814.

Iz tablice vrijednosti funkcije F* oc¢itamo: F(0.8)=0.78814. Tako dobijemo:
20=15+0.8- 0 & 0 =6.25minuta.

Dakle, T ~ N(20,6.25").

a) Trazimo vjerojatnost P(T <10). Ta vjerojatnost je jednaka:

P(T<10)=1~“"(10_20
6.25

j =F (-1.6)=1-F (1.6) =1-0.9452 = 0.0548.
b) Vrijeme od pola sata je jednako vremenu od 30 minuta, pa trazimo vjerojatnost
P(T >30). Primjenom rezultata a) podzadatka odmah dobivamo:
P(T >30)=P(T >2-20—-10)= P(T <10) =0.0548.

4. Neka je B normalna slucajna varijabla koja oznacava broj ostvarenih bodova. Iz
podataka u zadatku zakljuéujemo da je B~ N(60,20%).

Neka je b trazeni broj bodova. Iz podatka da je postotak studenata koji su ostvarili
najmanje b bodova jednak 59.871% zakljucujemo da mora vrijediti jednakost:

P(B>b)=59.871% =0.59871.
Iz tablice vrijednosti funkcije F* oc¢itamo: F (0.25)=0.59871. Tako dobijemo:

60=b+20-0.25< b=55.

5. Neka je T normalna slucajna varijabla koja oznacava ,zivotni vijek® baterije
(iskazan u danima). Standardna devijacija te varijable je =50 dana. Ocekivanje p
te varijable nije zadano, ali ga mozemo odrediti iz podatka da 84.134% svih baterija
ima zivotni vijek dulji od 450 dana.

Dakle, znamo da wvrijedi jednakost P(T >450)=84.134% =0.84134.1z tablice
vrijednosti funkcije F* o¢itamo: F'(1)=0.84134.Tako imamo:

1 =450+50-1=500.

Zbog toga je T ~ N(500,50%).
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a) Trazimo vjerojatnost P(T >549). Ta vjerojatnost je jednaka:
«( 549-500
P(T>549)=1-P(T <£549)=1-F T =1-F(0.98)=1-0.83646=0.16354 =16.354%.

b) Trazimo vrijednost z takvu da vrijedi nejednakost: P(T >x)>75% =0.75.U
tablici vrijednosti funkcije F ne nalazimo vrijednost 0.75, pa uzimamo prvu

strogo veéu tabeliranu vrijednost. To je F (0.68)=0.75175.Dakle, traZimo
vrijednost z takvu da vrijedi nejednakost P(T >x)=F (0.68). Odmah

dobivamo:

5002 x+50-0.68 < x <500—-50-0.68 =466 < x,_, = 466.

6. Neka je M normalna slucajna varijabla koja oznacava mase studenata. Bududéi da
nisu zadani ni ocekivanje, ni standardna devijacija varijable M, uzmimo da je
M ~N(u,0°), za neke u,0>0 (ofekivanje mora biti strogo pozitivno jer su sve
mase studenata strogo pozitivni brojevi). Pravilo 3-0 kaze da se 99.73% svih
vrijednosti varijable M nalazi u segmentu [g—3-0, £+3-0]. U ovome je slucaju

taj segment [50,110], pa dobivamo sustav dviju linearnih jednadzbi s dvije

nepoznanice:

H—3-0=50,
H+3-0=110.
RjeSenje toga sustava je (u#,0)=(80,10). Dakle, M ~ N(80,10°).

a) Trazimo vjerojatnost P(M <70). Ta vjerojatnost je jednaka:

70-80

P(M <70)= F*( ): F'(-)=1-F (1)=1-0.84134=0.15866 =15.866%.

b) Trazimo vjerojatnost P(M >100). Ta vjerojatnost je jednaka:

100—-80

P(M >100)=1-P(M <100) :1—F*( j:l—F*(z):1—0.97725:0.02275:2.275%.

¢) Izracunajmo najprije vjerojatnost da slucajno odabrani student ima masu

izmedu 80 i 90 kg. Ta vjerojatnost je jednaka:

P(8O<M <90)=F*(90_8OJ—F*(80_80

=F (1)~ F'(0)=0.84134—0.5=0.34134.
10 10
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S druge strane, ista vjerojatnost je jednaka kolicniku ukupnoga broja studenata
koji imaju masu izmedu 80 i 90 kg i ukupnoga broja svih studenata. Potonji broj
je jednak 300, pa je trazeni broj studenata jednak:

n=300-P(80<M <90)=300-0.34134=102.402 = 102.

7. Neka je V normalna slucajna varijabla koja oznaCava visine studenata (iskazane u
cm). Buduéi da nisu zadani ni ocekivanje, ni standardna devijacija varijable V,
uzmimo da je V ~ N(u,07), za neke 4,0 >0 (oekivanje mora biti strogo pozitivno
jer su sve visine studenata strogo pozitivni brojevi). Pravilo 2-o kaze da se 95.45%

svih vrijednosti varijable M nalazi u segmentu [u—2-0, u+2-0]. U ovome je
slu¢aju taj segment [160,200], pa dobivamo sustav dviju linearnih jednadzbi s dvije

nepoznanice:

H—2-0=160,
H+2-0=200.

Rjesenje toga sustava je (u,0)=(180,10). Dakle, V ~ N(180,10°).

a) Trazimo vjerojatnost P(V <180). Ta vjerojatnost je jednaka:
P(V<180)=F" (@j =F"(0)=0.5=50%.

b) Trazimo vjerojatnost P(V >195). Ta vjerojatnost je jednaka:

P(V >195)=1-P(V <195)=1— F" (WJ:I—F*(LS):1—0.93319:0.06681:6.681%.
c¢) Izra¢unajmo najprije vjerojatnost da slucajno odabrani student visok izmedu 175

cm i 185 cm. Ta vjerojatnost je jednaka:

P(175<V <185)=F" (1851#) —-F (1751%) =F (0.5 —F'(-0.5) =

=F (0.5 —(1-F'(0.5)=2-F"(0.5)—1=2-0.69146 — 1 = 0.38292.

S druge strane, ista vjerojatnost je jednaka kolicniku ukupnoga broja studenata
visokih izmedu 175 cm i 185 em i ukupnoga broja svih studenata. Potonji broj je
jednak 250, pa je trazeni broj studenata jednak:

n=250-P(175<V <185)=250-0.38292=95.73 = 96.
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8. Neka je X normalna slucajna varijabla koja oznacava dnevni promet vozila.

Ocekivanje te varijable je u=800.

a) Standardnu devijaciju te varijable ne znamo, ali je mozemo odrediti iz podatka
da je u 97.725% dana dnevni promet vozila manji od 1000. To znaci da vrijedi
jednakost:

P(X <1000)=97.725% = 0.97725.

Iz tablice vrijednosti funkcije F* o¢itamo F'(2)=0.97725. Tako dobijemo
P(X <£1000) = F"(2), pa slijedi:

800=1000-2-0 < o =100.
Dakle, X ~ N(800,100%).
b) Trazimo vjerojatnost P(600< X <700). Ta vjerojatnost je jednaka:

P(600< X <700)=F" (MJ_F* (w

100 100
=1-F()-(1-F 2)=F (2)-F (1)=0.97725-0.84134 = 0.13591.

j =F'(-)-F'(-2)=

c) Trazimo vrijednost z takvu da vrijedi nejednakost P(X <x)>90%=0.9. U

tablici vrijednosti funkcije F~ ne nalazimo vrijednost 0.9. Prva strogo veca

vrijednost je F'(1.29)=0.90147. Dakle, trazimo najveéu vrijednost z takvu da
vrijedi nejednakost P(X < x)>0.90147 = F"(1.29). Dobivamo:

800> x—100-1.29 & x <929 & x, =929,

9. Neka je Y normalna slucajna varijabla koja oznacava trajanje Majina putovanja na
posao (u minutama). Standardna devijacija te varijable iznosi 15 minuta.

a) Ocekivanje varijable Y odredit ¢emo iz podatka da u 84.134% radnih dana
Majino putovanje na posao traje najvise sat vremena, odnosno 60 minuta. To
zapravo znaci da je P(Y £60)=0.84134. Tako odmah dobivamo:

M =60—1-15=45 minuta. ,
Dakle, Y ~ N(45,15%).

b) Sat i pol ima ukupno 90 minuta, pa trazimo vjerojatnost P(Y >90). Ta

vjerojatnost je jednaka:
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90-45

P(Y290):1—P(YS90):1—F*( )zl—F*(3)=1—0.99865=0.00135.

c) Neka je ¢ trazeno vrijeme. Mora vrijediti nejednakost P(Y <t)>0.95. U tablici

vrijednosti funkcije F~ ne nalazimo vrijednost 0.95, pa uzimamo prvu strogo
veéu vrijednost. To je F'(1.65)=0.95053. Dakle, trazimo t>0 takav da vrijedi

nejednakost P(Y <t)>0.95053 = F (1.65). Slijedi:
45<5t-15-1.65=1t269. 751, =70.

Dakle, Maja mora krenuti na posao najkasnije 70 minuta prije poCetka radnoga
vremena.
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10. GRUPA ZADATAKA

. a) Racunamo:

20-2+15-3+10-4+5-5 _40+45+40+25 _150 _,

X =

’

50 50 50
o = 20-2° +15-3*+10-4° +5-5 3o 20-4+15-9+10-16+5-25_9_
50 50

_80+1354160+125 55000_9=10—9:1,

50

O':ﬂo'2 :\/Izl’

v=2_-1_33330
x 3

b) Poligonalnom crtom spojimo tocke (2, 20), (3, 15), (4, 10) i (5, 5). Dobiva se
slika 8. (vidjeti stranicu 32.)

. Neka su L = {Zdravko je obavio nadzor u LNT-u}, R = {Zdravko je obavio nadzor
u Rumkeu}, Z = {Zdravko je obavio nadzor u Zumkonu} i A = {utvrdena je
nepravilnost u poslovanju}. Skup H = {L, R, Z} je potpuni sustav dogadaja za
promatrani sluc¢ajni pokus. Zbog ravnopravnosti trgovina vrijedi:

P(L)=P(R)=P(Z)= %

Nadalje, iz podataka u zadatku zakljucujemo da vrijede sljede¢e uvjetne
vjerojatnosti:

P(AIL)=0.65,
P(AIR)=0.95,
P(A1Z)=0.09.

Trebamo izracunati uvjetnu vjerojatnost P(Z|A). Primjenom Bayesove formule

dobijemo:
~ P(Z)-P(A1Z) _ bRy — _
Peid= P(L)- P(AI L)+ P(R)- P(A|R)+ P(Z)- P(A| Z) (zbog P(L)=P(R) = P(2)) =
P(A1Z) 0.9 _09_9

P(AIL)+P(AIR)+P(A1Z)  0.65+0.95+09 2.5 25
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3. Oznacéimo prvu izabranu tocku s z, a drugu s y. Tada uredeni par (x,y) pripada
skupu [0, 4]2. Dakle, Q:[O, 4]2. Skup svih povoljnih ishoda je

A={(x,y)e Q:x+y<6}.

Primijenimo geometrijsku vjerojatnost u R*, pa dobivamo:

m(A) m(A) m(A) m(A)

m(Q) (4-0)-4-0) 4 16

Preostaje odrediti mjeru skupa A, odnosno povrsinu toga skupa. Prikazimo skupove
Q i A u pravokutnom koordinatnom sustavu u ravnini. Krivulja x+y=6 je

zapravo pravac y=-x+6.Tako dobivamo sliku 14.

Q gSk‘L}p svih ishoda

P //////////{//_////_/)////////,

é\\(s\lg\lip\ P ovolJmh ishoda)

SRR

0| i 2 3 i
Slika 14.

Iz slike vidimo da je m(A) =4-4—% =14, pa slijedi:

P(A) =E _1 0.875.
16 8

4. Oznacéimo sa X Poissonovu slucajnu varijablu iz zadatka. Znamo da je X ~ Po(2).
Trebamo izracunati P(X =2). Budué¢i da je R(X)=N,, trazena vjerojatnost je

jednaka:
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P(X22)=1-P(X <2)=1-(P(X =0)+P(X :1)):1—(%-e‘2+%.e‘2J:

:1_(%.6‘2+%.e‘2j:1—(e_2+2-e_2)=1—3-e_2 =(.59399.

5. Neka je Y normalna slucajna varijabla koja oznacava mase studenata. Znamo da je
Y~N(86, 82). Neka su F'i F~ redom funkcija razdiobe vjerojatnosti varijable Y,

odnosno standardne normalne slucajne varijable. Izracunajmo najprije vjerojatnost
da slucajno odabrani student ima masu najmanje 90 kg. Dakle, trazimo P(Y =90).

Ta vjerojatnost je jednaka:

P(Y290)=1—P(Y390):1—F(90):1—F*(90;86j:1—F*(fj:1—F*(1j:

=1-F"(0.5)=1-0.69146 = 0.30854.

No, s druge je strane ista vjerojatnost jednaka kolicniku ukupnoga broja studenata
¢ija je masa barem 90 kg i ukupnoga broja svih studenata Veleucilista u
Frkljevcima:

broj studenata Cija je masa barem 90 kg broj studenata Cija je masa barem 90 kg

P(Y 290)=
( ) ukupan broj studenata 200

)

pa odatle slijedi da je trazeni broj jednak:

n=200-P(Y 290) =200-0.30854 =61.708 = 62.
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