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TVZ - Matematika 2 Zbirka rijesenih zadataka

vt o seree. | (preddiplomski struéni sa sinkronih online
" fekrorehmiciodiel studij elektrotehnike) grupnih konzultacija
PREDGOVOR

Ova zbirka zadataka nastala je kao rezultat odrzavanja 20-tak sati sinkronih
online grupnih konzultacija iz Matematike 2 na preddiplomskom struc¢nom studiju
elektrotehnike u akademskoj godini 2020./2021. Konzultacije su bile namijenjene
studentima koji su se pripremali za polaganje (online) kolokvija iz navedenoga
predmeta, a sluzile su kao nadopuna osnovnom radnom materijalu s predavanja i
auditornih vjezbi. U istu je svrhu ranije napisana i pripremljena Zbirka rijesenih
zadataka sa demonstratura i grupnih konzultacija koja je sadrzavala uglavnom
zadatke rjeSsavane na demonstraturama odrzavanih kontaktno tijekom desetak
uzastopnih akademskih godina prije pandemije COVID-19. U svrhu samostalne
proviere stecenoga znanja studentima su bili dostupni i online testovi u sastavu e-
kolegija Matematika 2 na LMS Moodle, i to za svaku nastavnu cjelinu zasebno.

Svrha cjelokupnoga navedenoga nastavnoga materijala bila je sto je vise moguce
olaksati studentima pripremu za polaganje kolokvija jer je cjelokupna obavezna
nastava bila odrzana sinkrono online putem platforme MS Teams. Odaziv studenata
na grupne konzultacije pokazao je da je takav oblik nastave i potreban i koristan u

propisanim uvjetima odrzavanja beskontaktne nastave.

Koristim priliku najljepse zahvaliti svima koji su na bilo koji nac¢in sudjelovali u
nastanku ove zbirke. Tu posebno mislim na svoje studente iz nastavnih grupa E i F
u ak. god. 2020./2021. koji su svojim pitanjima postavljenima na konzultacijama ili
na forumu u sastavu ranije spomenutoga e-kolegija Matematika 2 znacajno utjecali
na detaljnije pojasnjavanje postupaka rjesavanja pojedinih zadataka. Upravo zbog
toga se moze re¢i da su gotovo svi zadaci iz ove zbirke ,akademski ispitani“ na
studentima kojima su bili inicijalno namijenjeni, a Sto, uvjeren sam, vrlo doprinosi

kvaliteti 1 korisnosti zbirke.

Svjestan sam da je i nakon visestrukih korektura teksta ,prezivio“ izvjestan broj
nenamjernih pogresaka (ponajprije ,tipfelera“). Sve kritike i pokude za njih
preuzimam isklju¢ivo na sebe. Unaprijed najljepse zahvaljujem svima koji me
pismeno ili usmeno upozore na neku od tih pogresaka ili mi svojom argumentiranom

primjedbom pomognu u daljnjem poboljsanju kvalitete ovoga teksta.

U Zagrebu, pocetkom lipnja 2021.

Bojan Kovaci¢
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1. POGLAVLJE:

INTEGRALNI RACUN
I PRIMJENE
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1. Iskljuéivo deriviranjem pokazite da je funkcija F(x)=x-tgx+In(cosx)+2021°"'

antiderivacija funkcije f(x)= . (Nije potrebno odredivati prirodne domene.)

2
S X

Rjesenje: Treba (samo) provjeriti jednakost F = f. Koriste¢i osnovna pravila za

deriviranje imamo redom:

F(x)=(x) -tgx+x-(tgx) + ~(cosx) +0=1-tg x+x-—5—+ -(—sinx) =
COS X COS” X COSX
sin
=tgx+ x2 - x:tgx+ x2 —tgx= x2 = f(x).
COS” X COSX COS™ X COS™ X
2. Iskljucivo deriviranjem pokazite da je funkcija F (x)=m standardna
e

2-cosx

antiderivacija funkcije f(x)=

X

Rjesenje: Prirodna domena obiju funkcija je skup R. Zbog toga treba (samo)

provijeriti jednakost F = f. Koriste¢i osnovna pravila za deriviranje imamo redom:

(sinx—cosx) -e* —(sinx—cosx)-(e’) _(cosx—(—sinx))-e’ —(sin x—cosx)-e"

F(x)= -
(e*)’ (e*)’
(cosx+sinx—(sinx—cosx))-e* cosx+sinx—sinx+cosx 2-cosx
B (e") - e’ B e =100

3. Izracunajte volumen rotacijskoga tijela nastaloga rotacijom ravninskoga lika
omedenoga krivuljama y=6-v1-x*, y=0, x=0ix=1 oko osi:

a) apscisa;
b) ordinata.

Rjesenja: a) Trazeni je volumen jednak:
1 ) 1 1 1
Vi=r[(61-2) -de=7[36-(1-17)-dx=36-7- (x—g-fj -
0 0
1 2 .
=36-7L’-(1—§—(0—O)j=36-§-7[=24~7[ kub. jed.

b) Trazeni je volumen jednak:

1 1
V,=2.7[6-x\l1-x" - dx=6-7-[2-x-N1-x -dx.
0 0
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Elektrotehnicid odjel studij elektrotehnike) grupnih konzultacija

Uvedimo zamjenu:

t=1-x%,

dr=(1-x") -dx=(=2-x)-dr & 2-x-dv=—dt,
01-0"=1-0=1,
I 1-1=1-1=0.

Dobivamo:
1 1
0 1 1 1 1. 1 3
V=67 [Ni-(-d)=6-7-[1? dt=6-70| | ;1" | |=6-7m|| 51 | |=
1 0 7_;’_1 -
2 0

0

7 3 5 (2 3003
=67 [g-ﬂ‘j =673 (ﬂj :4-;r-(12—02 =4.7-(1-0)=4-7 kub. jed.
0 0

1
4. Izracunajte duljinu luka ravninske krivulje y =E-Ch(2-x) iznad segmenta [0,51112}.

Rjesenje: Koriste¢i osnovni hiperbolni identitet ch®(2-x)—sh®(2-x)=1, definicijsku

formulu sh x=—— i relaciju e™ =x“, Vx>0, dobivamo da je trazena duljina
jednaka:
i-an N\ 2 l-lr12 >
2 1 2 1 '
[ = j 1+ [—~ch(2~x)j dx= j \/l+[—~sh(2~x)~(2~x)j “dx=
0 2 0 2

l-lr12 —In2 l-lr12

=2j \/1+[%~sh(2~x)~2j ~dx=2j «/1+sh2(2~x)~dx=2.|. Jch?(2-x) -dx =

1 SR ) 1 1
—J.ch(2~x)~dx—[5~sh(2~x)j —5~[(sh(2~x))0 j—E~[sh[2~5~ln2j—sh(2~O)J—

0 0
In2 —In2 !
e —e " 2-2

2 4

=§ jed. duljine.

N | —

= % -(sh(In2)-0) =%~sh(ln 2)=
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; na segmentu [l l}
3-(¢+1) 372

5. Izracunajte prosjecnu vrijednost funkcije f(¢)=

Rjesenje: Rastavimo funkciju f,(¢) = na parcijalne razlomke. Vrijedi identitet:

£+t
£+e=t-(f +1), VieR,

pa rastav ima oblik:

1 =é+B'2t+C,zanekeA,B,CeR
+t t " +1

Odredimo nepoznate koeficijente A,B i C. Imamo redom:

1=A-(+1)+(B-1+C) -t =

t=0= A=l A=1,

t=1=2-A+B+C=1, &{B+C=-1, (A,B,C)=(1,-1,0).
t=-1=2-A+B-C=1 [B-C=-1

Zbog toga je:

Ll L)
£+t ot ££+1 3-(t3+t) 323+t 3\t 2+1)

Tako je trazena prosjecna vrijednost jednaka:

ot )
totr+1

Odredimo standardnu antiderivaciju funkcije f, (jer je izraz u zagradi jednak

o
~
Il

[SSRIE
W | e 1O | —

upravo toj funkciji). U tu svrhu uocimo da je

1 1 1 t
j(;_tz+1j'dt:j;'dt_~[t2+1'dt'

Prvi je ¢lan na desnoj strani tabli¢ni integral. Pripadna standardna antiderivacija

jednaka je Int (apsolutna vrijednost nije potrebna jer polaznu funkciju promatramo

na segmentu [5,5} ¢iji su svi elementi pozitivni realni brojevi.)
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Drugi ¢lan na desnoj strani odredimo metodom zamjene. Zamijenimo:

x=1+1,
dx:(ﬂ+1)'-dt:(z-t+0)-dt:2-t-dt@t-dt:%-dx.
Tako dobivamo:
1
o= 2 de= i (L ge= L qnpd = Lo (s
'[t2+1 dr_jx dx=— jx dx=—-In[x|=—-In(r* +1).

(U posljednjem izrazu apsolutnu vrijednost smo zamijenili obi¢nom zagradom jer za
svaki re R ocito vrijedi > +1>0.)

Tako sada imamo:

=(2ent-tn(r 1) =(n() -1n{ 1)) -

3 3

[N

f=2 (m;-%-m(ﬂu))

W | =

1 (1 ? (1j2 1 1
2 2 '~ -
1H(I—D =In j —In 3 —n| -4 |-In| -2 |=

— = In
[ +1)) 1Y 1y 1 1
- - —+1 —+1
3 ( +1 (3) +1 4 9
1 1 1
SRV S TN BT DY ) S TN (8 U BT O 1 I
=In é In & ln(sj ln(loj In i In 2.
4 9 10
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6. Izracunajte povrsinu ravninskoga lika osjencanoga na donjoj slici. (Krivulja BDE je
parabola ¢ija jednadzba ima oblik y=a-x*+b-x+c, zaneke a,b,ce R.)

ALJ,
15 B ...........
7 g
D / Zl 5
\ % B
//
/ %
% %
T1E
Slika 1
Rjesenje: Jednadzba parabole BED je
-12 -12
= (x=2)-(x+2)=—=-(x"—4)=3-x*-12,
Y (0-2)-(0+2) (r=2)(x+2) —4 (x ) g

dok je jednadzba pravca BD

%+%:1<:>—3-x+y:6<:>y=3~x+6.
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Primijetimo da za svaki xe[-2,3] vrijedi nejednakost:
3-x+6>3-x"—12.
(Na tom je segmentu pravac BD iznad parabole BED.) Zbog toga je traZena
povrsina jednaka:
3 3 3 3
P:j(3~x+6—(3~x2—12))~dx=J.(—3~x2+3~x+18)~dx=(—x3+E~x2+18~xj =
-2 -2

-2

=-27 +2—27+ 54—(—(-8)+6+(—36) = % =62.5 kv. jed.

7. Na donjoj je slici prikazan krivocrtni trapez OABF. Krivulja BF je sinusoida cija
. V/ 2/ A
jednadzba ima oblik y=A-sin(@-t+ @)+ B, zaneke A, >0, pe <_E’E> i BeR.

ALJ,

E

L¥5]

i

-

0 2 T 3n2 A%

Slika 2.

a) Izracunajte povrsinu zadanoga krivocrtnoga trapeza.

b) Odredite volumen rotacijskoga tijela koje nastaje rotacijom zadanoga

krivocrtnoga trapeza oko osi apscisa.

c) Odredite volumen rotacijskoga tijela koje nastaje rotacijom zadanoga

krivocrtnoga trapeza oko osi ordinata.
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Rjesenje: Odredimo najprije jednadzbu sinusoide. Njezin temeljni period je ocito

2- 2-
jednak T =2-7x, pa zakljucujemo da je a)=TE=2—E=1
T

Pripadna harmonijska funkcija poprima najveé¢u vrijednost kad je sin(w-t+¢)=1 i

ta je vrijednost jednaka A+ B. Iz slike se vidi da je A+ B =3.

Pripadna harmonijska funkcija poprima najmanju vrijednost kad je sin(@-t+¢@)=-1

i ta je vrijednost jednaka —A+ B. 1z slike se vidi da je —A+B=1.

. A+B=3,
Tako iz sustava A slijedi (A,B)=(1,2).
+

Preostaje odrediti fazni pomak ¢. Za =0 vrijednost pripadne harmonijske

funkcije treba biti jednaka 2, pa dobivamo:

2=1-sin(l-0+¢@)+2 < sinp=0.

U intervalu <—§,§> ova jednadzba ima jedinstveno rjesenje ¢@=0. Tako smo
dobili:
y=1-sin(l-t+0)+2 < y=sint+2.

a) Trazena je povrsina jednaka:

2. )

P= I (sint+2)-dr = (—cost+2-t)0’” =—cos(2-m)+2-(2-7)—(—cos0+2-0)=
0
=-1+4-7+1+0=4-7 kv. jed.

b) Trazeni je volumen jednak:
4 2.
V1:7r-J.(sint+2)2-dt:7r-I(sin2t+4-sint+4)-dt:
0 0
2 1 ' 2. _1 ' 9
:n-j E-(l—cos(Z-t))+4-s1nt+4 -dr:;r-j 5 -cos(2-r)+4-s1m+E dt=
0 0

2z
:ﬂ-{(%}%-sin(lt)—4-cost+%tj =7 (—4+9-7+4-0)=9-7° kub. jed.

0

c) Trazeni je volumen jednak:

2.
V,=2-7 [ t-(sint+2)-dr,
0
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Ovaj odredeni integral odredimo metodom djelomicne integracije. Imamo redom:

V,=
du=dt

u=t v=I(sint+2)-dt=2-t—cost

dv=(sint+2)-dr

2
=2-7r-((2-t2—t-cost)j”— I (2-t—c0st)-dtj=
0

zz.ﬂ-(2-4-7r2—2-7r-c08(2-7f)—0+0‘(’2‘Sint)zﬂ):

=27 (8:7°=2-7—(4 7" —sin(2- 1)~ 0+0) ) =

=27 (87" -27-4-7")=2-7-(4-7*-2-7)=8-7" —4- 7" kub. jed.

8. Na donjoj je slici prikazan krivocrtni trapez ACDO. Krivulja AC je dio kosinusoide

¢ija jednadzba ima oblik y=A-cos(@-t+¢)+ B, zaneke A,w>0, @e <—§,§> i BeR.

F-9

1+

¥

D 1

Slika 2.

a) Izracunajte povrsinu zadanoga lika.

b) Odredite volumen rotacijskoga tijela koje nastaje rotacijom zadanoga lika oko

osi apscisa.

c) Odredite volumen rotacijskoga tijela koje nastaje rotacijom zadanoga lika oko

osi ordinata.
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Rjesenje: Odredimo najprije jednadzbu kosinusoide. Iz slike vidimo da je temeljni

period pripadne harmonijske funkcije T =x. Tako iz jednakosti a)=T slijedi
w=2.

Najveca vrijednost pripadne harmonijske funkcije postize se kad je cos(w-t+¢@)=1 i

iznosi A+ B. 1z slike se vidi da je ta vrijednost jednaka —3 | pa je A+ B=-3.

Najmanja vrijednost pripadne harmonijske funkcije postize se kad je cos(@-t+¢)=-1

i iznosi —A+ B. Iz slike se vidi da je ta vrijednost jednaka —7 , pa je —A+B=-7.

A+B=-3,
p slijedi (A, B)=(2,-5).

Tako iz sustava {

Preostaje odrediti fazni pomak ¢. U jednadzbu kosinusoide uvrstimo ¢=0,
(A,B,w)=(2,-5,2) i y=-3. Dobivamo:

—3=2-cos(2:-0+¢@p)-5<cosp=1.

. V1 . v . .9 v
U intervalu <—5,5> ova jednadzba ima jedinstveno rjeSenje @=0. Dakle,
jednadzba kosinusoide je:

y=2-cos(2-t)-5.

a) Primijetimo da za svaki te[O,ﬂ'] vrijedi nejednakost 2-cos(2-7)—5<0. Zbog

toga je trazena povrsina jednaka:
P:j—(z-cos(z-t)—S)-dt:j(5—2-cos(2-t))-dt=
0 0
=(5-t=sin(2:1))’ =5-7-0~(0-0) =5-7 kv. jed.

b) Trazeni je volumen jednak:

1% :z-j(z-cos(z-t)—sf -dt:E-I(4-cosz(2-t)—20-cos(2-t)+25)-dt:
0 0

- [4-(%-(1+c0s(4-t)j—ZO-cos(Z-t)+ZSJ-dt:

7-|(2-cos(4-1)—20-cos(2-1)+27)-dr =

Sty Oty
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=75-{(2-%-sin(4-t)—20%-sin(2-t)+27-tj j:

0

=7-(0-0+27-7—(0—0+0)) =27-7° kub. jed.

c) Ponovno zbog ocite nejednakosti 2-cos(2-1)—5<0, Vre [O,ﬂ'], zakljucujemo da

je trazeni volumen jednak:
1% :2-7z-jt-(—(2-cos(2-t)—5)-dt:2-7c-jt-(5—2-cos(2-t))-dt:
0 0

u=t v=I(5—2-COS(2-t))-dt=5-t—2%-sin(2-t)=5-t—sin(2-t) 3

du = dr dv=(5-2-cos(2:1))-dt
=27 (5-t2—t-sin(2-t)):—I(S-t—sin(Z-t)-dtj:
0
2 50,1 ’
=27 5.7 =0-0+0—| 2o’ +—cos2) | |=

0
=2.7 57— 2.7[24_1_0_1 -
2 2 2

:2-75-%%’2 =5.7° kub. jed.
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9. Na donjoj je slici prikazan ravninski lik OAB. Krivulja AOB je dio parabole ¢ija
jednadzba ima oblik y*=2-p-x, za neki p>0.

N

J!

o

y

N

[:%]

=Y

.
-

(e

;5]

A&

o

Slika 3.

a) Izracunajte opseg zadanoga lika.

b) Izracunajte povrsinu zadanoga lika.

c) Izracunajte volumen rotacijskoga tijela nastaloga rotiranjem zadanoga lika oko
osi apscisa.

d) Izracunajte volumen rotacijskoga tijela nastaloga rotiranjem zadanoga lika oko
osi ordinata.
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Rjesenje: Odredimo najprije jednadzbu parabole AOB. Iz slike vidimo da ona
prolazi tockom A=(4,4), pa uvrStavanjem x=y=4 u izraz y>=2-p-x dobivamo

4* 4 —
jednadzbu 4° =2-p-4, otkuda je pzﬁzzzz Dakle, jednadzba parabole AOB
glasi: y*=4-x.

a) Duljina duzine AB jednaka je ‘E‘:4+4:8 jed. duljine. Preostaje odrediti

duljinu luka AB. Zbog ocite osne simetrije lika s obzirom na os apscisa, ta je

duljina dvostruko vec¢a od duljine luka OA. Tu éemo duljinu najlakse izracunati

. . 1
tako da izraz y*=4-x shvatimo kao funkciju varijable vy, tj. kao x=Z-y2, pa

trazenu duljinu odredimo promatraju¢i odgovarajuéi odredeni integral po
varijabli y. Tako odmah imamo:

N\ 2
‘@‘:2-‘07;‘:2-} 14{(%”2” dy = 2[ 1+( j dy = 2[,/1+— dy =
0 0
:2.} fy2+4.dyzz.}—w.dyzz.i—w.dy:} /y2+4-dy=
0 4 0 \/Z 0 2 0

4
:(%w/yz+4+%-ln(y+q/y2+4)j =2:4/20+2:In(4++20)-0-2:In(4) =

0
=2:420+2-In(4++20)-2-1n2=2v4:5+2-In [4“/7} 4:-5+2In [4+22IJ

=4-5+2:In(2++/5) jed. duljine.
Dakle, trazeni je opseg jednak:
- ‘AOB‘ +[AB|=4-45+2:In(2++5) +8 =19.832 jed. duljine.

b) Ponovno zbog osne simetrije zadanoga lika s obzirom na os apscisa slijedi da je

trazena povrsina jednaka:

2 1 ¢ 11 Y
P=2|4—|Zdy|=2[16—=-|y*-dy |=2-| 16——-| = 3) =
e e L)
(16—i (v 3)4j=2-(16—i-(43—03)J [16—ﬁJ: ( 6—EJ:ﬁ kv. jed.
12 7 o 12 12 3) 3

c) Prilikom odredivanja volumena trazenoga rotacijskoga tijela mozemo postupiti
na dva nacina: integrirati po varijabli z ili integrirati po varijabli y. U prvom je
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slucaju formula za racunanje volumena standardna, dok u drugom slucaju os
apscisa trebamo shvatiti kao os ordinata kad je pravilo funkcije zadano kao

funkcija varijable x. Konkretno, u prvome je slucaju odmah

4
Vi=z [4xdv=x(2:2°) =7(2:4°-2:0*) =32 7 kub. jed.,
0

dok u drugom slucaju od volumena valjka ¢iji su polumjer osnovke i visina dugi

4 jed. duljine trebamo oduzeti volumen rotacijskoga paraboloida nastaloga
2
rotacijom ravninskoga lika omedenoga krivuljama x:yZ, x=0,y=01 y=4 oko

osi apscisa:
i . . ’
Vl=42-7[-4—2-7[-.([y-y7-dy:64-75—5-}[))3-dy:64-7£—5-(—-y4j =
:64-7r—%-(44—04):64-75—32-75:32-75kub.jed.

d) I u ovom sluc¢aju mozemo postupiti analogno kao u prethodnom podzadatku.

Koristeci prvi nacin i pravilo y=2-x/; kojim je zadan luk OA odmah dobivamo:

4
4 43 1 34 16 EAW
V,=22-x- x-2-\/;-dx =87 |x>-dx=8-7- -x? =—-7-| x?| =
? 5
0 0
2 0

3 3
:?7{{42 —Ozj:?f E:¥Ekub\]ed’

dok koriste¢i drugi mnacin, odnosno oduzimajuéi volumen rotacijskoga

paraboloida nastaloga rotacijom ravninskoga lika omedenoga krivuljama
2

x:y—, x=0,y=01 y=4 od volumena valjka ¢iji su polumjer osnovke 4 jed.

4
duljine i visina 4 jed. duljine i mnozeé¢i dobivenu razliku s 2, dobivamo:

47 2\? 4 4 4
V,=2| & gd-n[| 1| -dy|=128 7=2- 7 [ dy=128-7-2 [ y* -dy=
R O RRCR R E e

4
c128z-Z L) S108. 2 (y7) 21282 - K (4 -0°) =
4+1° ), 40 V7 o 40

108 7- a5 p =128 7128 2 2312 b jed.
40 5 5
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10.Na donjoj je slici prikazan krivocrtni trokut ABC. Pritom je stranica AB dio
krivulje ¢ija jednadzba ima oblik y=5b-e“", zaneke a,be R.

*

2<B

1<

eSO

‘VH

O 0.25 0.5 In?2

Slika 4.

a) Izracunajte opseg zadanoga trokuta.
b) Izracunajte povrsinu zadanoga trokuta.

c) Izracunajte volumen rotacijskoga tijela nastaloga rotiranjem zadanoga trokuta
oko osi apscisa.

d) Izracunajte volumen rotacijskoga tijela nastaloga rotiranjem zadanoga trokuta
oko osi ordinata.

Rjesenje: Odredimo najprije jednadzbu stranice AB. Iz slike vidimo da su
A=(n2,1), B=(0,2) i C=(0,1). Budu¢i da krivulja y=5b-¢“" prolazi tockama A i

B, dobivamo sljedec¢i sustav dviju jednadzbi s dvije nepoznanice:

2=b-e", |2=b-1 2=b, 2=b,
. = 1n(2") = a = 0 a
l=b-e“"? l=b-e 1=b-2 2°=ph-2°
Iz prve jednadzbe je ocito b=2, pa uvrstavanjem u drugu jednadzbu dobivamo

2°=2.2*, odnosno l+a=0, a odatle je a=-1. Dakle, jednadzba stranice AB
glasi:

y=2-e".

a) Iz slike se vidi da su ‘A_C‘:IHZ i ‘B_C‘zl. Preostaje odrediti duljinu stranice AB.
Ta je duljina jednaka duljini luka krivulje y=2-e™ iznad segmenta [O,ln 2], pa

imamo redom:
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In2 In2 In2
= j ‘/1+ 2.7 j\/1+ 2-(=1)-¢) -dx= j\/1+4-e_2'x-dx.
0

Ovaj ¢emo integral odrediti metodom zamjene:

t=~1+4-¢7",
2
e—2x:t _1,
4
-1
_ . —2:x 42
d,:&.dx: 4 -dx=1 t-dx:>dx= ~-dt,
D144 2-t t 11—t
0> V1+4-e2° =\1+4-1=4/5,
24402 =1+4-¢") 14227 =41 =42,
Tako dobivamo:
N 5 s
‘AB‘ t%-dt=.[ zt -dt:j(H 21 j-dt:(ﬁl-lnx—lJ =
2 |V5+1 I+1
2 2
L) \ I o
:\/§+— In —\/5——11'1 =
2 (ﬁ+1)-(ﬁ—1)‘ 2 (\5+1)-(\5—1)‘
G-1) V2-1)
=\/§+l ln( ) —\/_—l-ln—( ) =
2 4 2 1
(V5-1)

=/5+In(v5-1)-v2-In2-1n(v2 -1} jed. duljine.

Dakle, trazeni je opseg jednak:
=‘@‘+‘B_C‘+‘a‘=1n2+1+\/§+ln(\/§—1)—\/§—ln2—1n(\/§—1):
=14~5+In(v5-1)-v2-1In(v2 ~1) = 2.91516 jed. duljine.
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b) Trazenu povrsinu mozemo odrediti na dva nacina: integriranjem po varijabli z i
integriranjem po varijabli y. U prvome je slucaju od povrsine lika omedenoga
krivuljama  y=2-¢, y=0,x=0 1 x=In2  potrebno oduzeti  povrsinu

pravokutnika c¢ije stranice imaju duljine In 2 jed. duljine i 1 jed. duljine:

In2 In2
P=| 2-e‘x-dx—(1-1n2)=(2-_i1-e-Xj ~n2=(-2-¢"—(-2-¢"))-In2=

0 0

=" 0112222742 In2=—142-In2=1-1In2 kv. jed.

U drugom slucaju najprije izrazimo varijablu x kao funkciju varijable y:

y=2-¢e <" :%<:>—len(%j<:>x=—ln(%j=—(1ny—1n2)=1n2—1ny,

pa dobijemo:

P:J’(lnz—lny)-dy:((1nz)-y—(y-1ny—y))l2 =((In2+1)-y—y-Iny) =

=(In2+1)-2-2-In2—-((In2+1)-1-1-Inl) =
=2-In2+2-2-In2-In2-1-0=1-1In2 kv. jed.

c) Trazeni volumen mozemo odrediti na dva nacina: integriranjem po varijabli z i
integriranjem po varijabli y. U prvome je slucaju od volumena rotacijskoga tijela
nastaloga rotacijom ravninskoga lika omedenoga krivuljama y=2-e, y=0,

x=0 1 x=In2 potrebno oduzeti volumen valjka kojemu je polumjer osnovke
jednak 1 jed. duljine, a visina In 2 jed. duljine:

In2 In2
Vi=z- | (2-€_X)2-dx—12-7[-1n2:7[-[j 4'e_z'x-dx—1n2j=
0 0

In2
=7 (4-L-e_“j —anJ:ﬁ-((—Z-e_z'”‘)lnz—an):
) 0

0

=7 (-2:e?" —(-2:¢°)-In2) =7 (—2-5“(22) +2-1-In 2) =

=7z-(—2-2-2+2—1n2)=6—1n2j-7c kub. jed.

Koristeé¢i dio rjesenja b) podzadatka u kojemu smo dobili jednadzbu stranice

AB kao funkciju varijable y

x=In2-Iny,
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u drugom slucaju odmah dobivamo:

2 2 2
14 =2-7z-jy-(1n2—1ny)-dy=2-z-[1n2-jy—jy-1ny-dyJ=
1 1 1

1
Loy u=lny v=[y dy=2-»’
:2.;;.[1112.[5,),2) —Iy-lny-dyj: | =
o du=—-dy dv=y-dy
y

=2.7-|In2-— (22—1 )— [2 y -Iny +I— y: = dyJ
=27 §-1n2—l-22-1n2+l-12-1n1+l-jy-dy =

2 2 2 2 4

3 1(1 ,Y
=2.7-| > In2-2-In240+—-| = y* | |=

2 2 (2

1

=27 (—l 2441, (22—12)j 2.7 (
2 22

1

2

1n2+é E—1n2 -7 kub. jed.
4 2

d) Trazeni volumen mozemo odrediti na dva nacina: integriranjem po varijabli z i

integriranjem po varijabli y. U prvome je slucaju od volumena rotacijskoga tijela

nastaloga rotacijom ravninskoga lika omedenoga krivuljama y=2-e¢, y=0,

x=0 1 x=In2 potrebno oduzeti volumen valjka kojemu je polumjer osnovke

jednak In 2 jed. duljine, a visina 1 jed. duljine:

V,=

In2

J

2.7 [ x2-e" - dx=(In2)* - 7-1=4-7-

In2

I x

0

e’x-dx—(1n22)-7z':

In2

u=x _J- _\In2 _
4.7\ (=x-e*) =\ (=e*)-dx |—(In?2) 7=
" ldu = dx dv=e"-dx ”((”)‘) l(e) J(n )
4. 71'[ (In2)-e” Tex-dx ~(In*2)- 7=
4-7- ( (In2)-e (21)—(ex):2j—(ln22)-7r:
4-7-(~n2)- 2" (e =¢"))~(In*2) - 7 =

4.7-(-(n2)-27" =27+ —(In’2) - 7 =

(2-2:In2-1n"2) 7 =~ 0.41863 kub. jed.

U drugom slucaju, koristeé¢i dio rjeSenja b) podzadatka u kojemu smo dobili

jednadzbu stranice AB kao funkciju varijable y
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x=In2-Iny,

odmah dobivamo:

2 2
v, =zz-j(1n2—1n y)z-dy=7z-j(ln22—2-1n2-1ny+1n2 y)-dy=
1 1

2 2 2
=7z-(jln22-dy—2-1n2-j1ny-dy+jln2 y-dyj=
1 1 1

u=In’y v=jdy=y

2
=7z In?2-(y)’ =2-In2-(y-Iny—y)’ + lnzy-dyj= ,
(»), ( ), ! w2y 4 g
y
2
1

2
=7 In°2:(2-1)-2-In2-(2:-In2-2-1-In1+ D) +(y-In* y) —2-j1ny-dyj=
=0 1

2
=7 In*2-4-1n*2+2-In2+2-In*2-1- In’1 —2-(y-1ny—y)1J=

=(In1)*>=0%=0

=7 —lnz2+2-1n2—2-(2-1n2—2—1-1n1+1jj
oy

=(2-2:In2-In>2)- 7 = 0.41863 kub. jed.

. .. .. .. T T
11. Izracunajte prosjeénu vrijednost funkcije f(f) =7 -ctg’t na segmentu [Z,E}

Rjesenje: Koristedi osnovne trigonometrijske identitete imamo redom:

1

f=

4
roctg’t-dt=—-7-
r

AN N

(SRR
SR

zamjena:
x:=s8int,
(l—sinzt)-cost-(sint)’3-dt dx =cost-dt, =

T . (7 2
— > sin| — |[=—,
4 4 2
T . T
—t>sin| — |=1

2 (J

4.|cos’t-cost-(sint)” -dr =4-

BN C—— |y
SNy
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=4. _1[ (l—xz)-x’3-dx=4- _1[ (x’3—x’1)-dx=4- _1[ [x3—l)dx=
V2 V2 V2
2

8]
8]

0=

—4. _l—o—(—l-z—ln(ﬁJB:4-(—l+1+1n(2
2 2 2 2

12.1zracunajte volumen rotacijskoga tijela nastaloga rotacijom ravninskoga

omedenoga krivuljama y= ,y=0,x=0 i x=2 oko osi ordinata.

2
X

Rjesenja: Trazeni je volumen jednak:

2 2 2 2
V=2r [r—— dv=27 [ -dx:Z-E-j(l— 4 j-dx:
, X +4 o, X +4 0 x"+4

el gl el

=2-7-| 2—2-arctg(1)—0+2-arctg(0) |=4-7—7x" kub. jed.
%f—/

V.2 =0

4

13.1zracunajte volumen rotacijskoga tijela nastaloga rotacijom ravninskoga
_2
Vx'+1

Rjesenje: Trazeni je volumen jednak:

omedenoga krivuljama y= ,y=0,x=0 1 x=1 oko osi apscisa.

V:n-j[ 2 jz-dx:z-ji-dxﬂ-z-j ! -dv=4-7-((arctg x), | =
\x? +1 . X +1 < X2 +1 0

=4.7-(arctg 1—arctg 0) = 7 kub. jed.
\_V_J g\/__J

14.Izra¢unajte duljinu luka ravninske krivulje y =+/4—x> iznad segmenta [0,2].

1. rjesenje: Trazena je duljina jednaka:

© mr. sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 23

B=2+4-(_71)1n2=2—2-1n2.

lika

lika



TVZ Matematika 2

(preddiplomski stru¢ni
studij elektrotehnike)

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE
Elektrotehmicki odjel

Zbirka rijesenih zadataka
sa sinkronih online

grupnih konzultacija

;Jl (m)jdx

2 0-2.x )
i 1{-_*} |
0 2-4/4-x

odnosno x>+ y>=4. Odatle

2 2 J2.
=1|./1+ -dx =
}[ 4-x° }[ 4-x° 0
=2-| arcsin| = || =2- (arcsml arcsin 0) = 7 jed. duljine.
2 =0
2. rjesenje: Iz 4—x*  slijedi y*=4-

2
X,

zakljuujemo da je zadana krivulja cetvrtina sredisnje kruznice polumjera 2 (jer je

rije¢ o dijelu te kruznice u prvom kvadratu pravokutnoga koordinatnoga sustava u

ravnini). Njezina je duljina jednaka ¢etvrtini opsega navedene kruznice, tj.

=1
4

(2-2-7) =7 jed. duljine.

T
4 2

15. Izracunajte duljinu luka ravninske krivulje y =In(sin x) iznad segmenta [—,—}.

Rjesenje: Trazena je duljina jednaka:

cosx) 3
SEnRS
sin x <

n

ln(sm x -dx =

BN ——o N

@

cos® x
2

2 2
. ’sm )C.+2COS x-dx=
Sin~ x Sin- x
ol &
84 [ 1
In

1+

AINC——(N

T 3 NS

=~,[ s1n2x'dx=;[smx & [ln[tg(gjjli:ln

= \/54_1 u n jed. duljine
_ln[(ﬁ—l)-(ﬁH)J In [2 1]-1 (v2+1) jed. dujine.

16. Odredite

2.
I J2 -min {sint,cost}-dt.

0

odgovarajuc¢om skicom.

Rjesenje

zadatka obavezno popratite

Napomena: min{x, y} jednak je manjem od brojeva z i .

Rjesenje: Skicirajmo funkcije f,(f)=sint i

Dobivamo sliku 5.
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H— S |
S L
Y ¥
\ X
9] w4 W 34 m s/ w2 /4 3 d
N 7
S S
L
1 e S
Slika 5.

Tako zakljucujemo da je trazeni integral jednak:

k3 5
g z 5.
1=+2- Ismt dr+ I cost-dt+ I sint-dt —ﬁ-[(—cost)gﬂsint)j‘, +(_C°St)§j;j:
4
1 Z” )
_a 2 2 2 )
2 2 2 2

17.Ravninski lik omeden krivuljama y=x i y=2-x—x" rotira oko osi ordinata.

Izracunajte volumen nastaloga rotacijskoga tijela. RjeSenje zadatka obavezno
popratite odgovaraju¢om skicom.

Rjesenje: Skicirajmo zadane krivulje u pravokutnom koordinatnom sustavu u
ravnini. Dobivamo sliku 6.

4y

7[0 i

Slika 6.

Tako zaklju¢ujemo da je trazeni volumen jednak:

1

V:2~7r~jx~((2~x—x2) )dx 275.[ xX— x)dx Zij—x)dx

1
:2~7r~(—~x3——~x4j :% kub. jed.
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18.Izra¢unajte povrSinu ravninskoga lika omedenoga krivuljama y=x’-x-2,
4.-x=3-y=0, x—y+6=0 i x=0. RjeSenje zadatka obavezno popratite

odgovarajuc¢om skicom.

Rjesenje: Skicirajmo zadane krivulje u pravokutnom koordinatnom sustavu u

|G V

ravnini. Dobivamo sliku 7.

i
<

(=]

[ ]

-

A

AN
N
—

o

Slika 7.

Tako zaklju¢ujemo da je trazena povrsina jednaka:

4

4
P:ﬂ.3+j(x+6—(x2—x—z).dx:3—23+j(—x2+2.x+8).dx:
3 3
4
:£+(—lox3+x2+8oxj _33, 8115 kv. jed.
2 3 . 36
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19.Izrac¢unajte povrsinu ravninskoga lika omedenoga krivuljama y = (1—x2)~ex, x=-1

ix=1.

Rjesenje: Skicirajmo zadane krivulje u pravokutnom koordinatnom sustavu u

ravnini. Dobivamo sliku 8.

b

-

- 0 |
Slika 8.

Tako zakljucujemo da je trazena povrsina jednaka:

P:j(l—x2)~ex~dx=

-1

u=1-x* v:jex~dx:ex
du=-2-x-dx dv=e"-dx

=((1=2)¢), -

1 1 1
—j(—z).x.ex.dx:a—l).el—(1—1).e“+j2.x.ex.dx=0—o+j2.x.ex.dx=
-1 -1 -1

u=2-x vzjex~dx:ex
du =2-dx dv=e'-dx
=21 -2 -2-(-)-e'=2-e")=2-e—2-e+2-¢"+2-¢" =4-¢" kv. jed.

1
=@2xe) = [2 e de=Qxeet =26, =
-1
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20.Izracunajte povrsinu ravninskoga lika omedenoga krivuljama K,..y*=2-x i

K,..y=4-x*. Rjesenje zadatka obavezno popratite odgovaraju¢om skicom!

Rjesenje: Skicirajmo zadane krivulje u pravokutnom koordinatnom sustavu u
ravnini. Dobivamo sliku 9.

F'S v

Slika 9.

Odredimo sjecista zadanih krivulja. U tu svrhu rijesimo sustav jednadzbi

y2:2-x,
y=4-x",

Uvrstavanjem druge jednadzbe sustava u prvu jednadzbu sustava dobivamo:

(4-x2)2=2-x,
16-x*=2-x ,/:2
8-x'—x=0,
x-(8-x=1)=0,

x(@2-x)’-1)=0,
x-(2x=D- (42" +2-x+1)=0.

Jednadzba 4-x*+2-x+1=0 nema realnih rjesenja jer je njezina diskriminanta

D=2"-4-4.1=4-16=-12 strogo negativna. Zbog toga mora biti x=0 ili
1

2-x—1=0. RjeSenje prve jednadzbe je (trivijalno) x =0, a druge x,=—.

Uvrstavanjem tih  vrijednosti npr. u drugu jednadzbu sustava dobijemo

1
v, =0, y, =1. Dakle, sjecista zadanih krivulja su tocke S, =0=(0,0)1 5, = (—, lj .
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TVZ - Matematika 2 Zbirka rijesenih zadataka

Tako zakljucujemo da je trazena povrsina jednaka:

1 1
1. 1 2 1 1 ¢ % 1 1/(1
P=—1-|=y dy— |4 x dx==——-[y"dy—4- [ ¥ dx==—=| = :
2£2yy£ 22£yy£ > 2137
3
37 ), 2 23 32 2 6
. sin(2-x
F (_X') = 4 ._ecc()s(Z'X) ) >

21.Rijesite Cauchyjevu zadacu: 5
F0)=—.
e

Rjesenje:  Najprije ¢emo odrediti skup svih funkcija F  takvih
sin(2 - x)

ecos(Z»x)

F'(x)=4-
dobivenoga skupa funkcija izdvojiti onu koja za x=0 ima vrijednost 2-e.
Imamo redom:

zamjena:

in(2- t:=—cos(2-x),
I:I4~M~dx=I4-Sin(2-x)-e’°°s<“>.dxz (2-x)

cos(2-x)
e
4-sin(2-x)-dx=2-dt
=I2-e’ dt=2-¢ =2 +C,Ce R=

2:2-e’°"s(2‘°>+C<:>2:2-e’1+C (:)g:2+C<:>C:O:>

e e e e
2
_ —cos(2-x) __
F(x)=2-e = pECER
22.0dredite .[ 5 -dt.
—4-t

da

je

. Taj je skup neodredeni integral funkcije F. Potom ¢emo iz

dt = (—cos(2-x)) -dx=2-sin(2-x) -dx

Rjesenje: Podintegralnu funkciju najprije rastavimo na parcijalne razlomke.

Dobivamo:

£—dr=t-( -4)=t-(t-2)-(t+2) =

8 A B C
3 =—+ +
r—4-tr t t—-2 t+2

8=A-t-2)- t+2)+B-t-t+2)+C-t-(t-2)=
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1=-2=8-C=8eC=],
t=0=>-4-A=8A=-2,=(A,B,C)=(-2,1,1).
t=2=8B=8sB=1

Zbog toga je:

-2 1 1 1 1 1
I=||—+——+—— [ dt=(2) | —dt+ |—=-dt+ | ——=-dr =
( + j ( )'[t jt—z '[t+2

2
:(—2)-1n|t|+1n|t—2|+ln|t+2|:lnI(t_z)t.z(t+2)|:ln%t t;4|:1n1—ti2+c, CeR.
dx
23.0dredite | —.
.[VS'X—XQ
Rjesenje: Imamo redom:
] S :
T ) )
o) o

dx ~ dx

:I\/—((x—4)2—42) j\/42—(x—4)2

x44j+c, CeR.

= arcsin(

F'(t)=16-1-Int,

24.Rijesite Cauchyjevu zadacu:
F(l)=—1.

Rjesenje: Postupimo analogno kao u zadatku 21. Imamo redom:

u=Int v:jl6-t3-dt:16-%-t3“ =41
I=[16-r Int-dr = | 3+ _
du=--dt dv=16-1-dr
t
:4-t4-lnt—j4-t4-l-dt:4-t4-lnt—j4-t3-dt:4-t4-1nt—4-L-t3“ =
t 3+1
=4.t" Int—t'=t"-(4-Int-1)+C, CeR=>
=14 Inl-D+C e -1=1-0-N+C = C=0=

F(t)=t*-(4-Int-1).
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25.0dredite le-shsx-dx.

Rjesenje: Koriste¢i osnovni hiperbolni identitet imamo redom:

I=[15sh*x-sh-dx=[15-(sh’x) -shx-dx=[15(ch’x-1) -shx-dx =

zamjena:
—{t:=chx, =15 [(# =1) -de =15 [(r* =2 +1) dr =
df =(chx) -dx=sh x-dx
=15. L-t4+1—2-L-t2+l+t =3 -10-£ +15-t=
4+1 2+1

=3.ch’x—10-ch’x+15-chx+C, Ce R.
26.0dredite prosjecnu vrijednost funkcije f(x)=2-7-x-cos(4-x) na segmentu [0,%}.
Rjesenje: Trazena je vrijednost jednaka:

Tl
-0

x-cos(4-x)-dx=

St—r N
O [N

2-75-x-c0s(4-x)-dx:i-2-7£-
T

N

U=x v:jcos(4-x)-dx:i-sin(4-x) B

du =dx dv=cos(4-x)-dx
=g
=3 (l-x-sin(4-x)j4—l-.[sin(4-x)-dx -
4 , 4

%-sin(4-zj—0-sin(4-0) —(%-cos(4-x)j4 -

0

8

_o(1 )i =01 T costa-0y =L —1—1y = —
=2 (4 (cos(4 x))oj 2 1 cos(4 4) cos(4-0) 5 (-1-)=-1.

=cos0=1
=cos7=—1
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27. Zadana je krivulja y=x"—x—6. Neka su A i B redom sjeciste te krivulje s
negativnim dijelom osi apscisa, odnosno sjeciste te krivulje s osi ordinata. S

to¢noséu od 107 izra¢unajte duljinu luka AB.

Rjesenje: RjeSenja jednadzbe x*—x—6=0 su x,=-2, x, =3. Zbog toga je traZena

duljina jednaka:

zamjena :
t=2-x-1,

0 , 0
‘@‘=£\/1+((x2—x—6))2-dx=:[ 1+Q2-x—1) -dx= dt=2-dx(:)dx=%-dt, -
2152 (2)-1=-5,
0+>2-0-1=—I

_Im 1 dt—— Im dt—% {(2 1+1° +; 1n(t+ 1+t2)j_lj=

=5

l.l.(_mﬂn( 1T+ D7)~ (5145 +1n - 5+m)))

2 2

:i.(_ﬁﬂn (JE_1)+5.J2_6—1n(J%—5)) ~6.37799 jed. duljine.

28.Izracunajte volumen rotacijskoga tijela nastaloga rotacijom ravninskoga lika

2-x

omedenoga krivuljama y=—-e”", x=In2 i objema koordinatnim osima oko osi:
T

a) apscisa;
b) ordinata.

Rjesenje: a) Trazeni volumen mozemo odrediti na dva nacina (integriranjem po
varijabli z i integriranjem po varijabli y). Mi éemo odabrati integriranje po varijabli

2. Imamo redom:
In2 2 1n2 In2 In2
1 1 1
V - j(_ e j d.x - J. 4de=7l'—62.|. 4-x d_x 6 (_ e4'xj —
T T \4 0

:E.l.(e‘“ﬂ_e.“")):i.(@l"(zét)—e‘)):i-(z“—o):ﬁ kub. jed.
7 4 T T T

b) Trazeni volumen mozemo odrediti na dva nacina (integriranjem po varijabli z i
integriranjem po varijabli y). Mi ¢emo odabrati integriranje po varijabli .

Imamo redom:
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ln24 5 4 In2 5 U=x V= e2-x.dx:l.e2-x
V2=2-7r-I—-x-e"-dxz2-7f-—-Ix-e"-dxz 2 =
T T 2-x
0 0 du=dx dv=e-dx

1 In2 1n21 1 1 In2
=8- [—.x.ez'xj _I_.ez'x.dx :8— (lnz).ez'lnz_o.ez'o_[—. Z'Xj =
2 ) 2 2 ),

= -[(ln2)-eln(22) —0—1-(e““2 —e“’)j :4-[4-ln2—0—l-(4—1)j:16-ln2—6 kub. jed.
N 2

29.Izracunajte povrsinu ravninskoga lika omedenoga krivuljama y=x>-9 i y=9—x".

Rjesenje: Skicirajmo zadane krivulje u pravokutnom koordinatnom sustavu u
ravnini. Dobivamo sliku 10.

S> S1 .
: -
Slika. 10.
y= x2 _99 .. “ . . . vy - .
Iz sustava R izjednacavanjem desnih strana jednadzbi dobivamo:
y=9-x

F¥-9=9-r o xX+x=9+92- =18 x"=9=x, =-3, x, =3.

Dobiveni ravninski lik je oc¢ito osno simetrican s obzirom na obje koordinatne osi,

pa je zbog toga trazena povrsina jednaka:

P=4.i(9—x2).dx=4.[(9.x—%.x3j

3
]:4«(27—%~27—0+0j:4~18:72 kv. jed.

0
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30.U sjecistu krivulje K...y=(x—1)-e" s osi apscisa povucena je tangenta ¢ na krivulju.

[zrac¢unajte povrsinu ravninskoga lika kojega zatvaraju K, ti os ordinata.

Rjesenje: Skicirajmo krivulju K i njezinu tangentu povucenu u sjecistu krivulje K s
osi apscisa. Dobivamo sliku 11.

Slika 11.

Budud¢i da je e' >0, Vxe R, apscisu sjecista krivulje K s osi apscisa dobivamo iz
jednadzbe x—1=0. Odatle je x=1. Dakle, §=(1,0).

Napisimo eksplicitnu jednadzbu tangente t na krivulju K u tocki S. Koristeéi pravilo

za deriviranje umnoska dviju funkcija imamo redom:

y—o=(((x—1).e)‘)') (- & y=(1.e)‘+(x—1).e)f)x:1.(x—l) &

x=1

= y=(x~ex) L (x-Dey=le - (x-De y=ex—e
Tako zaklju¢ujemo da je trazena povrsina jednaka:

P=

[ S———

((x—1)~ex—(e~x—e))~dx:e~j((x—1)~e“—(x—l))~dx:

((X—D‘(e”“‘-l))wlx—”:’C‘1 v=[(e -1)de=e -

=e-

[ S———

Cldu=dx dv=(e —1)-dx

(ex-l_x).dxj:
et )

1
=2——-e kv. jed.
2

=e-

((x—l) : (e’”‘_1 —x)):) -

VR

o t—
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2. POGLAVLJE:

NIZOVI I REDOVI
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1. Izracunajte volumen rotacijskoga tijela nastaloga rotacijom krivulje y= 1 iznad
X+

intervala [O, +oo> oko osi apscisa.

Rjesenje: Koriste¢i formulu za racunanje volumena rotacijskoga tijela nastaloga
rotacijom ravninskoga lika oko osi apscisa i definiciju nepravoga integrala kojemu
interval integracije nije omeden odozgo dobivamo:

+oo 2 b b
v=z-| L) dx=z tim | L dx|=z lim [+ de |=
)\ x+1 b=l 3 (x+1)° =

0

b

J =(—7x)- lim {(LJ
0 boteel \ x+1
1

=(—7x)- lim | ——1|=(-7)-(0—1) =7z kub. jed.
b—>+oo LH

—>+o0

b

=(-7x)- lim (L_sz
0 bote\p+1  0+1

. (x+1)2+lj

2. Izracunajte volumen rotacijskoga tijela nastaloga rotacijom krivulje y=( n
x—

iznad intervala [2,+oo> oko osi ordinata.

Rjesenje: Koristeéi formulu za racunanje volumena rotacijskoga tijela nastaloga
rotacijom ravninskoga lika oko osi ordinata dobivamo:

zamjena:

t=x-1,

x-%-dx: g _H_L C ~ :2.;;.."”;1.
(x=1 dt=(x—-1) -dx=(1-0)-dx =dx, 't

2> 2-1=1,

oo > lim (b—1) = +oo

b—>+oo
b b b
) t+1 ) t 1 ) 1 1
—2-71'-}712}0 I 5 'dtJ_Z'E'blgﬂo[.!.(,?—'_,?)dt}_Z'E'bliﬂ[!(7+,7}'dl}_

b
=2.7- lim .[(t*2+f3)-dt :z-n-limL(L-tz*#L t“‘}
1

b—>+oo

b
=2-7-lim (—1— 12) =2-7-lim —L—%—(—l— 12) =
b—>+oo t 2-t X b—>+oo é 2-b 1 2-1
1 3 .
=27 O—O+1+§ :2-71'3:3-7z'kub.Jed.
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0
3. Izracunajte nepravi integral I = j 4-t-¢*"-dt.

—oo

Rjesenje: Koriste¢i definiciju nepravoga integrala kojemu je interval integracije nije

omeden odozdo dobivamo:

U4 t-e* dtj—

u=4-t
I =lim

a—>—oo

du=(4-1) -dt=4-dt

o
—j > dt—E

dv=e*-dt

0 1 0 0
. — — 2 13 42 _ L2 |
_}EEQ (4t ja :[ 2 —ull)ni[(Zte )a :[26 j—

. 2 0 1 2 ’ . 2 2 0 . 2
= lim (2-t-e") - Z-E-e" = lim ((Z-I-e"—e") ):hm (((Z-I—l)'e")
- tm| [ 21 ‘ }—}% (25 -2t -2
_ hm( 1)—11’11(2 1)2_1_ 111'11 M :_1_ 111'11 [%j:

e e == (o) S o2 (22ea)
2 . 1 . 3
=—1-lm| ———|=-1+lim| — |=-1+1lim | e =—1+0=-1.
a——o e ( 2) a—s—w| @7 a——o

-1

2
[zrac¢unajte nepravi integral I = j

X 242, x+2

Rjesenje: Analogno kao u prethodnom zadatku dobivamo:

)

zamjena:
t=x+1,
-1 2 '
I= - ——dx= j de=1{dr=(x+1) -dv=(1+0)-dx=dx,
el 2 2 x+1 .
xX+— | — +2 —oco = lim (a+1) =—
1-2 1-2 a——e
—1—>-1+1=0
0 0 0
2 1 1
= -dr = =2-lim -dt |=2- lim ((arctg ¢
;[tz+1 s a%—w[{tzﬂ j a—- w(( s )| )
=2-lim| arctg O—arctga |=2-| 0— r =2-z=7£.
a——ee — 2 2

+7)
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5. Izracunajte nepravi integral I = .[

1
2
In2 dx.

2
o X-In"x

Rjesenje: Uocimo da podintegralna funkcija nije definirana za x=0, tj. u donjoj

granici intervala integracije. Koristenjem definicije nepravoga integrala kojemu

podintegralna funkcija nije definirana u donjoj granici intervala integracije slijedi:

zamjena:
. t=Inx,
3 In2 , 1 “21n2
I=1im | [—=—-dx|={dr=(Inx) -dx=—-dx, =lim| [ —=-dr |=
a—0+ a.X'lIl X X a—0+ ke t
atIna,
1 1
——>In| — |=ln1-In2=0-In2=-In2
2 2
—In2 1 —In2 1 —In2
=(In2)- lim j £2.dt |=(n2)- lim ( -x“} =(n2)- lim (—j =
a—0+ o a—0+ 241 na a—0+ t na
=(n2)- lim 1,1 =(In2)- L oiol=m2L =1
a=0+| —In?2 M In2 In2
2
6. Izracunajte nepravi integral I = .[ -dx.
0

Rjesenje: Uoc¢imo da podintegralna funkcija nije definirana za x=2, tj. u gornjoj

granici segmenta integracije. Koristenjem definicije nepravoga integrala kojemu

podintegralna funkcija nije definirana u gornjoj granici intervala integracije slijedi:

2 .

—}L‘?_U o J‘}Lz_[ sz_—,dx}@,}:%z[fm j

zamjena:

t=2-—x,
=Jdr=(2-x) -dx=(0—1)-dx =—dx & dx=—dt, ; =

02-0=2,

b—>2-b

. (1 [t 1 (73

=x/§-bh£1_[£j-(—dt)j=\/§-}}1£1_[2L$-dtj=x/§-}71131_[2:[bt2 -dtjz
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2

-1, 1
=2 1lim 11 g2" =2 lim (242}

2

=\/§-1im((2-\/;)

b—2—

b—2— - b—2—
—+1
2

2-b
2-b

<22 i (V] =2t 2 2B |- 2B (2 -0) =224

7. Rijesite rekurziju:

1 .
a,= (1"‘_)“%—1’ zasvakine N, n22,
n
a, =1.
Rjesenje: Uocimo da za svaki ne N, n>2, vrijedi identitet:

1+l=n+y

n n

Primjenom metode teleskopiranja dobivamo:

a, =1,
2+1 3
a2=7-a1=5-a1,
3+1 4
B Gy
4+1 5
a4:T. SZZ.aS,
n+l
an: n—1
n
a-a, - a,- - da a :(a a.-a.-d a ) 12&2 n+l
1 2 3 4 n 1 2 3 4 n—1 2 3 4 n ’
n+l 1
an: :—n+_
2 2
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8. Rijesite rekurziju:

{an =a, +2-n, zasvakine N, n=>2,

a =1.

Rjesenje: Koristit ¢éemo formulu za zbroj prvih n ¢lanova aritmetickoga niza (b,) N

n/ne

Snzg-(bl+bn), Vne N.

Primjenom metode teleskopiranja dobivamo:

a, =1,
a,=a,+2-2,
a,=a,+2-3, ¢+

a =a, +2-n
a+a,+a,+..+a,=(a+a,+..+a,_)+1+2-2+2-3+..+2-n),

n-(n+1)

a,=1+2-2+2-3+..4+2-n=2-(1+2+43+...+n)-1=2- ~1=n*+n-1.

9. Rijesite rekurziju:

a,=9-a _,—8-a, ,, zasvakine N, n2>3,
a, =11, a, =67.

Rjesenje: Pripadna karakteristicna jednadzba glasi:
k>*=9-k-8<k*>-9-k+8=0.
Njezina su rjesenja k, =1, k, =8. Zbog toga je opce rjesenje rekurzije:
a =B-1"+A-8"=A-8"+B, A,Be R.
Nepoznate konstante A, Be€ R odredimo iz pocetnih uvjeta:

l1=q,=A-8'+B, (8-A+B=11,
& (A,B)=(1,3).

=
67=a2=A~82+B 64-A+B=67
Dakle, rjesenje zadatka je niz:

a,=8"+3.
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10.Rijesite rekurziju:

a,=10-a, ,—25-a, ,, zasvakine N, n =3,
a, =25, a, =200.

Rjesenje: Pripadna karakteristicna jednadzba glasi:
k*=10-k—25< k> —10-k+25=0.
Ona ima jedinstveno rjesenje k =5. Zbog toga je opce rjesenje rekurzije:
a,=(A-n+B)-5", A,Be R.
Nepoznate konstante A, Be€ R odredimo iz pocetnih uvjeta:

25=a,=(A-1+B)-5", A+B=5,
& < (A,B)=(3,2).

200=a, =(A-2+B)-5 2-A+B=8
Dakle, rjesenje zadatka je niz:
a,=3-n+2)-5"

B 3n
oo 1
11.Dokazite da je red Z(”;)

— konvergentan. Sve svoje tvrdnje precizno
3
=0 (21’ +1)

obrazlozite.

Rjesenje: Primijenit ¢emo Cauchyjev kriterij. Budué¢i da su i brojnik i nazivnik
opéega clana reda prirodni brojevi, ne koristimo apsolutne vrijednosti. Tako imamo

redom:
_i G
r=lim| » =lim| ———— |=
" " (2:n7+1)
1+3- ! +3- ! + !
_hm[n6+3-n4+3-n2+lj_hm n’ ot a® |_143:043:040 1
el 4t +ani+l ) e 11 © 444.040 4
4+4-;+E

Odatle zakljucujemo da je zadani red konvergentan, Sto smo i trebali dokazati.
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2
n +n+l

12.Dokazite da je red z

n=0

konvergentan. Sve svoje tvrdnje precizno obrazlozite.

n

Rjesenje: Primijenit ¢emo D'Alembertov kriterij. Budué¢i da su brojnik i nazivnik
opéega c¢lana reda prirodni brojevi, pri racunanju granic¢ne vrijednosti ne koristimo

apsolutnu vrijednost. Tako imamo redom:

n*+n+l1 m+1)>+(m+D)+1 n*+2-n+l+n+1+1 n*+3-n+3
a =—mmm=a = = =

n Sn n+l 5n+l 5n+l 5n+l
n*+3-n+3
a,, 5% n*+3-n+3
a, n’+n+l 5-(n2+n+1)
5]1
1+3-1+3-i
.| n*+3-n+3 . n o2 | 1430430 1
r=Ilim —— =lim 1 :5 13040 :§<
5.(n +n+1) 5.(1++2j (1+0+0)
n n

Odatle zakljucujemo da zadani red konvergira, sto smo i tvrdili.

= 1
13.Dokazite da je red ﬂkorwergentan. Sve svoje tvrdnje precizno obrazlozite.
n=l n- n+

Rjesenje: Primijenit ¢emo Raabeov kriterij. Buduéi da su i brojnik i nazivnik opéega

¢lana reda prirodni brojevi, ne koristimo apsolutnu vrijednost. Imamo redom:

an:;:anﬂz 1 = ! =
n-(2-n+1) (n+l)-2-(n+DH+1) (n+1)-(2-n+3)
1
a,, (+D-2-n+3) n-Q2n+l) _ 2:n’+n
a, B 1 _(n+1)~(2~n+3)_2~n2+5~n+3
n-(2-n+1)

n 2-n*+5-n+3 n 2-n*+5-n+3

1
. 4-n+3 ( 4nP+3n ) 43
=lim| n'| ———— | |=lim| —————|=lim =
n 2:n"+5-n+3 n\2-n"+5-n+3 n 1 3.i
2

n? 2-n°+5-n+3—(2-n*+n
rzlim(n(l—ﬂjj:hm n-{ ( )J -

245 —+
n n

4+3-0

__ 430 2
2+5-0+3-0 2

Odatle zakljucujemo da zadani red konvergira, sto smo i tvrdili.
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14.Dokazite da je red z >

N konvergentan. Sve svoje tvrdnje precizno obrazlozite.
e N+

Rjesenje: Uoc¢imo da se predznaci ¢lanova reda pravilno izmjenjuju: +, -, +, -, ..,
sto znaci da je zadani red alternirajuéi. Zbog toga primjenjujemo Leibnizov kriterij.

Oznac¢imo b, = ,VneN. Niz (b)), je strogo padajuéi niz pozitivnih

n®+1

racionalnih brojeva (jer je funkcija f:N—N, f(n)=n’+1 strogo rastuéa) i ima
grani¢nu vrijednost L =0. Dakle, polazni red je konvergentan, sto smo i tvrdili.

15.Dokazite da je red ze_2 divergentan. Sve svoje tvrdnje precizno obrazlozite.

n=l1

Rjesenje:  Primijenimo Cauchyjev kriterij, pri c¢emu koristimo jednakost

lim(ﬁ/;)zl. Uoc¢imo da su e", n>>0,Vne N, pa ne moramo koristiti apsolutne

vrijednosti. Imamo redom:

) e" . | Ne" ) e e
r=lim| y/— |=1lim =lim s |=F5=e>1.
n n n n[n2 n (%) 1

Prema Cauchyjevu kriteriju, zadani red je divergentan, sto smo i tvrdili.
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(x+1)

16.Odredite podrucje konvergencije reda z

n=1

Sve svoje tvrdnje precizno

obrazlozite.

Rjesenje: Primijenimo Cauchyjev kriterij. Buduéi da ne znamo predznak izraza

x+1, moramo koristiti apsolutnu vrijednost. Imamo redom:

lim (x+1D)" Ylx+1]" Lim |x+1| |x+1| |x+1|
r: = = .
n n-2"" f g1 n - 1.2 2
tn-2
—_ =

-1 =20=

Zadani red C¢e (sigurno) konvergirati ako vrijedi r<1. Zbog toga rijesimo

nejednadzbu r <1 po nepoznanici z koristeci (|x| < a) & (-a<x<a), Va>0:

x+1]
<lelr+]<2e 2<x+l<2e 2-1<x<2-1e -3<x<l e xe (-31).

Preostaje provjeriti konvergenciju reda u slucajevima kad je r=1
xe{-3,1}. Za x=-3 dobivamo red:

, odnosno

(=3+D)" (=2 (=D"-2" (= 1) 2_, 5D
z 2nl z 2nl z 2nl z HZ:; n '

n=l1 n=l1

+oo _1 n
Red z( )
n=l1 n
1
primijeniti Leibnizov kriterij. Niz b =— je strogo padaju¢i niz pozitivnih
n

00 _1 n
racionalnih brojeva i ima grani¢nu vrijednost jednaku 0. Zbog toga red 2-2( )
n=l1 n

konvergira.

Za x=1 dobivamo red:

A+D" 20 2ol
Zn_zn_l—;n.znl—zn—zz )

n=l1

Red z— je harmonijski red i on je divergentan. Zbog toga red 2- z divergira.

n=l1

Dakle, trazeni interval konvergencije je [—3,1>.
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& (x—2021)"
17.0dredite podrucje konvergencije reda z&
n=l1

7 . Sve svoje tvrdnje precizno
n
obrazlozite.

L e . e T e . —2021)*"
Rjesenje: Primijenimo Cauchyjev kriterij. Primijetimo da je %20, Vxe R,
n

pa ne koristimo apsolutnu vrijednost. Koristimo i jednakost lim(ﬁ/; )zl Imamo
redom:

= (x—2021)%

. (x—2021)>" [ 4/ (x=2021)%" .| (x=2021)*
r=lim| sj—————— |=lim| V———— | = lim| ————
n Jn n o Jn n n
ey

Prema Cauchyjevu kriteriju, zadani red konvergira ako je r<1. Odatle je
(x—2021)* <1. Odatle slijedi |x—2021|<1, odnosno —-1<x-2021<1, odnosno

2020 < x <2022, pa zaklju¢ujemo da je xe (2020,2022).

Preostaje ispitati konvergenciju zadanoga reda za x=2020 i za x=2022. Ocito je:

(2020-2021)*" = (-1)*" =((-1)*)" =1" =1,
(2022 -2021)°" =1*" =1,

1 &l
pa u oba slucaja dobijemo red z—zz—l Rije¢ je o Dirichletovu redu za
n=1 V1 n=l 5
n

p =%. Taj red divergira.

Tako zaklju¢ujemo da

je podrucje konvergencije
(2020,2022) .

zadanoga reda interval
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. v .. < (x—1D)"
18.Odredite podrucje konvergencije reda z .
= (n+1)!

Rjesenje: Primijenit ¢emo D'Alembertov kriterij. Budué¢i da ne znamo predznak

izraza x—1, moramo koristiti apsolutnu vrijednost. Imamo redom:

4= (x_l)n Ly 1 _ (x_l)n+l _ (x_l)n+l
"o (n+])! " (m+D+D! (n+2)!
(x_l)n+l (x_l)n+l
Ay _ (n+2)! _ (n+2)-(n+1)! _ x—1 -
a, (x=1)" (x=1)" n+2
(n+1)! (n+1)!
F=Tlim[ 2L :hm[ﬂjzo.
nln+2 n\ln+2

Posljednja grani¢na vrijednost je jednaka nuli jer za varijablu (prema kojoj trazimo
grani¢nu vrijednost) smatramo n, dok z u tom istom izrazu smatramo konstantom.
Dakle, vrijednost r jednaka je 0 za svaki xe R, pa zakljucujemo da zadani red
konvergira za svaki xe R. Prema tome, trazeno je podrucje konvergencije skup R .
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19.0Odredite podrucje konvergencije reda
POCTte] senel) Z; 742021

ij. Ocito su €*", n*+2021>0 za

Rjesenje: Primijenit éemo D'Alembertov kriterij
svaki xe R isvaki ne N, pa ne koristimo apsolutnu vrijednost. Imamo redom

2:n-x+2-x 2:n-x+2-x
e

eZ-n-x e2-(n+1)-x e
a =————=qa = = = =
" n?+2021 "+ D)? 42021 n?+2-n+142021 n®+2-n+2022
eZ-n-x+2-x 1
1+2021-—
G _n’42.042022 (W H2021 L. TN
n*+2021 n n’
1
142021
r=lim R A O o g
14242022 1+0+0
n n

Zadani red (sigurno) konvergira ako je e** <1. Odatle prirodnim logaritmiranjem

obiju strana nejednakosti slijedi 2-x <0, odnosno x <0

Preostaje ispitati konvergenciju reda za x=0. U tom sluc¢aju dobivamo
1 —= 1

& et & 1 & 1
+ = + .
Z 242021 Z 2+2021 T 022021 ,,Z:;n2+2021 2021 ;n2+2021

n=0 1 n=0 N

Odatle zakljuéujemo da dobiveni red konvergira ako i samo ako konvergira red

< 1 < 1
22—. No, konvergencija reda 22— slijedi izravno iz rezultata
n”+2021 = n +2021

n=l1
zadatka 12. s vjezbi (za p=2 i &=2021.) Prema tome, polazni red konvergira i za

x=0.

Tako zakljucujemo da je trazeno podrucje konvergencije interval <—oo O]
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e (1-2)
20.0dredite podrucje konvergencije reda 2—3 Sve svoje tvrdnje precizno

n=l1 2”

obrazlozite.
Rjesenje: Primijenit ¢emo Cauchyjev kriterij. Buduéi da ne znamo predznak izraza

1—x , moramo koristiti apsolutnu vrijednost. Imamo redom:

n
l—xz‘

=i ﬁ =i I‘HZ‘ ; =‘11_.1§2‘:\1‘x2\=\x2-1\-

—20=1 \ =1

Zadani red C¢e (sigurno) konvergirati bude li r<1. Tako dobivamo nejednadzbu

‘xz - 1‘ <lkoja je ekvivalentna nejednadzbi —1<x*—1<1, odnosno nejednadzbi

0<x”><2. Odatle uzimanjem drugoga korijena slijedi O<|X|<\/§. Ta je

VZ<x<i,

nejednadzba ekvivalentna sustavu { 0 ¢ije je rjesenje skup
x#
(—V2.v2)\{o}.

Preostaje ispitati konvergenciju polaznoga reda za xe {—\/5,0,\/5}.

=(1-2) & (-
Za xe{—\/z,\/z} dobivamo red HZ_;‘(Z-nz :;(Z-nl . Oznacimo li a, :#, onda

lagano vidimo da je niz (a,) . strogo padajuéi niz strogo pozitivnih racionalnih

brojeva c¢ija je grani¢na vrijednost L:Iim( ij. Primjenom Leibnizova

n 3

2-n

kriterija zakljuéujemo da polazni red konvergira za xe {—\/5,\/5}

, 2(1-0) &1 &1 1l S
Za x=0 dobivamo red HZ:; S :;2.#:;2."3 :E;? Red ;; je

3

1 &1
Dirichletov red za p=3, pa taj red konvergira. Zbog toga je i red —-z—
n:ln

konvergentan, Sto znaci da zadani red konvergira i za x=0.

Tako zaklju¢ujemo da je trazeno podrucje konvergencije segment [—ﬁ,ﬁ}
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21.Funkciju f(x)=6-x-Inx aproksimiramo Taylorovim polinomom 7; stupnja 3 oko

tocke ¢ =1. Izracunajte T,(1.1).

Rjesenje: Odredimo vrijednosti zadane funkcije i prvih triju njezinih derivacija u

tocki ¢. Imamo redom:

f(x)=6-x-Inx, f()=6-1-In1=6-1-0=0,
f'(x):6-1nx+6-x-1:6~1nx+6 F(1)=6-In1+6=6-0+6=6,
X
f"(x):é-l:é.x‘l, fh=6-1"=6,
X
f)=-6-x7, 7" 1) =—6.

Tako slijedi:
_ 6 _1\! 6 _1)\2 _6 _1\3 — _ _1\2 _ _1\3
T3(x)—O+F-(x 1) +5-(x 1) +?-(x ’=6(x-D+3-(x=1)’-(x-1)’ =
7,.1)=6-0.1+3-0.1 =0.1° = 0.629.

Napomena 1. Koriste¢i program WolframAlpha dobije se f(1.1) =0.62904719.

Relativna pogreska aproksimacije iznosi priblizno 0.0075%.

22.Funkciju f(x)=3-¢"-sinx aproksimiramo MacLaurinovim polinomom M, stupnja
3. Izracunajte M,(=0.1).

Rjesenje: Odredimo vrijednosti zadane funkcije i prvih triju njezinih derivacija u

tocki ¢. Imamo redom:

f(x)=3-¢"sinx, £(0)=3-€"-sin0=3-1-0=0,
f(x)=3-¢"-(sinx+cosx) f (0)=3-¢"-(sin0+cos0)=3-1-(1+0)=3,
£ (x)=6-¢"-cosx, £ (0)=6-¢"-cos0=6-1-1=6,

f(x)=6-€"-(cosx—sinx), f (0)=6-¢"(cosO—sin0)=6-1-(1—0)=6.

Tako slijedi:

M3()c)=0+§-)cl+£-x2+g-x3 =X +3- X +3- x>
1! 2! 3!

M,(=0.1) = (=0.1)’ +3-(=0.1)* +3-(=0.1) = -0.271.

Napomena 2. Koristeé¢i program WolframAlpha dobije se f(—0.1) = —0.27099903.

Relativna pogregka aproksimacije iznosi priblizno 3.57-107*%.
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23.Funkciju g() = 0" aproksimiramo Taylorovim polinomom 7, stupnja 2 u okolini
tocke ¢ =10. Izracunajte 7,(10.2).

Rjesenje: Odredimo vrijednosti zadane funkcije i prvih dviju njezinih derivacija u
tocki ¢=10. Imamo redom:

g (l‘) — el()()—t2 g (10) — el()()—l()2 — el()()—l()() — eo -1
g'(t) =_D2.¢- el()()—t2 g'(l()) —=-2.10-¢ 100-10* _ 20,
g"(l,) — (41,2 _2)'6100_t2 g"(lo) (4 102 2) 100-10? :398.

Tako slijedi:

Tz(t):1+_1—2’0-(t—10)‘ ﬁ (t—10)* =199 (¢ —10)> —20- (£ —10) +1 =>

T,(10.2)=199-0.2* —=20-0.2+1= 4.96.

Napomena 3. Koristeéi program WolframAlpha dobije se g(10.2) =0.0175974724.
Relativna pogreska aproksimacije iznosi priblizno 28 086%. Ova ogromna pogreska
posljedica je ,premaloga“ stupnja polinoma kojim smo aproksimirali polaznu

funkciju.
24.Izrac¢unajte  koeficijent uz x° u MacLaurinovu razvoju realne funkcije

f(x)=x-cos(4-x) u red potencija.
Rjesenje: Znamo da MacLaurinov razvoj u red funkcije g(x)=cosx glasi:

400 (_l)k . x2-k x2 x4 x6
cosx=) ————=]-"—+————+
= (2-k)! 2 24 720

U ovaj red umjesto x uvrstimo 4-x:

S ED 40 (=D"-4** 2
cos(4-x)—; 20! kz(; 20! .

Dobiveni red pomnozimo s z:

1 42k 2-k+1
f(x)=x-cos(4-x)= z((z) o v

Clan toga reda koji sadrzi x® dobijemo za 2-k+1=3, tj. za k =1. Zbog toga trazeni

(—1)k - 42+
(2-k)!

koeficijent racunamo tako da u izraz uvrstimo k =1. Konac¢no imamo:
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(-D'-4" _(-D-16
a, = = =-8.
21! 2

25.1zracunajte koeficijent uz ¢* u MacLaurinovu razvoju funkcije g(f) =e® —3-cos’t.
Rjesenje: Primijenit ¢emo identitet

cos2t=l+l-cos(2-t)
2 2

Tako je
3 3
1) =e®" —=-cos(2-1)—=.
g() 5 (2-1) 5
Zmnamo da vrijede jednakosti:
N
= —f s
oo n!
~+oo _1 n
cost = u-tz'".
= (2-n)!

U prvoj jednakosti umjesto ¢ pisSemo 6-¢, a u drugoj umjesto ¢ piSemo 2-t.

Dobivamo:

—Z— (6-1)" _+Z— t"

no n! noo !
(-1)"

=n"-2>" o
cos(2-1) = ;(2 )’ . HZ(; Y .

U prvom od tih dvaju redova ¢lan koji sadrzi ¢* dobijemo za n=4, dok u drugom
redu takav clan dobijemo za 2-n=4, tj. za n=2. Slobodni ¢lan u funkciji g ne
utjece na vrijednost koeficijenata uz potencije varijable t. Zbog toga je trazeni
koeficijent jednak:

6 3 (-D*2? 6'-3-2 1296-24

_ = =53.
4 2 (22! 4! 24
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26.4-periodicna funkcija f:R — R ima svojstvo:

2 zate|0,2],
TO=,, zare (2,4).

a) Iskljuc¢ivo graficki provjerite valjanost Dirichletovih uvjeta za funkciju f na
segmentu [0,4]. Sve svoje tvrdnje precizno obrazloZite.

Rjesenje: Nacrtajmo graf funkcije f na segmentu [O, 4] . Dobivamo sliku 12.

1 |
u
Al
ol

t
O i 3 ] T

Slika 12.

Iz slike vidimo da funkcija f na segmentu [O, 4] ima toc¢no jednu tocku prekida

prve vrste (to je t=4) i da nema nijedan strogi lokalni ekstrem. Zbog toga
vrijede oba Dirichletova uvjeta.
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b) Aproksimirajte zadanu funkciju na segmentu [O, 4] Fourierovim polinomom F,

stupnja 3.

Rjesenje: U ovome su slucaju x,=0 1 T =4, pa racunamo redom:

.([f(t) dr=— Uf(t) dt+If(t) dtj ~££2~t~dt+£4~dtj:i((tz)z

22—02+4-(4—2)):%~12:3,

+(4-r)|‘2‘):

—_—

an:%'j‘f(t)'ms[n.”'tj' :% Uf(t) cos [Tﬂ j dt+.[f(t) cos (Tﬂ I)dtj:

Il
N | =
7 A=
O ey 1O
[\
~
(@]
O
/ﬁ\
\S] \S]
‘N ‘
;/
N'—.-b
/ﬁ\
[\
‘1\4
;/
o
~
N——
Il

zamjena:

n-w 2
X=——- 1t t=—:-1x,
2 n-w

. . 2
=It~cos[n ”~tj~dt+2~jcos[n ”~tj~dt= dt =——-dx,

0 5 n-mw
00,
2 n-7,
4=2-n-7w
nw 2 2n-w
=I—~x cosx-——-dx+2 cosx-——-dx=
o N7 n-mw e n-7z

o) 2 nrm o) 2n-rw
2[—j .[x cosx-dx+2-——- I cosx-dx=
nrm) n-mw

nm

2 Y . 4 n
2[—j ~((cosx+x~sinx)|2”)+—~((sinx)| "”):
n-mw i

n-7zw

I
VR
3]
S
[\e]

‘| cos(n-m)+n-x-sin(n-w)— (cosO+0 sinQ) |+
%K_J %f_/

=1y =0 =

4 ~[sin(2~ n-7x)—sin(n- 7[)} =
/4 - —

=0 =0

2 12 '((_l)n _1) -

S 2 Za neparne n,
— n . 7z'

0, inace.
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zamjena:

n-zw

2
X=——t&St=—-x,
2 n-zw

dt=i-dx,
n-x
00,

2> n- 7,

4—2-n-7w

nmw

2 nrm 2-n-x

|

-((sinx—x-cosx)

x-sinx-dy+2 ———. j sin x-dx =
n-mw

n-w
nmw 2nmw
0 nz

‘| sin(n-zZ)—n-mw-cos(n-7)—(sin0—0-cos0) |—
T —— “’—':0 ﬁ/—‘_o
= =(71)n =

n-zw

'((COS X)

b

n-zw

| cos(2-n-7)—cos(n- ) i-((—l)"*l—1+(—1)")= Vne N.
~ R n-mw

="

Sada lako nalazimo da je trazeni polinom (vidjeti sliku 13.):

3 oo
—-f 2'COS
2 9.7

8

3.
E{)=3-—
T

2

2 .
—_. 1) —
SlI’l(?Z )

——-sin
T

.,j_

4

3-

Slika 13.
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27. - periodi¢na funkcija f:R — R ima svojstvo:

0, zate<0,£>,
2
T
T—t, zate|—,m|.
[2 }

a) Isklju¢ivo graficki provjerite valjanost Dirichletovih uvjeta za funkciju f na
segmentu [0,7]. Sve svoje tvrdnje precizno obrazloZite.

f=

Rjesenje: Nacrtajmo graf zadane funkcije na segmentu [0,75]. Dobivamo sliku
14.

-

O T2

Slika 14.

Iz slike vidimo da funkcija f na segmentu [O,n’] ima tocno jednu tocku prekida

. T . . v . v
prve vrste (to je t=5) i da ima tocno jednu tocku strogoga lokalnoga ekstrema

(to je tocka T = (%,%j ). Zbog toga vrijede oba Dirichletova uvjeta.
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b) Aproksimirajte zadanu funkciju na segmentu [0,75] Fourierovim polinomom F,

stupnja 4.

Rjesenje: U ovome su slucaju x,=0 1 T =x, pa racunamo redom:

=— If(t) dt =

>~1|H
N\ﬁ'—.ﬁ
—_
3
|
-~
N—
o
~
Il
3|~
VR
3
~
|
N | =
<
(3}
N

zamjena:
5z ) 5 7 X=T—t—=St=T—X,
anz_'_[f(t)cos[ .n'”~tj~dt = I(ﬂ t)-cos(2-n-t)-dr =<dr =—dx,
Ty P2 Tz
2

ST

0

2 (- 1)”—1 ———, zaneparne n,
=—- >+l cos(n-z)+n-x-sin(n-7)— (cosO+0) ———=<n"-7
T 2-n)y |—— —_— 2-7-n’ o
=(-1)" =0 0, inace.
zamjena:
2 x 5. 5 7 X=X—t&t=1T—X,
— If(t) s1n[ il tj dt=— .[(7[ t)-sin(2-n-t)-df =4dt =—dx,
Tz P2 Ty
B T 7
—Pr-—==,
2 2 2
T x—-7=0

x-sin(2-n-x)-dx=

SYEMENWN

2 Ix sin(2-n-(r—x))-dx= [ 2)
T T

NIE}

-2 1 .
—[7j [(2.’1)2 ~(s1n(2~n~x)—2~n~x~cos(2~n~x)j

0
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(2] L sin(n-2)-n-7-cos(n-m)~ (sinQ-0) | = DT _CV g, oy
7T ) (2-n) — —_— 4-w-n 2-n
h D
Budu¢i da su clanovi Fourierova reda oblika a, -cos(2-n-t), odnosno
b, -sin(2-n-t), sve clanove polinoma F, dobit ¢emo uzimaju¢i n=12. Tako

imamo:
F, (1) :z_l‘cos(z‘f)—l‘Sin(2-t)+l-sin(4-t),
8 7« 2 4

Dobiveni Fourierov polinom prikazan je crvenom bojom na slici 15.

F 9

B

TS
FLps

i
O \/ w2 x

Slika 15.
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28. Neparna (2-7)-periodi¢na realna funkcija g:R — R ima svojstvo:
g1)=6-7, zate(0,7).

a) Iskljuc¢ivo graficki provjerite valjanost Dirichletovih uvjeta na segmentu
[—75,75]. Sve svoje tvrdnje precizno obrazlozite.

Rjesenje: Nacrtajmo mnajprije graf zadane funkcije na segmentu [—75,75].

Dobivamo sliku 16.

671 o

t

—r : g 4
-t 0 s

r SJL‘I)

Slika 16.

Iz slike 1. vidimo da na segmentu [—75,%’] zadana funkcija ima tocno tri prekida

(t=—-m,t=01 t=rm), a nema nijedan strogi lokalni ekstrem. Zbog toga vrijede

oba Dirichletova uvjeta.

b) Neka je P skup svih tocaka prekida funkcije ¢ na segmentu [—75,75]. Za svaki

p € P izracunajte zbroj Fourierova reda funkcije g na tom segmentu.
Rjesenje: Odmah imamo:
1 . . 1
S(—m)=S(x) ZE( 1(1In> g+ hrrlg(t))za-(—6-7£+6-7£) =0,

1 . 1
S(0) —5-(}Lr£g(t)+tlir£g(t))—5-(—6-7£+6-7£) 0.
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c) Aproksimirajte zadanu funkciju Fourierovim polinomom 3. stupnja na segmentu

[-7, 7].

Rjesenje: Prema pretpostavci, funkcija ¢ je neparna. To znaci da njezin razvoj u
Fourierov red sadrzi samo ¢lanove oblika b, -sin(n-t), ne N. Odredimo analiticki

)

izraz za Eulerove koeficijente:

b, =£-I6-E-Sin(n-t)-dt=£-6-7Z-J.Sin(n-t)-dt=12-£[(—1j-cos(n-t)J
T z ° n

24
-12 z\ 12—-12-cos(n-x —, Za neparne n,
=(—n j-((cos(n-t))|0)= (n-7) _ n P
0, za parne n
= b =24, b, =8.

Dakle, trazeni polinom je:

F,(t)=24-sint+8-sin(3-1).

.

el B9,  JEOR
/v\
R e

[ B  ed

Vidjeti sliku 17.

Slika 17.
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29.Parna (2-7)-periodi¢na realna funkcija g:R — R ima svojstvo:
t
g(t)y=—, zate[-7,0].
T

a) Isklju¢ivo graficki provjerite valjanost Dirichletovih uvjeta na segmentu

[—75,75]. Sve svoje tvrdnje precizno obrazlozite.

Rjesenje: Nacrtajmo mnajprije graf zadane funkcije na segmentu [—75,75].

Dobivamo sliku 18.

=+

-t

=14
Slika 18.

Iz slike vidimo da je funkcija ¢ neprekidna na zadanom segmentu i da na tom
segmentu ima tocno jednu tocku strogoga lokalnoga ekstrema (ta je tocka O).
Dakle, vrijede oba Dirichletova uvjeta.

b) Funkciju g razvijemo u Fourierov red na zadanom segmentu. Izracunajte zbroj

toga reda u svakom od krajeva segmenta.

Rjesenje: Odmah imamo:

Sem =@ =2 lim g+ lim ¢() =%-<—1+<—1>)=—1.

1
2
c) Aproksimirajte zadanu funkciju Fourierovim polinomom 3. stupnja na segmentu

[-7, 7].

Rjesenje: Prema pretpostavci, funkcija ¢g je parna. To znaci da njezin razvoj u
Fourierov red sadrzi samo clanove oblika a, -cos(n-t), ne N,. Odredimo

analiticki izraz za Eulerove koeficijente Fourierova reda:

1 1St 11 ¢ (1)) 1 1LY 1
=— Hdt=—-| —dt=——- | t-dt=—|| =t =—|0-=7" |=—,
% ﬂ'[[g() 7['[[7[ 7[7[[[ ~\\2 ). | 7 2 2
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2 ¢ 2 ¢t
anz—-Ig(t)-cos(n-t)-dtz—-I—-cos(n-t)-dtz
T T

=%.[(iz-(n-t-sint+cos(n-t))j

T n

2 2

)

zaneparne ne N,

0 za parne ne N.

4
9.7

1:—2, 3_
T

5.

Dakle, trazeni polinom je:

Vidjeti sliku 19.

1 4 4
F.(t)=——+—"-cost+
3() 2 7[2 9 2

am

1 0
— I -cos(n-t)-dt =
ﬂ. -T

— | l—cos(n-(-7)) |=

=cos(n-1)

-cos(3-1).

.

Slika 19.
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30.Za svaki xe R oznac¢imo s LxJ najveci cijeli broj jednak ili manji od z. Neka je

f:R—>R funkcija definirana pravilom:
f(xX)=x—- LxJ .
a) Dokazite da je f periodi¢na funkcija i odredite joj temeljni period.

Rjesenje: Pretpostavimo da je P bilo koji period funkcije f Buduc¢i da je
D(f)=R, onda xe D(f)=x+Pe D(f) (jer je zbroj dvaju realnih brojeva

uvijek realan broj). Iz definicije perioda funkcije slijedi:

fx+P)=f(0)=>
x+P—Lx+PJ = x—LxJ =
P=Lx+PJ—LxJ, Vxe R.

Desna strana posljednje jednakosti je cijeli broj (jer je razlika dvaju cijelih
brojeva), pa takva mora biti i lijeva strana. To znac¢i da je Pe Z. Nadalje,
primijetimo da neovisno o dobivenoj jednakosti P=Lx+PJ—LxJ, Vxe R, vrijedi

sljededi ,lanac®:

LxJSx<LxJ+1<:>

| x|+ P<x+P<|x|+1+P &
Lx+PJ=LxJ+P<:>
Lx+PJ—LxJ=P, Vxe R, VPe Z.

Zbog toga je jednakost +P=Lx+PJ—LxJ istinita za svaki PeZ. Time smo

dokazali da je f periodi¢na i da je svaki cijeli broj njezin period. Temeljni period
te funkcije je, prema definiciji, njezin najmanji strogo pozitivni period, pa odatle
slijedi da je njezin temeljni period jednak najmanjem strogo pozitivnom cijelom
broju, a taj je jednak 1.

Zakljuc¢imo: f je periodi¢na s temeljnim periodom T =1.

b) Nacrtajte graf funkcije f na segmentu [0,0+T], gdje je T temeljni period

funkcije f. Provjerite valjanost Dirichletovih uvjeta za funkciju f na tom

segmentu.

Rjesenje: Vidjeti sliku 20. Graf funkcije f crtamo na segmentu [0,1]. Iz slike

vidimo da na tom segmentu funkcija fima tocno jedan prekid (u tocki x=1) i
da nema nijedan strogi lokalni ekstrem. Dakle, vrijede oba Dirichletova uvjeta.
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F N }_
1__
X
+—
0 1

Slika 20.

c) Odredite skup svih tocaka prekida funkcije f. Nadite zbrojeve Fourierova reda za

funkciju f na segmentu [0,0+T] za sve njezine tocke prekida koje pripadaju tom

segmentu.

Rjesenje: Primijetimo da za svaki ke Z vrijede jednakosti:
lim f(x) =1,
lim f(x)=f (k) =0.

Dakle, fima prekid u svakoj cjelobrojnoj tocki, pa je skup svih tocaka prekida
funkcije ¢ jednak Z .

U a) podzadatku smo dokazali da je T =1. Cijeli brojevi koji pripadaju
segmentu [0,1] su01il. Tako odmah imamo:

1

S(0)=S(1) =%-(1im f(x)+}i_)r}1f(x))=%-(0+1)= >

x—0+

d) Aproksimirajte funkciju f na segmentu [0,0+T] Fourierovim polinomom ¢iji su

¢lanovi prva cetiri ¢lana pripadnoga Fourierova reda.

Rjesenje: U a) podzadatku smo dokazali da je f 1-periodi¢na funkcija. Takoder,
za svaki xe [O, 1> je LxJ =0. Odatle slijedi da je

f(x)=x, Vxe[0,1).
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Tocka x=1 ne ,kvari“ odredeni integral funkcije f na segmentu [0,1]. Naime,
funkcija f na segmentu [0,1] je ogranic¢ena i ima konac¢no mnogo tocaka prekida

prve vrste, pa je integrabilna. Tako imamo redom:

aozjx~dx=(%~x2J =%-((x2);)=

0 0

1

o)=L a-0) =1
(1 0)_2(1 0=,

N | =

1
a,=2- Ix cos(2-n-mw-x)-dx=
0

2-{(%-(cos(2-n-;z'-x)+2~n'ﬁ'X'Sin(Z”'”'x)J J=
2-n-7)
2

=——|cos(2-n-7)+2-n-7w-sin(2-n-7)—(cos0+0) =%-(l—l)=0.
Qnr) (o — (2-n-m)
1
b =2 Ix sin(2-n-7-x)-dx =
0
1
=2[ > (sin(2-n-7- x)— 2n7rxc0s(2n7rx)JJ
0

= — Q-n-7Y nrx

:— [sm(z n-m)—2-n-x-cos(2-n-7r)—(sinQ— O)J L
2-n-x)’

Tako konacno dobivamo (vidjeti sliku 21.):

F(x)=l—l-sin(2-7£-x)—L-sin(4~7£-x)—L-sin(6-7£-x).
2 2- 3-x

Slika 21.
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3. POGLAVLJE:

OBICNE
DIFERENCIJALNE
JEDNADZBE
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1. Iskljucivo deriviranjem pokazite da je
y'=x'-C-x, CeR,
opce rjesenje obicne diferencijalne jednadzbe
2~x~y~y'—y2 =2-x.

Rjesenje: Koristedi pravilo za deriviranje implicitno zadane funkcije imamo redom:

(y?) =(¥-C-x) =
2-y-y=3-=C /«x
2-x-y-y' =3.x-C-x.

UvrStavanjem toga izraza i polaznoga izraza za y*> na lijevu stranu zadane
jednadzbe slijedi:

3-x° —C-)c—()c3 —C-x) =3 -C-x—x+C-x=2-%",
a to je upravo desna strana polazne jednadzbe. Time je tvrdnja zadatka dokazana.
2. Iskljucivo deriviranjem pokazite da je funkcija
y=2021-¢" —(x—2021)°
partikularno rjesenje obi¢ne diferencijalne jednadzbe
y -y =2
Rjesenje: Odredimo prve tri derivacije zadane funkcije. Imamo redom:

y =2021-¢* =2-(x—=2021)-(x—2021) =
=2021-¢" —2-(x—2021)-1
=2021-¢" —2-(x—2021),

y =2021-¢" —=2-(1-0)=2021-¢" -2,

y =2021-¢*—0=2021-¢".

Odatle odmabh slijedi:
V' =y =2021-¢" —(2021-¢" —2) = 2021-¢" —2021-¢* +2 =2,

sto je i trebalo dokazati.
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3. Rijesite Cauchyjev problem:

x-(siny)-y'+cosy=0,

Rjesenje: Transformirajmo zadanu obi¢nu diferencijalnu jednadzbu ovako:

x-(siny)-y' =—Ccosy=

+ —cosy —1 cosy -1
y=—{——=————=—-¢ctgy
x-siny x siny x

Vidimo da se radi o obi¢noj diferencijalnoj jednadzbi 1. reda sa razdvojenim

varijablama. Oc¢itamo:

£ =‘71, g(y) =ctg y.

Sva rjesenja jednadzbe ctgy=0 su y=%+k-7£, ke Z. Nijedno od njih ocito nije

jednako %, pa slijedi:

[ dy :j_—l.dx+c:>jtgy-dy=—1n|x|+c:>—1n|cosy|:—1n|x|+c.
ctgy X

1
Uvrstavanjem pocetnoga uvjeta (x =5, y =%j dobivamo:
—In|cos z :—lnl +C(:>—1nl =—In 1 +C& C=0.
3 2 2 2

Zbog toga je:

—1n|cos y| = —1n|x| = |cos y| = |x| => COS Yy =X & Yy =arccos X.

Apsolutne vrijednosti smo smjeli izbrisati jer iz pocetnoga uvjeta slijedi

I 1 .

—=— 1

2 2
) 1 D . ..

cos (Ej =5 > 0. Dakle, rjesenje zadatka je funkcija

y = arccos Xx.
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4. Rijesite Cauchyjev problem:

{X2 . y‘ —1= y2,
y@)=0.
Rjesenje: Transformirajmo zadanu obi¢nu diferencijalnu jednadzbu ovako:
X y' =y’ +1=
r v +1 1

ity

Vidimo da se radi o obi¢noj diferencijalnoj jednadzbi 1. reda sa razdvojenim

varijablama. Oc¢itamo:
1 2
f(X)Z?, g(y)=y +L

Polinom g(y)=y®+1 oito nema realnih nultocaka, pa slijedi:

_[ sly =J‘i2-dx+C:>arctgy:_—l+C.
vy +1 X X
Uvrstavanjem pocetnoga uvijeta (x =1, y=0) dobivamo:
1
arctg O=—I+C(:>O=C—1(:)C=1.
Zbog toga je:

1 1
arctgy=——+1 y=tg| 1-——|.
X X

Dakle, rjesenje zadatka je funkcija
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5. Rijesite Cauchyjev problem:

{x.y'—z.(lnx)-yzo,
y)=1.

Rjesenje: Podijelimo zadanu obi¢nu diferencijalnu jednadzbu s z. Dobivamo:

_21n_xy 0.
X

Vidimo da se radi o homogenoj linearnoj obi¢noj diferencijalnoj jednadzbi 1. reda.

Ocitamo:
In
p(x)=-2-—=,
X
pa slijedi:
| | zamjena:
[p-dv=[-2 "2 dv=(-2)- jﬂ dr=1{t=Inx, =(-2)-[r-dr=
dt=(1nx)'.dx=l.dx
X
=(—2)~%~t2 =—t’=-In’x,
y=C- PR L s PSR

Uvrstavanjem pocetnoga uvjeta (x=y=1) dobivamo:
1=C-¢""'&1=C-¢" o1=C-¢" = C=1.

Dakle, rjesenje zadatka je funkcija

Napomena 1. Vrijedi identitet:

In

e 2x — e(lnx)»(lnx) (elnx)lnx _ lnx vx > O

Zbog toga rjesenje zadatka mozemo zapisati u obliku

y=x
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. Rijesite Cauchyjev problem:

y +2-(ctgx)-y =0,

Rjesenje: Vidimo da se radi o homogenoj linearnoj obic¢noj diferencijalnoj jednadzbi
1. reda. Ocitamo:

p(x)=2-ctg x,
pa slijedi:

_[P(ﬂ'dx:IZ-ctgx-dx:Z-Ictgx-dxz2-1n|sinx

b

.2 C C
=C-|smx| = =
|SII’1X| Sin- x

ln(‘(sin )c)‘i2 )

y — C . e—2»ln‘sinx‘ — C e

(U posljednjoj jednakosti smo koristili identitet

|)c|2 =x?, Vxe R.)

. v . T .
Uvrstavanjem pocetnoga uvjeta (x :Z’ y= 2} dobivamo:

2= —— 2= S2=—2-C=2eC=1.

(5[]

Dakle, rjesenje zadatka je funkcija

=0

sin? x

Napomena 2. Koristili smo identitet:

e =x, Vx>0, Vae R.
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7. Rijesite Cauchyjev problem:

{x-y'+y—1=3-x2,
yd)=2.

Rjesenje: Transformirajmo zadanu obi¢nu diferencijalnu jednadzbu ovako:

' o1 1
Xy +y=3-x+1=y +;-y=3-x+;.

Vidimo da se radi o nehomogenoj linearnoj obi¢noj diferencijalnoj jednadzbi 1. reda.
Ocitamo:

p(x)= 1

, q(x)=3-x+l.
x x

Odredimo:

jp(x)-dxzji-dlenx,

jq(x)-ej””""" -dx=j(3-x+lj-el”-dx=j(3-x+lj-x-dx=j3-x2 dr+ [1-de=x"+1x,
X

x
y=e ™ -()c3 +x+ C) = eln([l)

-(x3+x+C)=x71-(x3+x+C)=C-x71+x2+1.
Uvrstavanjem pocetnoga uvijeta (x =1, y=2) dobivamo:
2=C-1"'"+I’+1 C+1+1=2< C=0.

Dakle, rjesenje zadatka je funkcija

y=x"+1.
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8. Rijesite Cauchyjev problem:
sin® x-y +sin(2-x)- y =cosx,
3
—-7 |=0.
’ (2 j

Rjesenje: Koristit ¢emo identitet sin(2-x)=2-sinx-cosx, Vxe R. Transformirajmo

zadanu obi¢nu diferencijalnu jednadzbu ovako:

Lo : + 2-sinx-cosx cosx
sin“x-y +2-sinx-cosx-y=cosx=y + — y=—
sin” x sin” x
2-cosx  cosx , _cosx
t———— Y= Sy +2:(ctgx) y=——3
sin x sin” x sin” x

Vidimo da se radi o nehomogenoj linearnoj obi¢noj diferencijalnoj jednadzbi 1. reda.
Ocitamo:

COS x

p(x)=2-ctgx, g(x)=———.
sin” x

Odredimo:
[ p(x)-dx=[2-ctg x-dx=2-[ctgx-dr=2-In(sin x)

plxydy COSX i COSX  In(sinx)? cosx .
jq(x)-ej -dxzjf-ezl“(“”)-dxzj ——-¢ ( )-dxz.[ — -sin® x-dx =
sin” x sin” x sin” x

=jcosx-dx=sinx,

e*Z»ln(sinx) . ( ln((sinx)’z)

sinx+C)=e (sinx+C) =(sinx)” - (sinx+C) =

C 1
+

sin x  sinx

y:

=C-(sinx)” +(sinx)"' =
. : y : 3 .
Uvrstavanjem pocetnoga uvjeta | x = 5 -7, y=0| dobivamo:

0= + s0=C-1C=1.

Dakle, rjesenje zadatka je funkcija

1 1 1+sin x
) + . = ) .
sin“x sinx sin~ x
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Rijesite Cauchyjev problem:

{y'+2-y=(x-y)2,
y(0) = 4.

Rjesenje: Zapisimo zadanu obi¢nu diferencijalnu jednadzbu u obliku:
y'+2-y=x2-y2.
Vidimo da se radi o Bernoullijevoj obi¢noj diferencijalnoj jednadzbi. Oc¢itamo:
p(x)=2, g(x)=x", k=2.
Odredimo:

(l—k)»jp(x)»dx _ 6(172)».[2»@ _ e(—Z)»Il»dx g

b

—2-x

gx)=e
2-1 e e

_(1—2).(jx2-e*“-dx)+c :(—1)-(jx2-e*“-dx)+c'

Preostalu standardnu antiderivaciju odredimo dvostrukom primjenom metode

djelomicne integracije. Imamo redom:

e—2»,\t 4.62,{
Y= R T R B IpE
| —xeT ——xeT = |+C
2 2 4
© mr. sc. Bojan Kovaci¢, visi predavac 73



TVZ

Elektrotehmicki odjel

POLYTECHNICUM ZAGRABIENSE

Matematika 2

(preddiplomski stru¢ni

Zbirka rijesenih zadataka
sa sinkronih online

grupnih konzultacija

studij elektrotehnike)

4
T2t x+144-Cee?

Uvrstavanjem pocetnoga uvjeta (x=0, y=4) dobivamo:

4=—7 4 e 4= 4 4-C+l=1C=0.
2:00+0+1+4-C-e 4-C+1
Dakle, rjesenje zadatka je funkcija
4

y_2~x2+x+1'

10.Rijesite Cauchyjev problem:

{Y—Z:y=2f”vr,

(0) =0.

Rjesenje: Zapisimo zadanu obi¢nu diferencijalnu jednadzbu u obliku:

1

y'_2.y:2.e’“.y5.
Vidimo da se radi o Bernoullijevoj obi¢noj diferencijalnoj jednadzbi. Ocitamo:

p()=-2, g)=2-¢", k=%.

Odredimo:
(l—k)»jp(x)»d.x (1—1j»j(—2)»dx l»(—Z)»jl»dx
g)=e e T
%—l e_x e_X e—x
) 1 1 - x+C =
@—zj(jze-e dﬂ+C'A§2(IL¢Q+C
-1 e
2 — /—2
y x+C

y:( - j =(e kO ) = () (@O =y,

x+C

Uvrstavanjem pocetnoga uvjeta (x=y=0) odmah slijedi C=0. Dakle, rjesenje

zadatka je funkcija
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11.Uz pretpostavku y = y(¢) rijesite Cauchyjev problem

Sy —12.y=0,
63
In2)=—,
y(In2) 1
255
—In2)=—="-,
y(=In2) T

Rjesenje: Pripadna karakteristicna jednadzba je:
k> —k-12=0.
Njezina su rjesenja k, =3, k, =4. Zbog toga je opce rjesenje polazne jednadzbe
y=C e +C,-e" .

Uvrstavanjem pocetnih uvjeta dobivamo:

—_C1~ +C2'€4»1n2,
4
L=
-255 —C .3 L o )
16 ’
% _c,. In(27) c, 'em(z“)’
255 3 4
=25 _¢. ln(2)+C2'eln(2 )
16
@:c1-2‘3+C2~24,
4
ﬁ:cl.zﬁ.cz.f‘
16

C,+128-C, =126,
L=

128-C, +C, =255
& (C,,C,) = (-2,1).

Dakle, rjesenje zadatka je funkcija

4.t -3¢
y=e'=2-e7".
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12.Uz pretpostavku y = y(¢) rijesite Cauchyjev problem

y +10-y +25-y=0,
yB3)=e,
y(=3)=-5-€".
Rjesenje: Pripadna karakteristicna jednadzba je:
k*+10-k+25=0.
Njezino jedinstveno rjesenje je k =—5. Zbog toga je opce rjesenje polazne jednadzbe
y=(C,-t+C,)-e™".
Uvrstavanjem pocetnih uvjeta dobivamo:

{e-” =(3-C,+C,)- ¢, o
=5-¢"=(=3-C,+C,)-e”
3-C,+C, =1,

{—3@1 +C,=-5

& (C,,C,)=(1,-2).

Dakle, rjesenje zadatka je funkcija

y=(t-2)-e".
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13.Uz pretpostavku y = y(¢) rijesite Cauchyjev problem

y"+4-y'+29-y=O,

Rjesenje: Pripadna karakteristicna jednadzba je:
k*+4-k+29=0.

Njezino rjesenje sa strogo pozitivnim imaginarnim dijelom je k=-2+5-i. Zbog toga
je opce rjesenje polazne jednadzbe

y=(C,-cos(5:-1)+C,-sin(5-1))-e".

Uvrstavanjem pocetnih uvjeta dobivamo:

—e " =| C, -cos (zj +C, -sin (zj 2
2 2 C,=-1
ﬁ_—/

~ —_ o127 e (C.C)=2.-1).
; > {-q: L= (C.0)=2)

-

—2-¢7" = {Cl -cos(7) +C, -sin(z)} e
\_W._J \

=1 =0
Dakle, rjesenje zadatka je funkcija

y=(2-cos(5-t)—sin(5-1))-e>".
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14. Nadite neko partikularno rjesenje obi¢ne diferencijalne jednadzbe
y —y +y=x%
Rjesenje: Pripadna karakteristicna jednadzba glasi:
k*—k+1=0.

Lako se vidi da 0 nije rjesenje te jednadzbe i da je desna strana polazne jednadzbe
polinom 2. stupnja. Zbog toga trazeno partikularno rjesenje trazimo u obliku

polinoma 2. stupnja, tj. u obliku:

yp=A~x2+B~x+C.

Odredimo prve dvije derivacije ovoga izraza:

y; =2-A-x+B,
y;=2‘A.

Uvrstavanjem ovih triju izraza u polaznu jednadzbu dobivamo:

2:A-(2-A-x+B)+(A- X +B-x+C)=x &
A-X*+(-2-A+B)-x+(2-A-B+0)=x" &
A=1,
-2-A+B=0, &
2-A-B+C=0
(A,B,C)=(1,2,0).

Dakle, trazeno partikularno rjesenje je:
y, = X +2-x.

Napomena 3. Partikularno rjesenje je i svaki izraz dobiven uvrstavanjem
skonkretnih“ realnih brojeva umjesto konstanti C, i C, u opce rjeSenje polazne

jednadzbe. To opce rjesenje u ovom je slucaju

L
yz{C1 -cos(ﬁ-xj+c2 -sin(ﬁ-xn-e2 +x*+2-x, C,,C,e R.
2 2
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15.Nadite neko partikularno rjesenje obicne diferencijalne jednadzbe
2-y +3-y +18-x=0.
Rjesenje: Zapisimo zadanu jednadzbu u obliku:
2- y" +3- y' =-18-x.
Pripadna karakteristicna jednadzba glasi:
2-k*+3-k=0.

Lako se vidi da je 0 jednostruko rjesenje te jednadzbe i da je desna strana polazne

jednadzbe polinom 1. stupnja. Zbog toga trazeno partikularno rjesenje trazimo u
obliku:

y,=x'-(A-x+B)=A-x’+B-x.
Odredimo prve dvije derivacije ovoga izraza:
y; =2-A-x+B,

y;7=2-A.

Uvrstavanjem ovih dvaju izraza u polaznu jednadzbu dobivamo:

2:(2-A)+3-(2-A-x+B)=-18-x &
6-A-x+(4-A+3-B)=-18x &

6-A=-18,
(=4
4-A+3-B=0

Dakle, trazeno partikularno rjesenje je:

Y, =-3-x*+4-x.

Napomena 4. Partikularno rjesenje je i svaki izraz dobiven uvrstavanjem

skonkretnih“ realnih brojeva umjesto konstanti C, i C, u opce rjeSenje polazne
jednadzbe. To opce rjesenje u ovom je slucaju

-3

y=C,-e? +x*+2-x+C,, C,,C,e R.
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16.Nadite neko partikularno rjesenje obicne diferencijalne jednadzbe
Y +4-y +7-y=19-¢"
Rjesenje: Pripadna karakteristicna jednadzba glasi:
k> +4-k+7=0.

Lako se vidi da 2 nije rjesenje te jednadzbe i da je desna strana polazne jednadzbe
funkcija oblika E-e®'. Zbog toga trazeno partikularno rjesenje trazimo u obliku:

)’,,=A-ez".

Odredimo prve dvije derivacije ovoga izraza:

v, =24,

y; =4-A-¢".
Uvrstavanjem ovih triju izraza u polaznu jednadzbu dobivamo:

44" +4:(2-A-¢")+7-(A")=19-" &
6-A+8-A+7-A=19&

19-A=19¢<

A=1.

Dakle, trazeno partikularno rjesenje je:

Napomena 5. Partikularno rjesenje je i svaki izraz dobiven uvrStavanjem
skonkretnih“ realnih brojeva umjesto konstanti C, i C, u opce rjeSenje polazne

jednadzbe. To opce rjesenje u ovom je slucaju

y=(C1 -cos(\/g-t)+C2-sin(\/g-t))-e’z"+e2", C.C,eR.
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17.Nadite neko partikularno rjesenje obicne diferencijalne jednadzbe
y +4-y +4-¢=0.
Rjesenje: Zapisimo zadanu jednadzbu u obliku:
y +4-y =—4.e7,
Pripadna karakteristicna jednadzba glasi:
k*>+4-k=0.

Lako se vidi da je —4 jednostruko rjesenje te jednadzbe i da je desna strana polazne
jednadzbe funkcija oblika E-e™*'. Zbog toga trazeno partikularno rjesenje trazimo u
obliku:

y, =t -(A-e4")=A-t-e4”.
Odredimo prve dvije derivacije ovoga izraza:
y,=Aet + At (—4) et =(—4-A-t+ A)-e,
V=4 Ae™ (4 At +A)(—4) e =(16-A1-8 A
Uvrstavanjem ovih dvaju izraza u polaznu jednadzbu dobivamo:

(16-A-t—8-A)-e +4-(—4-A-t+A)-e"" =—4-" &
8- A+d4-A=—d o

(—4)A=-4 &

A=1.

Dakle, trazeno partikularno rjesenje je:
y,=t-e

Napomena 6. Partikularno rjesenje je i svaki izraz dobiven uvrstavanjem
skonkretnih“ realnih brojeva umjesto konstanti C, i C, u opce rjeSenje polazne

jednadzbe. To opce rjesenje u ovom je slucaju

y=@+C)-e*"+C,, C,C,eR.
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18.Nadite neko partikularno rjesenje obicne diferencijalne jednadzbe
y 4y +y+13-sin(2-1) =0.
Rjesenje: Zapisimo zadanu obi¢nu diferencijalnu jednadzbu u obliku:
y" + y' +y=-13-sin(2-¢).
Pripadna karakteristicna jednadzba glasi:
k> +k+1=0.

Lako se vidi da 2-i nije rjeSenje te jednadzbe i da je desna strana polazne
jednadzbe funkcija oblika E-sin(2-f). Zbog toga trazeno partikularno rjesenje

trazimo u obliku:

y, =A-cos(2-1)+ B-sin(2-1)
Odredimo prve dvije derivacije ovoga izraza:

Y, =2-B-cos(21)—2- A-sin(21),
y, =—4-B-sin(2-1)—4-A-cos(2-1).

Uvrstavanjem ovih triju izraza u polaznu jednadzbu dobivamo:

—4-B-sin(2-t)—4-A-cos(2-t)+2-B-cos(2-t)—2-A-sin(2-1)+ A-cos(2-t)+
+B-sin(2-1)=—-13-sin(2 1) &
-3-A+2-B=0,
~
-2-A-3-B=-13
(A,B)=(2,3).

Dakle, trazeno partikularno rjesenje je:

y, =2-cos(2:1)+3-sin(2-1).

Napomena 7. Partikularno rjesenje je i svaki izraz dobiven uvrstavanjem
skonkretnih“ realnih brojeva umjesto konstanti C, i C, u opce rjeSenje polazne

jednadzbe. To opce rjesenje u ovom je slucaju

-1,
y:{Cl-cos(?-tj+€2-sin(?-tn-ez +2-cos(2-1)+3-sin(2-¢), C,,C, e R.
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19.Nadite neko partikularno rjesenje obicne diferencijalne jednadzbe
y" + y' +2-(ex —cosx) =0.
Rjesenje: Zapisimo zadanu obi¢nu diferencijalnu jednadzbu u obliku:
y"+y' =2-cosx—2-¢e".
Pripadna karakteristi¢na jednadzba glasi:
k*>+k=0.

Lako se vidi da 1 i 1-i=i nisu rjesenja te jednadzbe. Desna strana polazne
jednadzbe je funkcija oblika E, -cosx+E,-e*. Primjenom nacela superpozicije

zakljucujemo da partikularno rjesenje treba traziti u obliku:
y, =A-cosx+B-sinx+C-e".
Odredimo prve dvije derivacije ovoga izraza:

y, =—A-sinx+B-cosx+C-e",

y;, =—A-cosx—B-sinx+C-e".
Uvrstavanjem ovih dvaju izraza u polaznu jednadzbu dobivamo:

—A-cosx—B-sinx+C-e”‘+(—A-sinx+B-c0sx+C-e”‘)=2-cosx—2-e”‘ &

—-A+B=2,
-A-B=0,
2-C=2

(A’ B’ C) = (_1’ 1’ 1)'
Dakle, trazeno partikularno rjesenje je:
y, =sinx—cosx—e".

Napomena 8. Partikularno rjesenje je i svaki izraz dobiven uvrstavanjem
skonkretnih“ realnih brojeva umjesto konstanti C, i C, u opce rjeSenje polazne

jednadzbe. To opce rjesenje u ovom je slucaju

y=C,-e"+C,+sinx—cosx—e", C;,C,e R.
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20.Nadite neko partikularno rjesenje obic¢ne diferencijalne jednadzbe
y =2-y =20-(t+sinr).

Rjesenje: Pripadna karakteristicna jednadzba glasi:
k*—2-k=0.

Lako se vidi da je 0 rjesenje te jednadzbe, kao i da 1-i=i nije njezino rjesenje.
Desna strana polazne jednadzbe je funkcija oblika E, -t+E,-sint. Primjenom nacela

superpozicije zaklju¢ujemo da partikularno rjesenje treba traziti u obliku:

y,=x-(A-t+B)+C-cost+D-sint=A-1’+B-1+C-cost+D-sint.
Odredimo prve dvije derivacije ovoga izraza:

y;, =2-A-t+B-C-sint+ D-cost,

y;, =2-A—-C-cost—D-sint.

Uvrstavanjem ovih dvaju izraza u polaznu jednadzbu dobivamo:

2-A—C-cost—D-sint—2-(2-A-t+B—C-sint+D-cost)=20-(¢ +sin¢) &
—4-A =20,
2-A-2-B=0,
&
2-C-D =20,
—C-2-D=0
(A,B,C,D)=(-5,-5,8,-4).

Dakle, trazeno partikularno rjesenje je:
y, =(=5)-1*=5-1+8-cost—4sint.

Napomena 9. Partikularno rjesenje je i svaki izraz dobiven uvrstavanjem
skonkretnih“ realnih brojeva umjesto konstanti C, i C, u opce rjeSenje polazne

jednadzbe. To opce rjesenje u ovom je slucaju

y=C, -’ =5t =5-t+C,+8-cost—4-sint, C,,C, € R.
1 2 1 2
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21.0dredite Laplaceov transformat F =F(s) funkcije f :[O,+oo>%R definirane

pravilom:

o :{o, zate0,6),

2-t,zat=>6.

Rjesenje: Koristedi definiciju Laplaceova transformata imamo redom:

+oo 6 6 6
F(s)= jz.,.e—w .dt—J.Z-t-e_‘” -dt+.|.0-e_” -dt=2-£({t})—j2-t-e‘” -dt+0=
0 0 0 'Vl' 0
\_26—4 :?

gt 1y _,
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22.0dredite Laplaceov transformat F =F(s) funkcije f :[O,+oo>%R definirane

pravilom:

10, za t > 8.

5, zate[0,8],
f=

Rjesenje: Koristedi definiciju Laplaceova transformata imamo redom:

+oo 8 8 8
F(s)= }[10«6'_‘”«dt—}[lO«e‘”~dt+}[5«e“”«dt=1O«£({1})+}[(5—10)‘€‘”~dt:

1

N

Napomena 10. Neka su a,b,ce R takvi da je a<b ic>0. Za vjezbu dokazite da je

Laplaceov transformat F = F(s) funkcije f:[0, +oo> — R definirane pravilom

F)= {a, zate[0,c],

b, zat>c

dan pravilom

a+(b-a)-e

F(s)=

Vrijedi li tvrdnja ako [O,c] zamijenimo s [O,c> ,a t>c s t=>c? Objasnite svoj odgovor.

Uputa: Postupite analogno kao u rjesenju zadatka 22. Tvrdnja vrijedi i u navedenom
slucaju jer vrijednost integrabilne funkcije u tono jednoj tocki (zapravo, rubu podrucja

integracije) nema utjecaja na vrijednost odredenoga integrala.
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23.Iskljucivo pomocéu Laplaceovih transformata rijesite Cauchyjev problem:

y—y=2-¢,
y(0) =6,
y (0)=17.

Rjesenje: Odredimo Laplaceov transformat svakoga c¢lana zadane jednadzbe:

y 52 F(s)—s-y(0)=y(0)=s*-F(s)—6-5—7,
y > F(s),

e'——,
s—1

pa uvrstimo dobivene izraze umjesto njihovih originala u jednadzbu:

sZ-F(s)—6-s—7—F(s):2-L,
o

2 _L .
Fis)-(s 1)—S_1+6 s+7,
F(S)-(s_l).(s_l_l):2+(6-s+71).(s_1),

§—
F(s):2+6‘52+7'S—6-s—7

(s=D-(s=D-(s+1)
__ 05 4SS
(=D (s+D)

F(s)

Rastavimo brojnik posljednjega razlomka na faktore. RijeSsimo jednadzbu

6-s>+s—5=0. Dobivamo s, =—1, s, =%. Prema osnovnom teoremu algebre slijedi:

6-s2+s—5=6-(s—(—1))-(s—%j=(s+1)-(6-s—5).

Zbog toga je

:(s+1)-(6-s—5):6-s—5:6-s—6+1:6-s—6+ 1 :6-(s—1)+ 1 _
(s=D*-(s+1) (s=1)? (s—1)? (s=D* (s=D*> (s=D* (s=1)7
6 1 1 1

+ ~=6- + >
s—1 (s—-1 s—1 (s—=1

F(s)

Koristeéi tablicu Laplaceovih transformata lako dobivamo konac¢no rjesenje:

y=6-¢"+x-e" =(x+6)-e".
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24.1Iskljucivo pomoc¢u Laplaceovih transformata rijesite Cauchyjev problem:

y +4-y=16-1,
y(0)=-1,
y(0)=4.

Rjesenje: Odredimo Laplaceov transformat svakoga c¢lana zadane jednadzbe:

y" Hsz-F(s)—s-y(O)—y'(O):sz-F(s)—s-(—l)—4:s2-F(s)+s—4,
y F(s),

IH?,

pa uvrstimo dobivene izraze umjesto njihovih originala u jednadzbu:

1
5P F(s)+s—4+4-F(s)=16-—,
S

F(s>.(s2+4):§_s+4,
S
3 2
F(s) (52 +4) =105 145
S
-’ +4-s+16 =5’ 4-5°+16 _ —s 4'(52"‘4)

F(s)=

sz-(s2+4) _sz-(s2+4)+s2-(s2+4)_s2+4+s2-(s2+4)_
—s 4 1 s

= +—=4-—- :
s2+4  s* s2 2 +27

Koristeéi tablicu Laplaceovih transformata lako dobivamo konac¢no rjesenje:

y=4-t—cos(2-t).
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25.1Iskljucivo pomoéu Laplaceovih transformata rijesite Cauchyjev problem:

y +2-y =sint—2-cost,
y0)=1,
y (0)=-3.

Rjesenje: Odredimo Laplaceov transformat svakoga c¢lana zadane jednadzbe:

y s F(s)—s-y(0)—y (0)=s"F(s)—s-1-(=3)=5> - F(s)—s+3,
y s - F(s)—y0)=s-F(s)—1,

sint > ———,
s +1

COSt—> )

s2+1°

pa uvrstimo dobivene izraze umjesto njihovih originala u jednadzbu:

s> F(s)—s+3+2:(s-F(s)-D = 21 N
sT+1 s*+1
2 1_2'S
s F(s)—s+3+2-5 F(s)-2=—5—,
s +1
1-2-s
F(s)-(s*+2-s)= +s5—1,
(s) ( ) s7+1
F©)-(5-(5+2) 1-2-s+(s—1)-(s>+1)
s)-(s-(s+2))= ,
s7+1
1-2-s+5 —s"+s5-1
F(s)=—
(57 +1)-s5-(s+2)
F(s) = s—st—s s-(sz—s—l) o sS=s—1 sSSHl-s-2
(s°+1)-5-(s+2)  (s7+1)-s-(s+2) (s7+1)-(s+2) (57+1)-(s+2)
s?+1 s+2 1 1 1 1

T($H1)-(s42) ($41)-(s+2) 542 41 s=(=2) §+I
Koristeéi tablicu Laplaceovih transformata lako odredimo konacéno rjesenje:

y=e" —sint.
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26.Iskljucivo pomocéu Laplaceovih transformata rijesite Cauchyjev problem:

{yvv_z'yv+2-y=e”‘,
y(0)=y(0)=2.

Rjesenje: Odredimo Laplaceov transformat svakoga c¢lana zadane jednadzbe:

V82 F(s)—s-y(0)—y(0)=s>-F(s)—s-2-2=s"-F(s)=2-5—2,
y s F(s)=y(0)=s-F(s)-2,
y F(s)

. 1
e'——,
s—1

pa uvrstimo dobivene izraze umjesto njihovih originala u jednadzbu:
1
s2-F(s)—2-s—2—2-(s-F(s)—2)+2-F(s):—1,
S—

F(s)-(s2—2-s+2):%+2-s—2,
o
1+(s=1)-(2-5-2)

b

F(s)(s*=2-5+2) 1
o

14257 =2-5—2-5+2  2-5°—4.5+43
(s=D-(s*=2-s+2)  (s=D-(s’-2-5+2)

F(s)=

Rastavimo ovu racionalnu funkciju na parcijalne razlomke. Imamo redom:

2-s*—4.-5+3 A B-s+C

+
(s—l)-(s2—2-s+2) s—1 §*=2-5+42

25’ —4-543=A-(s=2:542)+(B-s+O)-(s—) =

s=1=>A=1,
s=0=>2-A-C=3, < (A,B,C)=(1,1,-1).
s=—-1=>5-A+2-B-2-C=9

Zbog toga je

1 s—1 1 s—1
+— =—+ —.
s—1 s =2-54+42 s—-1 (s=1)"+1

F(s)=

Koristeéi tablicu Laplaceovih transformata lako odredimo konacéno rjesenje:

y=e"-(1+cosx).
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27.0dredite eksplicitnu jednadzbu ravninske krivulje koja dodiruje pravac p..y=-2,
a odredena je obi¢nom diferencijalnom jednadzbom x-y +y=2-x. Pojednostavnite

dobivenu jednadzbu sto vise mozete.

Rjesenje: Pravac p je tangenta na trazenu krivulju. Njegov koeficijent smjera je
k=0, a prolazi tockom T =(x,,-2). Bududi da je koeficijent smjera tangente u bilo
kojoj tocki krivulje jednak prvoj derivaciji izraza koji zadaje tu krivulju,
uvrstavanjem y'=0 i y=2 u obi¢nu diferencijalnu jednadzbu kojom je zadana

krivulja dobivamo:
x-0-2=2-x, & x, =-1.
Dakle, trazena krivulja dodiruje pravac p u tocki T =(—1,-2).

Sada rijesimo Cauchyjev problem:

{x-y'+y:2-x,
y(-)=-2
Prvu jednadzbu podijelimo s x:
y+loy=2,
X

pa vidimo da je rije¢ o nehomogenoj linearnoj obi¢noj diferencijalnoj jednadzbi 1.
reda. Ocitamo pripadne funkcije: p(x)=—, g(x)=2 i uvrstimo ih u pripadnu
X

formulu za opce rjesenje:

1 1

y=€j”‘dx-[jejxdx-Z-dx+Cj:e_l”-(jel”-Z-dx+C):
1 1 C
=—(|x2dx+C)=—-(x"+C)=x+—.
X (j ) X ( ) X
Uvrstavanjem pocetnoga uvjeta (x=-1, y=-2) dobivamo:

C
—2=—1+—1<:>—C—1=—2(:)C=1.

Dakle, trazena krivulja je:

Kmy=x+l.
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28.0dredite eksplicitnu jednadzbu ravninske krivulje koja prolazi tockom A = (3, 1) i
ima svojstvo da je koeficijent smjera normale povucene na krivulju u bilo kojoj tocki
krivulje jednak koli¢niku apscise i ordinate te tocke.

Rjesenje: 1z zadanih podataka dobivamo sljede¢i Cauchyjev problem:

' b

y oy
y(3)=1.

Invertiranjem prve jednakosti dobivamo:

, o1
-y =X<:>y +—-y=0.
x x

Dobili smo homogenu linearnu obi¢nu diferencijalnu jednadzbu 1. reda. Ocitamo

1 . .. L .
p(x)=—, pa uvrstimo ovu funkciju u formulu za opcée rjesenje navedenoga tipa
X

jednadzbe:

1 -1
X

Rjesenje problema trazimo u okolini tocke A za koju je x,=3>0. Zbog toga

smijemo izostaviti apsolutnu vrijednost, te dobiti:

y=—.
X

. . y . . . ., C . .
Uvrstavanjem pocetnoga uvjeta (x=3, y=1) dobivamo jednadzbu §=1, iz koje je

odmah C=3.

D A 3
Dakle, rjesenje zadatka je hiperbola y =—.
X
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29.Vrijeme poluraspada tricija iznosi 12.3 godina. Pretpostavljamo da je brzina
raspadanja proporcionalna koli¢ini neraspadnutoga dijela tricija. Za koliko ¢e se
godina pocetna koli¢ina tricija smanjiti na petinu te koli¢ine? Zaokruzite rezultat na
jednu decimalu.

Rjesenje: Neka su x, koli¢ina tricija u trenutku =0, a x=x(¢) koli¢ina
neraspadnutoga tricija nakon ¢ godina. Na temelju podataka u zadatku mozemo
postaviti sljede¢i Cauchyjev problem:

x':k-x, x'—k-x=0,
L= .
x(0)=x, x(0) = x,.

Pripadna obi¢na diferencijalna jednadzba je homogena linearna obi¢na diferencijalna
jednadzba 1. reda. Oc¢itamo p(x)=—k, pa dobijemo:

_j(—k).dt :C.ek.jl.dt —C.

x(t)=C-e
Uvrstavanjem pocetnoga uvjeta (=0, x(¢) = x,) odmah dobivamo C =x,. Dakle,
x(t)=x,-€e"".
Izrazimo konstantu k& pomocu vremena poluraspada T. Znamo da je x(7) =%-x0, pa

uvrstavanjem ¢ =17 u pravilo funkcije = dobijemo:

1

In| —
(2) _Inl-In2 -In2
T T T

Tako slijedi:

“nz}, L2 1“[2;
R T .
Preostaje rijesiti jednadzbu x(t)=%~x0. Lako se dobiva:

1 v 1
Sx =, 27 & 2° =—(:)—tzlogz(—j(:)—t=10g21—10g25(:)
5 5 T 5 T =

t=(log,5)-7=(log,5)-12.3 = 28.6 godina.
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30.Grad Brbljograd ima ukupno 40 000 stanovnika. ,,Soc¢ni trac¢® se siri gradom tako da
je u svakom trenutku trenutna brzina Sirenja ,traca“ proporcionalna broju
stanovnika koji do toga trenutka nisu culi ,trac“. Do zakljucno 9:00 sati ,trac” je
c¢ulo ukupno 4000 ljudi, a do zaklju¢no podneva ,trac* je cula polovica grada.
Koliko ¢e ukupno ljudi c¢uti tra¢ do zakljuéno 13:00 sati? Zaokruzite rezultat na
najblizi prirodan broj.

Rjesenje: Neka je N=N(t) broj stanovnika koji su culi ,trac* do trenutka t. Bez

smanjenja opcenitosti mozemo uzeti da je pocetni trenutak 9:00 sati i da je ¢
vrijeme iskazano u satima (racunajuci od 9:00 sati). Iz zadanih podataka dobivamo
sljede¢i Cauchyjev problem:

N (t) = k- (40000— N),
N(0) = 4000,
N(3) =20000.

gdje je ke R\{0} konstanta proporcionalnosti. RijeSimo navedeni problem.

Zapisimo zadanu jednadzbu u obliku
N +k-N =40000-k,

pa vidimo da se radi o nehomogenoj linearnoj obi¢noj diferencijalnoj jednadzbi 1.
reda. Rijesimo je koristec¢i formulu za rjesenje toga tipa jednadzbe. Ocitamo:

p(t) =k, g(t)=40000-k,

pa imamo redom:

N() = oI ( j 40000k - dr + cj _ -(40000- j P L cj =

e (40000. j k-e“'-dr+ c) =e ™" (40000- " +C)=C-e ™" +40000.

U ovu jednakost najprije uvrstimo =0, N(0)=4000. Dobijemo:

4000=C- & +40000 < 4000 = C +40000 < C =-36000.

=1
U istu jednakost uvrstimo =3, N(3) =20000, C =-36000, pa dobijemo:

20000 = 40000 —36000-¢** < &** :3@3-k:1n(§j PR k:%-ln(gj.
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Tako je:

L3,
N (1) =40000-36000-¢’ [9] .

Trazeni je broj jednak N(4), pa rac¢unamo:

1.1,{5}4 ih{é]
N(4)=40000-36000-¢* **/ =40000-36000-¢* ** =

4
5)3

ln[
=40000-36000-¢e
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